
5
Anwendungen

„In theory, there is no difference between theo-
ry and practice. But, in practice, there is. “

—Jan L. A. van de Snepscheut 1

Auf der Grundlage, der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten und in Ka-
pitel 4 beschriebenen Simulationsbibliothek wurden vier Anwendungen ent-
wickelt.

Abschnitt 5.1 beschreibt ein Trainingsprogramm, mit dem die Ablösung
der innersten Schicht der Retina virtuell trainiert werden kann. Eine vir-
tuelle Capsulorhexis-Prozedur wird in Abschnitt 5.2 vorgestellt. Abschnitt
5.3 präsentiert eine Anwendung, mit der die Entfernung eines Darmpoly-
pen trainiert werden kann. Die Simulation in Abschnitt 5.4, dient dazu die
Spannungen im Unterleib beim Stuhlgang zu untersuchen.

5.1 Modellierung der Ablösung der Innere Grenz-
membran

In folgendem Abschnitt wird ein Trainingsprogramm beschrieben, das für
den ophtalmochirurgischen Simulator EYESI-Vitreoretinal entwickelt wur-
de. Die Dissertation von Wagner [2003] beschreibt EYESI-Vitreoretinal um-
fassend. Verschiedene Aspekte von EYESI-Vitreoretinal wurden auch in
Schill et. al. [1999b;a], Schill, Wagner, Bender und Männer [2000], Wag-
ner, Schill, Hennen, Männer, Jendritza, Knorz und Bender [2001], Wagner,
Schill und Männer [2002a;b] veröffentlicht.

1Niederländisch-Amerikanischer Computerwissenschaftler (1953–1994)
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86 5. Anwendungen

5.1.1 Medizinischer Hintergrund

Die Innere Grenzmembran oder ILM (von englisch Internal Limiting Mem-
brane) ist die innerste Schicht der Retina. Bei bestimmten Pathologien muss
die ILM im Bereich der Makula entfernt werden, um Zugang zu darunter
liegenden Schichten der Retina zu ermöglichen.

Der Eingriff wird in mehreren Schritten durchgeführt. Häufig wird die ILM
grün eingefärbt, um die transparente Membran besser sichtbar zu machen.
Danach wird die ILM mit einem spitzen Instrument angerissen. Das angeris-
sene Stück der Membran wird mit einer Pinzette gegriffen und abgezogen.
Hierbei muss die Rissausbreitung in der Membran so kontrolliert werden,
dass die ILM im gesamten Bereich der Makula möglichst in einem Stück
abgelöst wird. Berührungen der Retina müssen dabei vermieden werden.
Nach dem Ablösen wird die ILM mit einem Saugschneide-Instrument, dem
so genannten Vitrektor abgesaugt.

5.1.2 Anforderungen an die Simulation

Bei der Auswertung von Video-Aufzeichnungen mehrerer chirurgischer ILM-
Ablösungen wurde beobachtet, wie sich die Membran bei einem Eingriff ver-
hält. Aus den Beobachtungen und durch Absprache mit Chirurgen ergeben
sich folgenden Anforderungen an eine Simulation der ILM.

• Modellierung des steifen Gewebeverhaltens der ILM.

• Modellierung einer realistischen Rissausbreitung.

• Modellierung des Haftens und des Ablösens der ILM von den unteren
Schichten der Retina.

• Berücksichtigung inhomogener Strukturen: Die ILM lässt sich in der
Regel im Bereich der Blutgefäße leichter ablösen als in anderen Berei-
chen.

• Berücksichtigung individueller Unterschiede: je nach Pathologie und
Alter des Patienten variiert die Tendenz der ILM, beim Ablösen zu
fragmentieren.

• Die ILM befindet sich auf der Innenseite des Augapfels, die Simulation
ist also auf das Innere einer Hohlkugel beschränkt.

5.1.3 Stand der Technik

Soweit dem Autor bekannt ist, existiert keine andere Simulation der Inneren
Grenzmembran.
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5.1.4 Das erstellte Trainingsprogramm

Gewebesimulation Für die Simulation der Inneren Grenzmembran wird
ein Mass-Spring-Ansatz mit expliziter Integration gewählt, um topologische
Änderungen in Echtzeit berücksichtigen zu können. Als Integrationsmetho-
de wird ein Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung (siehe Anhang B.1.4) ver-
wendet, da es für ein explizites Verfahren gute numerische Stabilität auf-
weist. Um die Ausbreitung lokaler Störungen zu beschleunigen, wird der
Ansatz mit dem in Abschnitt 2.3 vorgestellte Dragnet-Algorithmus kom-
biniert. Das Reißen wird mit dem flächenerhaltenden Reißalgorithmus aus
Abschnitt 3.3 modelliert.

Geometrie des Gitters Die virtuelle ILM besteht aus einem Gitter von
Massepunkten, die durch Spring-String-Elemente verbunden sind. Bei dem
verwendeten Reißalgorithmus pflanzen sich Risskanten immer entlang einer
Feder fort. Die mögliche Rissausbreitung in einem Knoten wird also durch
die Anzahl und Verteilung der Federn des Knotens bestimmt. Bei der Wahl
der Gitterkonfiguration ist deshalb darauf zu achten, dass in jedem Knoten
ein Reißen in möglichst viele Richtungen möglich ist. Aus diesem Grund
wurde eine regelmäßige hexagonale Gitterstruktur gewählt (siehe Abbildung
5.1), in der jeder Knoten mit sechs Nachbarn verbunden ist. Die Winkel
zwischen den Verbindungen sind alle identisch.

Abbildung 5.1: Das für die Simulation der ILM erzeugte Gitter aus Massenk-
noten, die mit Spring- und String-Elementen verbunden sind. Das Gitter hat eine
hexagonale Grundstruktur um das Reißen in sechs mögliche Richtungen zu er-
möglichen. Die konkave Wölbung passt die simulierte Membran an die Form der
Retina an.

Instrument Interaktionen Während einer virtuellen ILM-Ablösung in-
teragiert die Membran mit Nadel, Pinzette und Vitrektor. Wagner et. al.
[2002a] beschreiben die im EYESI-Framework integrierten Verfahren zur
Kollisionserkennung und -antworten und wie damit die Interaktionen zwi-
schen Membranen und den verwendeten Instrumenten modelliert werden.
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Für das erstellte Trainingsprogramm wird auf die im EYESI-Framework
vorhandenen Interaktionen zurückgegriffen.

Interaktion mit der Augenumgebung Die Innere Grenzmembran haf-
tet bis zur Ablösung mit der Pinzette an den darunter liegenden Schichten
der Retina. Im Modell werden die Knoten der virtuellen ILM durch Kräfte
an ihrer Ausgangsposition gehalten. Die Kräfte sind direkt proportional zur
Entfernung des Knotens von seiner Ausgangslage. Überschreitet diese Ent-
fernung einen vorgegebenen Betrag, wird der Knoten als abgelöst markiert
und es wirken im weiteren Verlauf des Eingriffs keine Haltekräfte mehr auf
den Knoten.

Eine weitere Randbedingung für die simulierten Knoten ist durch die Reti-
na gegeben. Die ILM kann sich entlang der Retinaoberfläche bewegen, aber
nicht in sie eindringen. Die Modellierung der Randbedingung gestaltet sich
recht einfach. Die Retina befindet sich auf der Innenseite einer Kugelschale.
In jedem Zeitpunkt muss der Abstand der Simulationspunkte zum Mittel-
punkt des Auges bestimmt werden. Überschreitet der Abstand den inneren
Radius des Auges wird er korrigiert.

Reißen Der in Abschnitt 3.3 vorgestellte Reißalgorithmus bildet die
Grundlage für die Modellierung der Rissausbreitung bei der ILM. Bei Be-
obachtungen von realen Operationen fallen einige Punkte auf, die bei der
Modellierung des Reißens im vorliegenden Fall berücksichtigt werden müs-
sen.

• Die ILM reißt bevorzugt an der Stelle, an der sie sich von der Netzhaut
ablöst.

• In den Bereichen, in denen die Netzhaut von Blutgefäßen durchzogen
wird, reißt die ILM tendenziell schneller, d.h. bei geringerer Belastung.

• In der Regel kommt es bei der Ablösung der ILM nur zu einer Aus-
breitung vorhandener Risse. Verzweigung von Rissen und die Bildung
neuer Löcher sind hingegen selten zu beobachten.

Knoten der simulierten ILM, die an der Retina anhaften, sind in der Re-
gel nur wenig aus ihrer Ausgangslage verschoben. Somit sind die wirkenden
Federkräfte und die Knotenspannungen normalerweise gering im Vergleich
zu Knoten, die sich bereits gelöst haben. Aus diesem Grund reißen gelös-
te Knoten schneller, was sich nicht mit obigen Beobachtungen deckt. Um
das Verhalten der simulierten ILM an die realen Gegebenheiten anzupassen,
werden bei der Berechnung der Knotenspannungen auch die Kräfte berück-
sichtigt, die den Knoten auf der Retinaoberfläche halten. Zusätzlich wird
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der Rissfaktor ti in Gleichung 3.1 beim Ablösen eines Knotens verringert,
um das Reißen an der Retina-Oberfläche zu bevorzugen.

Das oben beschriebene inhomogene Reißverhalten der ILM wird ebenfalls
mit dem Rissfaktor ti modelliert. Knoten in der Nähe der Blutgefäße haben
einen größeren Faktor. Dadurch reißt die ILM bevorzugt in diesen Bereichen.

Um die Rissausbreitung gegenüber den anderen Reißarten zu bevorzugen,
wird den Schwellwert für das Reißen von Risskeimen deutlich niedriger ge-
wählt als bei den anderen Knotentypen.

Variationen des Programms Abhängig von Alter, Pathologie und in-
dividuellen Besonderheiten eines Patienten variiert das Verhalten der ILM.
Um den Bereich der möglichen Fälle abzudecken, wurden in dem erstell-
ten Trainingsprogramm sechs Schwierigkeitsstufen verwirklicht, die sich in
folgenden Punkten unterscheiden.

• Unterschiedlich starke Haftung der ILM an den darunter liegenden
Schichten der Retina.

• Verschieden starke Tendenzen der abgelösten Membran zum Reißen.

• Einfärbung der ILM. Einige Chirurgen färben die ILM nicht ein, da ei-
ne toxische Wirkung des Farbstoffes nicht vollkommen ausgeschlossen
werden kann.

Stärke Haftung der ILM an den unteren Schichten der Retina wurde durch
eine Erhöhung der Haltekräfte und eine Vergrößerung der Entfernung er-
zielt, ab der ein Knoten als abgelöst betrachtet wird.

Die Tendenz der abgelösten Membran zu reißen wird hauptsächlich durch
die oben beschriebene Erhöhung des Rissfaktors beim Ablösen bestimmt.
Eine stärkere Erhöhung des Rissfaktors verringert die Tendenz der ILM,
nach der Ablösung zu reißen.

Bei den niedrigeren Schwierigkeitsstufen ist die virtuelle Membran grün
eingefärbt und weist eine mittlere Transparenz auf, damit sie gut sichtbar
ist. Bei den höheren Schwierigkeitsstufen ist die ILM nicht eingefärbt und
hat eine hohe Transparenz. Nur die Kanten der ILM sind bei Bewegungen
schwach sichtbar.

5.1.5 Ergebnisse

Das Trainingsprogramm wurde wie oben beschrieben implementiert und
in den EYESI-Vitreoretinal Simulator integriert. Ophtalmochirurgen, die
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die virtuelle ILM-Ablösung evaluiert haben, beschrieben das Verhalten der
Membran durchgängig als realistisch. Das Modul hat mittlerweile die Pro-
duktreife erreicht und wird zu Ausbildungszwecken eingesetzt. Die Firma
VRmagic GmbH, Mannheim vertreibt das Trainingsprogramm kommerziell
als optionales Modul für den EYESI-Vitreoretinal Simulator. Ein virtuell
durchgeführter Eingriff ist in Abbildung 5.2 zu sehen.

5.2 Capsulorhexis

Nachfolgend wird ein Trainingsprogramm beschrieben, dass für den EYE-
SI-Cataract Simulator entwickelt wurde. Bei dem Capsulorhexis genann-
ten Eingriff handelt es sich um einen Arbeitsschritt bei einer Katarakt-
Operation

5.2.1 Medizinischer Hintergrund

Bei dem so genannten Grauen Star trübt sich die Augenlinse und behin-
dert das Eindringen des Lichts in das Auge. Bei einer Katarakt Operation
wird die getrübte Linsenkapsel durch eine Kunstlinse ersetzt. Der betroffene
Patient erhält sein Augenlicht zurück. Um an den Linsenkern zu gelangen,
muss zunächst der umliegende Kapselsack geöffnet werden. Bei dem Cap-
sulorhexis genannten Vorgang wird der Kapselsack mit einer Pinzette ge-
griffen und ein möglichst rundes Stück des oberen Kapselsacks entfernt. Die
Schwierigkeit bei der Operation liegt in der Kontrolle der Rissausbreitung.
Es muss verhindert werden, dass der Riss sich nach außen bis zur Rückseite
des Kapselsacks fortpflanzt.

5.2.2 Anforderungen an die Simulation

Gespräche mit Ärzten und die Auswertung von Operationsvideos ergaben
folgende Anforderungen an eine virtuelle Capsulorhexis.

• Der obere Teil des Kapselsacks muss simuliert werden. Das Gewebe
verhält sich dort wie eine steife Membran.

• Die Dicke der Kapselsackmembran führt dazu, dass die Biegesteifigkeit
des Gewebes nicht vernachlässigt werden kann.

• Der Kapselsack ist mit der Kapsel verwachsen. Die Ablösung des Kap-
selsacks muss modelliert werden.

• Der Kapselsack wird im Normalfall so abgelöst, dass sich der Riss
kreisförmig um die Achse der Linse ausbreitet.
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Abbildung 5.2: Die virtuelle Ablösung der Inneren Grenzmembran. Von links
oben nach rechts untern: Zunächst wird die ILM mit einer gebogenen Kanüle
angeritzt. Anschließen wird sie mit einer Pinzette gegriffen und von den unteren
Schichten der Retina abgezogen. Zum Schluss saugt man mit einem Vitrektor die
Membran ab.
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• Eine häufige Komplikation bei falscher Zugrichtung ist eine radiale
Rissausbreitung nach außen.

5.2.3 Stand der Technik

Webster, Sassani, Shenk und Zoppetti [2004b] verwirklichen die Simulati-
on einer Capsulorhexis auf Basis des PHANToM s. Das PHANToM ist ein
3D Eingabegerät mit Force-Feedback von der Firma SensAble Technologies.
Webster et. al. verwenden eine Mass-Spring Simulation mit implizier Inte-
gration. Sie beschränken die Simulation auf das Gebiet des Reißens. Wie
das Reißen modelliert wird, beschreiben Webster et. al. nicht.

5.2.4 Das erstellte Trainingsprogramm

Gewebesimulation Bei der Simulation des Kapselsacks muss, wie bei der
ILM in Abschnitt 5.1.4, eine steife Membran modelliert werden, die wäh-
rend der Simulation topologische Änderungen erfährt. Aus diesem Grund
wird auch in diesem Fall ein Mass-Spring-Ansatz mit expliziter Runge-Kut-
ta Integration 4. Ordnung verwendet. Da der Kapselsack relativ dick ist,
wird neben den Feldern auch durch Biegeelemente modelliert. Die Bewe-
gung der Pinzette ist durch Hornhaut und Linse auf einen kleinen Raum
eingeschränkt. Im Vergleich zu der Ablösung der Inneren Grenzmembran
sind die Verschiebungen einzelner Knoten bei der Capsulorhexis Simulation
deshalb gering. Eine Verwendung des Dragnet-Algorithmus ist nicht not-
wendig. Der flächenerhaltende Reißmethode aus Abschnitt 3.3 bildet die
Grundlage des verwendeten Reißmodels.

Geometrie des Gitters Bei der Wahl der Gitterkonfiguration ist dar-
auf zu achten, dass sich die Risse während der Operation in der Regel ent-
lang einer Kreisbahn um die optische Achse ausbreiten. Unter verschiedenen
Voraussetzungen kommt es auch zu einem Riss, der sich schnell in radialer
Richtung fortpflanzt. Um die Vorzugsrichtungen der Rissausbreitung zu un-
terstützen, wird ein Gitter mit einer konzentrischen Kreisstruktur erstellt.
Zusätzlich existieren sechs radial verlaufende Verbindungslinien. Abbildung
5.3 zeigt das für die virtuelle Capsulorhexis verwendete Gitter.

Instrument-Interaktionen Wie bei der Instrument-Interaktion im
ILM-Trainingsprogramm (Abschnitt 5.1.4) wird für die Kollisionserkennung
und -antwort zwischen Pinzette und Kapselsack auf bestehende EYESI-In-
teraktionen zurückgegriffen.
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Abbildung 5.3: Beim Simulationsgitter des Kapselsacks liegen die Knoten auf
konzentrischen Kreisen, um eine runde Rissausbreitung zu bevorzugen. Das Mesh
ist konvex gewölbt.

Interaktion mit der Linsenumgebung Die Bewegungsfreiheit des
Kapselsacks wird nach unten durch die Kapsel und nach oben durch die
Hornhaut beschränkt. Der Bereich, in dem sich die Gitterknoten aufhalten
können, wird durch zwei Kugelschalen mit unterschiedlichen Radien und
Mittelpunkten beschrieben. Bei jedem Zeitschritt wird geprüft, ob sich ein
Knoten innerhalb der Kugelschale, die die Hornhaut beschreibt und außer-
halb der Kugelschale für den Linsenkern befindet. Ist dies nicht der Fall,
wird seine Position radial korrigiert.

Das Anhaften des Kapselsacks an der Kapsel wird analog zum Anheften der
ILM an der Retina modelliert (siehe Abschnitt 5.1.4).

Reißen Bei dem verwendeten Reißalgorithmus breitet sich der Riss ent-
lang der Feder mit der geringsten relativen Länge fort (siehe Kapiteln 3.3.3).
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Riss entlang einer Feder verläuft, wird so-
mit entscheidend von der Vorspannung der Feder bestimmt. Unter Vorspan-
nung der Federn versteht man, dass die Länge der Federn in der Ausgangs-
position des Gitters größer als ihre Nulllänge ist. Bei der Simulation der
Capsulorhexis ist es nicht möglich, dass Knoten die virtuelle Kapsel durch-
dringen. Das Gitter kann sich nicht zusammenzieht und so die Vorspannung
abbaut. Eine Vorspannung der radial angeordneten Federn begünstigt eine
radiale Rissausbreitung. Vorspannung der tangentialen Federn vereinfacht
die Ausbildung eines runden Risses.

Variationen des Programms Wie stark der Kapselsack dazu tendiert
kreisförmig oder radial nach außen zu reißen, ist individuell sehr unter-
schiedlich. Bei der Capsulorhexis ist das kreisförmige Reißen erwünscht,
das radiale Reißen soll vermieden werden. Das Capsulorhexis-Trainingspro-
gramm beinhaltet fünf Stufen. Mit Erhöhung der Schwierigkeitsstufen wird
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die Vorspannung des Gitters in radialer Richtung verstärkt und in tangen-
tialer Richtung geschwächt. Somit wird es schwerer, den Kapselsack kreis-
förmig reißen zu lassen und radiale Risse nach außen zu vermeiden. Des
Weiteren ist bei den einfachen Schwierigkeitsstufen der Kapselsack einge-
färbt, um besser sichtbar zu sein.

5.2.5 Ergebnisse

Das Capsulorhexis-Trainingsprogramm wurde wie oben beschrieben imple-
mentiert und ist Teil des Operationssimulators EYESI-Cataract. Augen-
ärzte bestätigen das plausible Verhalten des modellierten Kapselsacks. Das
erstellte Capsulorhexis Modul befindet sich zusammen mit EYESI-Cata-
ract in der Prototypenphase und soll Mitte 2005 die Produktreife erlangen.
Geplant ist ein Vertrieb über die VRmagic GmbH, Mannheim. Eine simu-
lierte Capsulorhexis im aktuellen Entwicklungsstand 5.4 ist in Abbildung
dargestellt.

5.3 Simulation der Entfernung eines Darmpolypen

Der ungewohnte Blickwinkel und die schwierige Kontrolle der Instrumente
bei endoskopischen Eingriffen verlangen nach großer Erfahrung und per-
manentem Training. Die Virtuelle Endoskopie2 hat das Potenzial, diagno-
stische Eingriffe in vielen Fällen zu ersetzen. Bei nötigen therapeutischen
Endoskopien fehlt dem Operateur dann die Erfahrung der diagnostischen
Interventionen. Training an einem Endoskopiesimulator kann die fehlende
Praxis ausgleichen. Im Folgenden wird ein Trainingsprogramm vorgestellt,
das für den Endoskopiesimulator EndoSim entwickelt wurde. Die Disserta-
tion von Körner [2003] beschreibt die Hardware- und Software-Architektur
von EndoSim ausführlich. Vor allem der Aspekt des Force-Feedbacks wurde
außerdem in Körner und Männer [2002; 2003] sowie in Körner, Rieger und
Männer [2004] diskutiert.

5.3.1 Medizinischer Hintergrund

Die Entfernung eines Darmpolypen wird in folgenden Schritten durchge-
führt.

• Der Operateur bewegt die Spitze des Endoskops durch den Darm bis
zu der Stelle, an der sich der Polyp befindet.

2Bei der Virtuellen Endoskopie wird der diagnostische endoskopische Eingriff durch
die Begutachtung von Datensätzen eines bildgebenden Verfahrens ersetzt.
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Abbildung 5.4: Eine virtuelle Capsulorhexis. Von links oben nach rechts unten
ist dargestellt, wie der Kapselsack gegriffen und angerissen wird. Dann wird ein
kreisförmiges Stück des Kapselsacks entfernt. Dazu ist mehrmaliges Nachgreifen
nötig, um die Rissausbreitung kontrollierte zu können.
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• Eine Drahtschlinge wird ausgefahren und um den Polypen gelegt.

• Ein elektrischer Strom durch die Schlinge verödet den Polypen, um
Blutungen zu reduzieren.

• Der Polyp wird mit einer Zange gegriffen, abgerissen und aus dem
Darm entfernt.

5.3.2 Anforderungen an die Simulation

Bei der Entwicklung des Trainingsprogramms waren folgende Probleme zu
lösen.

• Simulation der elastischen Verformungen des Polypen

• Modellierung des Auseinaderreißens des Polyen

• Modellierung des Aus- und Einfahrens der Drahtschlinge

• Interaktion des Polypen mit den Instrumenten

5.3.3 Stand der Technik

Wildermuth et. al. [2001] haben den Prototypen eines Systems entwickelt,
mit dem unter anderem die Entfernung eines Darmpolypen trainiert wer-
den kann. Das System basiert auf dem Spring-Framework, das in Abschnitt
4.1 diskutiert wird. Das Simulationsmodell kann aus MRI und CT Auf-
nahmen erstellt werden. Die Simulation von Wildermuth et. al. basiert auf
einem Feder-Masse-Modell mit einer expliziten Euler- oder Runge-Kutta-
Integration. Für Interaktion zwischen Polyp und Drahtschlinge berechnen
Wildermuth et. al. die Eindringtiefe der Drahtschlinge in den Polypen. Dar-
aus berechnen sie die nötigen Deformationen des Polypen, um die Kollision
aufzulösen. Überschreitet die Federkräfte einen Schwellwert, schneidet die
Schlinge in den Polypen. Das Gitter wird neu trianguliert, um die von der
Schlinge gegebene Schnittebene abzubilden.

5.3.4 Das erstellte Trainingsprogramm

Gewebesimulation des Polypen Die Deformationen des Polypengewe-
bes werden durch einen Finite-Elemente-Ansatz (siehe Abschnitt 2.2.1) be-
schrieben. Verformungen werden physikalisch durch die lineare Elastizitäts-
theorie beschrieben (siehe Anhang A.3). Das Gitter wird aus 4-Knoten-
Tetraederelementen aufgebaut wie sie in Anhang C.3 beschrieben sind. Zur
Lösung der resultierenden Bewegungsgleichung 2.1 wird der Houbolt-An-
satz gewählt (siehe Abschnitt B.2.2). Die implizite Methode ist unbedingt
stabil und bereitet somit keine numerischen Probleme.
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Modellierung der Drahtschlinge Ein Catmull-Rom-Spline (siehe Cat-
mull und Rom [1974], Faux und M.J. [1979]) wird verwendet, um das Aus-
und Einfahren der Schlinge zu animieren. Anders als bei den häufig ver-
wendeten Bezier-Splines liegen die Kontrollpunkte Pi beim Catmull-Rom-
Ansatz auf der Kurve F (t).

F (ti) = Pi (5.1)
F (ti+1) = Pi+1 (5.2)

Die Steigung in den Kontrollpunkten wird durch die benachbarten Kontroll-
punkte definiert.

F ′(ti) =
1
2

(Pi+1 − Pi−1) (5.3)

F ′(ti+1) =
1
2

(Pi+2 − Pi) (5.4)

Ein Punkt F (t) auf dem Catmull-Rom-Spline zwischen zwei Kontrollpunk-
ten Pi und Pi+1 wird durch den Laufparameter t ∈ [0; 1] bestimmt.

F (t) =
1
2
(
1, t, t2, t3

)
0 2 0 0
−1 0 1 0
2 −5 4 −1
−1 3 −3 1




Pi−1

Pi

Pi+1

Pi+2

 (5.5)

Weil die Kontrollpunkte auf dem Spline liegen, ist es einfach, den Verlauf
einer Kurve zu parametrisieren. Die Stetigkeit sorgt für einen Kurvenverlauf,
der zu einer realistischen Drahtschlinge führt.

Der Verlauf der Schlinge wird durch eine Reihe von Kontrollpunkten fest-
gelegt. Der Catmull-Rom-Spline wird zur Rekonstruktion der Kurve ge-
nutzt. Das Aus- und Einfahren der Schlinge wird durch Verschieben der
Kontrollpunkte modelliert. Hierzu wird für jeden Kontrollpunkt ein weite-
rer Catmull-Rom-Spline definiert, der die Trajektorie eines Kontrollpunktes
während dem Einfahren beschreibt.

Um den berechneten Kurvenverlauf wird ein Tetraedergitter gelegt. Das
Durchbiegen der Schlinge wird mit der Finiten-Elemente-Methode simuliert.
Wie der Polyp wird das Gitter der Drahtschlinge aus 4-Knoten-Tetraede-
relementen (siehe Anhang C.3) aufgebaut. Als Integrationsmethode wird
wieder der implizite Houbolt-Ansatz verwendet.
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Veröden und Auseinanderreißen des Polypen Die verwendete im-
plizite Houbolt-Integration bei der Simulation des Polypen ist unbedingt
stabil, hat aber den Nachteil, dass topologische Änderungen eine rechenin-
tensive Matrixinvertierung zu Folge haben.

Die einzige topologische Änderung während einer Operation ist das Ausein-
anderreißen des Polypen unter Zuhilfenahme der Zange. Die genaue Lage
des entstehenden Risses wird bereits zuvor bestimmt. Wenn der Strom durch
die Drahtschlinge fließt, um den Polypen zu veröden, wird das Gewebe in
diesem Bereich geschwächt. Beim anschließenden Ziehen mit der Zange reißt
das geschwächte Gewebe durch.

Zwischen der Festlegung der Lage des Risses und dem Abreißen vergeht ei-
ne gewisse Zeit. Die Drahtschlinge muss eingefahren werden und die Zange
zum Polypen bewegt werden. In der Zwischenzeit ist es möglich, die für
die topologischen Änderungen nötigen Berechnungen als Hintergrundpro-
zess parallel zu der laufenden Simulation durchzuführen.

Es werden zwei separate Gitter für Kopf und Stumpf des Polypen erstellt
und die nötigen Vorverarbeitungsschritte durchgeführt. Um die laufende
Simulation des Polypen nicht zu beeinflussen, werden die Berechnungen in
einem separaten Thread mit niedriger Priorität im Hintergrund ausgeführt.

Sobald der Polyp mit der Zange gegriffen wird und das Reißen beginnt,
schaltet die Simulation von dem Simulationsgitter des gesamten Polypen
auf die beiden Gitter von Kopf und Stumpf um. Hierzu werden die aktuel-
len Positionen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der Knotenpunkte
vom alten in das neue Gitter übertragen. Dann läuft die Simulation auf den
beiden Gittern der Polypenteile weiter. Um das Auseinaderreißen selbst zu
modellieren, werden die Knoten an der Schnittstelle der beiden Gitter solan-
ge zusammengehalten, bis die Knotenkräfte einen bestimmten Schwellwert
überschreiten.

5.3.5 Ergebnisse

Ein Prototyp einer virtuellen Polypenentfernung wurde wie oben beschrie-
ben implementiert und läuft als eigenständige Anwendung. Die Instrumente
werden mit Tastatur oder Maus kontrolliert. Zum Zeitpunkt der Erstellung
dieser Arbeit wird an der Integration des Programms in den Simulator En-
doSim gearbeitet. Alles in allem benötigen die Simulationen im schlechtesten
Fall 11ms pro Zeitschritt. Eine Validierung der Simulation durch Experten
steht momentan noch aus. Abbildung 5.5 zeigt die virtuelle Polypenentfer-
nung.
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Abbildung 5.5: Eine virtuelle Polypenentfernung. Von links oben nach rechts
unten sieht man wie die Schlinge um den Polypen gelegt und festgezogen wird.
Dann wird er Polyp durch einen Strom verödet. Anschließend greift der Chirurg
den Polyen mit einer Zange, zerreißt ihn und zieht ihn aus dem Darm.
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5.4 Unterleibssimulation

Im Folgenden wird eine Anwendung beschrieben, die als Offline-Simulati-
on konzipiert wurde. Mit der Simulation des Unterleibes sollen mögliche
Risikofaktoren für das Auftreten einer Inkontinenz gefunden werden.

5.4.1 Medizinischer Hintergrund

Inkontinenz ist ein verbreitetes Problem unter Frauen. Häufig tritt Inkonti-
nenz nach einer Geburt temporär oder permanent auf. Man geht davon aus,
dass hohe Belastungen des Beckenbodens beim Pressen während des Stuhl-
gangs ebenfalls die Wahrscheinlichkeit einer Inkontinenz erhöhen. Mattox,
Lucente, McIntyre, Miklos und Tomezsko vermuten, dass die Anordnung
der Wirbelsäule und des Beckens die Kraftübertragung zum Beckenboden
beeinflusst und somit eine Schlüsselrolle bei der Entwicklung von Inkon-
tinenz spielt. Es wird angenommen, dass eine normale Konfiguration den
Beckenboden vor großen Kräften schützt. Außerdem wird vermutet, dass die
Festigkeit der Bauchdecke ebenso einen Einfluss auf die Kraftübertragung
hat.

Abbildung 5.6: Midsagittale MR Aufnahmen eines gesunden Freiwilligen bevor
und während des Pressens.

Deformationen und Bewegungen im intraabdominalen Raum können durch
eine Zeitfolge von midsagittaler MR Bilder sichtbar gemacht werden (siehe
Lienemann [1998]). Abbildung 5.6 zeigt zwei Bilder einer solchen Serie.

Wirkende Kräfte und die Spannungen innerhalb des Gewebes können mit
dieser Methode nicht sichtbar gemacht werden. Der Vergleich verschiedener
Knochenkonfigurationen gestaltet sich schwierig, da passende Probanden
gefunden werden müssen.
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5.4.2 Anforderungen an die Simulation

Ziel des Projekts war die Entwicklung einer prototypischen Simulation ei-
nes midsagittalen Querschnitts des Unterleibs. Mit der Anwendung sollen
schnell und einfach verschiedene Konfigurationen qualitativ miteinander
verglichen werden können. Die Anwendung dient dazu interessante Kon-
figurationen zu finden, für die sich eine nachfolgende aufwendige quantita-
tive Untersuchung loht. Folgende Anforderungen wurden an die Simulation
gestellt.

• Einfache Anpassbarkeit der Simulation an verschiedene Konfiguratio-
nen der Wirbelsäule und des Beckens.

• Einfache Festlegung der Gewebeeigenschaften.

• Veränderung der Stärke des Pressens zu Laufzeit.

• Ausgaben der Belastungen des Gewebes während des Pressens.

5.4.3 Stand der Technik

d’Aulignac, Martins, Mascarenhas, Jorge und Pires [2004b] entwickeln eine
Finite-Elemente-Simulation des Beckenbodens. Ihre Simulation dient dazu,
die Belastung des Beckenbodens während einer Geburt abzuschätzen. Das
Model besteht aus zweidimensionalen Oberflächenelementen im dreidimen-
sionalen Raum. d’Aulignac et. al. modellieren nicht den gesamten intraab-
dominalen Raum, sondern ausschließlich den Beckenboden. Ihr Ansatz ist
aus diesem Grund nicht geeignet, um die Belastung des Beckenbodens beim
Stuhlgang zu simulieren.

5.4.4 Die erstellte Anwendung

Die erstellte Anwendung ist eine zweidimensionale Finite-Elemente-Echt-
zeitsimulation des intraabdominalen Raums. Ausgehend von der linearen
Elastizitätstheorie (siehe Anhang A.3) wurden 3-Knoten-Dreieckselemen-
te und 2-Knoten-Linienelemente entwickelt, wie sie im Anhang C.1 und
C.2 beschrieben sind. Zur Integration wurde der Houbolt Ansatz (Anhang
B.2.2) wegen seiner numerischen Stabilität gewählt. Das Simulationsgitter
wird aus einer Reihe von Kontrollpunkten bestimmt, die aus einer Konfigu-
rationsdatei eingelesen werden. Damit ist es möglich, das Gitter an verschie-
dene Formen und Anordnungen von Wirbelsäule und Becken anzupassen.
Der intraabdominalen Raum wird durch Dreieckselemente modelliert. Li-
nienelemente beschrieben die umliegenden Muskeln: den Beckenboden, die
Bauchdecke und das Zwerchfell. Abbildung 5.7 zeigt Beispiele der erstellten
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Gitter. Die Bauchdecke kann zusätzlich fixiert werden, um ein Nachgeben
komplett zu verhindern. Die Simulation benötigt vier Materialparameter.
Die Poisson’sche Zahl und das Elastizitätsmodul beschreiben das elasti-
sche Verhalten, Massendichte und Dämpfungskonstante die kinematischen
Eigenschaften des Gewebes. Die Parameter können für jeden Gewebetyp se-
parat gesetzt werden. Auf das Zwerchfell wirkt eine sinusförmige Kraft, um
das Pressen zu modellieren. Amplitude und Frequenz können bei laufender
Simulation geändert werden.

Abbildung 5.7: Das FEM-Gitter mit ca. 6000 Dreieckselementen und unge-
fähr 200 Linienelementen. Der intraabdominale Raum wird von der Wirbelsäule
(rechts), dem Zwerchfell (oben), den Bauchmuskeln (links), dem Beckenknochen
(unten links) und dem Beckenboden (unten rechts) begrenzt.

5.4.5 Ergebnisse

Die Anwendung wurde wie oben beschrieben entwickelt. Die Anwendung
benötigt auf einem Pentium III mit 800MHz ca. 4s für das Erzeugen des
Gitters und die Initialisierung der Simulation. Jeder Zeitschritt benötigt ca.
300ms Rechenzeit.

Das Ergebnis der Simulation wird als Spannungsverteilung im intraabdo-
minalen Raum und dem Beckenboden numerisch und in Falschfarben (sie-
he Abbildung 5.8) ausgegeben. Außerdem wird das korrespondierende Ver-
schiebungsvektorfeld dargestellt (Abbildung 5.9).

Für eine Untersuchung wurden die vorkommenden physikalischen Größen
durch Literaturwerte angenähert. Nach Levinson, Shinagawa und Sato [1995]
wurden die Elastizitätsparameter für das Muskelgewebe abgeschätzt. Um
die Größenordnung eines möglichen Drucks festzulegen, wurden Daten ver-
wendet, die Sanchez, Tenofsky, Dort, Shen, Helmer und Smith [2001] beim
Gewichtheben gemessen haben.
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Der Vergleich der Simulation mit den dynamischen MR-Aufnahmen zeigt
eine qualitative Übereinstimmung der Deformationen.

Abbildung 5.8: Die Spannungsverteilung im intraabdominalen Raum bei zwei
verschiedenen Knochen-Anordnungen. Die schmale Konfiguration auf der linken
Seite führt zu einer geringeren Spannung im Beckenboden.

Die Vermutungen, dass eine schmale Anordnung von Becken und Wirbel-
säule und eine straffe Bauchmuskulatur die Spannungen im Beckenboden
minimiert, ließ sich durch die Simulation bestätigen (siehe Abbildung 5.8).
Sowohl die durchschnittliche Spannung als auch der Maximalwert nehmen
ab, wenn die Konfiguration verschmälert wird oder das Elastizitätsmodul
der Bauchmuskulatur erhöht wird. Abbildung 5.9 zeigt eine Ablenkung
des Verschiebungsvektorfeldes in Abhängigkeit von der Nachgiebigkeit der
Bauchdecke.

Abbildung 5.9: Das Verschiebungsvektorfeld einer Simulation mit fixierter
Bauchdecke (links) und beweglicher Bauchdecke (rechts). Die bewegliche Bauch-
decke führt zu einer horizontalen Ablenkung de Verschiebungsvektoren.
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5.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Anwendungen beschrieben, die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt wurden.

Abschnitt 5.1 beschreibt eine virtuelle Ablösung der Inneren Grenzmem-
bran. Eine Kombination aus dem vorgestellten Dragnet-Algorithmus und
einer Mass-Spring-Simulation sowie dem vorgestellten Reißansatz ermög-
licht die Modellierung eines steifen Gewebeverhaltens unter der Echtzeit-
randbedingung. Die virtuelle Ablösung der ILM wurde von Chirurgen als
realistisch eingeschätzt. Das erstellte Trainingsprogramm hat Produktreife
erlangt und wird zur ophthalmologischen Ausbildung eingesetzt. Die Mo-
dellierung der Gewebedeformationen ist in Grimm et. al. [2004] beschrieben.
Das verwendete Reißverfahren ist unter Grimm [2005b] erscheinen.

Ein Trainingsprogramm zum Üben einer Capsulorhexis-Prozedur wurde in
Abschnitt 5.2 beschrieben. Die Simulation ähnelt der Simulation virtuellen
ILM-Ablösung. Das Reißverhalten des Kapselsacks ist allerdings deutlich
komplexer. Risse entstehen bevorzugt radial und tangential zu Linsenachse.
Durch eine geeignete Gittergeometrie und verschiedene Vorspannung der
radialen und tangentialen Federn kann das Reißverhalten an die Gegeben-
heiten angepasst werden. Dem Trainingsmodul wurde von Fachärzten ein
realistisches Verhalten attestiert. Das Programm steht kurz vor der Pro-
duktreife und soll ab Mitte des Jahres als Modul von EYESI-Cataract zur
Ausbildung eingesetzt werden.

In Abschnitt 5.3 wurde der Prototyp einer virtuellen Polypenentfernung
vorgestellt, die in den Endoskopiesimulator EndoSim integriert werden soll.
Das Modell kombiniert die Methode der Finiten-Elemente mit Animati-
onstechniken, um unter der Echtzeitrandbedingung den Polypen und die
verwendete Drahtschlinge zu modellieren. Der verwendete Ansatz ist dank
impliziter Integration numerisch unbedingt stabil. Die Genauigkeit der Fi-
niten-Elemente-Methode wird durch den verwendeten linearen Ansatz ein-
geschränkt. Bei kleinen Rotationen der Objekte ist die Genauigkeit für un-
sere Zwecke ausreichend. Die Geschwindigkeit der Simulation ist mit ca.
11ms ausreichend für eine flüssige Visualisierung. Für eine flüssige hapti-
sche Ausgabe müsste die Simulation weiter beschleunigt werden. Momentan
bietet EndoSim allerdings kein Force-Feedback für den Instrumentenkanal.
Eine Beschreibung des entwickelten Trainingsprogramms wird unter Grimm
[2005a] veröffentlicht.

Die Unterleibssimulation aus Abschnitt 5.4 modelliert einen Querschnitt des
intraabdominalen Raums mit der Methode der Finiten-Elemente. Die An-
wendung ermöglicht einen einfachen und schnellen quantitativen Vergleich
von Spannungsverteilung und Verschiebungen während des Stuhlgangs bei
verschiedenen Knochenkonfigurationen. Die Validierung erfolgte hier durch
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den visuellen Vergleich mit dynamischen MR-Aufnahmen. Die Ergebnisse
der Simulation sind unter Grimm et. al. [2002] veröffentlicht.
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6
Diskussion und Ausblick

„Predictions are hard, especially about the fu-
ture.“

—wird Niels Bohr 1 zugeschrieben

Die Diskussion und der Ausblick nehmen Bezug auf die Ergebnisse der vor-
herigen Kapitel 2 bis 5 und gliedert sich entsprechend in die folgenden Un-
terabschnitte.

6.1 Modellierung von Deformationen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Dragnet Algorithmus (siehe Kapitel
2) entwickelt um steifes Gewebeverhalten in Echtzeit zu modellieren, das
während der Laufzeit topologische Änderungen wie Schneiden oder Reißen
erfährt.

Gängige Simulationsalgorithmen wie Mass-Spring, FEM oder Tensor-Mass
sind numerisch nur bedingt stabil, wenn sie ein explizites Integrationsver-
fahren einsetzen. Besonders bei der Modellierung eines steifen Gewebever-
haltens müssen kleine Zeitschritte gewählt werden und somit mehr Berech-
nungen pro Zeiteinheit durchgeführt werden, damit die Verfahren numerisch
stabil bleiben. Beim Einsatz einer impliziten Integration wird das System
durch eine Matrix beschrieben die invertiert werden muss, um die Gewe-
bedeformationen zu berechnen. Ändert sich die Topologie des simulierten
Gewebes muss die Matrix angepasst und neu invertiert werden. Durch den

1Dänischer Physiker (1885–1962)

107
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hohen Rechenaufwand für die Invertierung der Matrix sind Simulationen mit
impliziter Integration kaum geeignet um Gewebe zu simulieren, das wäh-
rend der Laufzeit topologisch verändert wird. Das verschiebungsorientierte
Chain-Mail ist numerisch unbedingt stabil und kann topologische Änderun-
gen in Echtzeit berücksichtigen. Lokale Rotationen des Gewebes können mit
Chain-Mail allerdings nicht modelliert werden, da die Deformationsberech-
nungen für die Koordinatenachsen separat durchgeführt werden.

Die Idee des neu entwickelten Dragnet-Algorithmus ist das Ziehen an ei-
nem Netz aus zusammengeknoteten Schnüren. Der Ansatz ist wie Chain-
Mail verschiebungsorientiert und numerisch stabil. Topologische Änderun-
gen erfordern neben den Veränderungen des Simulationsgitters keine zusätz-
liche Rechenzeit. Dragnet kann im Gegensatz zu Chain-Mail lokale Rotatio-
nen modellieren. Kombiniert man eine Mass-Spring Simulation mit Drag-
net, wird die Konvergenzgeschwindigkeit gegenüber dem Mass-Spring-An-
satz deutlich beschleunigt. In Messreihen zeigt sich, dass die Kombination
Dragnet mit Mass-Spring bei lokalen Interaktionen schneller konvergiert wie
existierende Ansätze zu Beschleunigung der Konvergenzgeschwindigkeit.

Nachteil von Dragnet ist der relativ hohe Rechenaufwand, der durch die
interaktionspunkt-basierte Abarbeitung der Knoten bedingt ist. Außerdem
wäre es wünschenswert mit Dragnet nicht nur plastische sondern auch elas-
tische Deformationen modellieren zu können. Damit wäre es nicht mehr
nötig Dragnet mit einem Mass-Spring-Ansatz zu kombinieren.

Neben der Erweiterung von Dragnet ist geplant, die Eignung der relativ
neuen Gitterlosen Verfahren (siehe Abschnitt 2.2.3) für medizinische VR-
Simulatoren zu untersuchen. Die Gitterlosen Verfahren ermöglichen es, to-
pologische Veränderungen und sogar Schmelzen zu modellieren. Die Frage
ist, ob das Verfahren schnell genug ist, um Gewebe in einer ausreichenden
Auflösung zu modellieren.

6.2 Modellierung von Reißen

In der wissenschaftlichen Literatur ist wenig über die Echtzeitmodellierung
von Reißen zu finden. Einfache Ansätze löschen Simulationselemente, wenn
ihre Spannung einen Schwellwert überschreitet. In Kapitel 3 wurde ein Reiß-
algorithmus für flächige Objekte entwickelt. Der Ansatz greift Ideen auf, wie
sie bei der offline Animation von Brüchen und dem Schneiden von Gewebe
verwendet werden. Um zu bestimmen wann, wo und in welche Richtung
das Gewebe reißt, wird die Spannungsverteilung im Simulationsgitter aus-
gewertet. Verschiedene Schwellwerte für Entstehung, Ausbreitung und Ver-
zweigung eines Risses machen es möglich, das Reißverhalten verschiedenster
Stoffe wie beispielsweise von spröden Objekten zu modellieren.
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Verglichen mit dem Reißen durch Elementlöschen ist der entwickelte An-
satz nicht nur flexibler, sondern liefert auch realistischer Ergebnisse, da die
Fläche beim Reißen nicht verringert wird. Der etwas höhere Rechenbedarf
fällt in der Praxis meist nicht ins Gewicht, da in der Regel die Rechenzeit
für die Modellierung des Reißens deutlich kleiner ist, als die Rechenzeit die
für die Deformationsberechnung benötigt wird.

Hauptnachteil des vorliegenden Algorithmus ist, dass nur entlang von Drei-
eckskanten gerissen werden kann. Momentan wird an einem Schneidealgo-
rithmus gearbeitet, der es ermöglicht, vorhandene Dreiecke zu unterteilen.
Dabei ist zu beachte, dass sich Anzahl und Größe der Dreiecke nicht zu stark
verändern, um keine negativen Auswirkungen auf numerische Stabilität und
Geschwindigkeit der Simulation zu haben. Die Ergebnisse des Schneideal-
gorithmus sollen anschließend helfen den Reißalgorithmus so zu erweitern,
dass in alle Richtungen gerissen werden kann.

Ein weiterer Nachteil die Beschränkung auf flächige Objekte. Die grund-
legenden Ideen der knotenbasierten Spannungsauswertung und Aufteilung
der Simulationselemente könnte auch für einen Reißalgorithmus auf Volu-
menelementen verwendet werden.

6.3 Software-Architektur

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Simulationsbibliothek entwickelt, die
sich in eine VR-Architektur eingliedert (siehe Kapitel 4).

Bestehende Architekturen haben den Nachteil, dass sie nur wenige Simulati-
onsalgorithmen unterstützen (SPRING), nicht mehr gepflegt werden (KIS-
MET) oder sich erst in der Entwicklung befinden (SOFA).

Die entwickelte Struktur basiert auf einer dualen Repräsentation der Simu-
lationsgitter in Graph- und Array-Struktur. Während die Graphstruktur es
erleichtert topologische Änderungen und gitterbasierte Deformationen zu
modellieren, bietet die Arraystruktur einen deutlichen Geschwindigkeitsvor-
teil. Die Graphstruktur ist so implementiert, dass die simulierten Objekte,
bei topologischen Veränderungen, automatisch in einem konsistenten Zu-
stand bleiben. Im Vergleich zur Graphstruktur wird die Simulation durch
die Array-Struktur um bis zu einem Faktor acht beschleunigt. Dadurch las-
sen bei gleicher Auflösung achtmal so viele Iterationsschritte pro Zeitschritt
ausführen was z.B. bei einer Runge-Kutta Integration 4. Ordnung (siehe
B.1.4) den numerischen Fehler um mehr als vier Größenordnungen redu-
ziert.

Um die Geschwindigkeit der Algorithmen weiter zu beschleunigen wird dar-
über nachgedacht, die Bibliothek so zu erweitern, dass Simulation auf GPU
(Graphics Processing Unit) oder FPGAs (Field-Programmable Gate Array)
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ausgelagert werden können. Die massive Parallelverarbeitung auf diesen
Prozessoren sollte zu deutlichen Verbesserungen des Laufzeitverhaltens füh-
ren. Außerdem sollen die Bibliothek um weitere Simulationsansätze wie die
Gitterlosen Verfahren ergänzt werden.

6.4 Anwendungen

Die oben beschriebenen Algorithmen wurden entwickelt und implementiert
um die in Kapitel 5 beschriebenen Anwendungen zu realisieren.

Eine Anwendung, die im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde, ist die
Simulation der Ablösung der Inneren Grenzmembran (ILM) im mensch-
lichen Auge. Die Innere Grenzmembran wird mit einer Kombination aus
Mass-Spring-Simulation und Dragnet-Ansatz modelliert. Die Kombination
ermöglicht ein steifes Gewebeverhalten bei großen lokalen Interaktionen in
Echtzeit, zu modellieren. Dadurch hat die virtuelle ILM ein ausreichend stei-
fes Verhalten, selbst wenn ein einzelner Knoten mit einer virtuellen Pinzette
gegriffen und um einen großen Betrag verschoben wird. Die Rissausbreitung
wurde mit dem flächenerhaltenden Algorithmus modellierte. Fachärzte be-
stätigen das realistische Reiß- Ablöse- und Deformationsverhalten der virtu-
ellen Membran. Das Trainingsprogramm hat die Produktreife erreicht und
wird bereits zur ophthalmologischen Ausbildung eingesetzt. Ansatz für wei-
tere Verbesserungen des Trainingsprogramms ist, die Auflösung des Simula-
tionsgitters zu erhöhen. Dazu müsste die Geschwindigkeit der Algorithmen
erhöht werden.

Ein weiteres Trainingsprogramm wurde für den EYESI-Cataract Simula-
tor entwickelt. Das Programm ermöglicht das Training eines Capsulorhexis
Eingriffs, bei dem aus der vorderen Linsenkapsel ein kreisförmiges Stück
gerissen wird. Das Trainingsprogramm basiert auf einer Mass-Spring-Simu-
lation. Die Rissausbreitung wird mit dem vorgestellten flächenerhaltenden
Algorithmus modelliert.

Die virtuelle Capsulorhexis befindet sich momentan in der letzten Phase
des Prototypen-Stadiums und soll ab Mitte nächsten Jahres als Modul von
EYESI-Cataract zur Ausbildung eingesetzt werden. Fachärzte bewerten den
virtuellen Eingriff bereits als realistisch.

Für das Problem der Capsulorhexis wird außerdem ein deskriptives Reißver-
fahren entwickelt, bei dem ein direkter Zusammenhang zwischen Riss- und
Zugrichtung hergestellt wird. Dadurch ist es möglich, Fehler des Trainie-
renden festzustellen und zu korrigieren, um somit ein pädagogisch besseres
Training zu ermöglichen.

Für EYESI werden momentan weitere neue Trainingssimulationen entwi-
ckelt. Zur Vervollständigung der virtuellen Kataraktoperation wird die Cap-
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sulorhexis-Prozedur um eine Phakoemulsifikation und das Einsetzen einer
Kunstlinse ergänzt. Die Korrektur einer Netzhautablösung mit einem Laser
wird ebenfalls virtuell nachgebildet. Des Weiteren wird der Austausch des
Glaskörpers durch eine Flüssigkeit oder ein Gas modelliert.

Für den Endoskopie-Simulator EndoSim wurde ein Modul entwickelt, mit
dem die Entfernung eines Darmpolypen trainiert werden kann. Eine Finite-
Elemente-Simulation modelliert die Deformationen des Polypen und der
verwendeten Drahtschlinge. Aus Geschwindigkeits- und Stabilitätsgründen
wurde ein linearer Ansatz gewählt. Der lineare Ansatz hat den Nachteil, dass
große lokale Rotationen zu unrealistischen Volumenvergrößerungen führen.
Für die, bei der virtuellen Polypenentfernung benötigte Genauigkeit ist der
lineare Ansatz ausreichend.

Das Abreißen des Polypen wird in einem Hintergrund-Thread vorbereitet,
nachdem durch das Veröden des virtuellen Polypen die Bruchstelle fest-
gelegt ist. Durch die zeitliche Differenz zwischen Festlegung der Rissstelle
und dem eigentlichen Abreißen ist es möglich, die zeitaufwendige Matrix-
multiplikation parallel zur laufenden Simulation durchzuführen. Auf aktuel-
len HyperThreading Prozessoren wird die laufende Simulation damit nicht
merklich verlangsamt. Es ist zu erwarten, dass das Verfahren außerdem von
den angekündigten Multi-Core Prozessoren profitieren wird.

Bei der Unterleibssimulation ging es darum, einen Eindruck von der Span-
nungsverteilung im Unterleib und dem Beckenboden während des Stuhl-
gangs zu bekommen. Mit einem linearen Finiten-Elemente-Ansatz wurde
ein Querschnitt des intraabdominalen Raums dynamisch modelliert. Die
Ergebnisse der zweidimensionalen Querschnittssimulation stimmen qualita-
tiv mit dynamischen MR-Aufnahmen überein. Infolge des linearen Ansatzes
und der Beschränkung auf zwei Dimensionen lassen sich mit der Simulati-
on keine quantitativen Aussagen machen. Lage und Form des Beckens, der
Wirbelsäule und die Parameter des Gewebes lassen sich in der Anwendung
frei definieren. Die Simulation läuft in Echtzeit und die externen Kräfte
können zu Laufzeit variiert werden. Dies ermöglicht einen schnellen und
einfachen Vergleich verschiedener Knochen-Konfigurationen. Dadurch kann
eine Vorauswahl von Knochen-Konfigurationen getroffen werden für die sich
einen zeitaufwendige nicht-lineare, dreidimensionale Analyse lohnt.
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A
Dynamik deformierbarer
Körper

Folgende Differentialgleichung beschreibt die Dynamik deformierbarer Kör-
per in Abhängigkeit von der Zeit t und den Materialkoordinaten ~r.

∂

∂t

(
ρ(~r)

∂~r

∂t

)
+ γ(~r)

∂~r

∂t
+

δE

δ~r
= Fext(~r, t) (A.1)

Wobei ρ(~r) und γ(~r) die Massendichte beziehungsweise die Dämpfungsdich-
te des Körpers sind. E(~r) ist die potentielle Energie der Deformation und
Fext(~r, t) sind die externen Kräfte, die auf den Körper einwirken.

Die Deformationsenergie ist dabei durch

E =
1
2

∫
Ω

σT ε dΩ (A.2)

gegeben, wobei σ und ε der Verzerrungstensor und der Spannungstensor
sind. Beides sind symmetrische 3× 3 Tensoren zweiter Ordnung.

A.1 Verzerrungstensor

Der Verzerrungstensor ε beschreibt die Verzerrung eines deformierbaren
Körper in abhängig von der Veränderung des Abstandsvektors ~u zweier
infinitesimal entfernter Punkte.
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St. Venant-Kirchhoff Elastizität Bei der St. Venant-Kirchhoff Elasti-
zität wird der Verzerrungstensor wie folgt definiert.

ε =
1
2
(
∇~u +∇~uT +∇~uT∇~u

)
(A.3)

Oder in Komponenten Schreibweise:

εik =
1
2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi
+
∑

l

∂ul

∂xi

∂ul

∂xk

)
(A.4)

ε wird als Green-Saint-Venant Verzerrungstensor bezeichnet.

A.2 Spannungstensor

Der Spannungstensor σ beschreibt die elastischen Spannungen, die aufgrund
der Verzerrungen in einem Körper auftreten.

σ = σ(ε) (A.5)

σ(ε) hängt im Allgemeinen von den folgenden physikalischen Größen ab.

Elastizitätsmodul Das Elastizitätsmodul E oder auch Young’s Modul
ist definiert als Quotient aus angelegter einachsige Spannung und der resul-
tierenden axialen Verzerrung.

E =
σl

εl
(A.6)

Poisson’sche Zahl Poisson’sche Zahl ν ist der negative Quotient aus
transversaler Verzerrung zu axialer Verzerrung.

ν = −εt

εl
(A.7)

Anschaulich beschreibt die Poisson’sche Zahl wie sich ein Material verdünnt,
wenn es in die Länge gezogen wird. ν ist ein Indikator für die Kompressibili-
tät des Materials. Ein Wert von ν = 0.5 bedeutet völlige Inkompressibilität.
Kleinere Werte stehen für leichter komprimierbares Material.
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Schermodul Das Schermodul G wird als Quotient aus Scherspannung τ
und der resultierenden Scherung θ definiert.

G =
τ

θ
(A.8)

Im Allgemeinen sind E, G und ν richtungsabhängig und von der Verzerrung
abhängig.

A.3 Lineare Elastizitätstheorie

Oft wird zur Vereinfachung eine lineare Beziehung zwischen Verschienung
und Spannung angenommen. Die lineare Elastizitätstheorie basiert auf zwei
Annahmen. Ist die Verzerrung linear zur Verschiebung, spricht man von
geometrischer Linearität. Wird die Beziehung zwischen Verzerrungstensor
und Spannungstensor linear angenommen, spricht man von einer linearen
Elastizität des Materials oder von einem Hooke’schen Material.

A.3.1 Geometrische Linearität

Durch die geometrische Linearität vereinfachen sich A.3 und A.4 zu

ε =
1
2
(
∇~u +∇~uT

)
(A.9)

und

εik =
1
2

(
∂ui

∂xk
+

∂uk

∂xi

)
(A.10)

Die geometrisch lineare Vereinfachung führt dazu, dass der Verzerrungsten-
sor nicht mehr rotationsinvariant ist. Rotationen führen zu von null ver-
schiedenen Einträgen im Verzerrungstensor, obwohl physikalisch keine Ver-
zerrung vorliegt. Seine Invarianz gegenüber Translationen behält der Ver-
zerrungstensor bei der linearen Näherung bei.

A.3.2 Hooke’sches Material

Durch die Annahme eines Hooke’schen Materials lässt sich Gleichung A.5
wie folgt darstellen.

σ = Cε (A.11)
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Dabei ist C ein Tensor vierter Stufe.

Berücksichtigt man, dass σ und ε symmetrisch sind kann man ihre Einträge
in zwei Vektoren der Dimension 6 zusammenfassen.

~ε =



εxx

εyy

εzz

εyz

εzx

εxy

 ~σ =



σxx

σyy

σzz

σyz

σzx

σxy

 (A.12)

Gleichung A.11 lässt sich dann durch eine Matrixmultiplikation ausdrücken.

~σ = D~ε (A.13)

A.3.3 Isotrope Materialien

Für isotrope Materialien sind E, G und ν nicht richtungsabhängig. G lässt
sich aus E und ν ableiten.

G =
E

2 (1 + ν)
(A.14)

Es gibt nur zwei unabhängige Parameter, die die elastischen Eigenschaften
des Materials beschreiben.

Die Matrix D aus Gleichung A.13 wie nimmt für isotrope Materialien fol-
gende Form an.

Diso =
E

(1 + ν)(1− 2ν)



1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν

2 0 0
0 0 0 0 1−2ν

2 0
0 0 0 0 0 1−2ν

2


(A.15)

Eine äquivalente Darstellung die häufig in der Literatur zu finden ist basiert
auf den Lamé-Koeffizienten λ und µ.
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µ :=
E

2 (1 + ν)
(A.16)

λ :=
νE

(1 + ν) (1− 2ν)
(A.17)

Umgekehrt lassen sich auch das Elastizitätsmodul und die Poisson’sche Zahl
durch die Lamé-Koeffizienten ausdrücken.

E =
µ (3λ + 2µ)

λ + µ
(A.18)

ν =
λ

2 (λ + µ)
(A.19)

In dieser Darstellungsform wird die Matrix Diso zu

Diso =



λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ

 (A.20)

A.3.4 Transversal isotrope Materialien

Eine besondere Form der der Anisotropie ist die transversale Isotropie wie
sie zum Beispiel bei fasrigem Gewebe vorkommt.

Transversal isotrope Materialien haben eine ausgezeichnete Richtung. Das
longitudinal Elastizitätsmodul für Verzerrungen entlang dieser Richtung El

unterscheiden sich von dem dazu transversalen Parameter Et. Da bei dem
Schermodul und der Poisson-Zahl die Richtungen von ursächlicher Verzer-
rung und wirkender Spannung nicht übereinstimmen, müssen νtl, νlt, νtt

und Gtl, Glt, Gtt unterschieden werden.

Es lässt sich zeigen, dass

νltEt = νtlEl (A.21)

gilt.

Da das Material in der transversalen Ebene isotrop ist, lässt sich Gtt durch
Et und νtt ausdrücken.
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Gtt =
Ett

2 (1 + νtt)
(A.22)

Es bleiben fünf unabhängige Parameter Et, El, νlt, νtt und Glt, die das
Material beschreiben.

Im Folgenden wird die Matrix D aus Gleichung A.13 für transversal isotrope
Materialien durch ihre Inverse definiert, da diese eine einfachere Form hat.

D−1
trans =



1
Et

−νtt
Et

−νlt
El

0 0 0
−νtt
Et

1
Et

−νlt
El

0 0 0
−νtl
Et

−νtl
El

1
El

0 0 0
0 0 0 1

2Gtl
0 0

0 0 0 0 1
2Gtl

0
0 0 0 0 0 1+νtt

Et


(A.23)



B
Integrationsverfahren

Anhang B listet einige Integrationsverfahren auf die bei der bei medizi-
nischen Simulationen Anwendung finden. Die Integrationsverfahren dienen
dazu die Lösungen der Gleichung A.1 zu finden.

B.1 Explizite Integrationsverfahren

B.1.1 Explizite Euler Integration

Beim punktweisen expliziten Euler -Verfahren werden die Kräfte ~F auf jeden
Punkt i zu einem Zeitpunkt t berechnet. Es wird davon ausgegangen, dass
die Kräfte über einen Zeitschritt ∆t konstant beleiben. Mit dieser Annahme
werden die Geschwindigkeit ~vi für den Zeitpunkt t + ∆t

~vi(t + 1) = ~vi(t) +
~Fi (~x(t), ~v(t), t)

mi
·∆t (B.1)

und anschließend die Positionen ~xi abgeschätzt.

~xi(t + 1) = ~xi(t) + ~vi(t + 1) ·∆t (B.2)

Beim expliziten Euler-Verfahren entsteht ein Fehler in der Größenordnung
von O(∆t2)
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B.1.2 Mittelpunkt-Methode

Bei der expliziten Euler-Integration geht man vereinfachend davon aus, dass
die Geschwindigkeit in einem Zeitschritt t+1 konstant ~vi(t+1) ist. Bei der
Mittelpunkt-Methode rechnet man deshalb mit der gemittelten Geschwin-
digkeit aus ~vi(t) und ~vi(t + 1).

~xi(t + 1) = ~xi(t) +
~vi(t) + ~vi(t + 1)

2
·∆t (B.3)

B.1.3 Quasi-statischer Euler

Bei der quasi-statischen Modifikation des Euler-Verfahrens geht man davon
aus, dass alle Massepunkte nach einem Integrationsschritt in Ruhe sind
(~v(t) = 0).

~xi(t + 1) = ~xi(t) +
1
2

~Fi (~x(t), t)
mi

·∆t2 (B.4)

B.1.4 Runge-Kutta

Bei der Runge-Kutta Integrationsmethode werden die Knotenverschiebun-
gen ∆~xi zu verschiedenen Zeiten des Intervalls ∆t abgeschätzt. Anschließend
werden die Abschätzungen gewichtet addiert.

Runge-Kutta zweiter Ordnung

Beim Runge-Kutta Verfahren 2. Ordnung werden die Verschiebungen in der
Mitte des Intervalls ∆t abgeschätzt.

k1i := ∆t ·∆~xi(t, ~x(t)) (B.5)

k2i := ∆t ·∆~xi(t +
1
2
∆t, ~x(t) +

1
2
k1) (B.6)

~xi(t + ∆t) = ~xi(t) + k2i + O(∆t3) (B.7)
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Runge-Kutta vierter Ordnung

Beim Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung werden die Verschiebungen an
vier Stellen des Intervalls ∆t abgeschätzt.

k1i := ∆t ·∆~xi(t, ~xi(t)) (B.8)

k2i := ∆t ·∆~xi(t +
1
2
∆t, ~xi(t) +

1
2
k1i) (B.9)

k3i := ∆t ·∆~xi(t +
1
2
∆t, ~xi(t) +

1
2
k2i) (B.10)

k4i := ∆t ·∆~xi(t + ∆t, ~xi(t) + k3i) (B.11)

~xi(t + 1) = ~xi(t) +
k1i

6
+

k2i

3
+

k3i

3
+

k4i

6
+ O(∆t5) (B.12)

B.2 Implizite Integrationsverfahren

Bei den impliziten Verfahren kann nicht mehr punktweise integriert werden.
Im Folgenden wird der Vektor Ut eingeführt, der sich aus den Koordinaten-
änderungen aller Knoten Ut = (∆~xi(t)) zusammensetzt.

Die Beschreibung folgender Verfahren orientiert sich an Bathe [1990].

B.2.1 Newmark Methode

Die Newmark Methode geht von folgenden Annahmen aus.

U̇t+∆t = U̇t +
[
(1− δ)Üt + δÜt+∆t

]
·∆t (B.13)

Ut+∆t = Ut + U̇t∆t +
[
(
1
2
− α)Üt + αÜt+∆t

]
·∆t2 (B.14)

Gelöst wird das System indem Gleichung B.14 nach Üt+∆t aufgelöst und in
Gleichung B.13 eingesetzt wird. Dadurch lassen sich G U̇t+∆t und Üt+∆t in
Abhängigkeit von Ut+∆t ausdrücken. U̇t+∆t und Üt+∆t werden dann in die
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Bewegungsgleichung 2.1 zum Zeitpunkt t + ∆t eingesetzt. So kann Ut+∆t

bestimmt werden und durch Einsetzen in die aufgelösten Gleichungen an-
schließend U̇t+∆t und Üt+∆t.

Die Parameter α und δ des Ansatzes sind frei wählbar und bestimmen die
Integrationsgenauigkeit und Stabilität. Eine Wahl von α = 1/6 und δ = 1/2
führt zu so genannten linearen Beschleunigungsmethode, bei der von einer
linearen Veränderung der Beschleunigung ausgegangen wird. α = 1/4 und
δ = 1/2 führt zu ursprünglichen unbedingt stabilen Newmark Methode.
Zhuang und Canny [1999] benuten die Newmark Methode als explizites
Integrationsschema mit α = 0 und δ = 1/2.

B.2.2 Houbolt

Die Houbolt Methode beruht auf folgender Finite-Differenzen-Entwicklung:

Üt+∆t =
2

∆t2
· Ut+∆t −

5
∆t2

· Ut +
4

∆t2
· Ut−∆t −

1
∆t2

· Ut−2∆t(B.15)

U̇t+∆t =
11

6∆t
· Ut+∆t −

3
∆t

· Ut +
3

2∆t
· Ut−∆t −

1
3∆t

· Ut−2∆t (B.16)

Einsetzen von B.16 und B.16 in die Bewegungsgleichung 2.1 zum Zeitpunkt
t + ∆t liefert Ut+∆t in Abhängigkeit von Ut, Ut−∆t und Ut−2∆t. Die Start-
werte für Ut, Ut−∆t und Ut−2∆t werden durch ein spezielles Verfahren ab-
geschätzt.



C
Benutzte Finite-Elemente

C.1 Linienelement

Nachfolgend die Herleitung des Linienelements wie sie bei Schill [1995] zu
finden ist.

Das Linienelement wird in der xy-Ebene betrachtet. Die zwei Eckpunkte als
Knotenpunkte haben die Knotenvariablen ~u1 = (ux,1)T und ~u2 = (ux,2)T

Der Verzerrungsvektor für den linearen Fall vereinfacht sich zu

~ε = (εxx)T =
(

∂ux

∂x

)
, (C.1)

da Verzerrungen in y- und z-Richtung nicht möglich sind.

Die restlichen Komponenten sind null und werden zur Vereinfachung weg-
gelassen.

Ausgehend von linearer Elastizität und einem isotropen Material hat D
dann folgende Form.

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)
(

1
)
. (C.2)

Elementansatz Als Elementansatz wird eine lineare Funktion gewählt.

~u(x) =
(

ux

)
=
(

c10 + c11x
)

(C.3)
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Für den Verzerrungsvektor ε ergibt sich hiermit.

~ε =
1
2
(

∂ux
∂x

)
=
(

c11

)
(C.4)

D und ε werden in das Energiefunktional A.2 eingesetzt.

Durch Koeffizientenvergleich bekommt man so die Elementsteifigkeitsmatrix
im Koeffizientenraum S

S = LA
E

(1 + ν)(1− 2ν)

(
0 0
0 1

)
(C.5)

mit L und A der Länge und Querschnittsfläche des Linien-Elements.

Mit S und
~c = (c10, c11)T (C.6)

lässt sich das Energiefunktional in Abhängigkeit der Parameter der Ansatz-
funktion als

E = ~cT S~c (C.7)

schreiben.

Verschieben der Ansatzfunktion Gesucht wird die Matrix A, die den
Vektor der Knotenvariablen

~u = (ux,1, ux,2)T (C.8)

in den Vektor der Koeffizienten der Ansatzfunktion ~c, wie er in (C.6) defi-
niert ist, transformiert.

~c = A~u, (C.9)

Setzt man die zwei Endpunkte des Linien-Elements mit den jeweiligen Ko-
ordinaten (xi, i = 1, 2 in die Definition der Ansatzfunktion (C.3) ein, so
ergeben sich die Verschiebungen ~ui mit ihren Komponenten ux,iund uy,i zu

ux,i(xi) = c10 + c11xi (C.10)

In Matrixform stellt sich das Gleichungssystem dann wie folgt dar

~u = A−1~c. (C.11)
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Schreibt man das Ganze aus, so ergibt sich.

(
ux,1

ux,2

)
=
(

1 x1

1 x2

)(
c10

c11

)
(C.12)

Durch Invertieren bekommt man dann die Transformationsmatrix A vom
Koeffizientenraum in den Verschiebungsraum.

S̃ = AT SA (C.13)

C.2 Dreieckselement

Nachfolgend die Herleitung des Dreieckselements wie sie bei Meißner [1998]
zu finden ist.

Das Dreieckselement wird in der xy-Ebene betrachtet. Die drei Eckpunkte
als Knotenpunkte haben die Knotenvariablen

~u1 = (ux,1, uy,1)T , ~u2 = (ux,2, uy,2)T und ~u3 = (ux,3, uy,3)T

Der Verzerrungsvektor für den linearen Fall vereinfacht sich zu

~ε = (εxx, εyy, εxy)T =
(

∂ux

∂x
,
∂uy

∂y
,
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x

)
, (C.14)

da eine Verzerrung in z-Richtung nicht möglich ist.

Die restlichen Komponenten sind null und werden zur Vereinfachung weg-
gelassen.

Ausgehend von linearer Elastizität und einem isotropen Material hat D
dann folgende Form.

D =
E

(1 + ν)(1− 2ν)

 1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2

 . (C.15)

Elementansatz Als Elementansatz wird eine lineare Funktion gewählt.

~u(x, y) =
(

ux

uy

)
=
(

c10 + c11x + c12y
c20 + c21x + c22y

)
(C.16)
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Für den Verzerrungsvektor ε ergibt sich hiermit.

~ε =
1
2


∂ux
∂x
∂uy

∂y
∂ux
∂y + ∂uy

∂x

 =

 c11

c22

c12 + c21

 (C.17)

D und ε werden in das Energiefunktional A.2 eingesetzt.

Durch Koeffizientenvergleich bekommt man so die Elementsteifigkeitsmatrix
im Koeffizientenraum S

S = hF
E

(1 + ν)(1− 2ν)



0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 ν
0 0 1−ν

2 0 1−ν
2 0

0 0 0 0 0 0
0 0 1−ν

2 0 1−ν
2 0

0 ν 0 0 0 1

 , (C.18)

mit h und F der Hohe der Fläche des Dreieckselements.

Mit S und
~c = (c10, c11, c12, c20, c21, c22)T (C.19)

lässt sich das Energiefunktional in Abhängigkeit der Parameter der Ansatz-
funktion als

E = ~cT S~c (C.20)

schreiben.

Verschieben der Ansatzfunktion Gesucht wird die Matrix A, die den
Vektor der Knotenvariablen

~u = (ux,1, uy,1, ux,2, uy,2, ux,3, uy,3)T (C.21)

in den Vektor der Koeffizienten der Ansatzfunktion ~c , wie er in (C.19)
definiert ist, transformiert.

~c = A~u, (C.22)

Setzt man die drei Eckpunkte des Dreiecks mit den jeweiligen Koordinaten
(xi, yi), i = 1, 2, 3 in die Definition der Ansatzfunktion (C.16) ein, so ergeben
sich die Verschiebungen ~ui mit ihren Komponenten ux,iund uy,i zu

ux,i(xi, yi) = c10 + c11xi + c12yi (C.23)
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uy,i(xi, yi) = c20 + c21xi + c22yi (C.24)

In Matrixform stellt sich das Gleichungssystem dann wie folgt dar

~u = A−1~c. (C.25)

Schreibt man das Ganze aus, so ergibt sich.

ux,1

uy,1

ux,2

uy,2

ux,3

uy,3

 =



1 x1 y1 0 0 0
0 0 0 1 x1 y1

1 x2 y2 0 0 0
0 0 0 1 x2 y2

1 x3 y3 0 0 0
0 0 0 1 x3 y3





c10

c11

c12

c20

c21

c22

 (C.26)

Durch Invertieren bekommt man dann die Transformationsmatrix A vom
Koeffizientenraum in den Verschiebungsraum.

S̃ = AT SA (C.27)

C.3 Tetraederelement

Nachfolgend die Herleitung des Tetraederelements wie sie bei Grimm [2000]
zu finden ist.

Bei einem Volumenelement sind Verzerrungen in alle Raumrichtungen mög-
lich. Der Verzerrungsvektor ε sieht im linearen Fall wie folgt aus.

~ε =
1
2



2∂ux
∂x

2∂uy

∂y

2∂uz
∂z

∂ux
∂y + ∂uy

∂x
∂uy

∂z + ∂uz
∂y

∂uz
∂x + ∂ux

∂z


(C.28)

Ausgehend von linearer Elastizität und einem isotropen Material hat D die
Form von Gleichung A.15.

D =



1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1−2ν

2 0 0
0 0 0 0 1−2ν

2 0
0 0 0 0 0 1−2ν

2

 (C.29)
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Elementansatz Als Elementansatz wird eine lineare Funktion gewählt.

~u(~x) =

 ux

uy

uz

 =

 c11 + c12x + c13y + c14z
c21 + c22x + c23y + c24z
c31 + c32x + c33y + c34z

 (C.30)

Für den Verzerrungsvektor ε ergibt sich hiermit.

~ε =
1
2



2∂ux
∂x

2∂uy

∂y

2∂uz
∂z

∂ux
∂y + ∂uy

∂x
∂uy

∂z + ∂uz
∂y

∂uz
∂x + ∂ux

∂z


=



c11

c22

c33
1
2 (c12 + c21)
1
2 (c23 + c32)
1
2 (c13 + c31)

 (C.31)

D und ε werden in des Energiefunktional A.2 eingesetzt.

Durch Koeffizientenvergleich bekommt man so die Elementsteifigkeitsmatrix
im Koeffizientenraum S:

S =
E

(1 + v)(1 − 2ν)0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

1 − ν 0 0 0 0 ν 0 0 0 0 ν 0
0 1

8
− 1

4
ν 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
8
− 1

4
ν 0 0 0 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1

8
− 1

4
ν 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0 0 0 0 0 0

ν 0 0 0 0 1 − ν 0 0 0 0 ν 0
0 0 0 0 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0 0 0 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0

0 0 0 0 0 0 1
8
− 1

4
ν 0 0 1

8
− 1

4
ν 0 0

ν 0 0 0 0 ν 0 0 0 0 1 − ν 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

mit der sich das Energiefunktional in Abhängigkeit der Parameter der An-
satzfunktion als

E = ~cT S~c (C.32)

mit

~c = (c10, c11, c12, c13, c20, c21, c22, c23, c30, c31, c32, c33)T . (C.33)

schreiben lässt.
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Verschieben der Ansatzfunktion Gesucht wird die Matrix A, die den
Vektor der Knotenvariablen

~u = (ux,1, uy,1, uz,1, ux,2, uy,2, uz,2, ux,3, uy,3, uz,3)T (C.34)

in den Vektor der Koeffizienten der Ansatzfunktion ~c , wie er in (C.33)
definiert ist, transformiert.

~c = A~u (C.35)

Setzt man die vier Eckpunkte des Tetraeders mit den jeweiligen Koordina-
ten (xi, yi),i = 1, 2, 3, 4 in die Definition der Ansatzfunktion (C.30) ein, so
ergeben sich die Verschiebungen ~ui mit ihren Komponenten ux,i, uy,iund
uz,i zu

ux,i(xi, yi, zi) = c10 + c11xi + c12yi + c13zi (C.36)

uy,i(xi, yi, zi) = c20 + c21xi + c22yi + c23zi (C.37)

uz,i(xi, yi, zi) = c30 + c31xi + c32yi + c33zi (C.38)

In Matrixform hat das Gleichungssystem dann folgende Form.

~u = A−1~c. (C.39)

mit der Matrix

A−1 =



1 x1 y1 z1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 x1 y1 z1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 x2 y2 z2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 x2 y2 z3

1 x3 y3 z3 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 x3 y3 z3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 x4 y4 z4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 x4 y4 z4



(C.40)

Durch Invertieren bekommt man die Matrix A die S vom Koeffizientenraum
in den Verschiebungsraum transformiert.

S̃ = AT SA (C.41)
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D
Messwerte

Korrekturfaktor Längenkorrektur Dragnet
0, 1 12291 1855
0, 2 7392 298
0, 3 5398 191
0, 4 4243 129
0, 5 3505 85
0, 6 2981 59
0, 7 2585 34
0, 8 2269 25
0, 9 2005 17
1, 0 1783 1
1, 1 1589 —
1, 2 1419 —
1, 3 1262 —
1, 4 1122 —
1, 5 989 —
1, 6 851 —
1, 7 707 —
1, 8 566 —
1, 9 401 —
2, 0 273 —
2, 1 — —

Tabelle D.1: Die benötigten Zeitschritte, bis die Simulation, nach der Verschie-
bung eines Knoten, einen stabilen Zustand erreicht hat, in Abhängigkeit vom Kor-
rekturfaktor.
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Anzahl der
Strings

Laufzeit
Best Case

Laufzeit
Worst Case

758 0, 0027ms 1, 4ms
1560 0, 0028ms 3, 3ms
2070 0, 0025ms 4, 6ms
2652 0, 0029ms 5, 9ms
3306 0, 0025ms 7, 5ms
4032 0, 0026ms 9, 5ms
4830 0, 0029ms 12, 1ms
5700 0, 0031ms 14, 9ms
6642 0, 0027ms 17, 3ms
7656 0, 0027ms 20, 4ms
8742 0, 0027ms 23, 6ms
9900 0, 0025ms 27, 2ms
11130 0, 0031ms 31, 4ms
12432 0, 0028ms 35, 3ms
13806 0, 0027ms 39, 1ms
15252 0, 0027ms 44, 3ms
16770 0, 0029ms 48, 6ms
18360 0, 0030ms 53, 2ms
20022 0, 0027ms 59, 9ms
21756 0, 0028ms 65, 7ms
23562 0, 0025ms 72, 0ms
25440 0, 0029ms 77, 3ms

Tabelle D.2: Die Laufzeit des Dragnet-Algorithmus pro Zeitschritt im worst und
im Best Case.
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Anzahl der
Knoten

Anzahl der
Federn

Anzahl der
Dreiecke

Laufzeit
Reißen
durch

Löschen

Laufzeit
flächener-
haltendes
Reißen

272 758 486 0, 31ms 0, 08ms
397 1122 726 0, 23ms 0, 45ms
547 1560 1014 0, 42ms 0, 64ms
721 2070 1350 0, 63ms 0, 81ms
919 2652 1734 0, 82ms 1, 03ms
1141 3306 2166 1, 05ms 1, 25ms
1387 4032 2646 1, 26ms 1, 44ms
1657 4830 3174 1, 50ms 1, 63ms
1951 5700 3750 1, 76ms 1, 86ms
2269 6642 4374 2, 04ms 2, 06ms
2611 7656 5046 2, 39ms 2, 38ms
2977 8742 5766 2, 67ms 2, 61ms
3367 9900 6534 3, 02ms 2, 69ms
3781 11130 7350 3, 42ms 2, 91ms
4219 12432 8214 3, 85ms 3, 14ms
4681 13806 9126 4, 24ms 3, 34ms
5167 15252 10086 4, 69ms 3, 58ms
5677 16770 11094 5, 15ms 3, 83ms
6211 18360 12150 5, 64ms 3, 99ms
6769 20022 13254 6, 14ms 4, 22ms
7351 21756 14406 6, 71ms 4, 48ms
7957 23562 15606 7, 27ms 4, 66ms
8587 25440 16854 7, 83ms 5, 00ms
9241 27390 18150 8, 43ms 5, 08ms
9919 29412 19494 9, 00ms 5, 45ms
10621 31506 20886 9, 65ms 5, 53ms
11347 33672 22326 10, 31ms 5, 82ms
12097 35910 23814 10, 90ms 6, 10ms

Tabelle D.3: Die Laufzeiten des Flächenerhaltenden Reißalgorithmus und dem
Ansatz, der mit Löschen von Federn arbeitet.
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Das virtuelle Versuchskaninchen nach getaner Arbeit.1

1Ein mit der Methode der Finiten-Elemente simulierter Hase lässt unter dem Einfluss
einer Schwerkraft seine Ohren hängen. Damit die Simulation in Echtzeit ablaufen kann,
wird der Hase auf einem groben Gitter simuliert. Für die Umsetzung der Simulationser-
gebnisse auf das feine Visualisierungsgitter sorgt ein Animationsschritt.
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