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Einleitung und
Zusammenfassung

Unter den ernstzunehmenden Verformungen der Wirbelsdule tritt die Skoliose am h&ufig-
sten auf. Die Ursache dieser Krankheit — eine Kriimmung der Wirbelsdule bzw. eine
Rotation der Wirbel — ist in der Regel unbekannt.

Aufgrund der spinalen Verformung veridndert sich die Oberfliiche des Riickens in unter-
schiedlicher Weise und mit unterschiedlichem Ausmaf. Diese Verinderung wird gewthn-
lich erst bei Heranwachsenden entdeckt. Daher ist die Form des Riickens ein wichtiges
Anzeichen zur Bewertung der Skoliose.

Um der Skoliose entgegenzuwirken, reicht in den meisten Fillen Krankengymnastik aus,
nur selten brauchen die Patienten ein Korsett. Lediglich ein ganz geringer Anteil der
Patienten erreicht den Punkt, wo ein chirurgischer Eingriff notwendig ist. Die Ziele der
Operation sind, die Stabilitdt der Wirbelsdule zu stirken, die Lungen- und Organfunk-
tionen, die durch die Krankheit beeintréichtigt werden, und das duflere Erscheinungsbild
zu verbessern.

Die Behandlungsergebnisse sind umso besser, wenn die Behandlung so frith wie méglich
erfolgt. Deshalb ist das Interesse an einer frithen Diagnose sehr grofi. Auch die Effizienz
der Behandlung wird gewohnlich von einem Wandel der Riickenform widergespiegelt.

Da in den Jahren des Wachstumsschubs das Fortschreiten der Krankheit recht schnell ist
und in kurzen, regelmifligen Abstinden eine Beurteilung notwendig ist, ist die Rontgen-
methode der Wirbelsiule — wobei ein gewisser Cobb-Winkel gemessen wird — aufgrund
der Strahlendosis nicht zu empfehlen, so daf3 eine nicht-invasive Alternative zur Beurtei-
lung von Skoliose héchst wiinschenswert ist.

Daher ist man zu Methoden der visuellen Betrachtung tibergegangen, die auf der Unter-
suchung von Links-Rechts-Asymmetrien basiert.

Eine friihe Technik war die Messung mit Hilfe von Verformungen und Bewegungen von
Sonden. Jedoch verlangte diese Methode vom Patienten eine gewisse Zeit ruhig zu ver-
harren und die Ergebnisse hingen stark vom Geschick der untersuchenden Person ab.

Eine verldflliche Methode zur Analyse der Oberfliche des Riickens wurde viele Jahre
gesucht. Mittlerweile werden eine Vielzahl von optischen Methoden zur Oberfléichenbe-
rechnung benutzt. Das Hauptproblem liegt darin, die 3-dimensionale Riickenform mit
einem 2-dimensionalen Bild darzustellen. Es ist wichtig, dafl eine solche Darstellung ein-
fach und eindeutig ist.
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Welche Methoden auch angewandt werden, es ist die Genauigkeit, die Geschwindigkeit
und die Wiederholbarkeit, die letztlich die Akzeptanz der Verfahren bestimmen. Die
Diagnose schwerer Kriimmungen ist relativ leicht, jedoch werden kleinere Verformungen
leicht iibersehen. Ein weiterer Schwachpunkt ist, dafl die Messungen subjektiv bewertet
werden und zwei Ergebnisse, die zeitlich auseinander liegen, nicht verglichen werden
konnen.

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, die Probleme bei der Diagnose von Skoliosen unter
differentialgeometrischen Gesichtspunkten zu betrachten.

In Kapitel 1 wird die Krankheit Skoliose und ihre Auswirkungen auf die Riickenform
beschrieben.

Die gesunde Wirbelséule hat bei der Betrachtung des Riickens von hinten einen geraden
Verlauf. Eine Skoliose liegt dann vor, wenn ein Bereich der Wirbelsdule diese Lotlinie
verléfit und sich zur Seite neigt. Dabei entstehen oberhalb und unterhalb dieses Bereiches
kompensatorische Gegenkriimmungen der Wirbelséule, da der Korper weiterhin bestrebt
ist, die aufrechte Haltung zu bewahren.

Die Wirbelkdrper an den Ubergiingen von der Hauptkriimmung in die Gegenkriimmun-
gen heiflen Neutralwirbel. Diese nehmen aufgrund der Druckverhiltnisse eine rechteckige
Form an, was bei der Bestimmung des sogenannten Cobb-Winkels eine wichtige Rolle
spielt. Dieser Winkel kennzeichnet die Lage der beiden Neutralwirbel zueinander und
gilt als Maf zur Beurteilung einer Skoliose.

Die anderen von der Skoliose betroffenen Wirbel behalten ihre Keilform. Daher kippen
sie nicht nur zur Seite, sondern erfahren zusédtzlich noch eine Drehung. Die mit diesen
Wirbeln verbundenen Rippen werden durch diese Torsion ebenfalls gedreht. Aus diesem
Grund flacht auf der einen Seite der Riicken ab und auf der anderen Seite entsteht ein
sogenannter Rippenbuckel. Dieses Erscheinungsbild wird von den Patienten psychisch
und kosmetisch als stérend empfunden. In den schlimmsten Féllen kénnen Herz, Lunge
und andere Organe in ihren Funktionen beeintrichtigt werden. Gliicklicherweise treten
diese Fille nur sehr selten ein.

Da die Therapiemoglichkeiten zu Beginn des Auftretens von Skoliose die besten Heilungs-
chancen versprechen, wird die Notwendigkeit einer frithen Diagnose und einer regelmé&fi-
gen Kontrolle des Patienten offensichtlich.

Kapitel 2 beinhaltet eine kurze Einfiihrung in die Differentialgeometrie. Die Kurven-
und Flichentheorie bilden die Basis fiir die Auswertung der Untersuchungsmethoden, die
in den darauffolgenden Kapiteln vorgestellt werden. Diese Diagnoseverfahren sollen unter
differentialgeometrischen Gesichtspunkten betrachtet werden. Dabei sind hauptséchlich
die Kriimmung einer Raumkurve bei beliebiger Parametrisierung sowie die Gauf’sche
Kriimmung einer Fldche von besonderem Interesse.

In Kapitel 3 wird detailliert auf die Entstehung des Moiré-Phinomens und auf dessen
Parallelen zur Interferenz elektromagnetischer Wellen eingegangen. Dieses Phanomen ist
eine Erscheinung, die sich schon chinesische Seidenweber zunutze machten, um Webfeh-
ler sichtbar zu machen. Diese Erscheinung l48t sich durch ein mathematisches Modell
beschreiben.

Der Moiré-Effekt tritt dann auf, wenn Licht durch zwei iibereinanderliegende Gitter
dringt, die leicht versetzt beziehungsweise leicht geneigt zueinander sind. Ab einer gewis-
sen Entfernung nimmt das Auge nicht mehr die urspriinglichen, einzelnen Gitterlinien,
sondern ein anderes Muster wahr. Diese optische Tduschung weist oft eine wellenartige
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Struktur auf. Beide Gitter werden im mathematischen Modell mit Hilfe von Fourier-
Reihen dargestellt. Die Lichtdurchlissigkeit der tibereinanderliegenden Gitter wird ein-
fach durch das Produkt dieser beiden Reihen ausgedriickt (Kap. 3 [5]). Elementare tri-
gonometrische Umformungen dieses Produkts fithren zu einem Term, der das entstehen-
de Moirémuster funktional beschreibt. Sowohl die Erscheinung als auch die funktionale
Beschreibung des entstehenden Musters erinnert sehr stark an die Uberlagerung elektro-
magnetischer Wellen.

Das Moiré-Phinomen kann man dazu benutzen, Oberflichen auf ihre Form hin zu unter-
suchen. Das Prinzip des sogenannten Schatten-Moiré-Verfahrens ist recht einfach. Eine
Fliche wird durch ein in kurzem Abstand davor befindliches Gitter mit Licht bestrahlt.
Der projizierte Schatten ist sehr scharf und verursacht als zweites virtuelles Gitter zu-
sammen mit dem reellen Gitter ein Moirémuster. Dieses Muster &hnelt den Hohenlinien
einer topographischen Karte und kennzeichnet wie bei solch einer Geléindekarte in glei-
cher Weise die Hohenunterschiede der Fliche (Kap. 3 [2]).

Die mathematischen Ansitze und Ausfiihrungen sind in der Literatur leider nur sehr
knapp verfafft. Daher wird in diesem Kapitel sehr genau die Uberlagerung sowohl li-
nienférmiger Gitter als auch Gitter mit beliebiger Struktur mathematisch beschrieben.
Diese detaillierte Beschreibung zeigt das Zustandekommen der optischen Tduschung und
welcher Zusammenhang zur Uberlagerung ebener, elektromagnetischer Wellen besteht.
Das Prinzip des Schatten-Moiré-Verfahrens liefert die Grundlagen fiir die sogenannte
Moiré-Topographie. Aus diesem Grund ist es wichtig, daf} hier ebenfalls sehr ausfiihrlich
auf dieses Verfahren eingegangen wird. Diese Gesamtbeschreibung des Moiré-Effektes ist
also eine wichtige Literaturarbeit zum Versténdnis spéterer Betrachtungsweisen.

Drei verschiedene optische Verfahren, die es ermoglichen mit Hilfe der Differentialgeome-
trie eine Riickenoberfliche zu analysieren, werden in Kapitel 4 beschrieben: Die Moiré-
Topographie, das als in der Literatur bezeichnete ISIS-Verfahren und die Rasterstereo-
graphie.

Die Moiré-Topographie wurde von Takasaki entwickelt und ist ein angewandtes Schatten-
Moiré-Verfahren, bei dem entstehende Hoéhenlinien Riickschliisse auf die Riickenober-
flache zulassen (Kap. 4 [10]). Dabei wird der Riicken iiblicherweise auf Links-Rechts-
Symmetrie hin untersucht. Bei diesem Verfahren reagieren die resultierenden Moirémuster
sehr sensibel auf geringste Verédnderungen der gegenseitigen Lage zwischen der Flache und
dem Gitter (Kap. 4 [8]).

Eine Untersuchung jedoch in wie weit diese Muster — abhingig von der Position der Ober-
fliche zum Gitter — elliptische, parabolische und hyperbolische Punkte kennzeichnen ist
zwar recht einfach, wurde aber bisher versumt. Dieses Versdumnis wird hier nachgeholt.

Bei dem vom Oxford Orthopaedic Engineering Centre entwickelten ISIS-Verfahren wird
der Riicken abgescannt, so daf3 die Daten mit Hilfe eines Rechners als dreidimensiona-
les Bild ausgewertet werden konnen. Dabei wirft ein Projektor durch eine Blende einen
ebenen Lichtstrahl auf den Riicken und die erscheinende helle Linie wird von einer Ka-
mera erfafit. Da die geometrische Anordnung zwischen Projektor und Kamera bekannt
ist, kann die rdumliche Information dieser Linie in einem Rechner gespeichert werden.
Durch die Drehung des Projektors ergeben die gesammelten Daten zusammen ein Bild
der gesamten Riickenoberfliche (Kap. 4 [11]).

Es wurden verschiedene Methoden entwickelt, um mit Hilfe des ISIS-Verfahrens eine
Skoliose diagnostizieren zu konnen. Unter anderem wurden einzelne Wirbelkorper erta-
stet und Markierungen aufgeklebt (Kap. 4 [12]). Diese sogenannten Landmarken lassen
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Riickschliisse auf den groben Verlauf der Wirbelsiule zu, um daraus und aus den Nei-
gungswinkeln der Querschnitte den fiir die Diagnose von Skoliose wichtigen Cobb-Winkel
berechnen zu kénnen. Jedoch ist diese Vorgehensweise nicht zufriedenstellend, da das Er-
tasten sehr grofles Geschick erfordert und die Ergebnisse stark von der untersuchenden
Person abhéngen.

Eine neue — vom Klinikpersonal unabhingige — Methode wird in diesem Kapitel vor-
gestellt. Bei diesem Ansatz wird der Verlauf der Wirbelsiule durch eine Raumkurve
dargestellt. Da die Neutralwirbel die Ubergiénge zwischen Hauptkriimmung und Gegen-
kriimmungen bilden, muf} die Kriimmung der Kurve dort zwangslaufig auch verschwin-
den. Die Tangentialvektoren an diesen Stellen schlielen dann den aussagekriftigen Cobb-
Winkel ein.

Das Prinzip der Rasterstereographie beruht ebenfalls auf der Projektion eines Rasters auf
eine Oberflache. Im Gegensatz zur Moiré-Topographie befindet sich das Raster jedoch
nicht direkt vor der zu untersuchenden Fliche, sondern auf einem weiter entfernten Dia
(Kap. 4 [5]). Durch Unebenheiten der Fliche stellt sich das abgebildete Raster in Form
von verzerrten Linien dar. Mittels einfacher Geometrie konnen wiederum die Lagen der
projizierten Linien ermittelt werden (Kap. 4 [2]). Der Riicken eines Patienten wird bei der
Rasterstereographie fotografiert und ein Rechner wertet diese Aufnahme aus. Aus diesem
Bild wird nicht nur die Riickenfliche rekonstruiert, sondern auch fiir Diagnosezwecke eine
farbige Kriimmungskarte erstellt (Kap. 4 [13]).

Auf die Rekonstruktion der Fliche zwischen diesen Linien wird jedoch in der Literatur
nicht eingegangen. Fiir die weiteren Betrachtungen ist aber eine komplette Flichendar-
stellung unerlaflich. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle die Flachenberechnung mit
Hilfe der sogenannten Coonspflaster gew#hlt. Diese Pflaster verbinden die Kurven der
verzerrten Gitterlinien mittels einfacher Funktionen.

Kapitel 5 ist das Herzstiick der vorliegenden Arbeit. Hier sollen die drei optischen
Verfahren auf ihre Giite und Genauigkeit hin iiberpriift werden.

Die Idee, diese Uberpriifung an einem eigens dafiir entworfenen Modellriicken durch-
zufihren, ist neu. Aufgrund von geschiitzten Daten werden zunéchst Querschnitte eines
Riickens mit Hilfe kubischer Splinekurven dargestellt. Diese werden dann wiederum mit
einer Schar kubischer Splinekurven miteinander verbunden.

Ein grofler Vorteil des Modellriickens ist, dafl sich dessen Oberfliche — im Gegensatz zu
einem reellen Patienten — nicht dndert. Daher kann die Moiré-Topographie hier in noch
nie dagewesener Weise auf ihre Sensibilitét hin untersucht werden. Es wird gezeigt, dafl
kleinste Anderungen der Lage zwischen Riickenfliiche und Gitter unter Umstéinden grofe
Auswirkungen auf die entstehenden Muster haben.

Um das modifizierte ISIS-Verfahren zu begutachten, wird eine Raumkurve durch die
Datenpunkte gelegt, die dem Verlauf der Wirbelsdule folgen. Die Berechnung sowohl der
Stellen verschwindender Kriimmung, als auch des daraus resultierenden Cobb-Winkels
fithren zu zufriedenstellenden Ergebnissen.

Ebenfalls gute Resultate liefert bei der Rasterstereographie die Approximation mittels
Coonspflaster, obwohl dabei lediglich ein sehr grobes Raster auf das Riickenmodell pro-
jiziert wird. Die Gaufi’sche Kriimmung sowohl des Modellriickens als auch der Coons-
fliche unterscheiden sich auch nur sehr geringfiigig. Lediglich an gewissen Stellen wirkt
die Kriimmungskarte der Coonsapproximation verzerrt.



Kapitel 1

Skoliose

In der Regel wissen viele Menschen, daf3 die Skoliose eine Verformung der Wirbelsiule
ist. Jedoch haben die wenigsten genaue Kenntnis tiber das genaue Krankheitsbild. Daher
werden hier die wichtigsten Aspekte aus diversen medizinischen Fachbiichern in Kiirze
zusammengefafit. Insbesondere wird auf die Auswirkung einer Skoliose auf die Riickeno-
berfliche eingegangen.

1.1 Die Krankheit

1.1.1 Arten von Skoliosen

Die Skoliose (siehe Abbildung 1.1) ist ein lang bekanntes orthopadisches Leiden. Aufgrund
der zunehmenden Verunstaltung des Korpers waren die Menschen schon immer um eine
intensive Aufklirung und Behandlung dieser Erkrankung bemdiht.

Bei Betrachtung des Riickens von hinten ist der Verlauf der gesunden Wirbelsiule ge-
rade. Im Gegensatz dazu sind Skoliosen fixierte seitliche Wirbelsdulenverbiegungen. Die
Wirbelkorper verlassen die Senkrechte und neigen sich zur Horizontalen, wobei jeder
Wirbelsdulenabschnitt betroffen sein kann. Man spricht auch von strukturellen Skolio-
sen, um sie von den skoliotischen Fehlhaltungen, die auch als nichtstrukturellen Skoliosen
bezeichnet werden, zu unterscheiden.

Skoliotische Fehlhaltungen kénnen verschiedene Ursachen haben. Sie kénnen unter ande-
rem Ausdruck einer Beinlingendifferenz, eines Beckenschiefstandes oder einer schlechten
bzw. bequemen Haltung im Stehen sein. Wenn die urséchlichen Faktoren wegfallen, so
verschwindet auch die Fehlhaltung; es sei denn, sie waren so lange von Bestand, daf sich
inzwischen organische Verdnderungen an der Wirbelsdule eingestellt haben. Dann wird
aus einer skoliotischen Fehlhaltung eine echte fixierte Skoliose [4].

Man kann Skoliosen der Form nach unterscheiden. Bei den C-férmigen Totalskoliosen
ist das ganze Riickgrat auf eine Seite gekriimmt. Partielle Skoliosen betreffen nur Teile
der Wirbelsdule und weisen eine Hauptkriimmung auf, der sich oberhalb und unterhalb
kompensatorische Gegenkriimmungen anschliefien [1]. Diese Gegenkriimmungen entste-
hen unter dem Bestreben des Korpers, die aufrechte Haltung zu bewahren. Sind zwei
Hauptkriimmungen in entgegengesetzte Richtungen, vorhanden spricht man von einer

5
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Abbildung 1.1: Skelett eines Patienten, der an einer schweren Skoliose erkrankt war [5].

S-formigen beziehungsweise zusammengesetzten Skoliose. Je nachdem, ob die Haupt-
kriimmung nach rechts oder nach links zeigt, spricht man von einer rechts- oder links-
konvexen Skoliose. Der Konvexseite liegt die Konkavseite gegeniiber.

1.1.2 Wirbelverformung

Bei strukturellen Skoliosen liegt eine Verformung der Wirbel vor. Neben dem Ausbrechen
der Wirbelsdule aus der Lotlinie geht eine Rotation der Wirbelkdrper um ihre vertikale
Achse einher. Dabei drehen sich die Wirbelkorper zur Konvexseite des Bogens und die
Dornfortsitze, die normalerweise nach hinten gerichtet sind, drehen sich zur Konkavseite

[9].

Der sogenannte Scheitelwirbel an der grofiten Seitabweichung ist am stirksten rotiert und
nicht geneigt. Die Wirbel an den Ubergingen von der Haupt- in die Gegenkriimmungen
heiflen Neutralwirbel. Diese sind am wenigsten rotiert, dafiir aber am stérksten geneigt.
Sie haben normale Rechteckform und der von den Grundflichen zweier Neutralwirbel
gebildete Winkel — der sogenannte Cobbwinkel — gilt als ein Maf} der skoliotischen Ver-
biegung (siche Abbildung 1.3 auf Seite 9).
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Durch die unterschiedliche Rotation der einzelnen Wirbel erfihrt die Wirbelsdule an der
Hauptkriimmung eine Torsion. Es ergeben sich unterschiedliche Druck- und Spannungs-
kréfte auf die oberen und unteren Wirbelabschlufiplatten, was zum Schiefwuchs jedes
rotierten Wirbels fiihrt. Diese sind auf der konkaven Seite niedriger als auf der konvexen
Seite.

1.1.3 Auswirkungen

Aufgrund der Wirbelkoérperverdrehung kommt es zu einer Verformung des Rumpfes und
damit auch zu einer Verénderung der Koérperoberflache. Im Bereich der Brustwirbelsdule
werden die Rippen von der Wirbeldrehung mitgenommen (siche Abbildung 1.2). Konvex-
seitig entsteht ein Rippenbuckel und vorne flacht der Brustkorb ab. Auf der Konkavseite
werden die Rippen nach vorne gedreht, was zu einer Abflachung hinten (Rippental) und
zu einer Verwolbung vorne fiihrt. Daraus ergibt sich die typische asymmetrische Defor-
mierung des Brustkorbes bei Skoliotikern. In der Lendengegend konnen die gedrehten
Wirbel lediglich die Muskulatur mitnehmen. Daher entsteht auf der Konvexseite durch
stérkeres Hervortreten der langen Riickenstreckmuskulatur ein sogenannter Lendenwulst.

Bei stark fixierten Skoliosen reichen die kompensatorische Kriimmungen manchmal nicht
mehr aus, um den Korper in der Lotlinie zu halten. Somit kommt es zu einem seitlichen
Uberhang des Oberkorpers. All dies kommt bei nichtstrukturelle Skoliosen nicht vor,
denn sie weisen normale Wirbelstrukturen und keine Rotation auf.

Entsprechend der Form der oberen Brustkorbhilfte steht die konvexseitige Schulter hoher
und weiter nach vorne, die konkavseitige tiefer. Durch die Biegungen wird die Wirbelséule
scheinbar kiirzer. Dadurch wird der Brustkorb dem Becken gendhert, wobei die unteren
Rippen in schweren Féllen zur Verlagerung, Deformierung und Funktionsstorungen von
Herz, Lungen und Organen fithren konnen [7]. Eine schwere Skoliose beeinflufit also
den Gesamtorganismus. Die Atmung ist erschwert und die Anpassung des Kreislaufs an
korperliche Anstrengungen wird verschlechtert. Dariiber hinaus ist auch noch an die psy-
chischen Auswirkungen der schweren Korperentstellung zu denken. Diese kénnen hiufig
zu ernsten Storungen der seelischen Harmonie und zu Verénderungen von Charakter und
Personlichkeit fithren [3].

Abbildung 1.2: Wirbelrotation bei der Skoliose [7].
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Angaben iiber die Haufigkeit von Skoliosen sind nicht einheitlich, jedoch sind die wenig-
sten Falle behandlungsbediirftig.

Nur wenige Skolioseerkrankungen lassen ihre Herkunft erkennen. Angeborene Skelett-
mifbildung, Muskelerkrankungen und ein gestortes Gleichgewicht der Riickenmuskulatur
konnen unter anderem Ursachen sein. Meistens ist die Ursache ihrer Entstehung unbe-
kannt, man spricht daher von einer idiopathischen Skoliose.

Strukturelle Skoliosen treten fast ausschliefflich am wachsenden Skelett auf. Im Wachs-
tumsalter insbesondere wihrend der Pubertéit haben sie eine starke Tendenz sich zuneh-
mend zu verschlechtern. Nach Abschlufl des Wachstums nimmt die Verkriimmung nur
noch geringfiigig zu. Sie bleibt jedoch fixiert, da die verkriimmten Wirbelsiulenabschnitte
schnell versteifen.

1.2 Die Diagnose

1.2.1 Auflere Anzeichen

Skoliosen entwickeln sich im Wachstumsalter erst allm&hlich und sind zu diesem Zeit-
punkt noch schmerzfrei. Daher wird die anfangs nur minimale Deformitét meist zufallig
durch andere Personen entdeckt. Erst im weiteren Verlauf konnen — in den gliicklicherwei-
se wenigsten Fillen — schlimme Verunstaltungen und funktionale Stérungen der Organe
auftreten. Eigentliche Beschwerden, abgesehen von dem psychisch und kosmetisch meist
storenden Erscheinungsbild, treten selten auf.

Der Verlauf der Dornfortsatzreihe zeigt die Seitverbiegung. Die Markierung der Dorn-
fortséitze und deren Abweichungen aus dem Lot 148t in vielen Fillen das Vorliegen einer
Skoliose erkennen. Da sich diese jedoch rotationsbedingt auf die Konkavseite drehen, sind
Abweichungen erst ab einem gewissen Kriimmungsgrad von auflen erkennbar, das heif}t
das tatsichliche Ausmaf} der Skoliose kann weitaus grofer sein.

1.2.2 Cobb-Winkel

Im Rontgenbild erscheinen die seitlichen Verbiegungen stiarker ausgeprégt. Fiir die Beur-
teilung einer Krimmung der Wirbelsédule wurden verschiedene Methoden der Winkelmes-
sung entwickelt. Die Messung nach Cobb hat sich weitgehend etabliert, obwohl sie nicht
mehr als ein verhiltnismiBig grobes Maf} ist [2]. Die Winkelgrade werden anhand von
Rontgenuntersuchungen sorgfiltig registriert, um bei Vergleichskontrollen ein Fortschrei-
ten oder einen Behandlungserfolg erkennen zu kénnen. Daher miissen die Aufnahmen
genau standardisiert werden: Im Stehen wird die gesamte Brust- und Lendenwirbelsiule
von hinten beziehungsweise von vorne gertntgt. Beinlingendifferenzen, die ein Becken-
schiefstand verursachen kénnen, miissen vorher ausgeglichen werden.

Diese vergleichbaren Aufnahmen miissen in der Wachstumsphase in regelmifliigen Ab-
stdnden ausgewertet werden, da innerhalb weniger Jahre schwere, irreversible Verkriim-
mungen entstehen konnen [2]. Bei einer echten Skoliose mufl mit einer Verschlimme-
rung bis zum Wachstumsabschluf} gerechnet werden. Daher ist eine frithzeitige Diagnose
wiinschenswert, um so gegebenenfalls eine geeignete Behandlung in die Wege leiten zu
konnen.
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Am oberen und unteren Ende einer Hauptkriimmung befinden sich die sogenannten Neu-
tralwirbel. Diese Wirbel sind nicht keilférmig, sondern haben parallelstehende Deck- und
Grundplatten. Der zwischen den Deck- beziehungsweise Grundplatten dieser beiden Neu-
tralwirbel liegende Winkel wird als Cobb-Winkel bezeichnet (siehe Abbildung 1.3) und
gilt als Maf fiir die Hauptkriimmung [8].

Abbildung 1.3: Winkelmessung nach Cobb [7].

1.2.3 Weitere Methoden

Die sogenannten Biegeaufnahmen sind spezielle Rontgenaufnahmen, bei denen sich der
Patient nach rechts und nach links zur Seite beugt. Dadurch 148t sich diagnostizieren, ob
eine Verkriimmung strukturell fixiert ist oder ob eine skoliotische Fehlhaltung vorliegt.

Aber auch ein Rippenbuckel, der beim gebiickten Patienten am deutlichsten erkennbar
ist, weist auf eine strukturelle Fixierung hin (sieche Abbildung 1.4). Im Gegensatz dazu
verschwinden kompensatorische skoliotische Haltungen beim Sitzen, zum Beispiel etwa
bei einem Beckenschiefstand infolge einer Beinverkiirzung.

Jedoch muf} die seitliche Wirbelsdulenverkriimmung schon ein gewisses Ausmaf erreicht
haben, damit die rotations- und torsionsbedingte Deformation des Rumpfes deutlich wird.
Unter anderem konnen sich die Rdume zwischen dem Rumpf und den herunterhingenden
Armen, die sogenannten Taillendreiecke, stark unterscheiden. Auch eine stirker hervor-
springende Hiiftpartie, ein Lendenwulst, eine ungleich hohe Stellung der Schulter und
ein abstehendes Schulterblatt auf der Konvexseite sind deutliche Merkmale einer Asym-
metrie. Relativ einfach 148t sich durch das Féillen eines Lots ausgehend von Hinterkopf
einen Uberhang, die Verlagerung des Brustkorbes auf eine Seite, zeigen.

Da die Skoliose auf die Koérperoberfliche einen sehr grofien Einflufl hat, kann deren Dar-
stellung bei der Untersuchung zusétzliche Informationen liefern. Insbesondere die Ab-
bildung der Oberflichenform des Riickens kann als Dokumentation fiir Kontrollunter-
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Abbildung 1.4: Rippenbuckel beim Vorniiberneigen [2].

suchungen hilfreich sein, um Formverdnderungen schnell zu erkennen. Deshalb bieten
sich verschiedene optische Verfahren an, auf die spater nidher eingegangen wird.

1.3 Die Therapie

1.3.1 Therapiemoglichkeiten

Die Art der Therapie hiingt von dem Alter des Patienten, dem Ausmaf} der Verkriimmung
und davon ab, ob mit einer Zunahme des Skoliosewinkels zu rechnen ist. Das Ziel der Be-
handlung ist, die Wirbelsdulenverbiegung zu korrigieren oder zumindest ein Fortschreiten
zu verhindern. Kosmetische Griinde, die das #sthetische Erscheinungsbild des Patienten
betreffen, kénnen auch vorliegen.

Kleine Verkriimmungen werden ausschliefflich krankengymnastisch behandelt mit dem
Ziel die Rumpfmuskulatur zu kriftigen. Bei grofleren Abweichungen aus dem Lot wird
diese Therapie mit dem Tragen eines Korsetts erweitert. Nur in sehr schweren und selte-
nen Fillen mufl der Patient operiert werden. Wichtig sind eine frithe Diagnose und eine
Behandlung noch wihrend des Wachstums.

1.3.2 Krankengymnastik

Die Beweglichkeit der Wirbelsidule kann mit Hilfe der Krankengymnastik erhéht werden
oder erhalten bleiben. Eine wesentliche Verbesserung der Skoliose ist jedoch nicht zu
erwarten und ein Fortschreiten dieser Krankheit 148t sich damit auch nicht aufhalten. In
vielen Fillen aber kann sie eine Anderung des duBeren Erscheinungsbildes herbeifiihren.
Sie ist zur Muskelkriftigung sehr wertvoll und kann durch eine spezielle Atemtechnik nach
Lehnert-Schroth ergéinzt werden. Durch die Entfaltung des Brustkorbes wird indirekt eine
Korrektur der Skoliose erreicht [3].

10
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1.3.3 Korsette

Korsette korrigieren die Haltung mit Hilfe von fest eingebauten Druckpolstern. Konvex-
seitig wird auf den Scheitelwirbel und konkavseitig auf die Neutralwirbel der Kriimmung
Druck ausgeiibt. Trotz ausgezeichneter Korrektur stellt sich nach der Abnahme des Kor-
setts meist der Anfangswinkel wieder ein. Aber die Behandlung ist geeignet, ein Fort-
schreiten aufzuhalten oder zu verzogern, wenn es {iber den gesamten kritischen Zeitraum
getragen wird [7]. Daher sollte mit dieser Therapie nicht zu spit begonnen werden. Gleich-
zeitig jedoch schwiicht ein Korsett die Riickenmuskulatur in kurzer Zeit derart, so dafl
der Patient immer mehr zusammensinkt. Deshalb miissen die Muskeln in krankengym-
nastischen Ubungen und beim Sport ganz besonders trainiert werden.

1.3.4 Operation

Die Versteifung der Verkriimmung nimmt mit dem Alter und dem Grad der Skoliose zu.
Auch eine operative Korrektur bedeutet Versteifung, jedoch werden dabei aus steifen,
krummen Wirbelsiulen steife, gerade Wirbelsdulen gemacht [6]. Dazu werden Knochen-
spédne aus dem Becken, der Wirbelsdule selbst oder einer Rippe entnommen und an den
Wirbel angelagert [6]. Bis die Wirbelsiule nach der Operation stabil geworden ist, dau-
ert es viele Monate bis ein Jahr. In dieser Zeit muf} die Korrekturstellung allerdings mit
einer inneren Fixation aufrechterhalten werden [2]. Metallimplantate halten das Kor-
rekturergebnis bis zur Versteifung der Wirbel. Bei diesen korrigierenden Implantaten
werden Haken an den Wirbelb6gen der Neutralwirbel befestigt, zwischen denen ein Stab
angebracht wird, der eine Streckung bewirkt.

Zunichst sollten Krankengymnastik und Korsettbehandlung voll ausgeschopft werden,
um damit manchen Kindern eine Operation zu ersparen. Wo dies nicht gelingt, kann
man versuchen ein Fortschreiten der Krankheit bis zu einem giinstigeren Zeitpunkt zu
verzdgern. Wenn moglich sollte nicht zu frith operiert werden, da die Wirbelsiule dann
nicht mehr weiterwichst und die Patienten klein bleiben.
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Kapitel 2

Differentialgeometrische
Hilfsmittel

In den folgenden Kapiteln spielt die Kurven- und Fléchentheorie der Differentialgeometrie
eine grofle Rolle. Daher sind hier die wichtigsten Grundlagen so zusammengefafit, dafl
es dem Leser keine Miihe bereitet, den kommenden mathematischen Argumentationen
Folge zu leisten.

2.1 Kurventheorie

2.1.1 Zulassige Parameterdarstellung und Kurvenléinge

In der Differentialgeometrie ist die elementare, analytische Geometrie eng mit der Dif-
ferential- und Integralrechnung verbunden. Im dreidimensionalen, euklidischen Raum
kann ein Punkt mit seinen Koordinaten als Vektor

dargestellt werden. Wenn ein Punkt eine Bahn im Raum durchliuft, dndert sich zu jedem
Zeitpunkt ¢ mindestens eine Koordinate, so dafy der Vektor

I (t)
X(t) = Io (t)
3(t)
von dem Parameter ¢t € [a,b] abhiingt, wobei x(a) der Anfangs- und x(b) der Endpunkt

der Raumkurve ist.

Die durch eine solche vektorielle Funktion x(t) iiber dem Intervall I = [a, b] beschriebene
Kurve v heifit zuléssige Parameterdarstellung der Klasse r (r > 1), falls gilt:

i) zi(t) €CT(I,R) i=1,23
ii) x(t) £0 Vte€[a,b] .

12
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Bei dieser Art von Kurven ist gewéhrleistet, daf} fiir ¢ = 1, 2, 3 jede Funktionskomponente
z;(t) mindestens einmal stetig differenzierbar ist, also der Graph keinen , Knick“ macht
und an jeder Stelle der Tangentialvektor x(¢) existiert, da nie alle drei Ableitungen ;(t)
gleichzeitig verschwinden.

Der Tangentialvektor x(¢) wird unter anderem dazu bendtigt, die Linge der Kurve v zu
berechnen, denn es gilt:

b

L) = [Kwld
ab
- / V00 + (2(0)% + (a5(0)dt
ab
= /ds ,
wobei
ds = /(61 (00 + (B0 + @) d = % = 4(0) = [x(1)

als das Bogenelement der Raumkurve bezeichnet wird.

2.1.2 Das begleitende Dreibein

Es werde angenommen, dafl die Parameterdarstellung x(¢) der Raumkurve ~y zulissig
von der Klasse r > 2 sei, das heifit, dafl sie mindestens zweimal stetig differenzierbar sei.
Die Linge parametrisierter Kurven dndert sich bei Umparametrisierungen nicht [1]. Eine
Umparametrisierung nach der Bogenldnge mit Hilfe des Bogenelements ergibt:

_dx _dx dt x(t)

) -t 2N 9 —
X(s) == o 0 =0 = |[x(s)|=1 Vtel

Das bedeutet, dafl die nach der Bogenléinge parametrisierte Kurve ihre Bahn mit kon-

stanter Geschwindigkeit 1 durchliuft.

Man setzt
x’(s) = t(s)

und bezeichnet t als Tangentenvektor der Raumkurve . Dieser ist normiert, denn es gilt:
t(s)-t(s) =1
Die Ableitung dieser Gleichung nach der Produktregel ergibt:
t(s)-t(s) +t(s)-t’(s) =0 = t’(s) Lt(s)
Der normierte Vektor

t'(s) _ x7(s)

OIERO]

heift Hauptnormalenvektor der Raumkurve +.

n(s)

fir |x”(s)|#0

13
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Es gibt noch einen zweiten Vektor, der senkrecht auf den Tangentenvektor steht. Die-
ser sogenannte Binormalenvektor berechnet sich aus dem vektoriellen Kreuzprodukt des
Tangenten- und des Hauptnormalenvektors

und hat per definitionem auch die Lange 1.

Diese drei Vektoren bilden an jedem Punkt eine Orthonormalbasis, die sich bei der Be-
wegung des Punktes lings der Kurve mitbewegt. Deshalb wird diese Orthonormalbasis
auch begleitendes Dreibein genannt.

2.1.3 Kriimmung, Torsion und Frenet’sche Formel

Das begleitende Dreibein einer Kurve ist nur in den Kurvenpunkten definiert, in denen
die Kriimmung
K(s) = [x”(s)]

nicht verschwindet. Die Kriimmung ist ein Mafl dafiir, wie stark die Kurve von einer
Geraden abweicht. Dort wo sie verschwindet, kennzeichnet sie einen geradlinigen Verlauf.

Im allgemeinen liegt die Bahn der Kurve + nicht in einer Ebene. Ein Ma# fiir die Abwei-
chung vom ebenen Verlauf ist die Windung (auch Torsion genannt):

7(s) = —n(s) - b’(s)
Sie kennzeichnet das Herauswinden der Kurve aus der von t und n aufgespannten Ebene.

In jedem Kurvenpunkt lassen sich mit Hilfe des begleitenden Dreibeins folgende drei
Geraden beziehungsweise Ebenen (siehe Abbildung 2.1) definieren:

Tangente y(s) = x(s) + A -t(s)
Hauptnormale y(s) = x(s) + A -n(s)
Binormale y(s) = x(s) + A -b(s)
Normalebene  [y(s) —x(s)] - t(s) =0
Streckebene [y(s) —x(s)] 'n(s) =0
Schmiegebene [y(s) —x(s)]-b(s) =0

Wenn die Kriimmung in einem Punkt x(s) nicht verschwindet, so wird die Kurve dort
von einem Kreis mit mindestens zweiter Ordnung angenihert [2]. Dieser Kriimmungskreis
mit dem Mittelpunkt

14
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“b(.;q)
Strec.ikebene
Normalebene t(So)
< X\{So
o) 7 )
Schmiegebe.n__g_.---""'...

Abbildung 2.1: Das begleitende Dreibein spannt drei Ebenen auf.

Wie sich die Vektoren des begleitenden Dreibeins beim Fortschreiten auf der Kurvenbahn
dndern, wird mit Hilfe der Kriimmung und der Torsion durch die Frenet’schen Formeln
ausgedriickt:

t’(s) = k(s) - n(s)
n’(s) = —k(s)-t(s) + 7(s) - b(s)
b’(s) = ~7(s) -n(s)

Diese drei Formeln stellen ein System von Differentialgleichungen dar. Nach dem Funda-
mentalsatz der Kurventheorie ist jede Eigenschaft einer Kurve durch dieses Differential-
gleichungssystem festgelegt. Das bedeutet, dafl zwei Kurven mit demselben Anfangspunkt
und iibereinstimmenden Kriimmungs- und Torsionsfunktionen gleich sind [4].

Kriimmung und Torsion hingen nicht von der Parametrisierung ab und bilden ein un-
abhingiges und vollstindiges Invariantensystem [1].

2.1.4 Interpretation der Kriimmung

Die Kriimmung x(s) = |x"(s)| einer nach der Bogenlinge parametrisierten Kurve ist
ein Indiz, in welchem Mafle die Kurve in einem Punkt von einer Geraden abweicht.
Um die Definition der Kriimmung deuten zu konnen, betrachte man zwei benachbarte
Kurvenpunkte, die dann immer enger zusammenriicken (siehe Abbildung 2.2).

Die Tangentialvektoren x’(7) und x’(¢) an den Kurvenpunkten x(7) und x(o) haben
aufgrund der Parametrisierung nach der Bogenlinge den Betrag 1. Daher gilt fiir die
Differenz dieser beiden Vektoren:

|x’(1) —x°(0)| _ 2-sin (%) w

~

= ~ ,
|7 — o] |7 — o] |7 — o]

fiir hinreichend kleinen Winkel w.

15
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Abbildung 2.2: Deutung der Kriimmung.

Dariiber hinaus gilt:
’ !
x”(7) = lim x'(r) =x(0) ,
o—T T—0

so daf folgt:
w

p— 9 — 1i
() = ()| = Jim

Das bedeutet, dal die Kriimmung k in jedem Punkt eine Winkelgeschwindigkeit aus-
driickt, die angibt wie schnell der Gradient seine Richtung #ndert. Andert er seine Rich-
tung nicht, so folgt die Kurve einem geraden Verlauf und die Kriimmung verschwindet.

Die obige Definition der Kriimmung macht daher nur Sinn, wenn alle Tangentialvekto-
ren der Kurven den konstanten Betrag 1 haben. Aus diesem Grund ist eine eventuelle
Umparametrisierung unerlafilich, damit die Kurve mit gleichbleibender Geschwindigkeit
durchlaufen wird.

Eine allgemeine Formel zur Bestimmung der Krimmung einer Raumkurve x mit belie-
biger Parametrisierung ¢ kann recht schnell hergeleitet werden. Seien s die Bogenldnge
sowie t, n und b das begleitende Dreibein der Kurve x (vergleiche Abschnitt 2.1.2). Dann
gilt:

x(1)

t(s) - [%(2)]
= t(s) - 4(0)

Nochmaliges Ableiten ergibt aufgrund der Produktregel:

%(t) = t(s)-5(t) +t(s)-3(t)
= [t'(s) - ()] - 8(t) + t(s) - 5(1)
= k(s)-n(s)-$2%(t) + t(s) - 5(t)
Daraus folgt
x(t) x %(t) = &(s)-33(t) - [t(s) x n(s)]
= k(s)-43(t)-b(s
= |x(t) xx(t)] = &(s)- (1) - [b(s)]
= k(s)-33(t
|%(t) x %(1)]
= k(s) #)
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Ersetzt man $(¢) durch |%(¢)|, dann hingt die Kriimmung & nur noch von ¢ ab:

[%(t) x %(t)|

"= kP

2.2 Flachentheorie

2.2.1 Zulassige Parameterdarstellung und Flichenkurven
Ahnlich wie ein Punkt auf einer Raumkurve it sich ein Flichenpunkt durch eine vek-
torielle Funktion

z1(u,v)
X(u,v) = z2(u,v)
-7:3(1”7”)

darstellen, wobei diese von zwei statt nur von einem Parameter abhingt.

Eine iiber ein Gebiet G C R? vektorielle Funktion X (u,v) heifit zulissige Parameterdar-
stellung der Klasse r (r > 1), falls gilt:

i) zi(u,v) € C"(G,R) i=1,2,3
i) Xy(u,v) x Xy(u,v) #0 V(u,v) € G

Das bedeutet, dafl wieder jede Funktionskomponente mindestens einmal stetig differen-
zierbar ist und die ersten partiellen Ableitungen linear unabhingig voneinander sind.

Diese Ableitungsvektoren X, und X, heilen Tangentialvektoren und spannen die Tan-
gentialebene
Y0 1) = X(u,0) + - Xy, 0) + o Xy (1, 0)

im Flachenpunkt X(u,v) auf.

Angenommen die zwei Parameter u, v sind differenzierbare Funktionen einer reellen Va-
riablen ¢, das heifit:
u = u(t) und v=uv(t) ,

dann beschreibt

eine Kurve in der Fliche.

Die Tangente dieser Flachenkurve kann dann als Linearkombination der Tangentialvek-
toren dargestellt werden:

u dv
4+ X =X, u+ X, 4
p7ia v (u, ) o w U+ Xy 0

17



KAPITEL 2. DIFFERENTIALGEOMETRISCHE HILFSMITTEL

2.2.2 Erste Fundamentalform

Auf einem Flichenstiick der Klasse r > 2 verlaufe die Kurve . Das Bogenelement ds
dieser Flichenkurve 148t sich dann wie folgt darstellen:

ds = [x(t)]

x(t) - x(t)
VE- @2 +2-F-i4-0+G-0%

wobei

E=X2 | F=X,-X, und G=X?

als erste metrische Fundamentalgroien bezeichnet werden.

Das Quadrat des Bogenelements I = ds® > 0 wird erste Fundamentalform genannt
und ist nicht nur fiir die Langen, sondern auch fiir die Winkelmessungen auf der Fléche
mafigebend [4].

Wenn sich zwei Flachenkurven
viox(E) = X(u(t),v(?))
p: %) = X(u(t),v(t))
in einem Punkt schneiden, so gilt fiir den Schnittwinkel a:
Xy - Xp

cos —r
%] - %]
E-4-p+F-(u-v+0-0)+G-0-v

VE @2 +2 F-4-0+G -2 -JE-j2+2-F-ji-v+G -2

Die metrischen Fundamentalgréflen sind auch fiir die Berechnung von Flicheninhalten
von Bedeutung. Bei einer zuldssigen Parametrisierung einer Fléche sind die Vektoren X,,
und X, linear unabhingig und spannen ein Parallelogramm auf, dessen Flicheninhalt
gleich dem Betrag ihres vektoriellen Kreuzproduktes X, x X, ist. Der Ausdruck

dF = |X, x X,| du dv

wird Flichenelement genannt, und der Inhalt A einer gekriimmten Fliche wird durch
Integration iiber den Parameterbereich W errechnet:

A=/dF=/\/E-G—F2dudv ,
w w

wobei E -G — F? > 0 wegen der zulissigen Parametrisierung iiberall gew&hrleistet ist.

Da die metrischen Fundamentalgréflen E, F' und G Funktionen von « und v sind, &ndern
sich diese Groflen bei einer Umparametrisierung. Die erste Fundamentalform I &ndert
sich jedoch dabei nicht, sondern bleibt invariant [3].

Wie bei einer Raumkurve gibt es auch bei einer zuldssigen Flichendarstellung ein beglei-
tendes Dreibein, welches von den Vektoren X,,, X, und dem normierten Flichennorma-

lenvektor
0= Xy X X,

Xy x X,

aufgespannt wird.
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Per definitionem steht 9t sowohl senkrecht auf X, als auch auf X,. Jedoch schlieflen im
allgemeinen X, und X, keinen rechten Winkel ein. Bei einer Umparametrisierung kann
dieser Normalenvektor hochstens das Vorzeichen &ndern, wihrend sich X, und X, fast
beliebig in der Tangentialebene bewegen kénnen.

2.2.3 Die zweite Fundamentalform

Um das Verhalten einer Fliche in der Umgebung eines Flichenpunktes zu untersuchen,
ist die Abweichung der Fliche von der Tangentialebene des Punktes von besonderem
Interesse. Sei die Flachenkurve v nach ihrer Bogenléinge parametrisiert, das heifit:

Dann ist das Maf ihrer Kriimmung wieder durch die zweite Ableitung

K(s) = [x”(s)|

gegeben, und nach den Frenet’schen Formeln gilt:

wobei n der Normalenvektor der Kurve ist.

Andererseits a8t sich x”(s) auch beziiglich des begleitenden Dreibeins der Fliche mit
Hilfe eines Vektors T aus der Tangentialebene darstellen:

X7 (8) = kn(s) - M+ Ky(s)- T

wobei k, Normalkriimmung und x, geodétische Kriimmung der Flichenkurve genannt
werden.

Die Normalkriimmung ist der Anteil der Gesamtkriimmung in Richtung der Flachennor-
malen, und die geodétische Kriimmung ist die orthogonale Projektion auf den Vektor T in
der Tangentialebene, wobei T sowohl senkrecht auf 91 als auch auf den Tangentialvektor
t der Flidchenkurve steht [2]:

T="Nxt

Aufgrund der Orthogonalitit und Normierung von T und 9 gilt nach dem Satz des
Pythagoras:
K = mfl + ng

Dabher ist es einfach, die geodiitische Kriitmmung zu berechnen, wenn man die Gesamt-
und Normalkriimmung kennt. Insbesondere verschwindet die geoditische Kriimmung ge-
nau dann, wenn die Flichenkurve eine Geodéte ist, also wenn gilt:

x”(s) [| N
Geoditen sind die Verbindungen kiirzester Linge zwischen zwei Flichenpunkten.

Die Orthogonalitit der Vektoren 9t und T zueinander kann man sich zu Nutzen machen,
um die Normalkriimmung auszurechnen, indem man obige Gleichung mit O multipliziert:

kn(s) =x"(s)-M
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Wenn eine Kurve nach der Bogenlinge parametrisiert ist, dann stimmt die Normal-
kriimmung mit der sogenannten zweiten Fundamentalform I iiberein:

II = x7(s)-N
= L-u?4+2-M-4-9+N-0?

wobei
L=X, - N , M=X,,- N und N=X,,-N

als die zweiten Fundamentalgrolen bezeichnet werden.

Genauso wie die erste ist auch die zweite Fundamentalform invariant beziiglich Para-
metertransformationen, obgleich sich die zweiten Fundamentalgréfien L, M und N dabei
verandern.

Fiir Kurven mit beliebiger Parameterdarstellung 148t sich die Normalkriimmung als Quo-
tient der zweiten und ersten Fundamentalform

I

Kn(t) 7

darstellen [4] und ist somit auch (fast) invariant. Lediglich das Vorzeichen kann sich
aufgrund des Vektors 9t &ndern.

2.2.4 Mittlere und Gaufl’sche Kriimmung

Bewegt man sich auf einer Flichenkurve von einem Flichenpunkt weg, so ist die Abwei-
chung

1
d—E-II

zu dessen Tangentialebene bis auf den Vorfaktor % durch die zweite Fundamentalform
beschrieben [3].

Durch einen Flichenpunkt kénnen beliebig viele Flachenkurven verlaufen. Damit ist eine
unendliche Schar von Tangenten gegeben, in deren Richtungen die Abweichungen von der
Tangentialebene und damit die Normalenkriimmungen variieren. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit sei © # 0, dann ist jede dieser Tangenten durch das Verhiltnis
A==

v
bestimmt, so dafl die entsprechenden Normalenkriimmungen in einem Flichenpunkt
abhéngig von diesem Parameter geschrieben werden kénnen:

II _L-N+2-M-A+N
I E-X+2-F-2+G

Kn(A) =

Leitet man diese Funktion mit Hilfe der Quotientenregel nach A ab, so erhélt man im
Zahler wieder eine Polynom zweiten Grades und das Verhiltnis A variiert in einem kom-
pakten Intervall. Daher muf} es fiir jeden Flichenpunkt eine maximale Kriimmung x; und
eine minimale Kriimmung k2 geben. Diese Extremwerte nennt man Hauptkrimmungen,
und die zugehorigen Richtungen heiflen Hauptkriimmungsrichtungen.

Im allgemeinen interessieren aber weniger x; und k2, sondern eher ihr arithmetisches
Mittel und ihr Produkt [4].
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Man bezeichnet
E-N+G-L—-2-F-M

1
H=§'(ﬂ1+1€2)=

2-(E-G-F?)
als mittlere und
L-N-—M?
K=m =56 1

als Gaufi’sche Kriimmung.

Da sich aufgrund einer Umparametrisierung der Fldche bei der Normalkriimmung «,,
hochstens das Vorzeichen #ndert, bleiben die Extremwerte von k, weiterhin Extrem-
werte. Bei ihnen konnen sich lediglich auch die Vorzeichen &ndern, so dafi Maximum
und Minimum vertauscht werden. Daher ist die Gau3’sche Kriimmung eine invariante
Eigenschaft der Fliche, die insbesondere von deren Darstellung unabhiingig ist. Wegen
E -G — F? > ( stimmt das Vorzeichen von K mit dem von L - N — M? iiberein, so daf
sich drei Fille unterscheiden lassen:

Ein Flachenpunkt heift

e clliptischer Punkt, falls K > 0
e parabolischer Punkt, falls K =0

e hyperbolischer Punkt, falls K < 0

Diese Bezeichnungen lassen sich leicht geometrisch interpretieren (siche Abbildung 2.3).
In der Umgebung eines elliptischen Punktes haben die Hauptkriimmungen gleiches Vor-
zeichen und die Fliche dhnelt dort einem elliptischen Paraboloid
2 2

z Yy

§+b—2+2-c-z:0 a,b,c#0
Fiir parabolische Punkte ist eine Hauptkriimmung gleich null und die Fliche sieht dort
wie eine parabolische Zylinderflache

.732

¥+2-b-z=0 a,b,c#0

aus. In hyperbolischen Punkten haben die Hauptkriimmungen unterschiedliches Vorzei-
chen, so daf} die Fliche lokal die Form eines hyperbolischen Paraboloid
2 4

;—b—2+2-c-z=0 a,b,c#0

hat. Flachenpunkte mit k; = ko werden Nabelpunkte genannt.

i
Wittty
e A
ey
Nz
NN\
>\&&§S§§§§¥""z”’lz’
S NS 4

Abbildung 2.3: Elliptisches Paraboloid, parabolische Zylinderfliche und hyperbolisches
Paraboloid.
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2.2.5 Gleichungen von Gauf3-Weingarten

In der Flichentheorie gibt es ein Analogon zu den Frenet’schen Gleichungen der Kur-
ventheorie. Diese driicken die Ableitungen t’, n” und b’ als Linearkombination von t, n
und b mit den Koeffizienten x und 7 aus. In dhnlicher Weise kénnen die Ableitungen
des begleitenden Dreibeins der Fliche X, X, und 91 als Linearkombination dieser Vek-
toren dargestellt werden, wobei die Koeffizienten Funktionen der ersten metrischen und
zweiten Fundamentalgréfen sind.

Auf einer Fliche der Klasse r > 2 besitzen die linear unabhingigen Vektoren X,,, X,, M
stetige Ableitungen Xy, Xy, Xy, Ty, Ny und es gilt [3]:

Xyu = Th-Xu+T} Xy +L-N
Xyy = Th X, +T%,- X, +M-N
Xyy = D3y Xy+T2,-X,+N-N
N, = fi-Xu+p6i-X,

mv = /B%Xu+ﬂng 3

wobei die sogenannten Christoffel-Symbole Ffj und die Koeflizienten 8" gegeben sind
durch:

Il — GE,—2F-F4F-E, 711 _ GB,—FG, Tl _ 2GF,—GG,—FG,
1 = 2(E-G—F?) 12 = 2(E-G—F2) 22 = 2.(E-G—F2)

E-Gy—2-F-Fy4+F-G,
2(E-G—F?)

2 — 2B-F,_E-E4F-E, 712 _ EG, FEB, 712
11 = 2.(E-G—F?) 12 = 2.(E.G—F?) 22

Wie in der Kurventheorie gibt es in der Flichentheorie auch einen Fundamentalsatz:
Es seien die ersten metrischen Fundamentalgréfien E, F, G zweimal und die zweiten Fun-
damentalgrofien L, M, N einmal stetig differenzierbar.

Wenn alle diese Funktionen — unabhingig von u und v — die Gleichungen von Mainardi-
Codazzi

L, — M, L-Ti,+M-(T},-T};) - N-TH
My, —-N, = L'F%2+M' (Fg2_ri2) _N'F%Q
erfiillen und falls gilt:
L-N-M?> = F- [(ng)u - (Fiz)v + F§2F§1 - Fizriz]
+ E- [(Féz)u - (F%z)v + T30 + 5,1, — I, — F%zréz] )

dann gibt es ein Flichenstiick der Klasse r > 3 , das lokal definiert ist und bis auf die
Lage im Raum eindeutig ist [3].

Die letzte der obigen Gleichungen ist von besonderem Interesse, denn danach hingt
L-N — M nur noch von E, F,G und deren Ableitungen ab.

Dabher gilt das sogenannte Theorema Egregium von Gauf: Die Gauf’sche Kriimmung auf

einer Fliche der Klasse r > 3 ist eine Funktion der ersten metrischen Fundamentalgrofien
und deren Ableitungen allein.
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Kapitel 3

Das Moiré-Phanomen

Obwohl der Moiré-Effekt schon seit Tausenden von Jahren bekannt ist, gibt es vergleichs-
weise wenig Literatur tiber diese Erscheinung. Dieses Kapitel beinhaltet ein mathema-
tisches Modell, das das Zustandekommen von Moirémustern in leicht nachvollziehbarer
Weise detailliert beschreibt. Dariiber hinaus soll dem Leser auch verstandlich gemacht
werden, warum in der Literatur der Moiré-Effekt oft als mechanische Interferenz bezeich-
net wird. Zu guter Letzt wird ebenfalls mathematisch sehr genau auf das Schatten-Moiré-
Verfahren eingegangen, welches unter anderem zur Diagnose von Skoliosen Verwendung
findet.

3.1 Wer war Moiré?

Viele mathematische Begriffe wie die Fourier-Transformation, der Laplace-Operator oder
die Lagrange-Optimierung verdanken ihre Namen franzosischen Mathematikern und Na-
turwissenschaftlern. Also liegt die Vermutung nahe, daf} auch bei den Ausdriicken Moiré-
Effekt, Moiré-Technik oder Moiré-Topographie ein Franzose bei der Namensgebung Pate
stand.

Diese Vermutung ist jedoch falsch, Moiré ist keine Person. Das franzosische Adjektiv
,moiré“ wird ins Deutsche gerne als ,,gewissert“ beziehungsweise ,,geflammt“ tibersetzt
und bezeichnet ein wellenihnliches Muster auf Metalloberflichen oder auch in Textilien
und hat seine Wurzeln im arabischen Wort ,Mohair“, die Bezeichnung fiir eine langhaa-
rige, nur wenig gewellte Glanzwollart der Angoraziege.

Der Moiré-Effekt entsteht, wenn sich zwei dhnliche, regelmiflige Muster leicht versetzt
beziehungsweise leicht geneigt zueinander iiberlagern, was ein neues, wellenartiges Muster
zur Folge hat.

Franzosische Weber nutzten diese Erscheinung um Webfehler sichtbar zu machen, indem
sie einfach zwei Stofflaken iibereinander legten und gegen das Licht hielten. Vermutlich
war diese Methode schon den alten chinesischen Seidenwebern bekannt.

Kleine Unregelméfligkeiten in der einen Lake werden durch das regelm#flige Muster der

anderen Lake visuell verstiarkt, so dal man die Fehler mit dem bloflen Auge erkennen
kann.
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Im Alltag kann man den Moiré-Effekt unter anderem bei sich iiberlappenden, engmaschi-
gen Gardinenfalten beobachten. Das gewellte Muster ist leicht zu erkennen, wenn man
durch diese Falte aus dem Fenster schaut.

Die erste wissenschaftliche Abhandlung dieser Erscheinung wird Lord Rayleigh (1842—
1919) im Jahre 1874 zugeschrieben [7]. Das mathematische Modell zeigt sehr viele Par-
allelen zur Welleniiberlagerung in der Optik — kurz: zur Interferenz — auf.

3.2 Interferenz

Interferenz ist ein Phiinomen, das bei der Uberlagerung zweier oder mehrerer Wellen an
einem Raumpunkt auftritt. Interferenzen lassen sich bei Schallwellen, Wasserwellen und
natiirlich auch bei elektromagnetischen Wellen beobachten. Insbesondere bei Licht zeigt
sich dabei die Variation der Intensitétsverteilung in Form von auflerordentlich hellen und
dunklen Streifen.

Damit solche ,,Interferenzmuster bei Licht wahrgenommen werden kénnen, miissen die
wechselwirkenden Wellen koheriint zueinander sein. Koheriinz bedeutet, dafl die Pha-
sendifferenz der Wellen wihrend der Beobachtungszeit konstant bleibt. Liegt keine feste
Phasenbeziehung vor, dann spricht man von inkoh&renten Wellen.

Meist wird in der Praxis mit Hilfe eines Lasers monochromatisches Licht mit gleichblei-
bender Frequenz und Wellenliinge verwandt, um Interferenzen zu erzeugen. Gewdhnliches
Licht einer Lampe oder von der Sonne ist in der Regel inkohé&rent. Jedoch kénnen Teil-
wellen einer inkoh#renten Quelle trotzdem interferieren, wenn die Lichtquelle begrenzt
oder der Winkel zwischen den betreffenden Lichtstrahlen hinreichend verkleinert wird

[4].

3.2.1 Intensitit einer elektromagnetischen Welle

Eine elektromagnetische Welle besteht sowohl aus einer magnetischen als auch aus einer
zu ihr senkrecht stehenden elektrischen Welle. Beide Wellen transportieren Energie, deren
Trager der Raum ist, so dafl die gesamte Energie gleich die Summe der elektrischen und
der magnetischen Energiedichte ist, das heifit:

P = Pel t Pmag :l'gosr'Ez‘*'l' B
2 2 popr
Wegen
E=B-c
mit
c= ! = 299792, 458 [k—m]
Eolto s
folgt: .
2 2
Pel = Pmag = P =co&r-E° = Lol -B
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Dabei sind
£, = 8,85418782- 102 [AsV tm~!]

die elektrische Feldkonstante sowie
fo = 1,2566-107% [VsA 'm ]
die magnetische Feldkonstante.

Die Energie, die pro Zeiteinheit eine Fliche senkrecht durchsetzt, nennt man Intensitét.
Sie 14t sich als Produkt der Energiedichte p und der Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢
schreiben [3]:

S=p-c
Die Intensitét ist permanent am Schwanken, da sich die elektrische Feldstirke E be-
ziehungsweise die magnetische Flufidichte B an jeder Stelle des Raumes Zy wie jede
harmonische Welle zeitlich &ndert, denn:

-

E(t) = Ey-sin(wt—Fk-&) bezichungsweise
B(t) = By-sin(wt—Fk-%) ,

dabei sind w = 2% die Kreisfrequenz und k der Wellenzahlvektor, der in die Ausbrei-
tungsrichtung zeigt und die Lénge 2% hat.

In der Praxis ist der Mittelwert & der Intensitiit & von Bedeutung und betrigt:

— 1
3 = i-sosT-Eg-c
1 B2
— — . 0 -C
2 Holr

denn fiir die Schwingungsdauer 7' der Sinuswelle gilt:

Nl =

T

1
/sinz(wt — ko) dt = 3
0

Die mittlere Intensitiit S ist also zur Amplitude des E- beziehungsweise B-Feldes pro-
portional.

Um die Vorfaktoren ignorieren zu konnen, setzt man im allgemeinen die abgewandelte
Intensitét I, auch Flufidichte genannt, gleich dem Quadrat der Amplitude A:

I = A?

3.2.2 TUberlagerung von Wellen

Seien zwei Wellen W; und W> der gleichen Wellenlinge und damit auch der gleichen
Frequenz in der komplexen Schreibweise gegeben:

Wi(z,t) = Ay ceiwt—katé1)  yng Wy (z,t) = Ay . gilwt—kazt+o2)

mit den Amplituden A; beziehungsweise As und den Anfangsphasen ¢; respektive ¢o.
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Wenn sich diese beiden Wellen iiberlagern, resultiert durch einfache Addition von W,
und W5 eine Welle W:

W(z,t) = A; . eilwt—keto1) | 4, . gilwi—ka+g2)

Das Quadrat der Amplitude A dieser Welle 138t sich mit Hilfe des komplex Konjugierten
berechnen:

A2

W (xz,t) - W*(z,t)

A2 4 A2 4 A Ay [ei<¢1—¢2> 1 e ild1-02)
= A2+ A242-A;-Ay-cos(g) ,

wobei ¢ = ¢ — @2 .

Daher gilt fiir die Intensitit I:

I:Il +IQ+2'\/11 'I2'COS(¢)
Den letzten Summanden
2-v/I - I - cos(9)

nennt man Interferenzterm. Er deutet an, dafl die Intensitdt der Welle W nur von der
Phasendifferenz ¢ abhingt und zwischen

Ige =Th+ 1+ 2-\/I1 - I, fir ¢=2r; l€Z und
ILjin=L+L—-2-\/I, - I, fir ¢=02l+1)7; [€Z
liegt.

Bei Interferenzen von monochromatischem Licht — zum Beispiel durch Beugung an ei-
nem Doppelspalt — kénnen aufgrund variierender optischer Wegldngen dunkle und helle
Streifen in der Bildebene beobachtet werden. Diese Sichtbarkeit (,, Visibility“) der ver-
schiedenen Intensitéten wird durch das Verhiltnis

V= Imuw - Imin
Imaz + Imin

mathematisch ausgedriickt [9].

Dieser Kontrast V betrigt fiir den Fall, dafl die urspriinglichen Intensititen I; und I
gleich sind, maximal 1. Denn in diesem Fall 16schen sich die beiden Wellen an einer
Stelle gegenseitig vollstindig aus, und an einer anderen Stelle verstirken sie sich auf das
Vierfache der Intensitiit der einzelnen Welle, das heif3t

Imin =0 und Ipe=4-L=4-I, = V=1

3.2.3 Interferenz zwischen ebenen Wellen

Man spricht von einer ebenen Welle, wenn ihre Wellenfronten einen Satz von Ebenen
bilden, die senkrecht auf dem Wellenvektor E stehen. Dieser Wellenvektor zeigt in die
Ausbreitungsrichtung und hat als Betrag die Wellenzahl k. Solche Wellen kénnen zum
einen mit Hilfe von Linsensystemen erzeugt werden, zum anderen sind sie auch eine sehr
gute Niherung von sphiirischen Wellen in grofler Entfernung zu deren Punktquelle, da
mit wachsendem Radius die Kriimmung abnimmt.
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o d —
Abbildung 3.1: Uberlagerung zweier ebenen Wellen.

Abbildung_‘?).l zeigt zwei monochromatische, planare Wellen Wy und W, die sich in
Richtung k; beziehungsweise k2 ausbreiten.

Die durchschnittliche Intensitét an jeder Stelle wird mit Hilfe eines Koordinatenkreuzes
berechnet. Dieses Kreuz mit den Koordinaten xz und y liegt in der von 1 und k> aufge-
spannten Ebene. Der Ursprung ist so gewéhlt, dafl dort die Phasen beider Wellen zum
Beobachtungszeitpunkt gleich Null betragen (siche Abbildung 3.2).

Abbildung 3.2: Koordinatenkreuz mit den beiden Richtungsvektoren El und Ez.

Da die Linge der Wellenvektoren gleich der Wellenzahl k ist, gilt:

*1=(k'Sin(0_ )) nd E2=<k-sin(0+%)
) 2

k- cos (6 — k- cos (6 + )) ’

R IR

wobei o der Winkel zwischen El und Eg ist. Der Winkel 6 wird von der Winkelhalbieren-
den der Wellenvektoren und der y-Achse eingeschlossen.

Daher lassen sich die beiden Wellen W1, W mit zeitunabhéingiger Phase schreiben als
Wl (xay) = Al . eik[x Sin(G—%)-‘,—ycos(a_%)] und

Wz(.ﬁ(],y) — A2 . eik[ZIISin(a-‘r%)-i-ycos(aJ,_%)]
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Abbildung 3.3: Der Einflufl von A und «a auf d.

Mit Hilfe der Euler’schen Additionstheoreme 1483t sich die Phasendifferenz ¢ in einem
geschlossenen Ausdruck darstellen:

o = bfosn(5-2) veos (5-2)] - rin (0 ) +vus 0+ )]

2k - sin (%) - [~z - cos(0) + y - sin(6)]

Der horizontale Abstand d zwischen den ,Schnittstellen® der parallelen Ebenen (siehe
Abbildung 3.1) hingt von der Wellenlinge A und dem Winkel o ab:

A

1= @

Denn nach Abbildung 3.3 gilt:

tan (%) = % und cos <%) = %

Das bedeutet aber auch, dal der Abstand d grofler wird, wenn der Winkel kleiner wird
und umgekehrt.

Natiirlich sind bei Interferenzen von ebenen Wellen die Intensitétsverteilungen an jeder

Stelle der z-y-Ebene ebenfalls von dem Interferenzterm

2/ I - I - cos(¢p) = 24/ 11 - I5 - cos (%r [~z - cos(f) +y - sin(e)])

abhiingig, der an dieser Stelle ein wenig kompliziert aussieht.

3.3 Der Moiré-Effekt

Die gemeinsame Ursache aller Moiréerscheinungen ist die Uberlagerung von mindestens
zweier Rasterstrukturen. Die einfachsten Raster sind regelméflige Gitter, bestehend aus
parallelen geraden Linien mit gleichbleibendem Abstand b. Werden zwei solcher feinen
Gitter — in einem kleinen Winkel o geneigt zueinander — iiberlagert, so entstehen sowohl
helle, als auch dunkle sogenannter Moiréstreifen (sieche Abbildung 3.4).
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Abbildung 3.4: Uberlagerung zweier regelmiBiger Gitter.

Von weitem betrachtet werden die einzelnen Linien der erzeugenden Gitter nicht mehr
scharf vom Auge wahrgenommen. Aufgrund dieser optischen Tduschung erkennt der Be-
trachter nur sich abwechselnde helle und dunkle Streifen.

Aus Abbildung 3.3 ist leicht ersichtlich, daf diese Moiréstreifen senkrecht zur Winkelhal-
bierenden des Neigungswinkels a stehen und die Streifen breiter werden, wenn « kleiner

wird, denn es gilt:
b

sin (3)

Zur besseren mathematischen Handhabung der Moirémuster werden die diskreten Git-
terstrukturen durch sinusformige Funktionen approximiert. Die Uberlagerung der Gitter
weist daher mathematische Parallelen zur Uberlagerung von (elektromagnetischen) Wel-
len auf. Oft wird der Moiré-Effekt als mechanische Interferenz bezeichnet [2].

d=

3.3.1 Darstellung der Gitter als Fourier-Reihen

RegelmifBige Gitter, bestehend aus parallelen Linien der Breite a und dem Abstand
b, kénnen in einem dreidimensionalen Koordinatenkreuz durch eine gerade, periodische
Funktion g beschrieben werden (vergleiche Abbildung 3.5):

G fir -$<u<g und veR
g(u,v) =
0 sonst

mit der Periode P = a + b und dem ,,Grauwert“ G.

Da die Funktion g symmetrisch zur z-Achse ist, besteht ihre approximierende Fourier-
Reihe

o0

Sy(u,v) =ao + Z an, - cos (wnu)

n=1

nur aus Kosinustermen mit der Kreisfrequenz w = 2% und einer Konstanten ag.
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Abbildung 3.5: Seitenansicht des Gitters.

Die Fourierkoeflizienten lassen sich wie folgt berechnen:

1 7 1 / a
ao—F/g(u,v)du—F/Gdu—ﬁ-G
und
2 i 2G / 2G a
an—ﬁ/g(u,v)-cos(wnu) du—?/cos(wnu) du—Esm (nwi) n>1.

e

Da die Funktion g unstetig ist, weist ihre Fourier-Reihe natiirlich das Gibbs-Phinomen
auf und schwingt an den Sprungstellen insgesamt um etwa 18% iiber. An diesen Stellen
nimmt diese Reihe den Wert % an, was jedoch beziiglich der optischen T#uschung irre-
levant ist, da sie ansonsten gleichmiflig auf kompakten Teilstlicken gegen g konvergiert.

Die Gitterfunktion g ist ein Spezialfall, bei dem die Gitterlinien parallel zur einen und
senkrecht zur anderen Koordinatenachse verlaufen. Jedoch ist es sinnvoll erst diesen Fall
zu betrachten, um dann die Fourier-Reihe eines Gitters zu bestimmen, das mit beliebiger
Orientierung in einer z-y-Ebene liegt.

Dazu werden die u-v-Koordinaten abhingig von einem Drehwinkel 6 # 0 als z-y-Koor-
dinaten dargestellt (siehe Abbildung 3.6).

Abbildung 3.6: Koordinatentransformation durch Drehung.
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Zwischen den Einheitsvektoren €y, &,, €, und €, der entsprechenden Achsen bestehen
folgende Beziehungen:

€ = cos(f) - €, + sin(0) - &,
€ = —sin(f)-é; + cos(d) - €&,
€ =  cos(f)-é, —sin(d) - &,
ey = sin(f) - &, + cos(f) - €,

Sei U der von &, aufgespannte Vektorraum, Q(z,y) irgendein Punkt in der Ebene und
Iy die orthogonale Projektion von Q(z,y) auf U.

Dann gilt:

(z-€+y-€y) €u)-€u

= (-8 +y-8&) - (cos(6) - &, +sin(d) - &,)) - Eu

HU(fL',y)

= (z-cos(d) +y-sin(h))-€, ,
da €, und €, orthonormal sind.

Daher 148t sich das ,,gedrehte” Gitter mit folgender Fourier-Reihe darstellen:

o

Sg(x,y) = ao + Z anp, - cos (wn - [z - cos(f) + y - sin(6)])

n=1

Die Fourierkoeffizienten a,, dndern sich natiirlich nicht, da sie nur eine Gewichtung der
einzelnen Elementarschwingungen sind, die sich bei der Drehung nur in eine andere Rich-
tung ausbreiten.

Die geraden Gitterlinien kann man natiirlich auch als parallele Geraden in der z-y-Ebene
darstellen. Die eckige Klammer bei der obigen Fourier-Reihe entspricht der orthogonalen
Projektion eines Punktes Q(z,y) auf den Vektorraum U.

Alle Punkte, die auf der ,Basisgitterlinie“ liegen werden auf den Ursprung projiziert,
geniigen also der Gleichung

z-cos(@) +y-sin(@) =0 = y=—cot(d)- -z

Da die Gitterlinien den Abstand P zueinander haben, mufl der Term in der eckigen
Klammer immer ganzzahlige Vielfache von der Periode P annehmen.

Daher geniigt jeder Punkt Q(z,y), der auf der Gitterlinie k-ter Ordnung (k € Z) liegt,
der Gleichung

kP
sin(6)

xz-cos(f) +y-sin(f) =kP = y=—cot(d) =+

Die parallelen Geraden mit der Steigung — cot(#) unterscheiden sich also logischerweise
nur durch die y-Koordinatenabschnitte

kP
sin(6)
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3.3.2 Darstellung von Gittern beliebiger Struktur

Gitter miissen nicht unbedingt aus geraden Linien bestehen, sondern kénnen zum Beispiel
auch ein wellenartiges Muster aufweisen. Solch eine wellenartige Gitterlinie 148t sich im
u-v-Koordinatenkreuz einfach mit Hilfe der Sinusfunktion darstellen:

u(v) = A-sin ()
mit der Amplitude A und der Kreisfrequenz €.

Dieses Gitter mit der Linienbreite a wird auch wieder durch eine periodische Funktion g
beschrieben:

G fir —§<u—A-sin()<§ und wveR

g(u,v) =
0 sonst

Obige Funktion g ist gerade, da die Symmetrieachse z fiir jedes v € R um den Wert
A - sin () in Richtung €, verschoben wird. Die dazugehorige Fourier-Reihe hat dann
folgende Gestalt:

Sg(u,v) =ag + Z ap, - coswn - (u— A - sin (Qw))]

n=1

Die Fourierkoeffizienten a,, hingen wiederum nur von der Breite a der Gitterlinien und
nicht von deren Form ab. Denn aufgrund der um die Funktion u(v) verschobenen Sym-
metrieachse gilt:

) u(v)+ & 1 u(v)+§
a

a = 5 / g(u,fu)du—ﬁ / Gdu—F-G

w(v)— & u(v)— %
und

) u(v)+%

am = 3 / g(u,v) - cosfwn - (u — A -sin ()] du
u(v)-%

G - cos (wnu) du

Das heif3t, die Koeffizienten sind die gleichen wie bei den geraden Gittern und werden
fiir zunehmende n > 1 immer kleiner, da die Sinusfunktion nur zwischen +1 und —1
oszilliert.
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Abbildung 3.7: Koordinatentransformation beim Wellengitter.

Im Gegensatz zu den geraden Gitterlinien spielt bei der Drehung des u-v-Systems in der z-
y-Ebene auch die orthogonale Projektion auf den Vektorraum V, der von €, aufgespannt
wird, eine Rolle (siche Abbildung 3.7).

Analog zur orthogonalen Projektion Iy (z,y) gilt:
Iy (z,y) = (—z - sin(f) + y - cos(h)) - €,
Die Auslenkung in u-Richtung des Sinusgitters wird daher gegeben durch
flz,y) = A-sin[Q - (—z -sin(f) + y - cos(6))] ,

so daf sich die approximierende Fourier-Reihe wie folgt darstellen 148t:

oo

So(@,y) = a0+ 3 an - cos (wn - [a - cos(8) +y - sin(8)] — £(z,))

n=1

Gitter konnen beliebige Strukturen aufweisen, so daf} ihre Fourier-Reihen in Abhéngigkeit
einer Funktion ® — die die entsprechende Gestalt einschliefllich der Periode ausdriickt —
geschrieben werden:

Sy(z,y) =ao+ Zan -cos (n - ®(z,y))

n=1

3.3.3 Uberlagerung zweier Gitter

Aufgrund verschiedener apparativer Beleuchtungs-, Aufnahme und Verarbeitungssitua-
tionen koénnen die Funktionen zweier Gitter bei der Uberlagerung addiert, subtrahiert
und multipliziert werden [8]. Jedoch ist die mathematische Betrachtung in der Regel
multiplikativer Natur.

Seien zwei Gitter g; und g, gegeben durch ihre Fourier-Reihen

Sy, = ap + Zan -cos (n - 1(z,y))

n=1

und

Sgy = bo + Z by, - cos (m - Pa(z,y))

m=1
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Durch die Multiplikation dieser beiden Reihen wird die Lichtdurchléssigkeit der beiden
iiberlagerten Gitter berechnet:

(Sgl'sgz)(xay) = ag-by

+ ao - Z bm - CO8 (m ’ @2(3"7:’/))

m=1

+ by - Zan-cos (n-®1(z,y))

n=1

+ Z Z Qp - by - cos (n - @1 (z,y)) - cos (m - Pa(z,y))

n=1m=1

Der erste konstante Term stellt zusammen mit dem zweiten beziehungsweise dem dritten
Term das Gitter g; respektive go — multipliziert mit der additiven Konstanten des jeweils
anderen Gitters — dar.

Der letzte Term ist der interessanteste, denn er beschreibt das Moirémuster [2], [5]. Dieser
kann mit Hilfe der Euler’schen Additionstheoreme in

%ZZ Gnp m COS(TL @1(1‘ y) m(1>2(1',y))

Z Z Qanp - m-cos(n-@l(m,y)+m-<I>2(a:,y))

l\DI»—A

umgeformt werden.

Laut [5] ist der Fehler zu vernachlissigen, wenn man bei den obigen Doppelsummen nur
die Summanden fiir n = m beriicksichtigt, das heifit:

ZZ b - cos (n - @1 (z,y) — m-@z(a:,y))chl-cos(l-ﬁl(a:,y)) ,

=1

wobei ¢; = a; - by und 9 (z,y) = P41 (z,y) — P2(z,y) sind und analog

ZZ b, -cos (n - ®1(z,y) + m - Pa(z,y)) chl-cos(l-ﬁg(m,y))

=1
mit ¢ = a; - by und 92 (z,y) = P1(x,y) + P2(z,y)

Denn der grofite EinfluB der Summenglieder auf die obigen Reihen ist fiir n = m =1
mit ay - by zu erwarten. Diese Glieder kann man als Grundschwingung und die Glieder
fiir n = m > 1 als Oberschwingungen einer Fourier-Reihe interpretieren, wobei séimtliche
Kosinusfunktionen von ¥; beziehungsweise von 1}, abhingen.

Das bedeutet, dafl zwei weitere ,,Gitter* — deren Gitterlinien von den Funktionen ¢ und
92 beschrieben werden — die Lichtdurchlissigkeit beeinflussen.

Im Folgenden sind nur Gitter bestehend aus geraden Linien von Interesse. Zum einen
kommen sie in der Praxis am h#ufigsten vor, zum anderen sind sie lokal eine gute Ap-
proximation fiir Gitter beliebiger Struktur.
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Zwei solche Gitter mit den Perioden P; und P, koénnen in der virtuellen z-y-Ebene
derart in einem kleinen Winkel a # 0 zueinander geneigt werden, dafl die y-Achse die
Winkelhalbierende dieses Winkels ist. Das heif3t:

o) = 2 foocn(§) +yun (3)]
) = 2 fr-con (%) v (3)]

In der Darstellung als parallele Geraden gilt fiir die Funktionen ®; und ®4

y = —cot (g) -+ {C'Pl k € Z beziehungsweise
2 sin (%)
_ a l- P2
y = +cot (5) _sin(%) leZ

Die Form der zwei neuen Gitter sind bestimmt durch

191(1'7:[/) = (bl(way) - @2($,y)
27 « 2 Ae
= .B -(Py — Py) -z - cos (5) + P B (P + P) -y-sm(§>
und
192(1.7:‘/) = (I)l(xay) +(I>2($,y)

2w «a 2w o'
= . e hod APy —P) -y -sin (2
oD (PL+PR) -z COS(2)+P1-P2 (P 1) -y sm(2)

Es ist offensichtlich, dafl diese beiden Funktionen ¢; und 9, linear sind. Da der Ursprung
des virtuellen Koordinatenkreuzes ,,auf jeder Knotenpunkt des Netzes“ — also auf jeden
Schnittpunkt der Gitter ®; und ®» — liegen kann, wiederholt sich die Gitterstruktur
dieser Gitterfunktionen mit einer noch zu bestimmenden Periode. Daher ist folgender
Ansatz gerechtfertigt:

h(zy) = i—f-[w-coswl)w-sin(ﬂl)] und
Or(zy) = i—” - cos (Ba) + - sin (Ba)]

Da alle Punkte der ,Basisgitterlinie“ von ¢; ebenfalls auf den Ursprung projiziert werden,
muf} man einfach die eckige Klammer und damit die ganze Gleichung Null setzen:

z-cos(B1) +y-sin(Bf) =0 = y=-—cot(Bi) -z

Andererseits gilt dann aber auch

Pl—PQ o
él(l',y)—@Q(Z',y):O = y:P1+P2 - cot (5).’5

Gleichsetzen der beiden obigen Steigungen ergibt

P+ P
1+ 2'-tan(a

P2 —P1 —):| fiir P1 75 P2

B1 = arctan [ 5
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AY

,Gitterlinien“ von ®; der Ordnung ,Gitterlinien“ von ®3 der Ordnung

0 1 -1 0 1

Ui

", Basisgitterlinie® 9;

U2

, Basisgitterlinie“ 99

Abbildung 3.8: Detailansicht der Gitterlinien.

Fir P, = P, wiirde die Steigung der Gitterlinien gleich Null betragen und diese wéren
dann Parallelen zur z-Achse.

Es ist leicht nachzurechnen, daf§ der Schnittpunkt P(zp/yp) der Gitterlinien von ®; und
P, jeweils der Ordnung 1 folgende Koordinaten hat:

P it o & T T & S i
P 2-cos (%) ur 2-sin (%)

Das heift er liegt auf den Geraden (siehe Abbildung 3.8)

- 2 WOMUNE & W

y = cot(2) x+sin(%) und
y = +c0t(g)-x+,i
2) " dn(g)

Analog 148t sich die ,Basisgitterlinie“ von 9 darstellen durch die Gerade

P, — P,
y=—cot(f2) -z mit [y = arctan [Pi-i-P: - tan (%)]
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Auf dieser Geraden liegt der Schnittpunkt S(zs/ys) der Gitterlinien von ®; der Ordnung
1 und ®; der Ordnung —1 (sieche Abbildung 3.8) mit

Pl—PQ P1+P2

= - d - 2
2-cos (%) und s 2-sin (%)

Ts

Diese Struktur wiederholt sich an jedem Schnittpunkt der Gitter ®; und ®,, so dafl
die Gitter ¥; und 9, einfach die diagonalen Verbindungslinien dieser Schnittpunkte sind
(siehe Abbildung 3.9).

®,

Abbildung 3.9: ¥, und 95 verbinden die gemeinsamen Punkte von ®; und ;.

Die Gitterlinie n-ter Ordnung von %, ist gegeben durch:

np1

smg) "7

y=—cot(b1)-z+

Fiir alle Punkte auf dieser Linie nimmt der Ausdruck z - cos (81) + v - sin (1) bei der
orthogonalen Projektion den Wert n - p; an. Daher gilt fiir die Differenz der Gitter &,
und ®5 an diesen Stellen:

2
Oy (z,y) — 2(z,y) = np1-—
pP1
= 27mn
P — P a n-P P
= ot (=) @+ 22
= v P+p © (2) S Sy o)

Durch den Vergleich der y-Koordinatenabschnitte erhiilt man die Periode des Gitters ¢;:

np1 :’I’L'Pl'Pg - p:P1'P2'Sin(/81)
sin(61) P+ Py ! P+ P,
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Analog kann man die Periode des Gitters 2 berechnen:

o Pl 'PQ'Sin(ﬁz)
2T TR R
Die urspriinglichen Perioden P;, P, und der Winkel a bestimmen also das Moirémuster.
Daher ist es wichtig, gewisse Spezialfille neben dem allgemeinen Fall genauer zu unter-
suchen.

Fiir alle Punkte auf der Gitterlinie der n-ten Ordnung von ¥, beziehungsweise der m-ten
Ordnung von ¥, gilt:

27 o 2 e’
Pl‘P2-(Pz—Pl)-w-cos(§)+Pl'P2-(P1+P2)-y-s1n(§) = 2mn
27 o 2w A _
Pl_P2-(P1+P2)'w-cos(§)+P1_P2'(Pz—P1)'y'sm(§) = 27m

Bisher wurde vorausgesetzt, dafl der Neigungswinkel a ungleich Null ist. Als die Differenz
der Perioden P; und P, im Nenner auftauchte, wurde die Einschrinkung gemacht, dafl
diese nicht denselben Wert annehmen diirfen.

Angenommen o = 0 und P, = P, = P, dann liegen die identischen Gitter exakt iiber-
einander und man kann nichts aulergewshnliches beobachten.

IR
m H 1 m‘m‘n
QH 0 0 I
AT
OO CCCC OO
WY H nm

_ it
a) + = e,
A
Mmmwuum
RN
RN
T
T
+ : |||||
'W
I'H
WN
c) + =

u
o,o M
I il
ﬂ%%‘%ﬁ

Abbildung 3.10: a) P, =Py ;a#0 b)PL#Py;a=0 c¢)Pi#Py;a#0.
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Wenn zwei Gitter mit gleichem Linienabstand P in einem kleinen Winkel a # 0 zuein-
ander geneigt tiberlagert werden, 148t sich jedoch der Moiré-Effekt beobachten:

nP
NV S ()
mP
¥y : -
20 2 2-cos (%)

Die Gitter ¥; und 1 bilden somit jeweils einen Satz von Linien, die parallel zur z-
beziehungsweise y-Achse sind (siehe Abbildung 3.10 a)). Dies hiingt von der Grofle des
Winkels a ab.

Ist der Neigungswinkel a der Gitter ®; und ®5 mit ungleichen Perioden gleich Null, so
bestehen die resultierenden beiden Gitter nur aus Parallelen zur y-Achse mit ebenfalls
verschiedenen Abstéinden:

9 r = TL'Pl'P2
b )
9 - r = m'Pl'Pz
2 B P+ P

Ein Gitter mit ,dicken“ Gitterlinien dominiert das Erscheinungsbild (vergleiche Abbil-
dung 3.10 b)).

Im allgemeinen Fall, wenn P; # P> und a # 0 sind (siche Abbildung 3.10 c)), gilt dann:

| _ P-R ay n-P - P

iy = P+ P C0t<2) x+(P1+P2)-Sin(%)
. _ P1+P2‘ g ) m'Pl'P2

ti o = pp et (3) T Ry )

Sowohl 1, als auch ¥, bilden schrige Gitterlinien, deren Steigungen das gleiche Vorzei-
chen haben.

Betrachtet man bei der Abbildung 3.10 die Félle a) und c¢) aus einer Entfernung von
etwa einem Meter, so nimmt man nur noch eines der Gitter 9, und 95 wahr. Die Schen-
kel des kleineren Winkels a konnen erst in groflerer Entfernung vom Auge voneinander
unterschieden werden. Daher dominiert das Gitter mit der grofleren Periode das Erschei-
nungsbild (siehe Abbildung 3.11).

3.3.4 Fazit

Das bedeutet, dafl das Gitter ¢ = &; — & das Erscheinungsbild pragt und das Gitter
Y2 = &1+ ®5 keinen groflen Einflufl auf den Moiré-Effekt hat, denn aufgrund der gréfleren
Periode (p1 > p2) erscheinen die Gitterlinien von ¢, breiter (by > bs) als die von 5.

3.3.5 Parallelen zur Interferenz

Die Uberlagerung zweier Liniengitter weist groe Parallelen zur Interferenz ebener Wellen
auf.
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P2

by

Abbildung 3.11: Die wahrgenommene Breite einer Gitterlinie hingt von dem Abstand
zweier solcher Linien ab.

Zwei ebene Wellen mit den Wellenvektoren k; und ks gleicher Lénge lassen sich mit
zeitunabhingiger Phase schreiben:

Wi(z,y) = A1-eik[””sm(‘g—%)-i-ycos(a_%)] und
Wa(z,y) = A, - ¢iklzsin(6+5)+y cos(0+35)]

Y

wobei 8 wieder der Winkel zwischen der Winkelhalbierenden der Wellenvektoren und der
y-Achse ist.

Betrigt der Winkel 8 = 90°, so teilt die z-Achse den Winkel zwischen den beiden Wel-
lenvektoren und die Phasenfunktionen

o = klosin(9-3) +ycos(9-3)]
- k[mcos(—%)—ysm<_%)]
= klwcos () +ysin (3)]

¢ = klosin(0+35) +ycos (0+3)]

blzeos (3) —vsin (3)]

stimmen mit den Gitterfunktionen ®; und ®, — bei gleicher Periodizitit P — iiberein.
Man beachte, dafl die Wellenzahl k das Verhaltnis von 27 zur Wellenlédnge A ist.

Dariiber hinaus werden sowohl das Interferenz- als auch das Moirémuster durch Terme
bestimmt, die von der Differenz der Phasenfunktionen ¢; — ¢2 bzw. der Gitterfunktionen
®; — &, abhingen. Dies gilt wie bei der Interferenz auch im allgemeinen Fall des Moiré-
Effekts, wenn die Wellenléingen respektive die Periodizitéiten verschieden sind.
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3.4 Schatten-Moiré-Verfahren

Der Moiré-Effekt kann sehr hilfreich sein, um Verformungen von Oberflichen anzuzei-
gen [1]. Dazu wird oft eine einfache Methode verwandt: das sogenannte Schatten-Moiré-
Verfahren.

Die Abbildung 3.12 zeigt das Prinzip dieses Verfahrens. Eine Lichtquelle L beleuchtet
ein Gitter G, dessen Schatten auf den Schirm S geworfen wird. Wenn der Schirm dicht
genug hinter dem Gitter angebracht wird, entsteht dort auch ein Streifenmuster. Wird
dieser Schatten durch das Gitter betrachtet, so wird ein Moirémuster wahrgenommen.

S

S
G — gi\g2
L B oB

Abbildung 3.12: Prinzip des Schatten-Moiré-Verfahrens.

Auf der linken Seite der obigen Abbildung wird ein heller Streifen auf den Schirm §
projiziert. Die Sicht von der Stelle B auf diesen Streifen wird durch die Gitterlinie g
ein bifichen verdeckt, so dal an dieser Stelle nicht die maximale Intensitdt beobachtet
werden kann.

Was passiert, wenn der Schirm S in die positive z-Richtung verschoben wird, deutet die
rechte Seite dieser Abbildung an: der helle Streifen wandert in die negative z-Richtung,
so daf} die wahrgenommene Intensitit an dieser Stelle allmihlich anwichst und dann
— nachdem sie ihr Maximum erreicht hat — wieder abnimmt bis sie komplett von der
Gitterlinie g1 ausgeblendet wird.

Wird der Schirm S jedoch in die negative z-Richtung verschoben, so wandert der helle
Streifen in die positive z-Richtung, bis die Gitterlinie g, ihn ganz verdeckt. Entfernt sich
der Schirm S noch weiter vom Gitter G, so wird dieser Streifen wieder vom Punkt B aus
sichtbar durch den Spalt rechts der Gitterlinie go, jedoch unter einem verinderten Blick-
winkel. Durch die Verschiebung des Schirms S in 2-Richtung wiederholt sich periodisch
eine Intensititsverteilung dieses hellen Streifens in z-Richtung.

Der Abstand zweier zum Gitter G parallelen Ebenen, in denen der helle Streifen vollstin-
dig zu sehen ist, nennt man Konturintervall C'. Diese Konturintervalle sind proportional
zur sogenannten Gitterkonstanten P und werden mit zunehmendem Winkel zwischen der
Projektions- und Beobachtungsrichtung kleiner (siche Abbildung 3.13).

Um den numerischen Wert dieser Abstinde zu bestimmen, ist es sinnvoll den gesamten
Winkel in den Projektionswinkel o und den Beobachtungswinkel 8 zu zerlegen (siehe
Abbildung 3.14).
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Abbildung 3.14: Bestimmung des Abstandes C.

Die Anzahl Ng der Gitterlinien zwischen dem ,Projektionsstrahl“ und dem ,, Beobach-
tungsstrahl“ wird oft als die Ordnung des Konturintervalls C' bezeichnet, denn zwischen

diesen beiden Grofien besteht folgender Zusammenhang:

N¢-P
- P — . t - t e T — el

N¢ C -tan(a) + C - tan(f) = tan(a) T tan(3)

Dieses Prinzip 148t sich auch fiir gekriimmte Flichen verallgemeinern [2], [7] (siche Ab-
bildung 3.15).

Abbildung 3.15: Schatten-Moiré-Verfahren angewandt auf unebene Flichen.
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Versieht man das Gitter mit einem virtuellen z-y-Koordinatenkreuz, so gilt fiir den Punkt
Qo auf der Fliche X:

A = h(z,y) - [tan(a) + tan(8)] = h(z,y) = m

Fiir
A=n-P neN
liegt der Punkt @)y auf einem Konturintervall und ist durch das Gitter sichtbar.
Gilt jedoch
1

dann wird der Punkt Qg von einer Gitterlinie verdeckt — vorausgesetzt die Gitterlinie
und die Gitterliicke sind gleich gro8.

Auf diese Weise wird auf der gesamten Fliche ¥ aufgrund der variierenden Distanzen
zum Gitter eine topographische Karte projiziert.

Abbildung 3.16: , Topographie* eines Modells [2].

Da sich die Winkel o und 8 an jeder Stelle (z,y) € ¥ dndern, hiingt das Konturintervall
und damit die ,,H6henbestimmung® stark von den Koordinaten der Oberfliche ab. Wenn
jedoch die Lichtquelle L den Abstand x zum Beobachter B hat und diese beiden Punkte
den Betrag I' vom Gitter G entfernt sind, dann gilt folgende Beziehung:

X

tan(e) + tan(8) = T+ h(z,y)
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Sind die Hohenunterschiede h auf der Oberfliche im Verhiltnis zum Abstand T ver-
nachléssigbar klein, dann kann der Term

tan(a) + tan(f8) ~ % =K

als Konstante K geschrieben werden [6], da I" > h(z,y) V(z,y) € X. Daher konnen

auch die Konturintervalle p
= _ . N,
C % Ne

der Ordnungen N¢ auf der gesamten Oberflache als konstant betrachtet werden.

Ist die Oberfléche oder Teile davon zu weit entfernt vom Gitter, so treten Beugungseffekte
auf und der projizierte Schatten ist dort nicht mehr scharf. Deshalb ist das Schatten-
Moiré-Verfahren bei grofien Oberflichen nur fiir grobe Messungen geeignet.

Jedoch ist die Methode recht einfach und giinstig in der Durchfithrung, so daf diese
oft benutzt wird, um Formen und Flichen zu messen beziehungsweise zu kontrollieren.
Hauptséchlich wird das Verfahren in der Medizin benutzt, um zum Beispiel eine Skoliose
zu diagnostizieren. Takasaki entwickelte zu diesem Zweck ein Gitter aus Kunstfaser, das
mit matter, schwarzer Farbe lackiert wurde. Die Gitterkonstante P lag bei 1,5—2,0 mm,
wobei die Spaltenbreite genau die Hélfte betrug. Abbildung 3.16 zeigt dieses Schatten-
Moiré-Verfahren angewandt auf ein Mannequin [2].
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Kapitel 4

Optische Diagnoseverfahren

Um das Auftreten beziehungsweise die Verschlechterung einer Skoliose diagnostizieren
zu konnen, wurden einige optische Verfahren entwickelt. Zu diesen zihlen die Moiré-
Topographie, das sogenannte ISIS-Verfahren und die Rasterstereographie.

4.1 Moiré-Topographie

4.1.1 Darstellung von Asymmetrien des Riickens mit Hilfe des
Schatten-Moiré-Verfahrens

Bei strukturellen Skoliosen neigen sich einzelne Wirbelkorper zur Seite und erfahren
dabei eine Rotation. Aufgrund der im Brustbereich von dieser Drehung mitgenommenen
Rippen, ist beim nach vorne gebiickten Patienten ein Rippenbuckel klar zu erkennen
(siehe Abbildung 4.1).

Da sich diese spinale Verformungen beim Patienten wiahrend der Wachstumsphase in
der Pubertit einstellen, sind regelmiafiige Untersuchungen in dieser Zeit sinnvoll. Jedoch
wiaren Rontgenaufnahmen sehr schidlich, zumal der Rippenbuckel — die meist augen-
scheinlichste kosmetische Verformung des Riickens — nicht gut auf den Rontgenbildern
zu erkennen ist.

Skoliosen ziehen eine Verdnderung der Korperoberfliche — hauptsiichlich in Form von
Links-Rechts-Asymmetrien — mit sich (siche Abbildung 4.2). Daher sind optische Ver-
fahren zur Diagnose und Beurteilung dieser Krankheit eine echte Alternative, denn diese
konnen beliebig oft ohne gesundheitliche Beeintrichtigungen angewandt werden.

Vorteile

Eine Moglichkeit die auftretenden Asymmetrien des Riickens sichtbar zu machen, ist die
sogenannte Moiré-Topographie. Takasaki war der erste, der Schatten-Moiré-Verfahren
im medizinischen Bereich anwandte, um dreidimensionale Koérperoberflichen als zweidi-
mensionale, topographische Karten darzustellen [10]. Dabei werden die Patienten direkt
hinter ein Gitter, bestehend aus schwarz lackierten Kunstfaser positioniert. Der Abstand
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Abbildung 4.1: Die Skoliose ist sowohl auf dem Rontgenbild als auch am Rippenbuckel
klar zu erkennen [11].

zweier Gitterfasern betrigt etwa 1,5 — 2,0 mm, so dafl der Schatten des Gitters auf der
Oberflache durch dieses betrachtet werden kann. Die Moiréstreifen zeichnen eine topogra-
phische Karte, in der ,,Héhenunterschiede“ leicht wahrgenommen werden konnen. Diese
Methode ist schnell, einfach, giinstig und zuverlissig, da jede geringste Verdnderung der
Riickenoberfliche angezeigt wird [8].

Moiré-Topographie ist eine einfache Technik, um die durch Skoliose verursachte Asymme-
trie des Riickens mit grofler Genauigkeit dreidimensional auszuwerten. Gerade beim Ent-
stehen der Skoliose ist die Moiré-Topographie besser geeignet als die Diagnose aufgrund
von Beugetests der Patienten. Vergleiche mit Rontgenaufnahmen haben diese These in
klinischen Studien belegt [1].

Nachteile

Jedoch erfordert die Moiré-Topographie sehr viel Geschick und Erfahrung, um die ge-
nauen Stellen und das genaue Ausmaf} der Links-Rechts-Asymmetrien zu erkennen. Ganz
abgesehen davon, weist auch ein gesunder Patient, der nicht an Skoliose erkrankt ist, nicht
unbedingt eine exakte Riickensymmetrie auf.
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Abbildung 4.2: Durch die Moiré Topographie lassen sich die Asymmetrien des Riickens
in beeindruckender Weise leicht sichtbar machen [7].

Des weiteren reagieren die ,,H6henlinien“ des Schatten-Moiré-Verfahrens sehr sensibel auf
die Positionierung des Patienten zum Gitter. Fiir vergleichende Studien miifite er daher
gezwungen werden, immer ungefihr dieselbe Position einzunehmen. Dabei konnte der Pa-
tient verkrampfen und markante Deformitéten, die Riickschliisse auf das Krankheitsbild
zulassen wiirden, konnten fiir die Dauer der Untersuchung kurzfristig verschwinden.

Auswertung

Um die topographischen Karten des Riickens objektiv auszuwerten, wurden verschie-
dene Methoden entwickelt. Diese reichen vom Abzihlen der ,Ho6henlinien“ bis hin zu
vollstéindigen dreidimensionalen Rekonstruktionen der Riickenoberfliche [11]. Jedoch brau-
chen diese Verfahren Zeit und die Komplexitéit der Moiré-Technik wird erhoht, so dafl
deren grofite Vorteile verschwinden: Einfachheit und Schnelligkeit.

4.1.2 Differentialgeometrische Klassifikation

Bei der Moiré-Topographie steht der Patient direkt hinter dem Gitter, so dafl keine
Beugungseffekte auftreten und das entstehende Muster deutlich zu sehen ist. Der Abstand
zwischen Lichtquelle und Beobachter betrage x. Des weiteren sei deren Entfernung I' zum
Gitter ausreichend grof3, um die Konturintervalle

P
C_ENC

der Ordnung N¢ auf der gesamten Riickenoberfliche als konstant betrachten zu kénnen,
wobei X
K Z
r
Es stellt sich die Frage, ob es méglich ist, elliptische, parabolische und hyperbolische
Punkte aufgrund der Moirémuster in deren Umgebung zu klassifizieren. Samtliche Kon-
turintervalle sind zum Gitter parallele Ebenen, daher sind die wahrgenommenen Muster
einfach nur Schnittkurven der Oberflachen.
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Schnitt eines elliptischen Paraboloid

Bei dem Schnitt eines elliptischen Paraboloids

2?2

¥+b—2+20220 a,b,c#0
mit einer Ebene

E: ngzx+nyy+nz=s

in der Koordinatendarstellung kénnen mehrere Fille auftreten.

Fall1: n, =0
a) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, = 1
(s—myy)” o
2ca? 2cb?

= r=8—nNyy = z2=-

b) n, = 0 und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, = 1

z? s?

= = = [
y=2 £ 2ca?  2ch?

In beiden Unterfillen wird die Umgebung eines elliptischen Punktes von der Seite
betrachtet und eine Parabel wahrgenommen.

Fall 2: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n, =1
Es gilt also: 2 = s — ngyz — nyy

212 o 2

N (z Zzza ) i (y Z’;yb) — (enaa)? + (enyh)? — s
Der hintere Term kann positive und negative Werte annehmen oder auch ganz
verschwinden. Verschwindet er ganz, so schneidet die Ebene E das Paraboloid in
nur einem einzigen Punkt. Dieser diskrete Punkt wird vom menschlichen Auge
nicht registriert. Wird die rechte Seite negativ, gibt es keinen Schnittpunkt. Je-
doch kann dieser Fall auch ausgeschlossen werden, denn irgendein Konturintervall
wird das Paraboloid schon schneiden. In diesem Fall wird der Wert positiv sein
und eine Ellipse wird wahrgenommen.

Schnitt einer parabolischen Zylinderfliche

Die Gleichung

.'13'2

§+2bz:0 a,b#0
stellt eine parabolische Zylinderfliche dar. Auch hier lassen sich beim Schnitt mit der
Ebene E folgende Fille unterscheiden:
Fall1l: n, =0

a) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, = 1

(5 = nyy)”

= zZzZ=- -~
2ca?
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b) ng, = 0 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n, =1

.CL'2

2ca?

Wenn die Umgebung eines parabolischen Punktes von der Seite betrachtet wird,
dann wird immer eine Parabel zu sehen sein.

= z=

Fall 2: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, =1
2
—ngT—nyy+s=20

2ba?
a) ny #0 ,
N _ (m — bnzaQ) s bnia2
v= 2bnya? Ty 2n,
b) n, =0
(z— anaQ)2 _ bnZa?
= 2ba? -2 8

Im ersten Unterfall gleicht der Schnitt wieder einer Parabel. Im zweiten Unterfall
jedoch resultieren fiir

bn2a?

2

zwei parallele Geraden beziehungsweise eine Gerade, wenn dieser Term verschwin-
det. Theoretisch kann dieser Ausdruck wieder negativ werden, jedoch wird fiir
irgendein Konturintervall der Parameter s so beschaffen sein, dafl dieser Fall
ignoriert werden kann.

—s5>0

Schnitt eines hyperbolischen Paraboloids

Ein hyperbolisches Paraboloid ist in algebraischer Form gegeben durch
2 42
p—b—2+2cz:0 a,b,c#0
Beim Schnitt mit der Ebene E mufl wieder eine Fallunterscheidung gemacht werden.
Fall1: n, =0
a) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, = 1

v (s—nyw)’

= Z

= 2ch? 2ca?
b) ng, = 0 und ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei n, =1
x? 52
7 T T T

Bei der Seitenansicht erscheint die Umgebung des hyperbolischen Punktes wie-
derum als Parabel.

Fall 2: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei n, =1
(a: - cnma2)2 (y - cnbe)2
a? - b?
Diese Gleichung stellt fiir eine positive rechte Seite eine Hyperbel dar. Negative

Werte sind aus schon erwihnten Griinden genauso wenig von Interesse wie eine
verschwindende rechte Seite.

2

= = (cngya)® — (cnyb)® — s
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4.1.3 Fazit

Bei der Seitenansicht unterscheiden sich die Schnittkurven der Umgebung eines ellipti-
schen, parabolischen und hyperbolischen Punktes in ihrer Art nicht. Es wird immer eine
Parabel wahrgenommen. Jedoch ist dieser Fall in der Praxis ohne gréfieres Interesse, denn
der menschliche Riicken weist keine bizarren Formen auf. Daher lassen sich die Punkte
fiir den relevanten Fall (n, # 0) theoretisch danach klassifizieren, ob auf der Aufnah-
me Ellipsen, Geraden oder Hyperbeln zu erkennen sind, was sich unter Umstéinden sehr
schwierig gestalten kann (siche Abbildung 4.2 links).

Zudem kann sich das lokale Erscheinungsbild der Moirémuster je nach Entfernung des
Patienten zum Gitter sehr schnell verindern. Zum Beispiel ergibt ein Abstand fiir xy von
2 m zwischen der Lichtquelle und dem Beobachter, die beide die Distanz I' = 3 m zum
Gitter aufweisen, fiir das Konturintervall der Ordnung N¢:

P
C:§Nc:3Ncmm ,

wobei die Gitterkonstante P = 2 mm betrage.

Daher konnen schon leichte Bewegungen des Patienten von nur 1 mm das qualitative
Bild drastisch verandern. Aufgrund dieser Sensibilitét ist dieses Verfahren lediglich dazu
geeignet den Riicken auf Links-Rechts-Asymmetrien zu untersuchen.

4.2 Das ISIS-Verfahren

4.2.1 Der ISIS-Scanner

Eine direkte Methode die Riickenoberfliche als dreidimensionales Bild darzustellen ist
das ISIS-Verfahren. Dabei ist ISIS die Abkiirzung fiir ,Integrated Shape Investigation
System“. Herzstiick beim ISIS-Verfahren ist ein spezieller Scanner. Dieser Scanner besteht
aus einem Projektor und einer darunterliegenden Kamera (siehe Abbildung 4.3).

Der Projektor wirft durch den Spalt einer Blende vor der Linse einen ebenen Lichtstrahl
auf den Riicken, der dann unter einem gewissen Winkel als zweidimensionale Linie von
der Kamera wahrgenommen wird. Die geometrische Anordnung der Aperatur zum Pa-
tienten ist vollstindig bekannt [12]. Daher erméglichen die Koordinaten der gesamten
zweidimensionalen Linien, die bei der Drehung des Scanners um eine horizontale Achse
erfalt werden, die Berechnung der kompletten dreidimensionalen Oberfléiche.

4.2.2 Auswertung der Daten

Fiir den Vergleich von zwei Aufnahmen eines Patienten wire ein individuelles, auf kérper-
liche Merkmale basierendes Koordinatensystem wiinschenswert. Solche Merkmale kénnen
charakteristische Punkte im Korper oder auf der Korperoberfliche sein, welche sich auf-
grund ihrer Form oder Funktion selbst definieren und anatomische Landmarken genannt
werden.

Daher werden beim ISIS-Verfahren schwarze, selbstklebenden Rechtecke (9 x 16 mm) aus
Papier auf bestimmte, abgetastete Stellen des Riickens angebracht. Als oberster Markie-
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Abbildung 4.3: Darstellung der Funktionsweise eines ISIS-Scanner [12].

rungspunkt dient der siebte Halswirbel (vertebra prominens), der meist durch einen be-
sonders hervorspringenden Dornfortsatz gekennzeichnet ist. Das Kreuzbein (sacrum) und
die zwei Griibchen unterhalb, die den oberen, hinteren Kamm des Darmbeins (posterior
superior iliac spine) andeuten, bilden die untere Grenze der anatomischen Landmarken.
Dazwischen werden noch etwa weitere acht Dornfortsétze von Wirbeln markiert (siehe
Abbildung 4.4). Das virtuelle Koordinatensystem hat dann seinen Ursprung im siebten
Halswirbel. Die senkrechte Lotlinie bildet die y-Achse, die z-Achse ist die Horizontale
und die Tiefen werden von den z-Koordinaten angegeben.

Um die gescannten Daten auszuwerten, wurden verschiedene Methoden entwickelt.

Die linke Seite der Abbildung 4.5 zeigt den Rumpf eines Patienten. Die Landmarken sind
als schwarze Punkte dargestellt und werden mit einer durchgezogen Linie verbunden.
Parallel dazu verlaufen beidseitig im Abstand von einem Zehntel der Distanz zwischen
vertebra prominens und sacrum zwei weitere Linien. In dem Bereich zwischen diesen
beiden Linien wird der grofite direkte Einflul der Wirbelsdule auf die Riickenoberfliche
angenommen [12].

Die gestrichelte Linie — leicht rechts versetzt zur Verbindung der Landmarken — gibt den
geschitzten Verlauf der Wirbelsdule an. Diese Schitzung beruht auf der Tatsache, dafl
bei einer Skoliose die Wirbelkorper neben dem Ausbrechen aus der Lotlinie auch eine
Rotation erfahren, bei der sie die Rippen mitnehmen. Je stiirker die Deformation der
Oberfliache, desto grofer die Rotation der Wirbel und damit auch die Verbiegung der
Wirbelsdule (vergleiche rechte Seite Abbildung 4.5).

Der erste schwarze Punkt von oben beziehungsweise von unten gesehen, der nicht auf

der geschitzten Verlaufslinie liegt, mufl demnach also den oberen respektive den unte-
ren Neutralwirbel markieren. Diese Neutralwirbel sind am wenigsten rotiert dafiir aber
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Abbildung 4.4: Der Patient wird vor dem Scannen ,,markiert“ [11].

am stérksten geneigt und haben normale Rechteckform. Sie beinhalten damit die Eigen-
schaft von Wendepunkten. Die Neigungen ihrer Grundflichen werden durch die geraden
gestrichelten Linien dargestellt, die im sogenannten Cobbwinkel zueinander geneigt sind.

Obwohl die Bestimmung des Cobbwinkels auf diese Art ganz von der richtigen Einschétz-
ung der Oberfléchendaten abhéngt und vom Ergebnis der Réntgenaufnahmen abweichen
kann, haben klinische Studien eine grofle Ubereinstimmung der beiden Meimethoden
belegt [12].

Abbildung 4.5: Winkelmessung nach Cobb aufgrund des geschitzten Verlaufs der Wir-
belsdule [11].

Bei einer anderen Methode wird der Rumpf an den Markierungen in Querschnitte zerlegt.

Auch hier ist bei jedem Schnitt der dquidistante Bereich links und rechts der Landmarke
von grofitem Interesse.
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Die Rotation des dazugehdrenden Wirbels 148t sich dann einfach durch den Neigungs-
winkel vom hoher zum tiefer gelegenen Randpunkt dieses Bereiches ablesen (vergleiche
Abbildung 5.3 mit Tabelle 5.1 auf Seite 68).

Bei diesen Methoden ist eine Markierung des Patienten unerléfllich. In der Praxis dau-
ert dieser Vorgang nur eine Minute und die Landmarken kénnen mit einer Genauigkeit
von 5 mm wieder an derselben Stelle positioniert werden. Um die dadurch entstehende
Ungenauigkeit moglichst klein zu halten, ist grofles Geschick vom Klinikpersonal beim
Ertasten der einzelnen Wirbel gefordert.

Es stellt sich die Frage, ob es eine bessere Methode als die des Ertastens gibt, um die
anatomischen Landmarken zu lokalisieren oder ob man vielleicht ganz darauf verzichten
kann. Dariiber hinaus ist ein weiterer Aspekt von groflem Interesse: Gibt es eine bessere
Darstellung der gescannten Daten, um eine fortschreitende Deformation des Riickens
unabhingig von der Haltung des Patienten zu erkennen?

4.2.3 Ein vollig neuer Ansatz
Die Kurve entlang der Wirbelsédule

Ein wesentliches Merkmal des menschlichen Riickens ist, dafl der Verlauf der Wirbelsiule
zwischen dem siebten Halswirbel und dem Kreuzbein durch eine Mulde gekennzeichnet
ist. Diese wird zum einen von leicht nach hinten gewolbten Rippen und zum anderen
durch die Riickenmuskulatur gebildet. Daher ist es naheliegend, eine dreidimensionale
Raumkurve zu konstruieren, die sich durch diese Vertiefung windet.

Aufgrund der beim Scannen gesammelten Daten 148t sich der Rumpf des Patienten be-
stimmen, der im relevanten Bereich in Querschnitte zerlegt werden kann. Die Quer-
schnitte lassen sich durch ,,Hohenfunktionen“ beschreiben. Ungefahr in der Mitte jedes
Querschnitts weist diese Funktion ein lokales Minimum auf, das einen ,Muldenpunkt®
angibt. Durch diese diskreten Tiefpunkte {4y, ..., A} 148t sich eine dreidimensionale,
kubische Splinekurve legen, die jeden Punkt A; mit dazugehorigen Ortsvektor

i
a; = Yi fir j=0,...,m
2q

interpoliert.

Eine Darstellung dieser Kurve s wére:

m—1

sV =MW+ D GA-N)1 re1]

[y

[

mit geeigneten Vektoren
=1 |erR fir j=1,...,m—-1 ,

so daf} gilt:
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Die Eintrage der Vektoren ¢; (j = 1,...,m — 1) kénnen leicht bestimmt werden, indem
man bei der vektoriellen Funktion

71 (N)

s(A) =1 7(Q)
73(A)

jede Funktionskomponente v; (i = 1,2, 3) separat betrachtet.

Die Funktion

m—1

nN) =p5(N)+ D 5 A=N)5 Ae[0,1]

j=1

interpoliert alle ersten,
m—1
1) =pN)+ D0 A-N)L A€(0,1]
j=1

alle zweiten und

W) =AW+ 25 (A=A, A€

alle dritten Eintrige der Ortsvektoren @; (j =0,...,m).

Bestimmung des Cobb-Winkels

Der Korper ist immer bestrebt eine aufrechte Haltung zu bewahren. Daher bilden sich bei
einer partiellen Skoliose oberhalb und unterhalb der Hauptkriimmung einer Wirbelsiule
kompensatorische Gegenkriimmungen. Die Wirbel an den Ubergiéingen der Hauptkriim-
mung in die Gegenkriimmungen werden Neutralwirbel genannt, die eine normale Recht-
eckform haben und deren Grundplatten den sogenannten Cobb-Winkel einschliefen.

Da die Splinekurve s den Verlauf der Wirbelsiule widerspiegelt, miissen die Lagen der
Neutralwirbel mit denen der Wendepunkte iibereinstimmen. Das heifit, die Kriimmung
dieser Funktion miifite dort verschwinden:

s"(\) =0

Aufgrund der rechteckigen Form eines Neutralwirbels steht dann der Tangentialvektor
der dreidimensionalen Raumkurve s an dieser Stelle senkrecht auf dessen zueinander
parallelen Grundplatten. Wenn es also méglich ist, die Wendepunkte mit Hilfe der Spline-
Methode zu bestimmen, dann kann man den Cobb-Winkel « einfach mit Hilfe der beiden
Tangentialvektoren berechnen:

0w
cos (a) = Is' (Ar)| - |s' (Ar1)]

da dieser von den Grundplatten der beiden Neutralwirbel eingeschlossen wird.

mit  Ar, Arr € [0, 1] : 5”()\1) =5"(/\11) = 6 ,
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4.3 Rasterstereographie

4.3.1 Ein einfaches Prinzip

Zu den optischen, beriihrungslosen Verfahren zihlt auch die Rasterstereographie. Dabei
steht der Patient nicht mehr unmittelbar hinter einem Gitter, sondern die Gitterlinien
befinden sich auf einem Dia und werden mit Hilfe eines Projektors auf die zu vermessende
Riickenoberfliche geworfen. Dieses Dia besteht aus einem Glastriger mit aufgedampfter
Metallschicht, in die die Rasterlinien eingeétzt sind [5].

Die raumliche Information iiber die Riickenoberfliche ist in der Deformation der aufpro-
jizierten Linien enthalten, die mit einer Kamera fotographisch festgehalten werden. Aus
diesem Grund mu$ fiir eine genaue Auswertung des Bildes die geometrische Anordnung
des Projektors und der Kamera zueinander bekannt sein (siehe Abbildung 4.6).

Abbildung 4.6: Prinzip der Rasterstereographie [2].

Die Bilder mit den deformierten Linien kdnnen abgetastet und von einem Rechner rekon-
struiert werden, so daf die registrierte Oberfliche exakt auf einem Bildschirm dargestellt
werden kann (siehe Abbildung 4.7). Ein weiterer Vorteil dieser Digitalisierung ist, daf§
die Oberfliche nun mathematisch analysiert werden kann.

Muskulatur und Weichteile erzeugen oft ausgeprigte Wiilste und Rinnen, die mit der
Rontgentechnik kaum lokalisiert werden. Jedoch konnen diese wie die gesamte Riickeno-
berfliiche mit Hilfe der Rasterstereographie — unabhiingig von der Lage des Patienten
— objektiv ausgewertet werden. Denn eine grundlegende Formeigenschaft jeder Fliche
ist ihre Kriimmung und daher kénnen Kriimmungskarten des Riickens erstellt werden.
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Abbildung 4.7: Die Aufnahme einer Riickenoberfliche und deren dreidimensionale Re-
konstruktion mittels Rasterstereographie [4].

Dazu werden #hnlich wie bei der Vermessung der Erdkugel differentialgeometrische Me-
thoden angewandt. Die Ubergangsformen zwischen diesen Wiilsten und Rinnen kénnen
zum Beispiel durch unterschiedliche Farben objektiv dargestellt werden (vergleiche Ab-
bildung 4.8).

4.3.2 Geometrie des Projektionsgitters

Herzstiick einer Kamera ist das Objektiv, bestehend aus einem Linsensystem, das das
Bild eines Gegenstandes auf den Film projiziert. Mit Hilfe einfacher Triangulation 148t
sich das Prinzip der Rasterstereographie mathematisch beschreiben. Im folgenden wird
angenommen, dafl sich das Objekt weit genug entfernt von der Kamera befindet, so
daf} dessen Bild in der Brennebene der Kamera entsteht. Der optische Mittelpunkt des
Objektives stelle den Ursprung eines dreidimensionalen Koordinatensystems dar (siehe
Abbildung 4.9).

Auf der z-Achse dieses Koordinatensystems befinde sich im Abstand d zum Ursprung eine
Lichtquelle im Punkt L(d/0/0), die einen Lichtstrahl auf den Punkt P(zo/yo/20) einer
Fliache projiziert. Die Verbindungslinie zwischen diesem Punkt P und dem Ursprung
O schneidet die Brennebene vor der Kamera im Punkt B(Mg,po). Der Ursprung des
zweidimensionalen Koordinatensystems in der Brennebene sei bei O¢(0/0/ f). Aufgrund
des Strahlensatzes lassen sich dann folgende Verhéltnisse herleiten:

X0 Yo 20 Zo
—_— = = = — —" 20 = —*
Ao o f Ao
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Abbildung 4.8: Die Riickenoberfliche als farbige Kriimmungskarte [13].

Fiir den Winkel a, zwischen der orthogonalen Projektion des Lichtstrahls in die x-z-
Ebene und der z-Achse, gilt:

tan(a) = %0

d—ﬂ?o

Mit Hilfe dieser Beziehungen 148t sich die Lage im Raum des Flichenpunktes P aufgrund
der Koordinaten des Bildpunktes B einfach berechnen, wenn der Abstand d, der Winkel
a und die Brennweite f bekannt sind:

tan(a) - d - Ao tan(a) - d - po _ tan(a)-d- f

f+ o -tan(a) o= f+ Xo - tan(a) 0= I+ Xo - tan(a)

o =

Man beachte, dafl der Winkel 3, also der Winkel zwischen Lichtstrahl und seiner Projek-
tion in die z-z-Ebene, keine Rolle bei der Berechnung des Punktes P spielt. Der Nenner in
obigen Gleichungen ist natiirlich immer ungleich Null, da keine Punkte im ,,Unendlichen“
beobachtet werden.

Bei der Projektion eines Gitters werden die Gitterlinien unter verschiedenen Winkeln auf
die Oberfliche geworfen. Wenn jedoch der Winkel « einer Gitterlinie und die Winkeldif-
ferenz zu den anderen Linien bekannt ist, dann lassen sich die Informationen der Fliche
wiederum einfach aus dem Bild gewinnen. Zur Orientierung kénnten sich zum Beispiel
die horizontale und die vertikale , Mittellinie“ durch eine stirkere Linienbreite von den
anderen unterscheiden.
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Abbildung 4.9: Geometrie eines projizierten Lichtstrahls.

4.3.3 Rekonstruktion der Oberfliche

Bildanalyse

Jeder Oberflachenpunkt 148t sich aufgrund der Koordinaten seines Bildpunktes eindeutig
berechnen. Es liegen jedoch nicht alle Bildpunkte vor, sondern es werden nur diskrete
Werte der Aufnahme abgetastet. Diese diskreten Werte miissen interpoliert werden, um
die verzerrten Gitterlinien in der Bildebene in Form von stetigen Funktionen darzustellen.
Dazu kénnten zum Beispiel eindimensionale kubische Splinefunktionen benutzt werden,
da diese zum einen zweimal stetig differenzierbar sind und zum anderen die Gitterlinien
bei hinreichend vielen Knotenpunkten schon darstellen [9].

>Y

Abbildung 4.10: Interpolation der verzerrten Gitterlinien.
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Jede Linie einer ,,Masche® des Gitternetzes kann mit Hilfe einer Splinefunktion modelliert
werden (siehe Abbildung 4.10).

Die Funktion (» mit der Knotenmenge {\o, A1, ..., An—1, An} stellt sich wie folgt dar:
n—1
G =pN)+ Y e (A=X)] A€o, Al
j=1

Sowohl das Anfangspolynom p; als auch die Koeffizienten c; sind so bestimmt, daf} die
Funktion an allen Knoten C2-stetig ist. Fiir die sogenannten abgeschnittenen Potenzen
gilt:

3 _ 0 fiir A< )\J
(A Aﬂ+_{(A—Mf fir  A> )\

Durch eine einfache Umparametrisierung kann die Funktion (» iiber dem Intervall [0, 1]
definiert werden:

n—1

G =W+ ¢ -Cotp-Pa—X]=X)  pe01]
j=1

In gleicher Weise lassen sich die anderen Gitterlinien der ,Masche* darstellen:
aw) = mw+ Yo (otn [t %) pep
j=1
nw) = @@+ ¢ (po+v-lpk —pol — p;) v €[0,1]
2@) = @) +Y ¢-(pot+v-li—pl—p),  veI]

Man beachte, daf} sich die Knotenmengen sowohl auf der A\-Achse als auch auf der p-Achse
durch die Anzahl und die Lage der Knoten unterscheiden kénnen.

Jeder Flichenpunkt ist aufgrund der Koordinaten seines Bildpunktes klar bestimmt.
Damit 148t sich die ,,Masche® auf der beobachteten Fléche in Form von vier Raumkurven
rekonstruieren:

tan(a)-d-p tan(a)-d-p
Ft+up-tan(a) ft+p-tan(a)
cip) = | Cpekie caw) = | ks wef0,1]
tan(a)-d-f tan(a)-d-f
f4u-tan(a) f4u-tan(a)
tan(a)-dy (v) tan(a)-d-ya(v)
f+mi(v)-tan(a) f+72(v)-tan(a)
_ tan(a)-d-v _ tan(a)-d-v
4 )= | 750 @ ) = | 7o) @ velo1]
tan(a)-d-f tan(a)-d-f
F+v1(v)-tan(a) F+v2(v)-tan(a)

Der Winkel a wird bei jeder dieser Kurven als konstant betrachtet, denn die Winkeldif-
ferenz zwischen zwei benachbarten Projektionslinien ist sehr gering.
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4.3.4 Flichendarstellung durch Coonspflaster

Es ist relativ leicht eine Fliche zu bestimmen, die zwei tiber demselben Parameterintervall
u € [0,1] definierte, gegeniiberliegende Raumkurven ¢; und c; interpoliert.

Ein Flichenstiick r. verbindet fiir jeden Wert uo die Raumpunkte ¢ (ug) und ea (o) mit
einer Strecke:

re(p,v) = (1 —-v)-c1(p) +v-c2(n) velo1] ,
wobei gilt:
Te(p;0) = c1(p) und r.(p,1) = c2(p)

Ein weiteres Fliachenstiick r4 verbindet die Punkte der Raumkurven d; und d, ebenfalls
linear:

ra(p,v) = (L —p)-di(v) + p-do(v)  pel0,1]
wobei analog gilt:
ra(0,v) =di(v) und r4(1,v) = da(v)

Die Regelfliichen r. und ry interpolieren jeweils die ihnen zugrundeliegenden Raumkur-
ven, aber die anderen beiden nicht. Daher beschreiben die Funktionen r. und r4 un-
terschiedliche Fléchen, da sich die Verbindungsgeraden der Randkurven im allgemeinen
nicht schneiden. Um eine einzige Flachendarstellung zu erreichen, miissen sie daher noch
geeignet korrigiert werden.

In der Ebene p = 0 muf} die Fliche 7, um

di(v) = [(1 = v) - c1(0) = v - 2(0)]
und in der Ebene pf =1 um

dy(v) = [(1 = v) - er(1) = v - a(1)]
korrigiert werden.
Analog muf} die Fliche r4 in der Ebene v = 0 um

cr(p) = [(L = p) - d1(0) — p - d2(0)]

und in der Ebene v =1 um

co(p) = [(1 = p) - di(1) — - dp(1)]

angepaflt werden.

Nun muf} diese Korrektur aber nicht nur an den Réndern der Fldchen, sondern léngs aller
Geraden sowohl von r. als auch von r; erfolgen. Diese beiden Regelflichen stimmen an
den Eckpunkten iiberein und die ,Interpolationsdefekte“ werden beschrieben mit Hilfe
der Fliche r.q4, definiert durch

(1—p “)'(ZZ

Ted(p; v)
= (1-p u)-(
= (1-n u)-(ii
= (1-n u)'(
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Durch die Vorschrift
X=rc+ri—"Ted

wird ein sogenanntes Coonspflaster erzeugt [3], welches alle vier Randkurven interpoliert.
Dieses Coonspflaster 1i3t sich in Matrizenschreibweise sehr schon darstellen:

X(wv) = (1-p ”)'(d2(l/g)

wobei gilt:
( X(0,0) X(0,1) ) _ ( c1(0)  ¢(0) ) _ ( di(0) d2(0) )
X(1,0) X(1,1) a(l) (1) di(1) da(1)

Die Funktionen 1 — y, 4, 1 — v und v werden Bindefunktionen genannt. Man kann auch
andere Paare von Bindefunktionen f;, f2, g1 und g» verwenden, um die vier Randkurven
durch eine Fliche zu interpolieren. Diese wiirde dann die allgemeine Form

besitzen.

Jedoch miissen diese Funktionenpaare zwei Bedingungen erfiillen: Zum einen muf sich
jedes Paar zu 1 summieren, damit eine baryzentrische Kombination von Punkten vorliegt,
das heif3t:

fi+fz=1 und  gi+g2=1

Zum anderen muf} gelten

HO)=g(0)=1 uwd fi(1)=g1)=0 ,
damit das Coonspflaster alle vier Randkurven auch wirklich interpoliert [3].

Die Gestalt der Bindefunktionen beeinflufit die Gestalt des entstehenden Coonspflaster
auf naheliegende Weise [6]. Das Pflaster mit linearen Bindefunktionen hat einen grofien
Nachteil: Zwei solche erzeugte Flichen mit gemeinsamer Randkurve lassen sich zwar ste-
tig zusammensetzen, gehen aber in der Regel nicht stetig differenzierbar ineinander tiber.
Denn die Ableitungen quer zu einer Randkurve hingen von derem gegeniiberliegenden
Pendant ab.

Um dies zu vermeiden, wihlt man einfach Bindefunktionen, deren Steigung am Anfangs-
und Endpunkt verschwindet. Wenn verlangt wird, dafl die zusammengesetzten Flichen
sogar zweimal stetig differenzierbar sein sollen, dann miissen sowohl die erste als auch
die zweite Ableitung an den Intervallsgrenzen verschwinden.
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Ein Paar von Bindefunktionen, das diese Forderungen erfiillt, sind die Polynome
bi(t) = 6t° — 15¢* + 10> und  ba(t) = 1 — (6° — 15¢* + 10£%)

denn diese zwei Funktionen summieren sich zum einen zu 1 und dariiber hinaus gilt:
b1(0)=0, bi(1)=1, b(0)=b(1)=0, b (0) =0 (1)=0

Werden in der allgemeinen Form des Coonspflasters fiir beide Paare der Bindefunktionen
diese Polynome benutzt:

fiw) =bi(),  fa(p) =bo(p) und g1(v) =bi(v), g2(v) =ba(v)

dann ist jedes Pflaster im Innern C?2-stetig und es kann an jedem Punkt die Gauf3’sche
Kriimmung

L-N—-M?

E-G-F?

bestimmt werden. In der Regel gehen die Coonspflaster nicht C?-stetig ineinander iiber,
dennoch kénnen diese Unstetigkeiten der Ableitungen an den Gitterlinien vernachléssigt
werden. Die Kriimmung kann beliebig nahe dieser Linien, die der Form der Riickenober-
fliche folgen, berechnet werden. Da die Riickenoberfliche eine glatte Form aufweist, sind
dort keine groflen Kriimmungsspriinge zu erwarten, was sich auch im Abschnitt 5.4.2
bestétigen wird. Einen gréfleren Aufwand lohnt sich hier nicht, denn die Abweichungen
sind sehr gering. Im Vergleich dazu haben die in der Praxis unvermeidbaren Fehler bei
Ermittlung der Riickendaten einen stérkeren Einflul auf die Ergebnisse.

K=

Diese Gauf’sche Kriimmung kann sowohl positive als auch negative Werte annehmen. Die
Werte lassen sich jedoch auf ein Intervall einschrinken, da das Ausmafl der Kriimmung
auf der Riickenoberfliche beschréinkt ist. Dieses Intervall kann mit einer Farbskala belegt
werden, um somit eine farbige Kriimmungskarte zu erhalten.

An den Ubergiingen zwischen dem Oberkorper und der dahinterliegenden Wand werden
in der Regel Unstetigkeiten bei den projizierten Gitterlinien festzustellen sein. Dies ist
jedoch irrelevant, da hauptséichlich der Bereich links und rechts nahe der Wirbelsdule
von Interesse ist.
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Kapitel 5

Untersuchung eines
Modellriickens

Die Wirbelsdule besteht aus insgesamt 34 Wirbeln. Sie setzt sich zusammen aus 7 Hals-
wirbeln, 12 Brustwirbeln, 5 Lendenwirbeln sowie den verwachsenen 5 Kreuzbein- und 5
Steilbeinwirbeln.

Eine Verkriimmung des Riickgrats erfolgt in der Regel zwischen dem siebten Halswirbel
und dem Kreuzbein. Jeder der siebzehn Wirbel dazwischen kann also aus der Lotlinie
ausbrechen und eine Rotation erfahren. Hinsichtlich einer Diagnose ist daher die nihere
Umgebung links und rechts der Wirbelsdule zwischen dem vertebra prominens und dem
sacrum von besonderem Interesse.

Um die Giite der drei Verfahren (Moiré-Topographie, Rasterstereographie und ISIS) ver-
gleichen zu konnen, soll eine mathematisch modellierte Riickenoberfliche in diesem Be-
reich untersucht werden.

5.1 Darstellung des Riickens

5.1.1 Funktionale Beschreibung

Zur mathematischen Beschreibung eines jeden Modells wird ein virtuelles Koordina-
tenkreuz bendtigt, welches hier seinen Ursprung im letzten Lendenwirbel oberhalb des
Kreuzbeines hat. Die z-Achse sei die Waagrechte, die y-Achse stelle die nach oben orien-
tierte Lotlinie dar und die Hohen sollen auf der z-Achse, die in Richtung des Betrachters
zeigt, abgetragen werden.

Die vertikale Ausdehnung der Riickenpartie zwischen dem siebten Halswirbel und dem
Kreuzbein betrage 40 cm. Die Darstellung der Flichen in diesem Bereich nahe der Wir-
belsdule soll iiber 11 Querschnitte — in gleichmé&fBigem Abstand von 4 ¢m — erfolgen, die
dann mit Hilfe geeigneter Funktionen interpoliert werden. Jeder Querschnitt wird mit
Hilfe einer kubischen Splinefunktion beschrieben, der 5 Punkte zugrunde liegen:

1 Mittelpunkt, 2 duBere und 2 innere Kontrollpunkte (sieche Abbildung 5.1).
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Abbildung 5.1: Querschnitt nahe der Wirbelsiule.

Der Mittelpunkt des i-ten Querschnitts
M; (%34, Yi, 234)

liegt genau in der ,Mulde“, die den Verlauf der Wirbelsiule kennzeichnet. Die inneren
Kontrollpunkte

Iii (22i,Yi, 200)  und g (%44, Yi, 244)
befinden sich in unmittelbarer Nahe links und rechts des Mittelpunktes; diese bilden den
Rand der ,Mulde“. In gréferer Entfernung zum Punkt M; deuten die dufleren Kontroll-
punkte

A (214,Yi,211)  und - Ay (@51, Yi, 254)
den weiteren Verlauf des Querschnitts an. Diese Punkte lassen Riickschliisse auf das
Ausmaf} der Rotation des nichstliegenden Wirbels zu. Je stirker der Wirbel rotiert ist,
umso grofer ist der Betrag des Winkels 8;, der mit den Punkten A;; und A,; in folgendem
Zusammenhang steht (vergleiche Abschnitt 4.2.2):

Zri — 214
tan(0,):$:zﬁ
% %

Der i-te Querschnitt kann dann mit Hilfe einer Splinefunktion durch die obigen 5 Kon-
trollpunkte

4
ai(z) = pio(z) + ch‘ (z— xji)i_ T € [T14, T5i]
=2
mit dem Anfangspolynom p;o und geeigneten Koeflizienten c; modelliert werden.

Die Werte z;; (j =1,...,5) variieren in der Regel fiir jede Funktion g¢;. Jedoch kénnen
durch einfache Parametertransformationen

z=xz(u) =xz1; +u- (5 —x1;) w€][0,1]

alle diese Funktionen iiber dem Intervall [0, 1] definiert werden:

4

gi(u) = Pio(u) + Y ¢j (wri +u- (w5i — 713) — 7)}
i=2

was sich hinsichtlich weiterer Betrachtungen als praktisch erweist.
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5.1.2 Lage und Form

Da sich die 11 Querschnitte auf einer Liange von 40 ¢cm verteilen, haben sie den konstanten
Abstand von 4 ¢m zueinander. Das bedeutet fiir die 2. Koordinate aller Kontrollpunkte:

yi=@—1)-4 , i=1,...,11

Die inneren Kontrollpunkte seien 2 ¢m von dem jeweiligen Mittelpunkt M; entfernt, das
heifit:
Ty =3 —2 und x4 =3 +2 ;

und die dufleren Kontrollpunkte haben einen horizontalen Abstand von 10 ¢m zur Mitte:

T1; = x3; — 10 und x5; = z3; + 10

Abbildung 5.2: Der Verlauf der Wirbelséule im Modell des virtuellen Riickens [1], [2].

Sowohl die z-Werte der Mittelpunkte als auch die z-Werte aller Kontrollpunkte wurden
anhand der Abbildung 5.2 ermittelt und sind in Tabelle 5.1 aufgelistet. Dabei spiegeln
die Punkte M; den Verlauf der Wirbelsiule wider. Es wurde versucht die Werte fiir diese
Punkte maflstabsgetreu aus dieser Abbildung zu entnehmen.

Je stirker ein Wirbel die Lotlinie verldfit, umso stérker ist er rotiert. Bei dieser Drehung
entstehen aufgrund der mitgenommen Rippen Hohenunterschiede der inneren und vor
allem der dufleren Kontrollpunkte zu den ,Muldenpunkten® entlang der Wirbelsdule.
Diese geschétzten Unterschiede sind ebenfalls in Tabelle 5.1 aufgefiihrt.

Somit lassen sich die Splinefunktionen der Querschnitte leicht bestimmen. Diese sind in
Abbildung 5.3 dargestellt, aus der sich ohne Miihe die Hauptkriimmung und die beiden
daraus resultierenden Gegenkriimmungen erkennen lassen.

67



KAPITEL 5. UNTERSUCHUNG EINES MODELLRUCKENS

P || ®si || 21| 22 | %3 | 24 | 75 | tan(6y) 0;
1 0 20 10 0 10 | 20 0 0°
2 0 2 -8 | —18 -8 2 0 0°
3 8 6| —-14| -24| —-14 | -1 0,025 1,4°
A 24 4] 1] =8 5[ 27| 0115] 66°
511 44| 10] 15| 10] 27 60 0.25 | 14,0°
6| 44| 18| 24| 20| 38| 71| 0265 14,8
7 48 25 31 30 51 | 85 0,3 16,7°
8 32 44 41 34 49 | 74 0,25 14,0°
9 8 46 38 28 38 | 51 0,025 1,4°
0 =t0 | 37| 23] 12| 21| 28 | —0,045 | —2,6°
11 -8 11 -2 | =12 -2 6 || —0,025 | —1,4°

Tabelle 5.1: Geschiitzte Werte fiir die Kontrollpunkte (in [mm]).

Abbildung 5.3: Querschnitte mit erkennbarer Rotation.

5.1.3 Die Fliche zwischen den Querschnitten

Die Funktionen
z;(u)
filu) = Vi i=1,...,11
gi(u)
mit
zi(u) = 21; + u (T5; — 14)

bilden sich paarweise gegeniiberliegende Raumkurven. Mit Hilfe von Regelflichen lieflen
sich zwei solcher Raumkurven auf einfachste Weise interpolieren. Damit die gesamte
Flichendarstellung des relevanten Riickenbereichs C?-stetig ist, wiirden sich wiederum

bi(t) =1— (6t° — 15t* +10t*) und bo(t) = 6t° — 15t* + 10¢°

als Bindefunktionen gut eignen (siehe Seite 63).
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Jedoch wire diese Flichendarstellung nicht realistisch, da die ersten beiden Ableitungen
dieser Funktionen an den Intervallgrenzen (bei v = 0 und v = 1) verschwinden, was ein
Abflachen der Fliche an jedem Querschnitt zur Folge hétte.

Um eine realistische Darstellung der gesamten Fldche zu bekommen, bietet sich eine
Schar von Raumkurven f, an, die fiir jedes ug € [0, 1] alle Punkte P; (z;(uo)/y;/q;(uo0))
komponentenweise mit kubischen Splinekurven «, 8 und v verbindet:

a(ug,v)
fuo (U) = B(UOaU) v € [0740]
¥(uo,v)

Es ist leicht einzusehen, daf} die daraus resultierende Fliche

a(u,v)
F(u,v) = | Blu,v) u € [0,1], v €][0,40]
v(u,v)

zweimal stetig differenzierbar ist.

Mit Hilfe des Computeralgebraprogramms MAPLE lifit sich zeigen, dafl aufgrund der
Definition der Funktionen z; bei a die Koeffizienten aller Potenzen von v rational sind.
Die Abhingigkeit von u spiegelt sich lediglich in einem linearen Summanden wider. Bei
v hingegen bestehen aufgrund der Interpolation der Splines g¢; sémtliche Koeffizienten
der v-Potenzen aus kubischen Polynomen abhiingig von u. Da die Werte y; dquidistant
verteilt sind, stellt sich die Splinefunktion 8 der y-Komponente einfach als linearer Term
dar:

Blu,v) =v
Abbildung 5.4 zeigt die auf diese Weise konstruierte Fliche.

Abbildung 5.4: Darstellung des Modellriickens.
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5.2 Empfindlichkeit der Moiré-Topographie

Bei der Untersuchung des Riickens mittels Moiré-Topographie wird ebenfalls ein Gitter
auf die Oberfliche projiziert. Jedoch befindet sich dieses beleuchtete Gitter direkt vor
der Fliche und besteht aus einem engmaschigen Netz schwarz gefirbter Kunstfasern
(vergleiche Abschnitt 3.4).

Der Schatten dieses Netzes bildet auf der Oberfliiche ein zweites Gitter. Die Uberla-
gerung der beiden Gitter erzeugt ein wellenartiges Muster, das stark an eine topogra-
phische Karte erinnert. Genauso wie bei einer topographischen Karte kdnnen auch hier
Hohenunterschiede anhand von Linien leicht wahrgenommen werden. Diese Hohenlini-
en resultieren aus Schnittkurven der virtuellen, zueinander paralleler Ebenen mit der
Fldche und charakterisieren diese lokal nach elliptischen, parabolischen und hyperboli-
schen Punkten (siehe Seite 21). Die Distanz zwischen solchen virtuellen Ebenen wird
auch Konturintervall genannt und kann als konstant angenommen werden, wenn der Ab-
stand der Lichtquelle zum Gitter im Vergleich zu den Hohenunterschieden der Fliche
groB genug ist (vergleiche Abschnitt 3.4).

Der Moiré-Effekt zweier sich tiberlagernder Gitter kann sehr hilfreich sein, um Verformun-
gen von Oberflichen auszuwerten. Um ein Auftreten oder Voranschreiten einer Skoliose
zu diagnostizieren, wird bei diesem Verfahren das topographische Bild auf Asymme-
trien hin untersucht. Diese Methode ist einfach, schnell und giinstig. Jedoch reagieren
die Hohenlinien sehr sensibel auf die Positionierung des Patienten zum Gitter. Diese
Empfindlichkeit der Moiré-Topographie kann einfach simuliert werden, indem man die
Flachenfunktion F' mit zwei speziellen Matrizen A und B von links multipliziert:

F(u,v,®,9) = A(®) - B(Y) - F(u,v) ,

wobei
cos(®) 0 —sin(P)
A(®) = 0 1 0
sin(®) 0 cos(®)

den virtuellen Riicken nach links (® > 0) beziehungsweise nach rechts (& < 0) dreht und

1 0 0
B) =1 0 cos(¥) —sin(F)
0 sin(¥) cos(¥)

ihn nach hinten (¢ > 0) respektive nach vorne (¢ < 0) kippt.

Abbildung 5.5 zeigt die Moirémuster fiir verschiedene Werte von ® und . Das Bild genau
in der Mitte zeigt das Muster fiir ® = 0 und ¢ = 0, also wenn die urspriingliche Fliche
F von hinten durch das Gitter betrachtet wird.

Am meisten hebt sich das Bild links unten von den anderen Mustern ab. Dabei ist der
virtuelle Riicken sowohl um 2,5° nach links gedreht als auch nach hinten gekippt. Die
Mulde entlang der Wirbelséule besteht aus parabolischen Punkten. Diese lassen sich auch
hier zum grofiten Teil anhand der parabeldhnlichen Linien erkennen. Jedoch kénnte der
Bereich relativ weit oben zwischen den Schulterbldttern auch als elliptisch interpretiert
werden, da bei allen neun Bilder klar eine Ellipse zu sehen ist. Ebenso sind auch Ellipsen
links und rechts der Wirbelsidule im Lendenbereich klar ersichtlich. Auf hyperbolische
Punkte auf der Riickenfliche 148t keines der Muster schlieflen (vergleiche Seite 21).
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<

()0 ]| 0,00 | 13,07 | 18,47 | 21,65 | 30,38 | 40,00
Jr(w—o || 0,00 | 11,82 | 18,86 | 21,61 | - | 40,00

<

Tabelle 5.2: Nullstellen von o und 4" (in [em]) bei 11 ,Muldenpunkten®.

An diesen Stellen werden die Tangentialvektoren ausgewertet, die Riickschliisse auf das
Ausmaf des sogenannten Cobb-Winkels zulassen.

Beziiglich der Konstruktion des virtuellen Riickens folgt die Raumkurve s den Mittel-
punkten M; der Querschnitte, das heifit:

a(3,v) a(v)
s(v) = fi (v) = v = v v €[0,40] ,
v(3,0) 7(v)

wobei a(v) = a(3,v) und y(v) = v(3,v).

Man beachte, dafi die so definierte Kurve s nicht nach der Bogenlénge parametrisiert ist.
Die Stellen verschwindender Kriimmung sind nur bei einer Parametrisierung nach der
Bogenlinge gleich den Nullstellen der zweiten Ableitung von s. Daher wire der Ansatz

s"(v) =0
zur Bestimmung dieser Stellen a priori nicht korrekt.

Die Kriimmung der Kurve s 148t sich ausdriicken (vergleiche Seite 17) durch

_ [8'() xs"(v)]|
|8/ (v)?

K(v)

)

wobei gilt:

s'(v) x s''(v) = 1 x 0

Die Nullstellen dieser Funktion x stimmen mit den gemeinsamen Nullstellen der Funk-
tionen 4" und o' iiberein, denn:

k() =0 <= W) xs'(v)=0 <= +'(v)=a"(v)=0

In diesem Falle verschwindet die Kriimmung tatséchlich, wenn gilt: s"(v) = 0, denn
B"(v) = 0. Jedoch trifft dies nur in diesem Modell zu, denn im allgemeinen wird die
zweite Komponente dieses Vektors von Null verschieden sein.

In Tabelle 5.2 sind die Werte der Variablen v aufgelistet, fiir die die zweiten Ableitungen
der Funktion a beziehungsweise v verschwinden. Die Werte stimmen fiir v = 0, v = 40

und in grober Ndherung fiir v = 21,6 iiberein.

In der Regel setzt der Algorithmus zur Berechnung einer Splinekurve s iiber einem In-
tervall [a, b] die Bedingungen s”(a) = s"(b) = 0 voraus [3].
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L [ 1] 2] 3] 4] 5[ 6] 7] 8[ 9] 10]
By || 0] O] 0] 4] 8] 12[24] 36] 44| 44
Zsi| | 0] —10] —18 | —22| —24 | -16 | -8 | 0| 10| 18
[11]12] 18] 14] 15] 16] 17[ 18] 19] 20| 21|
44]48] 48] 40 32| 16| 8] -6]-10]-10] -8
20 (24| 30| 32| 34| 32| 28|22 12| 0] -12

Tabelle 5.3: Geschiitzte Werte fiir &3; und Z3; (in [mm]).

e ()0 ||_0,00 | 2,40 [ 5,77 | 8,38 | 11,66 | 17,81
21,21 | 25,23 | 26,59 | 28,94 | 31,06 | 33,00
40,00
Ulrm—o ||_0,00 | 5,39 6,28 9,60 [ 11,89 [ 15,41
19,37 | 22,66 | 25,37 | 26,71 | 37,60 | 40,00

Tabelle 5.4: Nullstellen von o' und 4" (in [¢m]) bei 21 ,,Muldenpunkten®.

Daher sind auch hier die Intervallgrenzen v = 0 und v = 40 von keinerlei praktischem In-
teresse. Die Stelle v = 21, 6 liegt im Bereich des Scheitelwirbels. Die Splinekurve L3t also
genau an der grofiten Seitenabweichung der Wirbelsdule auf einen geradlinigen Verlauf
schlieflen, was unrealistisch ist.

Ein Grund fiir dieses unerfreuliche Ergebnis konnte die geringe Anzahl von Stiitzpunkten
der Splinefunktionen sein. Wenn die Zerlegung der Riickenpartie in Querschnitte mit nur
2 em Abstand zueinander verfeinert wird, dann verdoppelt sich fast die Anzahl der zu
interpolierenden Muldenpunkte:

Mi(%3i,§i,23:) mit gi=(G-1)-2 , i=1,...,21

Die Werte Z3; und Z3; sind wieder Schiitzungen, die auf Abbildung 5.2 beruhen und in
Tabelle 5.3 angegeben sind.

Fiir diese Punkte M; gibt es wiederum eine vektorielle Funktion s, deren Komponenten
a und v die #3;- beziehungsweise Z3;-Werte interpolieren. Tabelle 5.4 zeigt die Stellen,
an denen die Kriimmung dieser Splines verschwinden.

Aufler den Anfangs- und Endpunkten von a und ~ liegen nur noch drei Datenpaare
jeweils eng beieinander:

vila =11,66 mit  vi], =11,89 ;
valq = 25,23 mit  wa|, =25,37 ;
v3le =26,59 mit  wvs|, = 26,71

Die y-Koordinaten der beiden Neutralwirbel aus Abbildung 5.2 liegen schitzungsweise
im Bereich zwischen 10,95 — 12,05 cm beziehungsweise 26, 80 — 29,90 cm. Das bedeutet,
daf} die Datenpaare der ,realen“ Lage dieser Wirbel schon sehr nahe kommen.

Zum einen stellt sich nun die Frage, ob der a-Wert oder der v-Wert eines Datenpaares
zur Berechnung des Cobbwinkels benutzt wird. Zum anderen, welches Datenpaar den
oberen Neutralwirbel lokalisiert.
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Da sich die a- und y-Werte nicht zu sehr unterscheiden, ist es naheliegend einfach das
arithmetische Mittel zu bilden:

v1|a+v1|.,

v = — 5 ~ 11,18
vy = w ~ 25,30
vy = w ~ 26,65

Die Winkelberechnung aufgrund der Werte v; mit v, beziehungsweise vy mit vs liefert
folgende Ergebnisse:

s'(v1) - 8'(va)

|’ (v1)] - 8" (v2)]

s'(v1) - 8'(v3)
Is'(v1)] - 8" (v3)]

Beide Winkel 87 und 65 messen keine 70° (vergleiche Abbildung 5.2). Dariiber hinaus
weicht 67y noch mehr von diesem vorgegeben Cobbwinkel ab als 77, obwohl vz niher
dem Bereich 26,80 — 29,90 cm ist als vo. Wenn man aber bedenkt, dafl die zugrunde-
liegenden Daten der Muldenpunkte M; auf grobe Schitzungen beruhen, dann kann man
dennoch mit diesen Ergebnissen zufrieden sein. Letztendlich lassen nur klinische Studien
an ,reellen“ Menschen eine Beurteilung der Giite und Funktionalitét dieser Memethode
zu.

~0,518 = 0 ~58,8°

~ 0,625 = 611%51,30

5.4 Giite der Rasterstereographie

Bei der Diagnose einer Skoliose mittels Rasterstereographie wird ein Gitter auf die
Riickenoberfliche projiziert, um dann die verzerrte Gitterstruktur mathematisch aus-
zuwerten. Die Fliche wird zum Beispiel mit Hilfe von C?-stetigen Coonspflastern darge-
stellt, so dafl an jeder Stelle die Gaufl’sche Kriimmung bestimmt werden kann.

5.4.1 Approximation der Fliche

FEin Coonspflaster interpoliert vier sich paarweise gegeniiberliegende Raumkurven:

X(u) = () ) ((B0)

(elw) ealp) )-( 2283 ) B

wobei die Bindefunktionen
bi(t) = 1— (6t° — 15¢t* + 10t®) und bo(t) = 6t° — 15¢* + 10¢°

die C?-Stetigkeit fiir alle (u,v) € [0,1] x [0,1] wiederum gewihrleisten (vergleiche Ab-
schnitt 4.3.4).
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Bei der Rasterstereographie ist die Lage der Kamera zum Projektor bekannt, so daf3 in
der Praxis die Kurven ¢, ¢2,d; und d» mittels einfacher Triangulation bestimmt werden
konnen. Wie gut Coonspflaster die dazwischenliegende Fliche approximiert, kann gezeigt
werden, wenn genaue Kenntnis iiber die Lage der Lichtquelle L und des Gitters zu der
zu untersuchenden, aber bekannten Fliche F' besteht.

Zunichst betrachte man ein einzelnes Gitterkéstchen mit den Eckpunkten A, B, C' und D.
Sowohl die Koordinaten dieser vier Punkte als auch die der Lichtquelle L seien gegeben.

Die Vektoren m; = E und My = B stehen senkrecht aufeinander und jeder Punkt
P,,, innerhalb des Ké&stchens kann als deren Linearkombination dargestellt werden:

P,,=ad+ pm +vmy p,ve0,1]
Der Lichtstrahl durch solch einen Punkt folgt der Geraden
Guw E=1+ tﬁw,

bis er auf die virtuelle Riickenfliche F' trifft. Die Koordinaten des Schnittpunktes der
Geraden g,,, mit F' bekommt man, indem man diese einfach gleichsetzt:

I+ tﬁw, = F(u,v)

Da die erste und dritte Komponente von F' aus kubischen Splinefunktionen besteht, ist
dieses Gleichungssystem nicht linear und 14t sich unter Umstéinden nur schwer 16sen. Es
ist jedoch leicht einzusehen, dafl die Parameter v und v der Fliche F' von den Parametern
p und v des Punktes P, , abhingen, das heifit:

u=u(p,v) und v=ov(y,r)

Diese Zuordnungen sind eineindeutig, da es keinen Flachenpunkt gibt, der auf zwei ver-
schiedenen Geraden g, , liegt. Daher 148t sich die Funktion F' umparametrisieren:

F(u,v) = F(p,v)
wobei die Abhingigkeiten u = p(u,v) und v = v(u,v) auch sehr komplex sein kénnen.
Somit kann eine Funktion IIz definiert werden:

O :[0,1]x[0,1] — R
Pu, — Fp,v) ,

die das Bild jeden Punktes aus dem Késtchen auf die Flache F' projiziert.

Die Projektionen der Gitterlinien ergeben sich, wenn die Parameter p und v die Werte
0 beziehungsweise 1 annehmen:

Op(p,0) =ci(p) ;5 r(p,1) =co(p)
Mp0,v)=di(v) ; HOp(l,v)=d2(v)

sowie

(siehe Abbildung 5.6).
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Abbildung 5.6: Projektion der Gitterlinien auf die Fliche F.

Der Approximationsfehler A an einer Stelle (g, ) wird einfach durch den Betrag der
Differenz zwischen dem Punkt auf dem Coonspflaster X(ug, 7o) und dem tatsiichlichen
Fliachenpunkt g (uo, Vo) berechnet:

A(po,v0) = [X(po, vo) — IIr (po, vo)|

Wie gut diese Coonspflaster die Form und die Eigenschaften der Fliche wiedergeben,
soll nun an einem konkreten Beispiel gezeigt werden. Dazu werden die Koordinaten der
Lichtquelle L und eines Gitterpunktes A in Bezug auf das Koordinatensystem aus Ab-
schnitt 5.1 in ¢m angegeben:

L(0/20/300) und A(0/20/290)

Aufgrund der Position des Punktes A ergeben sich auch die Koordinaten aller ande-
ren Gitterpunkte, wenn die Gitterkonstante P bekannt ist. Hier in diesem Beispiel soll
P = 1,3 mm betragen. Diese wurde so gewihlt, so daf ein Netz mit 3 Spalten & 10 Ma-
schen sicher auf die Fliche projiziert werden konnen. Aufgrund der beziiglich Tabelle 5.1
modellierten rechtskonvexen Skoliose liegt eine Spalte ,links“ und zwei Spalten ,rechts®
der y-Achse.

Die approximierten und reellen Flichen, die innerhalb dieser 30 Maschen liegen sind in
Abbildung 5.7 dargestellt. Der Approximationsfehler betrigt héchstens 4,4 mm, so dafl
sich die Abbildungen fast nicht unterscheiden. Ebenso wie bei den Abbildungen 5.3 und
5.4 wurden auch die Werte dieser Abbildung mit Hilfe des Computeralgebraprogamms
MAPLE berechnet und geplottet (siche Anhang B.3).

5.4.2 Vergleich der Gauf3’schen Kriimmungen

Oft werden bei der Rasterstereographie Kriimmungskarten erstellt, denn eine grund-
legende Eigenschaft einer Fliche ist die Kriimmung an jedem Punkt, unabhingig von
deren Lage im Raum. Je nach Gestalt der Fliache in der ndheren Umgebung eines Punk-
tes kann dieser elliptischer, parabolischer oder auch hyperbolischer Natur sein. Die Art
und das Ausmaf} dieser Charakteristik wird durch den Wert der Gaufl’schen Kriimmung
angegeben (vergleiche 2.2.4).

Die Gauf8’sche Kriimmung ist invariant beziiglich der Parametrisierung. Diesen Umstand
kann man sich zunutze machen, um nun sowohl die Gauf’sche Kriimmung des Coons-
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Die reale Kriimmung K dieses Fliachenstiicks 148t sich mit Hilfe der Funktion IIr analog
berechnen:
_ LrNp — Ml%l

Kp=—"2-"- —"F
P ErGp—F%
mit
Bp =M%, , Fp=Ig,p, und Gp=1%,

als erste Fundamentalgréfien sowie
Lr =Upu, Mg , Mp=IFru Mg und Np=Ig,, Nr

als zweite Fundamentalgrofen. Der normierte Flichennormalenvektor hingt natiirlich
auch von IIz ab:
mF _ HF,LL X HF’,,.
|H F,u x II F’yl

Beide Kriimmungsfunktionen K¢ und Ky sowie die Betragsfunktion derer Differenz-
funktion Ko — Kp sind in Abbildung 5.8 dargestellt. Die Gaufl’sche Kriimmung der
Coonspflaster sieht sehr verzerrt aus, jedoch unterscheiden sich beide Kriimmungen be-
tragsmifBig lediglich um den Wert 0,00255.

Da sich die Kriimmungen der Coonspflaster und der Riickenoberfliche nur sehr gering
unterscheiden, ist auch verstéindlich, dal die C?-Unstetigkeiten an den Pflasterrindern
nicht allzu sehr ins Gewicht fallen.

Obwohl das Raster sehr grob gewahlt wurde, sind diese Ergebnisse sehr zufriedenstellend.
Das bedeutet, dafl die Rasterstereographie eine sehr gute Methode ist die Riickenober-
fliche mit Hilfe von Coonspflastern darzustellen.
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Anhang A

Maple: Riickendarstellung

A.1 Querschnitte

with(plots):

x1:=u-> 0-100+200*u:
x2:=u-> 0-100+200*u:
x3:=u-> 8100+200*u:
x4:=u-> 24-1004-200*u:
x5:=u-> 44-1004-200*u:
x6:=u-> 44-1004-200*u:
x7:=u-> 48-1004+200*u:
x8:=u-> 32-100+200*u:
x9:=u-> 8-100+200*u:
x10:=u-> -10-100+200*u:
x11:=u-> -8-100+200*u:

ql:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[20,10,0,10,20],u,cubic):
q2:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[2,-8,-18,-8,2],u,cubic):
q3:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[-6,-14,-24,-14 -1],u,cubic):
q4:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[4,1,-8,5,27],u,cubic):
g5:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[10,15,10,27,60]u,cubic):
q6:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[18,24,20,38,71],u,cubic):
q7:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[25,31,30,51,85],u,cubic):
q8:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[44,41,34,49,74],u,cubic):
q9:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[46,38,28,38,51],u,cubic):
q10:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[37,23,12,21,28],u,cubic):
qll:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[11,-2,-12,-2,6],u,cubic):

spacecurve({[x1(1),0,a1 (w)],[x2(u),40,a2(u)],[x3(w), 80,3 (w)],ied (u),120,q4(w)], [x5(u),
160,q5(u)],[x6(u),200,96(u)],[x7(u),240,q7(u)],[x8(u),280,48 (u)],[x9(u),320,q9(u)],[x10(u),
360,q10(u)],[x11(u),400,q11(u)]},u=0..1,color=black,orientation=[-90,45],
scaling=constrained);
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A.2 Riickenfliche

x1:=u-> 0-100+200*u:
x2:=u-> 0-100+200*u:
x3:=u-> 8100+200*u:
x4:=u-> 24-100+200*u:
x5:=u-> 44-100+200*u:
x6:=u-> 44-100+200*u:
x7:=u-> 48-100+200*u:
x8&:=u-> 32-100+200*u:
x9:=u-> 8-100+200*u:
x10:=u-> -10-100+200*u:
x11:=u-> -8-100+200*u:

ql:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[20,10,0,10,20],u,cubic):
q2:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[2,-8,-18,-8,2],u,cubic):
q3:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[-6,-14,-24,-14 -1],u,cubic):
q4:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[4,1,-8,5,27],u,cubic):
g5:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[10,15,10,27,60],u,cubic):
q6:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[18,24,20,38,71],u,cubic):

q7:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[25,31,30,51,85],u,cubic):

q8:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[44,41,34,49,74],u,cubic):

q9:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[46,38,28,38,51],u,cubic):

q10:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[37,23,12,21,28],u,cubic):

qll:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[11,-2,-12,-2,6],u,cubic):
a:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[x1(u) ,x2(u),x3(u),x4(u),
x5(u),x6(u),x7(u),x8(u),x9(u),x10(u),x11(u)],v,cubic):

b:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[q1 (u),q2(u),q3(u),q4(u),
95(u),a6(u),q7(u),a8(u),q9(u),q10(u),q11(u)],v,cubic):

plot3d([a(u,v),v,b(u,v)],u=0..1,v=0..400,0rientation=[-90,45] scaling=constrained);

81



Anhang B

Maple: Untersuchung

B.1 Modifiziertes ISIS-Verfahren

Kommentar Dieser Code berechnet die Stellen verschwindender Kriimmung sowohl der
alpha- als auch der gamma-Funktionen. Mit Hilfe der ersten Ableitungen kann dann
der Cobb-Winkel berechnet werden.

alphagrob:=x->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[0,0,8,24,44,44,48,32,
8,-10,-8],x,cubic):

alphagrobl:=x->diff(alphagrob(x),x):

alphagrob2:=x->diff(alphagrob(x),x$2):

alphafein:=x->spline([0,20,40,60,80,100,120,140,160,180,200,220,240,260,280,300,320,
340,360,380,400],[0, 0,0,4,8,12,24,36,44,44,44 48 48 40,32,16,8 -6,-10,-10,-8] x,cubic):

alphafeinl:=x->diff(alphafein(x),x):
alphafein2:=x->diff(alphafein(x),x$2):

gammagrob:=x->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[0,-18,-24,-8,10,20,30,
34,28,12,-12] x,cubic):

gammagrobl:=x->diff(gammagrob(x),x):

gammagrob2:=x->diff(gammagrob(x),x$2):
gammafein:=x->spline([0,20,40,60,80,100,120,140,160,180,200,220,240,260,280,300,320,
340,360,380,400],[0,-10,-18,-22,-24,-16,-8,0,10,18,20,24,30,32,34,32,28,22,12,0,-12] x,
cubic):

gammafein1:=x->diff(gammafein(x),x):

gammafein2:=x->diff(gammafein(x),x$2):

solve(alphagrob2(x));solve(alphafein2(x));
solve(gammagrob2(x));solve(gammafein2(x));
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B.2 Sensibilitidt des Moiré-Verfahrens

x1:=u-> 0-100+200*u:
x2:=u-> 0-100+200*u:
x3:=u-> 8-100+200*u:
x4:=u-> 24-100+200*u:
x5:=u-> 44-100+200*u:
x6:=u-> 44-100+200*u:
x7:=u-> 48-100+200*u:
x8&:=u-> 32-100+200*u:
x9:=u-> 8-100+200*u:
x10:=u-> -10-100+200*u:
x11:=u-> -8-100+200*u:

ql:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[20,10,0,10,20],u,cubic):

q2:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],2,-8,-18,-8,2],u,cubic):
g3:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[-6,-14,-24,-14,-1],u,cubic):
q4:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[4,1,-8,5,27],u,cubic):

g5:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[10,15,10,27,60],u,cubic)
q6:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[18,24,20,38,71],u,cubic)
q7:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[25,31,30,51,85],u,cubic)
q8:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[44,41,34,49,74] u,cubic)
q9:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[46,38,28,38,51],u,cubic)
q10:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[37,23,12,21,28],u,cubic)
qll:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[11,-2,-12,-2,6],u,cubic)

a:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400], [x1 (1) x2(u),x3(u),x4(u),

x5(u),x6(u),x7(u),x8(u),x9(u),x10(u),x11(u)],v,cubic):

b:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[q1(u),q2(u),q3(u),q4(u),

a5(u),q6(u),q7(u),q8(u),q9(u),q10(u),q11(u)],v,cubic):
with(LinearAlgebra):

z:=(u,v)->Vector([a(u,v),v,b(u,v)]):

A:=alpha->Matrix([[cos(alpha),0,-sin(alpha)],[0,1,0],[sin(alpha),0,cos(alpha)]]):

B:=beta->Matrix([[1,0,0],[0,cos(beta),-sin(beta)],[0,sin(beta),cos(beta)]]):

F:=(u,v,alpha,beta)->A (alpha).B(beta).z(u,v):

plot3d(F(u,v,-0.0873,0.0873),u=0..1,v=0..400,orientation=[90,0],scaling=constrained,

contours=15,style=patchcontour);

83



ANHANG B. MAPLE: UNTERSUCHUNG

B.3 Rasterstereographie

x1:=u-> 0-100+200*u:
x2:=u-> 0-100+200*u:
x3:=u-> 8-100+200*u:
x4:=u-> 24-100+200*u:
x5:=u-> 44-100+200*u:
x6:=u-> 44-100+200*u:
x7:=u-> 48-100+200*u:
x8&:=u-> 32-100+200*u:
x9:=u-> 8-100+200*u:
x10:=u-> -10-100+200*u:
x11:=u-> -8-100+200*u:

ql:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[20,10,0,10,20],u,cubic):
q2:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[2,-8,-18,-8,2],u,cubic):
q3:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[-6,-14,-24,-14 -1],u,cubic):
q4:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[4,1,-8,5,27],u,cubic):
g5:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[10,15,10,27,60],u,cubic):
q6:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[18,24,20,38,71],u,cubic):

q7:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[25,31,30,51,85],u,cubic):

q8:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[44,41,34,49,74],u,cubic):

q9:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[46,38,28,38,51],u,cubic):

q10:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[37,23,12,21,28],u,cubic):

qll:=u-> spline([0,2/5,1/2,3/5,1],[11,-2,-12,-2,6],u,cubic):
a:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[x1(u) ,x2(u),x3(u),x4(u),
x5(u),x6(u),x7(u),x8(u),x9(u),x10(u),x11(u)],v,cubic):

b:=(u,v)->spline([0,40,80,120,160,200,240,280,320,360,400],[q1 (u),q2(u),q3(u),q4(u),
95(u),a6(u),q7(u),a8(u),q9(u),q10(u),q11(u)],v,cubic):

bl:=t->1-(6%t> — 15 % t* + 10 % £3) :
b2:=t->6%t° — 15 t* + 10 ¢3 :
av:=diff(a(u,v),v):
avv:=diff(a(u,v),v$2):
bv:=diff(b(u,v),v):
bvv:=diff(b(u,v),v$2):
bu:=diff(b(u,v),u):
buu:=diff(b(u,v),u$2):
buv:=diff(b(u,v),u,v):
dbl:=t->-30%t* + 60 x 1> — 30 % "2 :
ddbl:=t->-120%t3 + 180 t'2 — 60 * ¢ :
db2:=t->30%t* — 60 x> + 30 % 2 :

ddb2:=t->120%t3 — 180« "2 + 60 * ¢ :
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senkrecht:=proc()
global Su,Sv,As,Bs;
local m,n,d;h,j;

Su:=array(0..3,0..50):Sv:=array(0..3,0..50): As:=array(0..3,0..50):Bs:=array(0..3,0..50):
for m from 0 to 3 do for n from 0 to 50 do

d:=fsolve({1.3*(m-1.0001)*t=a(u,v),200+1.3/5*(n-25.0001)*t=v,3000-100*t=b(u,v)},
{t, u, v}):

h:=subs(d,u):

j:=subs(d,v):

Su[m,n]:=h:

Sv[m,n]:=j:

As[m,n]:=a(h,j):

Bs[m,n]:=b(h,j):

end do; end do;
end proc:

waagrecht:=proc()
global Wu,Wv,Aw,Bw;
local m,n,d,h,j;

Wu:=array(0..15,0..10):Wv:=array(0..15,0..10):Aw:=array(0..15,0..10):
Bw:=array(0..15, 0..10):

for m from 0 to 15 do for n from 0 to 10 do

d:=fsolve({1.3/5%(m-5.0001)*t=a(u,v),200+1.3*(n-5.0001) *t=v,3000-100*t=b(u,v)},
{t, u, v}):

h:=subs(d,u):

j:=subs(d,v):

Wu[m,n]:=h:

Wv[m,n]:=j:

Aw[m,n]:=a(h,j):

Bw[m,n]:=b(h,j):

end do; end do;
end proc:

vparameter:=proc()
global Pv;
local m,n,zm,zn,tm,tn,om,um,on,un;

Pv:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

zm:=floor(m/5):
zn:=floor(n/5):
um:=min(zm,2):
om:=um-+1:
un:=min(zn,9):
on:=un-+1:
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tm:=m/5-um:
tn:=n/5-un:

Pv[m,n]:=b1(tn)*Wv[m,un]+b2(tn) *Wv[m,on]+bl(tm)*Sv[um,n]+b2(tm)*Sv[om,n]-
b1(tm)*(b1(tn)*Sv{um,5*un]+b2(tn)*Svum,5*on])-b2(tm)*(b1(tn)*Sv{om,5*un]+

b2(tn)*Sv[om,5%on]):

end do; end do;
end proc:

acoon:=proc()
global Ages;
local m,n,zm,zn,tm,tn,om,um,on,un;

Ages:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

zm:=floor(m/5):
zn:=floor(n/5):
um:=min(zm,2):
om:=um-+1:
un:=min(zn,9):
on:=un+1:
tm:=m/5-um:
tn:=n/5-un:

Ages[m,n]:=b1(tn)* Aw[m,un]+b2(tn)* Aw[m,on]+b1(tm)*As[um,n]+b2(tm)*As[om,n]
-b1(tm)*(b1(tn)*As[um,5*un]+b2(tn)* As[um,5*on])-b2(tm)*(b1(tn)* As[om,5*un]+

b2(tn)*As[om,5*on]):

end do; end do;
end proc:

beoon:=proc()
global Bges;
local m,n,zm,zn,tm,tn,om,um,on,un;

Bges:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

zm:=floor(m/5):
zn:=floor(n/5):
um:=min(zm,2):
om:=um-+1:
un:=min(zn,9):
on:=un+1:
tm:=m/5-um:
tn:=n/5-un:

Bges[m,n]:=b1(tn)*Bw[m,un]+b2(tn)*Bw[m,on]+bl(tm)*Bs[um,n]+b2(tm)*Bs[om,n]-
b1(tm)*(b1(tn)*Bs[um,5*un]+b2(tn)*Bs[um,5*on])-b2(tm)* (b1 (tn)*Bs[om,5*un]+

b2(tn)*Bs[om,5%on]):

end do; end do;
end proc:
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uparameter:=proc()
global Pu;

local m;n,zm,zntm,tn,om,um,on,un loes;
Pu:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

zm:=floor(m/5):
zn:=floor(n/5):
um:=min(zm,2):
om:=um-1:
un:=min(zn,9):

on:=un+1:
tm:=m/5-um:
tn:=n/5-un:

loes:=fsolve(a(u,Pv[m,n])=Ages[m,n]):
Pu[m,n]:=loes:

end do; end do;
end proc:

reelldata:=proc()
global RD;
local m,n;

RD:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
RD[m,n]:=b(Pu[m,n],Pv[m,n]):

end do; end do;
end proc:

vergleichdata:=proc()
global VD;
local mn;

VD:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
VD[m,n]:=abs(Bges[m,n]-RD[m,n]):

end do; end do;
end proc:

maxvergleichdata:=proc()
local m,n,maxdata;
maxdata:=0;

for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

if maxdata<VD[m,n] then maxdata:=VD[m,n] end if;
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end do; end do;
print"maxdata’,;maxdata);
end proc:

senkableit1:=proc()
global Sdv,Sda,Sdb;
local m,n;

Sdv:=array(0..3,0..50):Sda:=array(0..3,0..50):Sdb:=array(0..3,0..50):

for m from 0 to 3 do for n from 0 to 49 do

Sdv[m,n]:=(Sv[m,n+1]-Sv[m,n])/0.2:
Sdv[m,50]:=(Sv[m,50]-Sv[m,49])/0.2:

)
Sdajm,n]:=(As[m,n+1]-As[m,n])/0.2:
Sdajm,50]:=(As[m,50]-As[m,49])/0.2:
)
)

Sdb[m,n]:=(Bs[m,n+1]-Bs[m,n]) /0.2:
Sdb[m,50]:=(Bs[m,50]-Bs[m,49]) /0.2:

end do; end do;
end proc:

senkableit2:=proc()
global Sddv,Sdda,Sddb;
local m,n;

Sddv:=array(0..3,0..50):Sdda:=array(0..3,0..50):Sddb:=array (0..3,0..50):

for m from 0 to 3 do for n from 1 to 49 do

Sddv[m,0]:
Sddv[m,n]:
Sddv[m,50]:=

=0
=( _

;de[m,n]—de[m,n—l])/0.2:
0

3’

Sdda[m,0]:=0;
Sdda[m,n]:=(Sda[m,n]-Sdajm,n-1])/0.2:
Sdda[m,50]:=0;

Sddb[m,0]:=0;
Sddb[m,n]:=(Sdb[m,n]-Sdb[m,n-1])/0.2:
Sddb[m,50]:=0;

end do; end do;
end proc:

waagableit1:=proc()
global Wdv,Wda,Wdb;
local m,n;

Wdv:=array(0..15,0..10):Wda:=array(0..15,0..10):Wdb:=array(0..15,0..10):

for m from 0 to 14 do for n from 0 to 10 do

Wdv[m,n]:=(Wv[m+1,n-Wv[m,n])/0.2:
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Wdv[15,n]:=(Wv[15,n-Wv[14,n])/0.2:

Wda[m,n]:=(Aw[m+1,n]-Aw[m,n])/0.2:
Wda[15,n]:=(Aw[15,n]-Aw[14,n]) /0.2:

Wdb[m,n]:=(Bw[m+1,n]-Bw[m,n])/0.2:
Wdb[15,n]:=(Bw[15,n]-Bw[14,n])/0.2:

end do; end do;
end proc:

waagableit2:=proc()
global Wddv,Wdda,Wddb;
local m,n;

Wddv:=array(0..15,0..10):Wdda:=array(0..15,0..10):Wddb:=array(0..15,0..10):
for m from 1 to 14 do for n from 0 to 10 do

Wddv[0,n]:=0:
Wddv[m,n]:=(Wdv[m,n]-Wdv[m-1,n])/0.2:
Wddv[15,n]:=0:

Wdda[0,n]:=0:
Wdda[m,n]:=(Wda[m,n]-Wda[m-1,n])/0.2:
Wdda[15,n]:=0:

Wddb[0,n]:=0:
Wddb[m,n]:=(Wdb[m,n]-Wdb[m-1,n])/0.2:
Wddb[15,n]:=0:

end do; end do;
end proc:

ableitcoon:=proc()
global D1Cv,D1Ca,D1Cb,D11Cv,D11Ca,D11Cb,D2Cv,D2Ca,D2Cb,D22Cv,D22Ca,
D22Cb,D12Cv,D12Ca,D12Ch;

local m;n,zm,zn,tm,tn,om,um,on,un;

D1Cv:=array(0..15,0..50):D1Ca:=array(0..15,0..50):D1Cb:=array(0..15,0..50):
D11Cv:=array(0..15,0..50):D11Ca:=array(0..15,0..50):D11Cb:=array(0..15,0..50):
D2Cv:=array(0..15,0..50):D2Ca:=array(0..15,0..50):D2Cb:=array(0..15,0..50):
D22Cv:=array(0..15,0..50):D22Ca:=array(0..15,0..50):D22Cb:=array(0..15,0..50):
D12Cv:=array(0..15,0..50):D12Ca:=array(0..15,0..50):D12Cb:=array(0..15,0..50):

for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

zm:=floor(m/5):
zn:=floor(n/5):
um:=min(zm,2):
om:=um+1:
un:=min(zn,9):
on:=un+1:
tm:=m/5-um:
tn:=n/5-un:
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D1Cv[m,n]:=b1(tn)*Wdv[m,un]+b2(tn)*Wdv[m,on]+db1(tm)*Sv[um,n]+
db2(tm)*Sv{om,n]-db1(tm)*(b1(tn)*Sv[um,5*un]+b2(tn)*Sv[um,5*on])-
db2(tm)*(b1(tn)*Sv[om,5*un]+b2(tn)*Sv[om,5*on]):

D1Ca[m,n]:=b1(tn)*Wda[m,un]+b2(tn)*Wda[m,on]+db1(tm)*As[um,n]+
db2(tm)*As[om,n]-dbl (tm)*(b1(tn)*As[um,5*un]+b2(tn)*As[um,5*on])-
db2(tm)*(b1(tn)*As[om,5*un]+b2(tn)*As[om,5*on]):

D1Cb[m,n]:=b1(tn)*Wdb[m,un]+b2(tn)*Wdb[m,on]+dbl(tm)*Bs[um,n]+
db2(tm)*Bs[om,n]-db1(tm)*(b1(tn)*Bs[um,5*un]+b2(tn)*Bs[um,5*on])-
db2(tm)*(b1(tn)*Bs[om,5*un]+b2(tn)*Bs[om,5*on]):

D11Cv[m,n]:=b1(tn)*Wddv[m,un]+b2(tn)*Wddv[m,on]+ddb1(tm)*Sv[um,n]+
ddb2(tm)*Sv[om,n]-ddb1(tm)* (b1 (tn)*Sv[um,5*un]+b2(tn)*Sv[um,5*on])-
ddb2(tm)*(b1(tn)*Sv[om,5*un]+b2(tn)*Sv[om,5*on]):

D11Ca[m,n]:=b1(tn)*Wdda[m,un]+b2(tn)*Wdda[m,on]+ddb1(tm)*As[um,n]+
ddb2(tm)*As[om,n]-ddb1(tm)*(b1(tn)*As[um,5*un]+b2(tn)* As[um,5*on])-
ddb2(tm)*(b1(tn)*As[om,5*un]+b2(tn)* As[om,5*on]):

D11Cb[m,n]:=b1(tn)*Wddb[m,un]+b2(tn)*Wddb[m,on]+ddb1(tm)*Bs[um,n]+
ddb2(tm)*Bs[om,n]-ddb1(tm)*(b1(tn)*Bs[um,5*un]+b2(tn)*Bs[um,5*on])-
ddb2(tm)*(b1(tn)*Bs[om,5*un]+b2(tn)*Bs[om,5%on]):

D12Cv[m,n]:=dbl(tn)*Wdv[m,un]+db2(tn)*Wdv[m,on]+dbl(tm)*Sdv[um,n]+
db2(tm)*Sdv[om,n]-dbl (tm)*(dbl(tn)*Sv[um,5*un]+db2(tn) *Sv[um,5*on])-
db2(tm)*(db1(tn)*Sv{om,5*un]+db2(tn)*Sv[jom,5%on]):

D12Ca|m,n]:=db1(tn)*Wda[m,un]+db2(tn) *Wda[m,on]+db1(tm)*Sdajum,n]+
db2(tm)*SdaJom,n]-db1(tm)*(dbl(tn)* As[um,5*un]+db2(tn)* As[um,5*on])-
db2(tm)*(db1(tn)*As[om,5*un]+db2(tn)*As[om,5%on]):

D12Cb[m,n]:=db1(tn)*Wdb[m,un]+db2(tn)*Wdb[m,on]+dbl (tm)*Sdb[um,n]+
db2(tm)*Sdb[om,n]-db1(tm)*(db1(tn)*Bs[um,5*un]+db2(tn)*Bs[um,5*on])-
db2(tm)*(db1(tn)*Bs[om,5*un]+db2(tn)*Bs[om,5*on]):

D2Cv[m,n]:=db1(tn)*Wv[m,un]+db2(tn) *Wv[m,on]+b1(tm)*Sdv[um,n]+
b2(tm)*Sdv[om,n]-b1(tm)*(dbl(tn)*Sv[um,5*un]+db2(tn)*Sv[um,5*on])-
b2(tm)*(db1(tn)*Sv[om,5*un]+db2(tn)*Sv{om,5*on]):

D2Ca[m,n]:=db1(tn)*Aw[m,un]+db2(tn)*Aw[m,on]+bl(tm)*SdaJum,n]+
b2(tm)*SdaJom,n]-b1(tm)*(dbl(tn)* As[um,5*un]+db2(tn)* As[um,5*on])-
b2(tm)*(dbl(tn)*As[om,5*un]+db2(tn)*As[om,5*on]):

D2Cb[m,n]:=db1(tn)*Bw[m,un]+db2(tn)*Bw[m,on]+bl(tm)*Sdb[um,n]+
b2(tm)*SdbJom,n]-bl(tm)*(dbl(tn)*Bs[um,5*un]+db2(tn)*Bs[um,5*on])-
b2(tm)*(db1(tn)*Bs[om,5*un]+db2(tn)*Bs[om,5%on]):

D22Cv[m,n]:=ddb1(tn)*Wv[m,un]+ddb2(tn)*Wv[m,on]+b1(tm)*Sddvjum,n]+
b2(tm)*Sddv[om,n]-bl(tm)*(ddbl(tn)*Sv[um,5*un]+ddb2(tn)*Sv[um,5*on))-
b2(tm)*(ddbl(tn)*Sv{om,5*un]+ddb2(tn)*Svjom,5%*on]):

D22Ca[m,n]:=ddb1(tn)*Aw[m,un]+ddb2(tn)* Aw[m,on]+bl(tm)*Sddajum,n]+

b2(tm)*Sddajom,n]-b1(tm)*(ddbl(tn)*As[um,5*un]+ddb2(tn)* As[um,5*on))-
b2(tm)*(ddbl(tn)*As[om,5*un]+ddb2(tn)*As[om,5*on]):
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D22Cb[m,n]:=ddb1(tn)*Bw[m,un]+ddb2(tn)*Bw[m,on]+b1(tm)*Sddb[um,n]+
b2(tm)*Sddb[om,n]-b1(tm)*(ddb1(tn)*Bs[um,5*un]+ddb2(tn)*Bs[um,5*on])-

b2(tm)*(ddb1(tn)*Bs[om,5*un]+ddb2(tn)*Bs[om,5*on]):

end do; end do;
end proc:

coongauss:=proc()

global CoK;

local m,;n,E F,G,L,M,N,Betrag;
CoK:=array(0..15,0..50):

for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

Betrag:=sqrt((D1Cv[m,n]*D2Cb[m,n]-D1Cb[m,n]*D2Cv[m,n])" 2+

(D1Cb[m,n]*D2Ca[m,n]-D1Ca[m,n]*D2Cbm,n])" 2+ (D1Ca[m,n]*D2Cv[m,n]-

D1Cv[m,n]*D2Cajm,n])" 2):

L:=(D11Ca[m,n]*(D1Cv[m,n]*D2Cb[m,n]-D1Cb[m,n]*D2Cv[m,n])+
D11Cv[m,n]*(D1Cb[m,n]*D2Ca[m,n]-D1Cam,n]*D2Cb[m,n])+
D11Cb[m,n]*(D1Cam,n]*D2Cv[m,n]-D1Cv[m,n]*D2Ca[m,n])) /Betrag:

M:=(D12Ca[m,n]*(D1Cv[m,n]*D2Cb[m,n]-D1Cb[m,n]*D2Cv[m,n])+
D12Cv[m,n]*(D1Cb[m,n]*D2Ca[m,n]-D1Ca[m,n]*D2Cb[m,n])+
D12Cb[m,n]*(D1Cajm,n]*D2Cv[m,n]-D1Cv[m,n]*D2Ca[m,n])) /Betrag:

N:=(D22Ca[m,n]*(D1Cv[m,n|*D2Cb[m,n]-D1Cb[m,n]*D2Cv[m,n])+
D22Cv[m,n]*(D1Cb[m,n]*D2Ca[m,n]-D1Ca[m,n]*D2Cb[m,n])+
D22Cb[m,n]*(D1Ca[m,n]*D2Cv[m,n]-D1Cv[m,n]*D2Ca[m,n])) /Betrag:

E:=D1Ca[m,n]" 24+D1Cv[m,n]" 24+D1Cb[m,n]" 2:

F:=D1Ca[m,n]*D2Ca[m,n]+D1Cv[m,n]*D2Cv[m,n]+D1Cb[m,n]*D2Cb[m,n]:

G:=D2Ca[m,n]" 2+D2Cv[m,n]" 2+D2Cb[m,n]" 2:
CoK[m,n]:=(L*N-M" 2)/(E*G-F" 2)

end do; end do;
end proc:

reellgauss:=proc()
global RK;
local m;n,D2a,D22a,D1b,D11b,D2b,D22b,D12b,E,F,G,L,M,N,Betrag;

RK:=array(0..15,0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do

D2a:=eval(av,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
D22a:=eval(avv,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
D1b:=eval(bu,{u=Pu[m,n],y=Pv[m,n]}):
D11b:=eval(buu,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
D12b:=eval(buv,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
D2b:=eval(bv,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
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D22b:=eval(bvv,{u=Pu[m,n],v=Pv[m,n]}):
Betrag:=sqrt(D1b" 2+(D1b*D2a-200¥D2b)" 2--40000):
L:=200*D11b/Betrag:

M:=200*D12b/Betrag:
N:=(200*D22b-D22a*D1b)/Betrag:

E:=40000+D1b" 2:

F:=200*D2a+D1b*D2b:

G:=D2a" 24+14+D2b" 2:

RK[m,n]:=(L*N-M" 2)/(E*G-F" 2)

end do; end do;
end proc:

vergleichgauss:=proc()
global VG;

local m,n;

VG:=array(0..15,0..50):

for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
VG[m,n]:=abs(CoK[m,n]-RK[m,n]):

end do; end do;
end proc:

maxvergleichgauss:=proc()
local m;n,maxgauss;

maxgauss:=0;
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
if maxgauss<VG[m,n] then maxgauss:=VG[m,n] end if;

end do; end do;
print "maxk’ maxgauss);
end proc:

with(plots,spacecurve):

reelldataplot:=proc()

local m,n,Q,vert,horiz;
Q:=array(0..15,0..50):vert=array(0..15):horiz:=array(0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
Qlm,n]:=[Agesfm,n], Pv[m,n],RDfm.u]

end do; end do;

for m from 0 to 15 do vert[m]:=[seq(Q[m,n],n=0..50)] end do:
for n from 0 to 50 do horiz[n]:=[seq(Q[m,n],m=0..15)] end do:
spacecurve({seq(vert[m],m=0..15),seq(horiz[n],n=0..50) } ,color=black,
orientation=[-90,45],scaling=constrained);

end proc:
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coondataplot:=proc()

local m,n,Q,vert,horiz;
Q:=array(0..15,0..50):vert=array(0..15):horiz:=array(0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
Q[m,n]:=[Ages[m,n],Pv[m,n],Bges[m,n]]

end do; end do;

for m from 0 to 15 do vert[m]:=[seq(Q[m,n],n=0..50)] end do:
for n from 0 to 50 do horiz[n]:=[seq(Q[m,n],m=0..15)] end do:
spacecurve({seq(vert[m],m=0..15),seq(horiz[n],n=0..50) },color=black,
orientation=[-90,45],scaling=constrained);

end proc:

reellgaussplot:=proc()

local m,n,Q,vert,horiz;
Q:=array(0..15,0..50):vert=array(0..15):horiz:=array(0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
Qlm,n]:=[Agesfm,n], Pv[m,n],RK [m,n]]

end do; end do;

for m from 0 to 15 do vert[m]:=[seq(Q[m,n],n=0..50)] end do:
for n from 0 to 50 do horiz[n]:=[seq(Q[m,n],m=0..15)] end do:
spacecurve({seq(vert[m],m=0..15),seq(horiz[n],n=0..50) } ,color=black,
orientation=[-90,30]);

end proc:

coongaussplot:=proc()

local m,n,Q,vert,horiz;
Q:=array(0..15,0..50):vert=array(0..15):horiz:=array(0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
Q[m,n]:=[Ages[m,n],Pv[m,n],CoK[m,n]]

end do; end do;

for m from 0 to 15 do vert[m]:=[seq(Q[m,n],n=0..50)] end do:
for n from 0 to 50 do horiz[n]:=[seq(Q[m,n],m=0..15)] end do:
spacecurve({seq(vert[m],m=0..15),seq(horiz[n],n=0..50) } ,color=black,
orientation=[-90,30]);

end proc:

vergleichgaussplot:=proc()

local m,n,Q,vert,horiz;
Q:=array(0..15,0..50):vert=array(0..15):horiz:=array(0..50):
for m from 0 to 15 do for n from 0 to 50 do
Qlm,n]:=[Ages[m,n] Pv[m,n], VG m,n]]

end do; end do;

for m from 0 to 15 do vert[m]:=[seq(Q[m,n],n=0..50)] end do:
for n from 0 to 50 do horiz[n]:=[seq(Q[m,n],m=0..15)] end do:
spacecurve({seq(vert[m],m=0..15),seq(horiz[n],n=0..50) },color=black,
orientation=[-90,30]);

end proc:

senkrecht();
waagrecht();
vparameter();
acoon();
bcoon();
uparameter();
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