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Zusammenfassung

Wir entwickeln eine allgemeine Methode zur Konstruktion von Tetraederzer-
legungen Ll, welche für die Interpolation mit trivariaten Cl Supersplines vom
Grad 2:: 6 geeignet sind. Die natürlichen Zerlegungen Ll werden schrittwei-
se induktiv durch Anhängen von Tetraedern definiert. Mit Hilfe von Bezier-
Bernstein-Techniken bestimmen wir zunächst die Dimension der Splineräume.
Danach konstruieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen für die
Splines hinsichtlich Ll. Hermite-Interpolation tritt hierbei als Grenzfall der
Lagrange-Interpolation auf. Die interpolierenden Splines können effizient be-
rechnet werden, indem schrittweise lokal kleine" lineare Gleichungssysteme ge-
löst werden.

AMS Subjeet Classifieation: 65D07, 41A63, 65D17, 41A15

K eywords: Trivariate Splines, Interpolation, Tetraederzerlegungen, Bezier-Bernstein- Technik

1. Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum der trivariaten er -Splines vom Grad q mit Super-
Differenzierbarkeit 8 hinsichtlich Tetraederzerlegungen Ll eines Grundgebiets n c lR3,

definiert durch

S~,B(Ll) = {s E Cr(O) : Sir E Pq, TELl und s E CB(v), v Eckpunkt von Ll}.

Hierbei ist Pq= span{ xiyi.zk : i, j, k 2:: 0, i+ j + k ::;q} der Raum der trivariaten Polyno-
me vom totalen Grad::; q und Cr(O) die Menge aller r mal differenzierbaren Funktionen
auf O. Trivariate Splines bilden komplexe Räume, über die bisher wenig bekannt ist. Eine
grundlegende Frage in der Theorie ist neben der Bestimmung der Dimension die Konstruk-
tion von Interpolationsmengen. Eine Menge von Punkten L = {Zl, ... , zm} C 0, wobei m
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die Dimension von S~,B(Lj..)ist, heißt Lagrange-Interpolationsmenge für S~,B(Ll), falls es für
jede Funktion f E C(n) genau ein Spline sI E S~(Ll) mit der Eigenschaft

i = 1, ... ,m

gibt. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer genügend oft diffe-
renzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich m,
so sprechen wir von Hermite-Interpolation.
Die vorliegende Literatur über Interpolation mit trivariaten Splines behandelt fast aus-
schließlich Hermite-Interpolation mit speziellen Räumen, über Lagrange-Interpolation ist
derzeit nur wenig bekannt. Eine frühe Arbeit aus der Finite-Elemente Literatur unter-
sucht Supersplines s~,4r(Ll) hinsichtlich vorgegebener Tetraederzerlegungen Ll mit relativ
hohem Polynomgrad q ~ 8r (siehe Zenisek [24]). Lokale Hermite-Interpolation mit C1_
Splines niederen Grades ist möglich, wenn man ausgehend von einer beliebigen Tetraeder-
zerlegung jeden Tetraeder in 4 (siehe Alfeld [1]) bzw. 12 (siehe Farin und Worsey [23])
Subtetraeder zerlegt. Darüber hinaus wurden trivariate Splines auf vorgegebenen Klas-
sen von Tetraederzerlegungen untersucht. Beispielsweise entwickelten Lai und LeMehaute
[12] solche lokalen Hermite-Interpolationsmethoden für Si,2(Ll). Lagrange- und Hermite-
Interpolationsmengen für quintische C1-Supersplines auf Tetraederzerlegungen gleichmäßi-
ger Würfelpartitionen wurden kürzlich von Schumaker und Sorokina [21] angegeben. Diese
Methode verallgemeinert den Ansatz von Nürnberger, Schumaker und Zeilfelder [16] zur
Interpolation mit bivariaten Splines auf sogenannten Schachbrett- Viereckspartitionen. Dar-
über hinaus wurde vor kurzem die Frage nach der Dimension von C1-Splines beliebigen
Grades auf natürlichen Tetraederzerlegungen gleichmäßiger Würfelpartitionen untersucht
(siehe Hangelbroek, Nürnberger, Rössl, Seidel und Zeilfelder [17]).
Ziel dieser Arbeit ist es, Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen für die Splineräume
S~,3(Ll),q ~ 6 für allgemeine natürliche Klassen von Tetraederzerlegungen Ll zu kon-
struieren, wobei kein Tetraeder unterteilt wird. Die Zerlegungen Ll werden dabei induktiv
festgelegt, indem ausgehend von einem Starttetraeder Ketten (vgl. Abbildung 1), oder
HalbzeIlen (vgl. Abbildung 2) anhängt werden. Erstere wurden von Alfeld, Schumaker und
Whiteley [4] (siehe auch Alfeld, Schumaker und Sirvent [3]' Sirvent [22]) 'Oranges' genannt.
Mit Hilfe von Bezier-Bernstein- Techniken bestimmen wir zunächst für q ~ 6 die Dimension
der Splineräume S~,3(Ll). Dabei benutzen wir ein wohlbekanntes Resultat von de Boor [6]
und Farin [10] über charakterisierende Bedingungen für die Bezier-Bernstein-Koeffizienten
benachbarter Polynome mit Cr -Eigenschaft über die gemeinsame Dreiecksfläche. Im An-
schluss wählen wir geeignete Interpolationspunkte in den Tetraedern der angehängten Ket-
ten und HalbzeIlen, und konstruieren so schrittweise Lagrange-Interpolationsmengen für
den gesamten Splineraum. Hermite-Interpolation entsteht als Grenzwert der Lagrange-
Interpolation, ähnlich der bivariaten Methoden von Nürnberger und Zeilfelder [14], welche
hier im Kontext der trivariaten Splines verallgemeinert werden. Die interpolierenden Spli-
nes werden lokal Schritt für Schritt berechnet, wobei in jedem induktiven Schritt mehrere
kleine lineare Gleichungssysteme gelöst werden. Dies ermöglicht eine effiziente Berechnung
der Interpolanten.
Die Arbeit ist wiefolgt aufgebaut. In Abschnitt 2 erläutern wir einige Grundlagen über
trivariate Polynome und Splines, deren stückweise Bezier-Bernstein-Darstellung, minimal
bestimmende Mengen und Differenzierbarkeitsbedingungen über Dreiecksflächen benach-
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barter Tetraeder. Der Algorithmus zur Konstruktion der für die Interpolation mit Splines
geeigneten allgemeinen Klasse von Tetraederzerlegungen ß wird in Abschnitt 3 beschrie-
ben. In Abschnitt 4 geben wir minimal bestimmende Mengen für S~,3(ß), q 2:: 6 an, und
bestimmen so die Dimension dieser Splineräume. Darauf basierend behandeln wir in Ab-
schnitt 5 und 6 Hermite- bzw. Lagrange-Interpolation mit diesen Splineräumen. Wir be-
schreiben die induktive Konstruktion von Interpolationsmengen und beweisen die zentralen
Aussagen der Arbeit.

2. Tetraederzerlegungen und Bezier-Bernstein-Techniken

In diesem Abschnitt erläutern wir einige Grundbegriffe der trivariaten Splinetheorie (vgl.
Alfeld, Schumaker und Whiteley [4]' de Boor [6]' Chui [7]' Farin [10]).
Sei 0, eine einfach zusammenhängende polyederförmige Teilmenge des lR3, zerlegt in Te-'-
traeder Tl, ...,TN, sodass der Durchschnitt zweier verschiedener Tetraeder entweder leer,
ein gemeinsamer Eckpunkt, eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Dreiecksfläche
ist. Dann heißt ß = {Tl, ...,TN} eine TETRAEDERZERLEGUNG VON O. Ist ß' C ß eine
Tetraederzerlegung einer einfach zusammenhängenden Teilmenge 0' C 0, so heißt ß' SUB-
TETRAEDERZERLEGUNGVON ß. .

Analog den Bezeichnungen für Triangulierungen setzen wir

Vr(ß), VB(ß), V(ß)
Fr(ß), FB(ß), F(ß)
Er(ß), EB(ß), E(ß)
N(ß)

der Tetraederzerlegung ß.

Menge der inneren, der äußeren bzw. aller Knoten,
Menge der inneren, der äußeren bzw. aller Flächen
Menge der inneren, der äußeren bzw. aller Kanten, und
Menge der Tetraeder

Für r, q E IN mit 0 ::; r ::;q und eine Tetraederzerlegung ß bezeichnet

S;(ß) = {s E CT(ß) : SIT E Pq für alle T E ß}

den Splineraum der r mal differenzierbaren Funktionen vom Grad q. Dabei ist

der (q13) dimensionale Raum der trivariaten Polynome vom totalen Grad::; q. Funktionen
aus S;(ß) sind also stückweise Polynome vom Grad q, die r mal stetig differenzierbar über
den Dreiecksflächen der Tetraeder von ß verknüpft sind.
Sei Pi E IN für i = 1, ... , d :== #V(ß) mit r ::; Pi < q gegeben. Dann definiert für (j .;....
(PI, ... , Pd)

S;,O(ß) = {s E S;(ß) : SECPi, i - 1, ... , d}
den SUPERSPLINERAUMVON S;(ß) vom Grad (j, einen Teilraum von .S;(ß).
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Wie in der bivariaten Theorie gibt es im dreidimensionalen die sogenannte Bezier-Bernstein-
Darstellung von Polynomen. Sei T = .ß(VI, .. " V4) ein Tetraeder im lR3. Dann gibt es für
alle z E lR3 eindeutig bestimmte baryzentrische Koordinaten cPI, ... , cP4 mit 'L;=l cPi = 1
und der Interpolationseigenschaft cPi(Vj) = Öij, i,j E {I, ... , 4}, sodass sich z schreiben läßt
als

4

Z = L.: cPi(Z) . Vi.
i=l

Für einen Tetraeder T und~ (i, j, k, l) E ]N4 mit i + j + k + l = q definiert B~j,k,l E Pq,
gegeben durch

q' .
B~j,k,l(Z) = i!. j! .'k! .l! (cP~cP~cP~cP~)(z), Z E T

ein BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad q bzgl. T. Die Menge aller Bernstein-Polynome vom
Grad q bildet eine Basis von Pq. Daher läßt sich jedes Polynom P E Pq in eindeutiger Weise
in seiner sogenannten BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG

p(z) == '" a~~Jk l . B¥ "k l(z)L....t Z,J, ," Z,J" ,
i+j+k+l=q

z ET

schreiben. Die reellen Koeffizienten

[T]
ai,j,k,l' i+j+k+l=q

sind dabei die trivariaten BEZIER-BERNSTEIN-KoEFFIZIENTEN über den gleichverteilten
BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

{p[T] _ iVI + jV2 + kV3 + lV4 . . k l _ }
i J" k l - --------, Z + J + + - q ." , q

Sei M(.ß) die Menge aller Bezier-Bernstein-Punkte von .ß und für alle i+ j + k + l = q
und alle Tetraeder T E .ß das lineare FUnktional

d.d. ( )
[T]

S ---+ A p[T] S = ai j k l
i,j,k,l ' , ,

gegeben. Dann heißt M c M(.ß) eine BESTIMMENDEMENGE für S;(.ß), falls gilt

Ap(S)=O VPEM Ap(S) = 0 V P E M(.ß).

M heißt MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.

Durch einer Verallgemeinerung der Aussage von Farin [10] läßt sich nach de Boor [6] die
er -Stetigkeit über den gemeinsamen Flächen der Tetraeder wie im bivariaten durch Bedin-
gungen an die Bezier-Bernstein-Koeffizienten charakterisieren. Seien Tl = L).(VI, V2, V3, V4)
und T2 = .ß(VI, V2, V3, vs) zwei Tetraeder mit gemeinsamer Dreiecksfläche L).(VI, V2, V3) und
S E sg( {Tl, T2}) definiert durch SIT

m
= Pm E Pq für m = 1,2 auf Tm, gegeben in seiner

Bezier-Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten a~J!k,l'
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Lemma 2.1:
Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) s E cr( {Tl, T2})

(ii) Für p = 0, ... , rund i+ j + k = q - p gilt

I
[2] _ '" [1] p. (r/..Or/..ß r/..'r/..d) ( )ai,j,k,p - ~ ai+d,j+ß,k+"d a!ß!,r!o! \f'1 \f'2 \f'3 \f'4 V5'

O+ß+,+d=p

Für Cl-Stetigkeit über der gemeinsamen Fläche bedeutet dies, dass für alle i+j+ k = q-1
gilt

Sei d E IR3 ein Einheitsvektor und P eine genügend oft differenzierbare Funktion. Dann
bezeichnen wir mit Pd(Z) die partielle Ableitung von P im Punkt z in Richtung d. Ist
{d1, d2, d3} C IR3 eine linear unabhängige Menge von Einheitsvektoren, so heißt

DWp(z) = (Pdf (z), Pdf-1d2 (z), Pdf-1d3 (z), ... ,Pdld~~l (z), Pd2d~-1 (z), Pdj (z))

der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLENABLEITUNGEN vom Grad w. Nach Farin [10]'
de Boor [6] gilt:

Lemma 2.2:
Die r-te Richtungsableitung des Bezier-Bemstein-Polynoms B£j,k,l entlang eines Einheits-
vektors A = (Al, A2, A3, A4) E IR3 ist für alle z = (cP1(z), cP2(Z), cP3(Z), cP4(Z)) gegeben durch

(B£j,k,l) Ar (Z) = (q~!r)! L B~,ß",d(A)B£~~,j-ß,k-"l-a(Z), i+ j + k + l = q.
o+ß+,+d=r

Damit läßt sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen tri-
variater Polynome und den Koeffizienten ihrer Bezier-Bernstein-Darstellung herleiten (vgl.
Farin [10]' Nürnberger und Zeilfelder [14]). Sei T = ~(V1, ... , V4) und P E Pq definiert durch

p(z) .= L ai,j,k,lB~j,k,l(Z),
i+j+k+l=q

z E T.

Ferner sei di für i = 1, ... , 3 ein Einheitsvektor entlang der Kante [V1, vi+d.

Lemma 2.3:
Für a + ß + 'Y ~ q gilt

o ß ,

Pd?dgd1(vt} = (q-O~~-,)! L L L(j)(~)(7) .
j=O k=O l=O

. (cP1)~:j (cPd~;k (cP1)J;l (cP2)~1(cP3)~2(cP4)~3 . aq-j-k,j,k,l,
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und umgekehrt

aq-a-ß-"a,ß"

Damit können die partiellen Ableitungen Pdidkdl (vd, } = 0, ... , G', k - 0, ... , ß und l =
123

0, ... , 'Y in eindeutiger Weise aus den Bezier-Bernstein-Koeffizienten aq-j-k-l,j,k,l und um-
gekehrt die Bezier-Bernstein-Koeffizienten aq-j-k-l,j,k,l, } = 0, ... , G', k = 0, ... ,ß und l =
0, ... , 'Yin eindeutiger Weise aus den partiellen Ableitungen Pdidkdl (vt} berechnet werden.

1 2 3

3. Konstruktion von Tetraederzerlegungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Algorithmus zur Konstruktion einer allgemeinen Klas-
se von Tetraederzerlegungen ~ an. Grundprinzip ist dabei, ausgehend von einem Startte-
traeder, Schritt für Schritt geeignete Tetraeder zur bisherigen Subtetraederzerlegung hin-
zuzufügen, und so ~ induktiv zu konstruieren.

Im ersten Schritt wählen wir vier Punkte im IR3, die nicht alle in einer Ebene liegen, ver-
binden sie zu einem Tetraeder To = 00 = ~(VI, ... , V4) und setzen ~o = {T}. Ausgehend
von einer Subtetraederzerlegung ~n-I wählen wir geeignete weitere Punkte in IR3

\ On~1

und verbinden sie mit den bisherigen Knoten. Angenommen. ~n-I ist bereits konstruiert,
dann gibt es zwei Alternativen:

1. Möglichkeit: Anhängen einer Kette; .
Wähle vier Knoten Vn-I,I, ... , Vn-I,4 E VB(~n-d auf dem Rand von On-I, die zwei benach-
barte Dreiecksflächen ~(Vn-I,I, Vn-I,2, Vn-I,3), ~(Vn-I,I, Vn-I,2, Vn-I,4) E FB(~n-d mit ge-
meinsamer Kante [Vn-I,I, Vn-I,2] bilden. Jetzt wähle geeignete neue Punkte Wn,I, ... , Wn,kn E
IR3

\ 0n-I und setze wn,o := Vn-'-I,3 sowie Wn,kn+I := Vn-I,4. Verbinde die Knoten zu den
Tetraedern

und

(vgl. Abbildung 1) und setze On := 0n-I U ( U:~o Tn,i) sowie ~n := ~n-I U {Tn,i, i =
0, ... , k} die Subtetraederzerlegung von On- Geeignete neue Punkte sind dabei solche, für
die folgende Bedingungen erfüllt sind:

6



(i) Alle Flächen ~(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,i), i = 0, ... , kn + 1 liegen in paarweise verschiedenen
Ebenen.

(ii) Die Flächen ~(Vn-l,l, Wn,i...,.l, Wn,i) und ~(Vn-l,l, Wn,i, Wn,i+l) für i = 1, ... , kn + 1 so-
wie ~(Vn-l,2, Wn,i-l, Wn,i) und ~(Vn-l,2, Wn,i, Wn,i+l) für i = 1, ... , kn + 1 liegen in
verschiedenen Ebenen.

(iii) Alle Dreiecksflächen von ~n mit gemeinsamer Kante [wn,o, Vn-l,tJ bzw. [wn,o, Vn-l,l],

[wn,o, Vn-l,l] oder [wn,o, Vn-l,l] liegen in paarweise verschiedenen Ebenen.

Wn,o = Vn-l,3

Wn,2 Wn,3

Wn,4

Wn,5 = Vn-l,4

Abb. 1: Angehängte Kette für kn = 4 in Möglichkeit 1.

2. Möglichkeit: Anhängen einer HalbzeIle;
Wähle Knoten Vn-l,O, ... , Vn-l,kn E VB(~n-l) auf dem Rand von 0n-l, die eine Zelle ~Vn-l,o

mit Randknoten Vn-l,i, i = 1, ... , kn bilden. Jetzt wähle einen geeigneten neuen Punkt
Wn,l E ]R3 \ 0n-l, verbinde die Knoten zu den Tetraedern

(vgl. Abbildung 2) und setze On := On-1U(U~~1) sowie ~n := ~n-1U{Tn,i, i = 1, ... , kn}, die
zu On gehörige Subtetraederzerlegung. Ein neuer Punkt ist dabei geeignet, wenn folgende
Bedingungen erfüllt sein:

(i) kn ist ungerade und kleiner als zehn.

(ii) Alle Dreiecke ~(Vn-l,O, Wn,l, Vn-l,i), i
Ebenen.

7
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(iii) ß(Wn,l, Vn-l,i-l, Vn-l,i) und ß(Wn,l, Vn-l,i, Vn-l,i+d liegen in verschiedenen Ebenen,
für i = 1, ... , kn .

(iv) Alle Flächen von ßn mit gemeinsamer Kante [Vn-l,i, Vn-l,i+l] besitzen paarweise ver-
schiedene Steigungen, für i = 1, ... , kn - 1.

Wn,l

Vn-l,2

Vn-l,l

Abb. 2: Angehängte HalbzeIle für kn = 5 in Möglichkeit 2.

Vn-l,4

Bemerkung 3.1:

a) Werden Tetraeder nach Möglichkeit 1 angehängt, so ändert sich die Anzahl der inne-
ren Knoten der Tetraederzerlegung nicht, d.h. kein Knoten, der vor dem Schritt auf
dem Rand von nn-l lag, ist nach Anhängen einer Kette im Innern von nn'

b) Seien Vn-l,O, ... , Vn-l,kn E VB(ßn-d Knoten, die eine Zelle ßVn-1,o geraden Grades
bilden. Dann kann hier keine HalbzeIle (Möglichkeit 2) angehängt werden. Wir fügen
jetzt zuerst für geeignete Knoten Vn-l,O, Vn-l,i-l, ... , Vn-l,i+l mit 1 ::; i ::;kn eine Kette
hinzu, wobei genau zwei Knoten Wn,l, Wn,2 neu gewählt werden. Dadurch entsteht
auf dem Rand von nn durch die Knoten Vn-l,O, ... , Vn-l,i-l, Wn,l, Wn-l,2, Vn-l,i+l, ... ,

Vn-l,kn E VB (ßn) eine neue Zelle vom Grad kn+1 = kn + 1, also ungerade. Nun kann
im nächsten Schritt eine HalbzeIle angehängt werden.
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4. Die Dimension von 8;,3(a), q > 6

In diesem Abschnitt bestimmen wir für q 2:: 6 die Dimension der Splineraums S~,3(Ll)
auf Tetraederzerlegungen wie in Paragraph 3 konstruiert. Dazu definieren wir Mengen von
Bezier-Bernstein-Punkten, die wir induktiv den Tetraedern von Ll zuordnen. Insgesamt er-
halten wir die Punkte {P)Ik~l I Pi,j,k,l wird dem Tetraeder Tm zugeordnet}. In Theorem 4.1
beweisen wir, dass die Vereinigung aller dadurch ausgewählten Bezier-Bernstein-Punkte
eine minimal bestimmende Menge für den Splineraum S~,3(Ll) bildet. Sei

Qq := {Pi,j,k,l li + j + k + l = q; i,j, k, l 2:: O}, q 2:: 6,

Aq := {~,j,k,l E Qq I i,j, k ::; q - 4; l 2:: 2}, q 2:: 6,

{

A6 \ {PO,1,2,3,P2,2,0,2}, q = 6,
Bq :=

Aq \ {P2,q-4,0,2, ... , Pq-4,2,0,2}, q 2:: 7,

Cq := {Pi,j,k,l E Qq I i,j ::; q - 4; 2 ::; k, l ::; q - 4}, q 2:: 6,

{

{R P } q - 60,2,2,2, 1,2,1,2, -,

Dq:= {P;,j ,k,2 I 2 -:s. j -:s. q - 4; k ?: 1, } U {P;,j,k,l I 2 -:s. j -:s. q - 4; 3 -:s. I -:s. q - 4}, q ?: 7,

Ed '=q .
{

{~,j,k,3 I i,j, ~ ::; 2; (i,j, k) =I (0,1, 2)}, d = 3,
D U {~.. Il > 4} U {~,j,k,3 11 ::; 2 ::; 2; k ::; I}, d = 5, . = 6

6 Z,J,k,l - {~. . I i = 2} d = 7 q ,z,J,k,3 , ,

0, d = 9,

Dq U {Pi,j,k,l li::; q - 4; j,k::; 1; 3::; l::; q - 3} U {Pi,j,k,l I l2:: q - 2}, q 2:: 7.

Sei Ll eine in Paragraph 3 konstruierte Tetraederzerlegung. Dann ordnen wir den Te-
traedern von Llo und Lln \ Lln-1 folgende Mengen von Bezier-Bernstein-Punkten zu (vgl.
Abbildung 3). Für jeden Tetraeder T = Ll(u, v, w, x) E Ll ist dabei i der zu u, v der zu j,
k der zu wund l der zum Eckpunkt x gehörige Index des Bezier-Bernstein-Punkts Pi[2k,l'
Wir ordnen

• dem Starttetraeder To = Ll(V1, ... , V4) die Menge Qq zu.
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Hängen wir im Induktionsschritt eine Kette an, so ordnen wir

• den Tetraedern Tn,m = Ll(Vn-l,l, Vn-l,2, wn,m, wn,m+d, m = 0, ... , kn - 2 die Menge
Aq zu,

• dem Tetraeder Tn,kn-l = Ll(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,kn-l, Wn,kn) die Menge Bq, und

Hängen wir im Induktionsschritt eine HalbzeIle an, so ordnen wir

• den Tetraedern Tn,m = Ll(Wn,l, Vn-l,i, Vn-l,m+l, Vn-l,O), m = 2, ... , kn die Menge Dq

zu, und

• dem Tetraeder Tn,l = Ll(Wn,l, Vn-l,l, Vn-l,2, Vn-l,O) die Menge E; zu. Dabei ist d =
kn E {3, 5, 7, 9} der Grad der Zelle LlVn_1 0 auf dem Rand von 0n-L.

I

Abb. 3: Zugeordnete Mengen für angehängte Tetraeder.

Theorem 4.1:
Sei q 2:: 6, Ll wie in Paragraph 3 konstruiert, und Mq die Menge aller in den Tetraedern
von Ll gewählten Bezier-Bernstein-Punkte. Dann ist Mq eine minimal bestimmende Menge
für den Splineraum S;,3(Ll), und es gilt:

Beweis:
Sei B E S~,3(Ll), und für alle Tetraeder TELl das trivariate Polynom BIT = p[TJ E Pq

gegeben in seiner Bezier-Bernstein.,.Darstellung mit Koeffizienten a~2k,l E IR. Wir zeigen,
dass zu jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend der Menge Mq, q 2:: 6 genau ein
Spline in S;,3(Ll) existiert, der' diese Koeffizienten in seiner Bezier-Bernstein-Darstellung
besitzt. Dann ist Mq, q 2:: 6 eine minimal bestimmende Menge für Si,3(Ll).
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Die Menge der in To gewählten Punkte Qq = Mq n To ist die Menge aller Bezier-Bernstein-
Punkte des Dreiecks To. Also gibt es zu jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend
der Punkte in Qq nur genau ein Polynom auf To mit diesen Koeffizienten in seiner Bezier-
Bernstein-Darstellung. Sei jetzt bereits gezeigt, dass sJnn_l eindeutig bestimmt ist, dann
betrachten wir die Subtetraederzerlegung~n. Dabei unterscheiden wir folgende Fälle:

Fall 1: Anhängen einer Kette;
Durch die Cl-Stetigkeit über der Fläche ~(Vn-l,l, Vn-l,2, wn,o) und der Supersplineeigen-
schaft im Knoten wn 1 sind die Koeffizienten a~~nkoL l = 0,1 sowie a~~nko~für i, j oder
k 2:: q - 3, l 2:: 2 n;ch Lemma 2.1 eindeutig b~~timmt. Gibt man nu'n: ~eelle Koeffizi-
enten entsprechend der Bezier-Bernstein-Punkte von Aq = Mq n Tn-l,o auf Tn-l,o vor,
so sind auch die verbleibenden Bezier-Bernstein-Koeffizienten in diesem Tetraeder eindeu-
tig festgelegt, und es gibt genau ein Polynom p[Tn,o] mit diesen Koeffizienten in seiner
Bezier-Bernstein-Darstellung. Mit analogem Argument folgt,die Eindeutigkeit der Polyno-
me p[Tn,m], m = 1, ... , kn - 2.
Betrachten wir nun Tn,kn-l und geben dort reelle Koeffizienten entsprechend der Menge
Bq = Mq n Tn,kn-l vor. Die Cl-Stetigkeit über der Fläche ~(Vn-l,1,Vn-l,2, Wn,kn-l) und die
Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,kn-l liefern wie oben nach Lemma 2.1 die Eindeutig-
keit der Koeffizienten a~~n,kn-d l = 0 1 sowie a~T~,kn-l] für i J' oder k > q - 3 l > 2 Da diez,),k,l" z,),k,l , -, - .

drei Flächen ~(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,i), i = kn - 1, ..., kn + 1 nach Konstruktion in paarweise
verschiedenen Ebenen liegen, sind mit den Cl-Stetigkeit über ~(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,kn) die
Koeffizienten a~~ikqn_-41~i0 2' i = 0, ...q - 6, nach Lemma 2.1 ebenfalls eindeutig bestimmt.
Im Fall q = 6 folgt mit 'der C3-Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,kn nach Lemma 2.1
auch die Eindeutigkeit des Koeffizients a~T~'~3-1]. Dabei wird der Koeffizient a~Tö';3]' der, , , , , ,
durch die Supersplineeigenschaft in Wn,kn+l bestimmt ist, verwendet. Somit sind im Tetra-
eder Tn,kn-l alle Bezier-Bernstein-Koeffizienten eindeutig festgelegt. Es gibt daher genau
ein Polynom p[Tn,kn-l] mit diesen Koeffizienten in seiner Bezier-Bernstein-Darstellung.
Im verbleibenden Tetraeder Tn,kn sind durch die Cl-Stetigkeit über den Dreiecksflächen
~(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,i), i = kn, kn +1nach Lemma 2.1 die Koeffizienten a~::k~r], k ~ 1 oder
l ~ 1, sowie durch die Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,kn und Wn,kn+l

die Koeffizienten a~~nkkl]'wobei i, j, k oder l 2:: q - 3 und k, l 2:: 2, eindeutig bestimmt. Wer-
den nun Bezier-Be;~stein-Koeffizienten entsprechend der Punkte in Cq = Mq n Tn,kn auf
Tn,kn vorgegeben, so gibt es auch im letzten Tetraeder nur genau ein Polynom p[Tn,kn], das
diese Koeffizienten in seiner Bezier-Bernstein-Darstellung besitzt. Insgesamt ist damit sinn
eindeutig bestimmt.

Fall 2: Anhängen einer HalbzeIle;
Durch die Cl-Stetigkeit über den Flächen ~(Vn-l,O, Vn-l,m, vn-l,m+d, m = 1, , kn sind
nach Lemma 2.1 die Bezier-Bernstein-Koeffizienten a~~nti] für l ~ 1, m = 1, , kn ein-
deutig bestimmt. Die Supersplineeigenschaft in den :K~~ten Vn-l,O, Vn-l,m und Vn-l,m+l
liefert zusätzlich die Eindeutigkeit der Koeffizienten a~~:kj], i, j oder k 2:: q - 3, l ~ 2 für
m = 1, ... , kn-
Da jeweils die drei Dreiecksflächen ~(Vn-l,O, Vn-l,m, vn-l,m-d, ~(Vn-l,O, Vn-l,m, wn,d und
~(Vn-l,O, Vn-l,m, Vn-l,m+d für m = 1, ... , kn nach Konstruktion in paarweise verschiedenen
Ebenen liegen, sind mit den Cl-Stetigkeit über diesen Kanten nach Lemma 2.1 die Koeffi-
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. t [Tn m] . 0 6 f" 1 k . d t' b t' tZlen en a2+},q-4-j,O,2' J = , ...q - ur m = , ..., neIn eu Ig . es Imm .
Geben wir reelle Koeffizienten entsprechen der Punkte in Et = Mq n Tn,l auf dem Te-
traeder Tn,l vor, so sind durch die Cl-Stetigkeit über der Kante (Vn-I,O, Wn,l] nach Lem-
ma 2.1 die Koeffizienten a~~i~!I,q-4-i' i = 0, ... , q - 7 für m = 2, ... , kn - 1 eindeutig be-
stimmt. Bei Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend der Punkte in Dq = Mq n Tn,m auf
den Tetraedern Tn,m, m = 2, , kn, lassen sich durch die Cl-Stetigkeit über den Flächen
ß(Vn-I,O, Vn-l,m, wn,d, m = 1, , kn die Koeffizienten a~~nkml]' 2 ::; k ::; q - 4, 2 ::; l ::; q - 4
nach Lemma 2.1 eindeutig berechnen. Die Bezier-Berns~ei~-Koeffizienten a~~i~!I,q-4-i' i =
0, ... , q - 6 für m = I, ... , kn ergeben sich mit der Cl-Stetigkeit über der Kante [Vn-I,O' Wn,l]

durch ein lineares Gleichungssystem (vgl. Alfeld, Piper und Schumaker [..]). Für q = 6
liefert die C3-Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,l zusammen mit den entsprechend der
Menge Eg gegebenen Koeffizienten für d E {3, 5, 7, 9} nach Lemma 2.1 die fehlenden Ko-
effizienten in {a~7kmj_3' i + j + k = 3, m = 1, ... , kn}. Für alle q ~ 6 ergeben sich die
Koeffizienten a~~~k~]" l = q - 2, ... , q für m = 1, ... , kn durch die im Tetraeder Tn,l vorgege-
benen Koeffizienten mit der Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,l'

Insgesamt sind damit alle Bezier-Bernstein-Koeffizienten auf ßn \ßn-l eindeutig bestimmt.
Es gibt für q ~ 6 und m = 1, ... , kn daher nur genau ein Polynom p[Tn,m] E Pq, das diese Ko-
effizienten in seiner Bezier-Bernstein-Darstellung besitzt, d.h. sinn ist eindeutig bestimmt.

Da die Tetraederzerlegung induktiv durch Anhängen von Ketten und HalbzeIlen entsteht,
ist S E S~,3(ß), q ~ 6 auf ganz n eindeutig bestimmt. Also ist Mq eine minimal bestim-
mende Menge dieses Splineraums.

#

Beispiel 4.2:
In Abbildung 4 sehen wir für q = 6 die Bezier-Bernstein-Koeffizienten zweier als Kette an-
gehängter Tetraeder von der Seite, bzw. von oben. Für l = 0,1 sind Koeffizienten durch die
Cl-Stetigkeit über den Flächen von FB(ßn-l) eindeutig bestimmt, die Supersplineeigen-
schaft im Knoten Wn,kn liefert mit gegebenen Koeffizienten entsprechend Bq in eindeutiger
Weise alle Koeffizienten mit l = 4, ... , 6. Für l = 2,3 sind die Bezier-Bernstein-Koeffizienten
aus folgenden Gründen eindeutig:

*: Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-l,i, i = 1, ... ,4,
.: Cl-Stetigkeit über der Fläche ß(Vn-I,I, Vn-l,2, Wn,kn),

D' Punktmenge B6,

.: Cl-Stetigkeit über der Fläche ß( Vn-l,l, Vn-I,2, Wn,kn) mit den Koeffizienten 0 ,

0: Punktmenge C6,

.: Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,kn mit den Koeffizienten 0 und *.

Abbildung 5 zeigt die Bezier-Bernstein-Koeffizienten einer angehängten HalbzeIle für q = 6
und d = 5. Die Koeffizienten mit l = 0, 1 sind durch die Cl-Stetigkeit über den Flächen von
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Vn-l,2

von oben, l = 3:

Vn-l,2

von oben, l = 2:seitlich:
l = 6Wn,kn l = 6

l=5 ,,/ l=5
l=4" / l=4

1=3 " / l=3
l=2 " / l=2

l=l " / l=l
l=O " / l=O" /

Vn-l,l Vn-l,l Vn-l,l

Abb. 4: Koeffizienten der Tetraeder Tn,kn-l und Tn,kn beim Anhängen einer Kette, q = 6.

FB(L).n-d gegeben. Die Koeffizienten mit l = 4, .. ,,6 ergeben sich durch die Koeffizienten
entsprechend der Menge E~ und der C3-Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,l. Für l = 2,3
sind die Koeffizienten aus folgenden Gründen eindeutig:

*: Supersplineeigenschaft im Knoten Vn-l,O, ,.. , Vn-l,kn,

.: Cl-Stetigkeit über den Flächen L).(Vn-l,O, Vn-l,i, Wn,l),

*: durch LGS mit Cl-Stetigkeit über den Flächen L).(Vn-l,O, Vn-l,i, Wn,l), i = 1, ... ,5,
0: Die Menge D6,

.: Cl-Stetigkeit über der Fläche L).(Vn-l,O, Vn-l,i, Wn,l) mit den Koeffizienten 0 ,

0: Die Menge E~,
.: Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,l mit den Koeffizienten o.

seitlich:
l = 6 Wn,l l = 6

l=5 ,,'/ l=5
l=4" / l=4

l=3 " / l=3
l=2 " / l=2

l=l " / l=l
l=O " / l=O" /

Vn-l,O

von oben, l = 2: von oben, l = 3:

Abb.5: Koeffizienten einer angehängten HalbzeIle für q = 6 und d = 5.
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Korollar 4.3:
Für q 2: 6 gilt

(
q + 3) = (q + l)(q + 2)(q + 3)

36'
und

falls eine Kette an die Subtetraederzerlegung angehängt wird, sowie

dim(8~,3(ßn)) = dim(8~,3(ßn_1)) + (kn - l)#Dq + #E;

_ d' (81,3 (ß )) ,{ 2kn + 19 - d, q = 6
- 2m q n-1 + kn [(q~3) + 2(q;3) - 6] + 3q + 1, q 2: 7,

falls eine Halbzelle an die Subtetraederzerlegung angehängt werden.

5. Hermite-Interpolation

In diesem Abschnitt geben wir Hermite-Interpolationsmengen für Splineräume 8~,3(ß),
q 2: 6 auf der in Paragraph 3 definierten Klasse von Tetraederzerlegungen ß an. Dazu
wählen wir induktiv Interpolationsbedingungen in den Knoten der angehängten Tetraeder
einer Kette oder Halbzelle. Der interpolierende Spline wird damit Schritt für Schritt be-
rechnet.

Zuerst formulieren wir eine Aussage über die dritten partiellen Ableitungen eines Polynoms.
Sei p E Pq, q 2: 6 gegeben, z E lR3 und X = {d, d1, ... , dkn} C lR3 für kn E {3, 5, 7, 9} eine
Menge von Einheitsvektoren derart, dass je drei dieser Vektoren linear unabhängig sind.
Die Menge Hi, i = 3,5,7,9 enthalte die Bedingungen Pd3 (z) = 0 für alle d E X und
außerdem

• Par~d'f (z) = 0 für u, v, w ~ 2; u + v + w = 3; (u, v, w) #- (0,1,2), falls d = 3,

• Pd~-Pd~ (z) = 0, p = 1,2 und Pd~-Pd~d3 (z) = 0, p = 0,1, falls d = 5, und

• Pd~d2 (z) = 0 und Pd~d2 (z) = 0, falls d = 7.

Lemma 5.1:
Sei q 2: 6, z E lR3 und P E Pq• Dann folgt aus den homogenen Interpolationsbedingungen
in Hi, i E {3, 5, 7, 9}, dass D3p(z) = o.
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q = 6,

Beweis:
Sei {d1, ... , d3} eine Menge linear unabhängiger Einheitsvektoren im lR3. Dann kann jeder
Einheitsvektor d E lR3 als Linearkombination

d = sin(a1) d sin(a2) d sin(a3) d
.( -)1+.( _)2+.( -)3sIn a1 + a1 . sIn a2 + a2 sIn a3 + a3

dargestellt werden. Dabei ist aj für j = 1, ... ,3 der von dj und d eingeschlossene Winkel
und aj der in der d, drEbene von d und der von den anderen beiden Vektoren erzeugten
Ebene eingeschlossene Winkel. Daraus ergibt sich

d3 = (t ~in(aj)' ~j )3.
j=l sIn( aj + aj)

Durch die gegebenen Bedingungen in Hi entlang der Vektoren in X sowie an die gemisch-
ten partiellen Ableitungen existieren insgesamt genau zehn homogene Interpolationsbe-
dingungen für die dritten Ableitungen von p. Da je drei Vektoren in X linear unabhängig
sind, lassen sich die fehlenden partiellen Ableitungen von D3p(z) für alle i E {3, 5, 7, 9}
durch ein lineares Gleichungssystem eindeutig berechnen. Damit folgt die Behauptung.

#

Wir definieren nun für einen Tetraeder T = ß(V1, ... , V4) Mengen von Interpolationsbe-
dingungen, die wir in analoger Weise den Tetraedern von ß zuordnen wie in Paragraph
4 die gleichnamigen Mengen von Bezier-Bernstein-Punkten. Sei f E C(O) eine genügend
oft differenzierbare Funktion und dj für j = 1, ... ,3 ein Einheitsvektor entlang der Kante
ej = [V4, Vj]. Dann setzen wir:

Aq: DWp(V4) = DW f(V4), W = 0, ... , q - 2, q ~ 6,
außer: Pd~(V4) = fd~(V4), P = q - 2, q- 3; j = 1, ... , 3,

J J

Pdj-3di+1 (V4) = fdj-3di+1 (V4), j = 1, ,3,
Pdj-3di_1 (V4) - fdj-3dj_l (V4), j = 1, ,3,

Cq: {Pdfd~d~ (V4) = fdfd~d~ (V4) I U, v ~ q - 5; 2 ~ w ~ q - 5;
4~u+v+w~q-2}, q~6,

{

{Pd~d~ (V4) = fd~d~ (V4), Pdld~d3 (V4) = fdld~d3 (V4) },

{Pdf~d~ (V4) = fdfd~d~ (V4) I 2 ~ v ~ q - 4; w ~ 1; u + v + w = q - 2}
U {Pdfd~d~(V4) = fdfd~d~(V4) 12 ~v ~ q - 4; 4 ~ u + v + w ~ q - 3}, q ~ 7,
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D6 U DWp(V4) = DW f(V4), W = 0, ... ,2
{Pdfd~d3 (V4) = fdfd~d3 (V4) I u, v, w ~ 2;
u + v + w = 3; (u, v, w) i (0,1,2)}, d = 3,

Ed.
q •

q = 6,

0, d= 9,

Dq U {pdf(V4) = fdf(V4), P = 4, .. " q - 4} U DWp(V4) = DW f(V4), W = 0, ... ,3
U {pdfdm (V4) = fdfdm (V4), P = 3, ... , q - 4; m = 2, 3}, q ;::::7.

Theorem 5.2:
Sei q ;::::6, Ll wie in Paragraph 3 konstruiert und Hq die Menge aller in den Knoten von Ll
gewählten Interpolationsbedingungen. Dann ist Hq eine Hermite-Interpolationsmenge für
den Splineraum S~,3(Ll).

Beweis:
Nach Konstruktion der Mengen Aq, Bq, Cq, Dq und Eg gilt

q;:::: 6.

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial lösbar ist.
Sei also f = 0 und für alle Tetraeder TELl das Polynom BIT = p[T] E Pq gegeben. Im
Starttetraeder To = Ll(Vl' .,., V4) folgt aus den Interpolationsbedingungen in V4, dass p[To] =
o. Sei jetzt bereits gezeigt, dass Blo

n
_
1

- 0, dann betrachten wir die Subtetraederzerlegung
Lln. Wir unterscheiden folgende Fälle:

Fall 1: Anhängen einer Kette;
Für jede Seitenfläche T des Tetraeders Tn,o ist BIT E Pq ein bivariates Polynom. Mit der
Cl-Stetigkeit über den Flächen von FB(Lln-d und der Supersplineeigenschaft in den Eck-
punkten von Tn,o folgt aus den Interpolationsbedingungen in Wn,l daher BIT - o. Folglich
gibt es ein trivariates Polynom q[Tn,o] E Pq-5, sodass sich p[Tn,o] schreiben läßt als

Z E Tno.,

Dabei sind E4 = (a4x + b4y + C4Z + d4) eine Ebene durch die Fläche Ll(Vn-l,l, Vn-l,2, wn,o)
und Ej = (ajx + bjy + CjZ + dj) für j = 1, ... ,3 Ebenen durch die anderen Seitenflächen
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von Tn,o. Mit den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten Wn,l folgt q[Tn,oJ = 0
und damit p[Tn,oJ = O. Mit analoger Argumentation gilt p[Tn,mJ = 0 für m = 1, ... , kn - 2.
Sei di, i E {1,2} für Tn,kn-l ein Einheitsvektor entlang der Kante [Vn-l,i, Wn,knJ. Da die
drei Flächen ,6,(Vn-l,l, Vn-l,2, Wn,i), i = k - 1, ... , kn + 1 in paarweise verschiedenen Ebenen
liegen, gilt wegen der Cl-Stetigkeit über diesen Kanten p~n,kn-lJ (v) = p~n,kn-lJ (v) = 0

1 2

für alle v E [Vn-l,l, Vn-l,2]. Für q = 6 liefert die Supersplineeigenschaft in Wn,kn mit den
gegebenen Interpolationsbedingungen in Bq, dass DTp[Tn,kn-tJ (Wn,kn) . 0 für r = 0, ... ,2.
Mit der Supersplineeigenschaft in W'Ii k +1 folgt damit sl[ 1 = 0 und nach Lemma, n Wn,kn,Wn,kn+l
2.3 schließlich D3p[Tn,kn-tJ (Wn,kn) _ O. Für q ~ 7 folgt direkt aus der Supersplineeigenschaft
in Wn,kn mit den gegebenen Interpolationsbedingungen in Bq, dass DTp[Tn,kn-lJ (Wn,kn) = 0
für r = 0, ... ,3. Mit analoger Argumentation wie im Tetraeder Tn,o folgt p[Tn,kn-lJ _ O.
Im verbleibenden Tetraeder Tn,kn gibt es wegen der Supersplineeigenschaft in den vier
Eckpunkten, der Cl-Stetigkeit über den Flächen ,6,(Vn-l,l' Vn-l,2, Wn,i), i = kn, kn + 1, und
den restlichen Interpolationsbedingungen im Knoten Wn,kn ein Polynom q[Tn,knJ E Pq-6,

sodass sich p[Tn,knJ schreiben läßt als

Dabei sind E3 eine Ebene durch die Fläche ,6,(Vn-l,l' Vn-l,2, Wn,kn), E4 eine Ebene durch
die Fläche ,6,(Vn-l,l' Vn-l,2, Wn,kn+l) und Ei für i = 1, ... ,2 Ebenen durch die anderen Sei-
tenflächen von Tn,kn' Mit den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten Wn,kn
folgt q[Tn,knJ = 0 und damit p[Tn,knJ = O. Insgesamt ergibt sich Sinn _ O.

Fall 2: Anhängen einer Halbzelle;
Seien di,w und dw,i für i = 0, ... , kn Einheitsvektoren entlang der Kante ei,w = [Vn-l,i, Wn,l]
bzw. ew,i = [Wn,l, Vn-l,i], sowie di,j für i,j = {O, .. " kn} Einheitsvektoren entlang der Kante
ei,j = [Vn-l,i, Vn-l,j]. Wegen der Cl-Stetigkeit über den Flächen in FB(,6,n-d verschwinden
alle partiellen Ableitungen p~n,mJ(v), i = 0,1, m = 0, ... , kn für alle Punkte v auf dem

m,w

Rand von On-I. Die Supersplineeigenschaften .in den Knoten Vn-l,j, j == 0, , kn liefert
außerdem DTp[Tn,mJ(Vn_l,m) = DTp[Tn,mJ(Vn_l,O) _ 0 für r = 0, ... ,3 und m = 1, , kn.
Für q = 6 folgt aus den Interpolationsbedingungen in Eg, dass DTp[Tn,mJ(Wn,l) = 0 für
r = 0, ... ,2, m = 1, ... , kn, und somit 81. = 0 für i = 1, ... , kn. Mit den restlichen Interpo-

el,w

lationsbedingungen in Eg folgt nach Lemma 5.1 daraus D3p[Tn,mJ(wn,d = 0, m = 1, ... , kn.
Für q ~ 7 impliziert die Supersplineeigenschaft in Wn,l mit den Interpolationsbedingungen
in Eg direkt DTp[Tn,mJ(Wn,l) = 0, r = 0, ... ,3, m = 1, ... , kn.
Da für m = 1, ... , kn die drei Flächen ,6,(Vn-l,O,Vn-l,m, Vn-l,m-l), ,6,(Vn-l,O, Vn-l,m, Wn,l)
und ,6,(Vn-l,O, Vn-l,m, vn-l,m+d nach Konstruktion in paarweise verschiedenen Ebenen lie-
gen, verschwinden mit der Cl-Stetigkeit über diesen Kanten nach Lemma 2.1 und Lem-
ma 2.3 auch die partiellen Ableitungen p~n,mJ(v) für m = 1, ... , kn und alle Punkte v E

m,w

[Vn-l,m, Vn-l,O]'
Die Interpolationsbedingungen in Dq und Eg implizieren p~n,mJ(wn,d = 0 für i = 4, ... , q-

w,o
4 - 1 k . [Tn,mJ ( ) - 0 f'. . - 3 4 - 12M. t d' Cl, m - , ... , n sowIe Pdi d Wn,l - ur 1, - , ••• , q - , m - ,. I er -W,o w,m

Stetigkeit über der Kante [Vn-l,O, Wn,l] folgt nach Lemma 2.3 daraus p~I~~~~,m (wn,d für
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i == 3, ... , q - 4, m == 3, ... , kn. Aus den Interpolationsbedingungen in Dq und E: folgt
slT = 0 für alle T E FI(~n \ ~n-l). Somit gibt es ein Polynom q[Tn,l] E Pq-5, sodass sich
p[Tn,l] schreiben läßt als

-- -- I

z E Tn,o,

wobei E4 eine Ebene durch die Fläche ~(Vn-l,O, Vn-l,l, Vn-l,2) und Ei für i == 1, ... ,3 Ebenen
durch die anderen Seitenflächen von Tn 1 sind.
Da d ungerade ist, ergibt sich aus p~~n,~~ (Wn,l) == 0 für i E {2, ..., q - 4}, m == 1, ... , kn

w,o w,m

durch ein lineares Gleichungssystem p~n,~] .d (Wn,l) ~ 0 für i E {2, ..., q - 4} und
w,o W,i w,m+l

m == 1, ... , kn (vgl. Alfeld, Piper und Schumaker [2]). Die restlichen Interpolationsbe-
dingungen in E: implizieren q[Tn,d _ 0 und damit q[Tn,d = O. Mit analoger Argumentation
folgt aus der Cl-Stetigkeit über den Flächen ~(Vn-l,O, Vn,l,i, Wn,l), i == 1, ... ,n und den
Interpolationsbedingungen in Dq, dass p[Tn,m] _ 0, m == 2, ... , kn auf den verbleibenden
Tetraedern von ~n \ ~n-l. Insgesamt gilt somit sion = O.

#

6. Lagrange- Interpolation

Im Folgenden geben wir für q ~ 6 Lagrange-Interpolationsmengen für den Splineraum
S~,3(~) auf der in Paragraph 3 konstruierten Klasse von Tetraederzerlegungen ~ an. Dazu
wählen wir Punkte im Starttetraeder und induktiv in den Tetraedern der angehängten
Elemente. Für den Fall, dass im Induktionsschritt eine Kette angehängt wird, definie-
ren Punktmengen Qq, Aq, Bq und Cq, die wir in gleicher Weise den Tetraedern von ~
zuordnen wie in Paragraph 4 die gleichnamigen Mengen von Bezier-Bernstein-Punkten.
Wird dagegen an die Subtetraederzerlegung eine HalbzeIle angehängt, so wählen wir die
Interpolationspunkte in den Tetraedern explizit. In beiden Fällen bestimmen wir den in-
terpolierenden Spline zuerst auf den Kanten, dann auf den Seitenflächen und zuletzt im
Innern der Tetraeder.

Wir definieren nun einige Interpolationsmengen für bivariate Polynome auf Dreiecken, die
wir im Beweis des zentralen Theorems verwenden. Sei q ~ 6, T == ~(Vl, V2, V3) ein Dreieck
mit Kanten ei,j :== [Vi, Vj], 1 ~ i, j ~3, und das bivariate Polynom p E Pq auf T definiert.
Ferner seien Polynome auf den benachbarten Dreiecken von T bereits bestimmt, und es
gebe Differenzierbarkeitsbedingungen über den Kanten von T. Dann wählen wir folgende
Punktmengen Li, i == 1, ... ,7.

LI : wähle V3, jeweils q - 4 Punkte im Innern der Kanten el,3, e2,3 und der Strecke h :==
[V3, Vl ~V2 ], sowie für j == 2, ... , q - 4 genau j Punkte auf einer zu h parallelen Strecke
lj im Innern von T, falls eine Cl-Bedingung über der Kante el,2 existiert.

L2 : wähle V3, jeweils q - 4 Punkte im Innern der Kanten el,3 und e2,3, sowie (q;3) Punkte
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im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit Pq-5 erlauben, falls eine C2_

Bedingung über der Kante el,2 existiert.

L3 : wähle (q -7)+ Punkte im Innern der Kante e2,3, q - 5 Punkte im Innern der Strecke
h := [V3, VI~V2], sowie für j = 2, ... ,q ~ 5 genau.j Punkte auf einer zu h parallelen
Strecke lj im Innern von T, falls Cl-Bedingungen über den Kanten el,2 und el,3
existieren.

L4 : wähle (q-7)+ Punkte im Innern der Kante e2,3 und für j = 2, ... , q-5 jeweils j Punkte
auf einer zu el,2 parallelen Strecke lj im Innern von T, falls eine C2-Bedingung über
der Kante el,2 und eine Cl-Bedingung über der Kante el,3 existiert.

L5 : wähle für q 2:: 7 genau (q-7) Punkte im Innern der Kante e2,3 und (q;5) Punkte im In-
nern von T, die eine eindeutige Interpolation mit Pq-7 erlauben, falls C2-Bedingungen
über den Kanten e12 und e13 existieren., ,

L6 : wähle für q 2:: 7 genau q - 6 Punkte im Innern der Strecken h := [V3, 2VI;V2] und
l2 := [V3,VI~2V2]sowie (q;5) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation
mit Pq-7 erlauben, falls eine C2-Bedingung über der Kante el,2 und CO-Bedingungen
über den Kanten el,3 und e2,3 existieren, und es eine C3-Supersplineeigenschaft im
Knoten V3 gibt.

L7 : wähle genau q-5Punkte im Innernder Strecken h := [V3, 2VI;V2] und l2 := [V3,VI~2V2]
sowie für q 2:: 7 genau q - 4 davon verschiedene Punkte im Innern der Strecke l3 :=
[V2,VI~V3] und für j = 4, ... , q - 4 genau j Punkte auf einer zu l3 parallelen Strecke lj
im Innern von T, falls eine Cl-Bedingung über der Kante el,2 und CO-Bedingungen
über den Kanten el,3 und e2,3 existieren, und es eine C3-Supersplineeigenschaft im
Knoten V3 gibt.

Lemma 6.1:
Das in den Punkten von Li, i E {1, ..., 7} auf T interpolierende Polynom p E Pq mit der
jeweiligen Dijjerenzierbarkeitsklasse über den Kanten von T ist eindeutig bestimmt.

Beweis:
Durch die jeweilig geforderte Differenzierbarkeit über den Kanten von T und der Superspli-
neeigenschaft im Eckpunkt V3 existieren neben den Lagrange- Interpolations bedingungen
in Li, i == 1, ...,7 zusätzliche Hermite-Interpolationsbedingungen. Es ist leicht zu sehen,
dass die Gesamtanzahl der Interpolationsbedingungen der Dimension von Pq entspricht.
Es reicht daher zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial lösbar ist.
Sei also p E Pq gegeben, und es gelte p(z) = 0 für alle z E Li, i E {1, ..., 7}. Ferner seien
homogene Cl_, C2_ und C3-Superspline-Eigenschaften über den entsprechenden Kanten
und Knoten gegeben. Dann gibt es ein Polynom q E Pq_>. mit der Eigenschaft, dass sich p
schreiben läßt als

p(z) = l~1 . l~2 .li3 . q(z), z E T,

wobei Al + A2 + A3 = A und lj = (ajx + bjy + Cj) für j = 1, ... ,3 eine Gerade durch die
Kante ej,j+l ist. Die verbleibenden Interpolationsbedingungen auf T implizieren in allen
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Fällen q = 0 und damit insgesamt p = O.
#

Im Folgenden definieren wir Punktmengen für den Fall, dass im. Induktionsschritt eine
Kette an die Subtetraederzerlegung angehängt wird. Diese Mengen ordnen wir in analo-
ger Weise den Tetraedern von ~ zu, wie in Paragraph 4 die gleichnamigen Mengen von
Bezier-Bernstein-Punkten. Sei T := ~(Vl, ... , V4) ein Tetraeder, dann bezeichnen wir mit
Tl:= ~(Vi,Vj,Vk) für 1= 1, ... ,4, wobei 1::; 1=I- i,j,k::; 4 die Seitenflächen von T und mit
ei,j := [Vi, Vj], 1 ::; i,j ::; 4 die Kanten von T. Wir setzen

Qq: (q!3) Punkte im Innern vOn T, die eine eindeutige Interpolation mit Pq erlauben.
Dazu lege z.B. q + 1 parallele Ebenen el, ..., eq+l in T, lege j parallele Strecken
aj,l, ... , aj,j auf die Ebene ej und wähle i Punkte auf der Strecke aj,i'

Aq: (~) - 6 Punkte auf Tl, (q;l) - 4 Punkte auf T2 und (q;2) - 2 Punkte auf T3 nach
Lemma 6.1.1, sodass SITi' i = 1, ... ,3 eindeutig bestimmt ist. Zusätzlich (q~2) Punkte
im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit Pq-5 erlauben.

Bq: q = 6 : 9 Punkte auf Tl und 6 Punkte auf T2 nach Lemma 6.1.1 sowie 3 Punkte auf
T3 nach Lemma 6.1.2, sodass SITi' i = 1, ... ,3 eindeutig bestimmt ist. Zusätzlich 3
Punkte im Innern von T, die nicht alle auf einer Geraden liegen.

q ~ 7 : (~) - 6 Punkte auf Tl und (q;l) - 4 Punkte auf T2 nach Lemma 6.1.1, sowie
(q;l) Punkte auf T3 nach Lemma 6.1.2, sodass SITi' i = 1, ... ,3 eindeutig bestimmt
ist. Zusätzlich (q~2) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit
Pq-5 erlauben.

Cq: q = 6 : je ein Punkt im Innern von [V3, V4], TI, T2 und von T.

q ~ 7 : (q;2) - 6 Punkte auf Tl und (q;2) - 5 - (7 - q)+ Punkte auf T2 nach Lemma
6.1.3. Zusätzlich (q;3) Punkte im Innern von T, die eine eindeutige Interpolation mit
Pq-.6 erlauben.

Sei q ~ 6, Ln-l eine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum S:,3(~n_d und
~n := ~n-l U {Tn,i, i = 0, ... , kn} die Tetraederzerlegung die entsteht indem an ~n-l eine
Kette angehängt wird. Ferner sei LKn die Vereinigung aller Punkte, die auf den Tetraedern
Tn,o, ... , Tn,kn gewählt wurden und L;; := Ln-l U LKn.

Lemma 6.2:
Sei q ~ 6. Dann ist L;; eine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum S~,3(~n)'

Beweis:
Nach Konstruktion gilt #L;; = dim(S:,3(~n))' Somit reicht es zu zeigen, dass das ho-
mogene Interpolationsproblem nur trivial lösbar ist. Sei also S E S:,3(~n) mit slo

n
_

1
= 0

gegeben, und es gelte s(z) = 0 für alle z E LKn• Wir definieren p[T](z) = SIT E Pq für alle
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Tetraeder T E ßn \ ßn-1.
Betrachten wir Tn,l. Aus den Interpolationsbedingungen in Aq zusammen mit der C1_
Stetigkeit über der Fläche T~,l sowie der Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-1,1,

Vn-1,2 und wn,o folgt nach Lemma 6.1, dass Siri .. 0 für i = 1, ... ,4. Daher existiert ein
n,O

Polynom q[Tn,o] E Pq-5 sodass sich p[Tn,o] schreiben läßt als

wobei Ej = (ajx + bjy + CjZ + dj) für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~ 0 ist. Die
verbleibenden Interpolationsbedingungen in Aq im Innern von Tn,o liefern q[Tn,o]' = 0 und
damit p[Tn,o] = O. Mit analogem Argument folgt p[Tn,m] = 0 für m = 1, ... , kn - 2.
Da die drei Flächen T~ k -1' Tn3k -1 und Tn4k in paarweise verschiedenen Ebenen liegen,, n , n , n

folgt pr~;,kn-l](z) = 0 für jeden Punkt Z E [Vn-1,O, Vn-1,1] und jeden Einheitsvektor d der
in der T~,kn_cEbene liegt. Mit der Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von Tn,o,

der Cl-Stetigkeit über der Fläche T~,o impliziert dies nach Lemma 6.1, dass Siri _ 0
n,kn-l

für i = 1, ... ,4. Also gibt es auch hier ein Polynom q[Tn,kn-d E Pq-5 sodass sich p[Tn,kn-d

schrei ben läßt als

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~,kn-1 ist. Für q = 6 folgt aus der
Supersplineeigenschaft im Knoten Wn,kn, dass DWp[Tn,kn-d(wn,kn) = 0 für W = 0, ... ,2. Mit
der Supersplineeigenschaft inwn,kn+1 impliziert dies p~n,kn] (Wn,kn+1) = 0 für j = 0, ... ,3

kn+l,kn

und damit P[ITn,kn] = O. Insgesamt ergibt sich daraus D3p[Tn,kn-l] = 0 nach Lemma 2.1
ekn,kn+l .

und Lemma 2.3. Aus restlichen Interpolationsbedingungen in B6 folgt daher q[Tn,kn-l] = o.
Für q ~ 7 folgt q[Tn,kn-d = 0 direkt aus den verbleibenden Interpolationsbedingungen in
Bq. In beiden Fällen gilt impliziert dies p[Tn,kn-d = O.
Im verbleibenden Tetraeder Tn,kn folgt aus der Cl-Stetigkeit über den Flächen T~,kn und
T~,kn' der Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-1,O, Vn-1,1, W.n,kn und Wn,kn+1, sowie den
Interpolationsbedingungen in Cq im Innern der Flächen nach Lemma 6.1, dass Siri = 0

n,kn

für i = 1, ... ,4. Daher gibt es ein Polynom q[Tn,kn] E Pq-6, sodass sich p[Tn,kn] schreiben läßt
als

p[Tn,kn](z) = E1• E2 . E5 . E~. q[Tn,kn] (z), Z E Tn,kn,

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~,kn ist. Die verbleibenden Interpo-
lationsbedingungen inCq liefern q[Tn,kn] = 0 und damit p[Tn,kn] = O. Insgesamt gilt S = O.

#

Im Folgenden geben wir zwei Interpolationsmengen für trivariate Polynome auf einem ein-
zelnen Tetraeder an, die wir später verwenden. Sei q ~ 6, T = ß(V1, ... , V4) ein Tetraeder mit
Seitenflächen Tl = ß(vi, Vj, Vk), 1 :::;l =j:. i, j, k :::;4 und Kanten ei,j = [Vi, Vj], 1 :::;i, j :::;4,
sowie p E Pq gegeben, wobei Plrl' l = 1, ... ,4 bereits bestimmt sei. Ferner seien die Polyno-
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me auf den benachbarten Tetraedern von T bereits bestimmt, und es gebe Differenzierbar-
keitsbedingungen über den Flächen von T. Dann definieren wir Punktmengen Li, i = 1,2
wiefolgt

L1 : definiere q - 4 zu T4 parallele Flächen E2, ... , Eq-3 in T und lege jeweils e;l) Punkte
in Ej, sodass das bivariate Polynom sIE. E Pj-1 eindeutig bestimmt ist, falls eine

J
Cl-Bedingung über der Fläche T4 existiert

L2 : Existiert eine Cl-Bedingung über der Fläche T4 und eine C3-Supersplineeigenschaft
im Knoten V4, so definiere die Fläche Eq-3 := ~(V4, VI !V2, VI !V3) sowie q - 4 zu T4

parallele Flächen E2, ... , Eq-4 in T, lege q - 4 parallele Strecken l2, ... , lq-3 in Eq-3 und
wähle genau j Punkte im Innern von lj. Außerdem wähle für j = 2, ... , q - 4 jeweils
e~l) Punkte in Ej, sodass das bivariate Polynom sIE' E Pj-1 eindeutig bestimmt
• J1st.

Lemma 6.3:
Das in den Punkten von Li, i E {1,2} auf T interpolierende Polynom p E Pq ist mit den
entsprechenden Dijjerenzierbarkeitsbedingungen eindeutig festgelegt.

Beweis:
Durch die jeweilig geforderte Differenzierbarkeit über den Flächen von T und der Superspli-
neeigenschaft im Eckpunkt V4 existieren neben den Lagrange- Interpolations bedingungen in
Li, i = 1,2 zusätzliche Hermite-Interpolationsbedingungen. Es ist leicht zu sehen, dass die
Gesamtanzahl der Interpolationsbedingungen der Dimension des trivariaten Polynomraums
Pq entspricht. Es reicht daher zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur tri-
viallösbar ist. Sei also p E Pq gegeben, und es gelte p(z) = 0 für alle z E Li, i E {1,2}.
Ferner seien homogene Hermite-Interpolationsbedingungen über den entsprechenden Flä-
chen gegeben. In beiden Fällen gibt es ein Polynom q E Pq-S, sodass sich p schreiben läßt
als

p(z) = E1 • E2 • E3 • E~. q(z), z E T,

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche Tj ist. Für L2 folgt aus der Superspli-
neeigenschaft in V4 mit den Interpolationsbedingungen auf der Ebene Eq-3 aus DWp( V4) = 0
für w = 0, ... ,3, dass q(V4) = o. In beiden Fällen implizieren die restlichen Interpolations-
bedingungen im Innern von T, dass q = 0 und damit p o.

#

Jetzt betrachten wir den Fall, in dem an die Subtetraederzerlegung im Induktionsschritt
eine HalbzeIle angehängt wird. Sei ~n-1 gegeben und ~Vn-I 0 für kn E {3, 5, 7, 9} eine
Zelle auf dem Rand von nn-1 mit Knoten Vn-1,O, , Vn-1,kn 'E VB(~n-1). Im n-ten In-
duktionsschritt wird eine HalbzeIle {Tn,i, i = 1, , kn} bestehend aus den Tetraedern
Tn,i := ~(Vn-1,O, Vn-1,i, Vn-1,i+1, Wn,l) mit einem neuen Knoten Wn,l angehängt. Dann defi-
niere die Punktmenge LHn wiefolgt:
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1.) Wähle Wn,l und jeweils q - 4 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j], j = 0, ... ,2.
Außerdem wähle für kn =

3: (q;3) Punkte jeweils im Innern der Flächen T;,l und T~,ll die eine eindeutige
Interpolation mit Pq-5 erlauben, (q;2) - 2 Punkte nach Lemma 6.1.1 im Innern
der Fläche T~,l und q - 6 Punkte im Innern der Kante [Wn,l, Vn-l,3].

5: (q;3) Punkte jeweils im Innern der Flächen T;,l und T~,ll die eine eindeutige
Interpolation mit Pq-5 erlauben, q - 5 Punkte itn Innern der Kante [Wn,l, Vn-l,3],
und jeweils q - 6 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j]' j = 4,5.

7: (q;3) Punkte im Innern von T~,ll die eine eindeutige Interpolation mit Pq-5
erlauben, jeweils q - 5 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j]' j = 3,4, und
jeweils q - 6 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j]' j = 5, ... ,7.

9 : jeweils q- 5 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j], j = 3, ... ,5 sowie jeweils
q - 6 Punkte im Innern der Kanten [Wn,l, Vn-l,j]' j = 6, ... ,9.

2.) a) Wähle genau (q;3) - 1 Punkte nach Lemma 6.1.7 im Innern von T~,ll falls
kn ~ 5, sowie (q;2) - 5 - (7 -.:q)+ Punkte nach Lemma 6.1.3 im Innern von T~,m
für m = 2, ... , kn - 1 und (q;4) Punkte im Innern von T~,kn' die eine eindeutige
Interpolation mit Pq-6 erlauben.

b) Wähle (q;3) - 3 Punkte nach Lemma 6.1.6 jeweils im Innern der Flächen T~,m
für

{
2, falls kn = 7

m = 1, 2, falls kn = 9,

sowie (q;4) - 1 Punkte nach Lemma 6.1.4 jeweils im Innern der Flächen T~,m
für m = 3, ... , kn - 1.

c) Für q ~ 7 wähle (q;5) Punkte im Innern von T~,kn' die eine eindeutige Interpo-
lation mit Pq-7 erlauben.

3.) Wähle (q~2) - 2 Punkte nach Lemma 6.1.2 im Innern von Tn,l, sodass SIT
n
.l eindeutig

bestimmt ist.

4.) Wähle (q~3) Punkte jeweils im Innern von Tn,m für m = 2, ... , kn -1, die eine eindeu-
tige Interpolation mit Pq-6 erlauben.

5.) Für q ~ 7 wähle (q~4) Punkte im Innern von Tn,kn, die eine eindeutige Interpolation
mit Pq-7 erlauben.

Es gelte q ~ 6. Sei Ln-1 eine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum S~,3(~n_d
und ~n := ~n-l U {Tn,i, i= 1, ... , kn} die aus ~n-l entstehende Tetraederzerlegung indem
eine HalbzeIle angehängt wird. Ferner sei L;; := Ln-1 U LHn.
Lemma 6.4:
Sei q ~ 6. Dann ist L;; eine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum S~,3(~n).
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Beweis:
Nach Konstruktion gilt #L!,[ -dim(S~,3(Lln))' Wir zeigen, dass das homogene Interpo-
lationsproblem nur trivial lösbar ist. Seien dazu Li.n \ Li.n-1 und LHn wie oben definiert,
S E S~,3(Li.n) mit slo

n
_
1
= 0 gegeben, und es gelte s(z) = 0 für alle z E LHn. Wir setzen

p[T] = slT E Pq für alle Tetraeder T E Lln \ Li.n-1.
Wegen der Cl-Stetigkeit über der Fläche T~ 1 und der Supersplineeigenschaft in den Kno-
ten Vn-1,O, ... , Vn-1,2 gilt DWp[Tn,ll (z) = 0 für' W = 0,1 und alle z auf dem Rand von On-I,
sowie DWp[Tn,l] (Vn-1,i) _ 0 für W = 0, ... ,3, i = 0, ... ,2. Wir zeigen zunächst, dass auch
DWp[Tn,I](wn,d = 0 für W = 0, ... ,3.

kn = 3: Durch die Interpolationsbedingungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass pfT~,I] = 0
T~,l

für j = 1, ... , 3. Daraus folgt DWp[Tn-d(wn,l) . 0 für W = 0, ... ,2. Die Interpolationsbe-
dingungen in 1.) auf der Kante [Wn,l, Vn-1,3] sowie die Supersplineeigenschaft im Knoten
Vn-13 implizieren damit sl[ ] = 0, also insbesondere Pd[~n,l]= 0 für einen Einheits-, Wn,I'Vn-I,3
vektor d entlang der Kante [Wn,l, Vn-1,3]. Nach Lemma 5.1 folgt daraus DWp[Tn-l] (wn,d = 0
für W = 0, ... ,3.

kn = 5: Durch die Interpolationsbedingungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass pfT~,d = 0
. T~,l

für j = 2,3. Dies impliziert DWp[Tn-l] (Wn,l) _ 0, W = 0, 1. Zusammen mit der Superspli-
neeigenschaft im Knoten Vn~l 3 gilt sl[ ] = 0 und damit Pd[;'n,l] = O. Daraus folgt, Wn,I'Vn-I,3
D2p[Tn,I](wn,d = O. Die Interpolationsbedingungen auf den Kanten [Wn,l, Vn-1,j]' j = 4,5
liefern mit den Supersplineeigenschaften in den Knoten Vn-1,4 und Vn-1,5, dass sl[Wn,I,Vn_l,j] -

o für j = 4,5. Dies impliziert sd~ (wn,d = 0 für zwei Einheitsvektoren di, i = 4,5 entlang
l

der Kanten [Wn,l, Vn-1,i] und nach Lemma 5.1 damit DWp[Tn-l] (wn,d - 0 für W = 0, ... ,3.

kn = 7: Durch die Interpolationsbedirigungen in 1.) folgt nach Lemma 6.1, dass PfTn,l] = O.
. ~l

Die Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-1,3 und Vn-1,4 zusammen mit den Interpola-
tionsbedingungen in 1.) auf den Kanten [Wn 1, Vn-1 j], j = 3,4 implizieren sl[ .] = 0, , Wn,I,Vn-I,}
für j = 3,4 und damit DWp[Tn-I](Wn,l) = 0, W = 0, ... ,2. Die Interpolationspunkte in 1.)
auf den Kanten [Wn,l, Vn-1,j]' j = 5, ... ,7 und die Supersplineeigenschaften in den Knoten
vn.-15, ... , Vn-1 5 liefern sl[ .] = 0 für j = 5, ... ,7. Nach Lemma 5.1 impliziert dies, , Wn,I'Vn-I,}
DWp[Tn-l] (Wn,l) = 0 für W = 0, ... ,3.

kn = 9: Die Interpolationsbedingungen in 1.) implizieren sl[ .] = 0, j = 0, ... ,2 undWn,I'Vn-I,}
damit DWp[Tn-d (wn,d = 0 für W = 0, 1. Mit der Supersplineeigenschaft in den Knoten
Vn-1 j, j = 3, ... ,5 und den Interpolationspunkten in 1.) folgt sl[ .] - 0, j = 3, ... ,5,, Wn,I'Vn-I,}
also D2p[Tn-d(Wn,1) = O. Durch die verbleibenden Bedingungen in 1.) sowie der Superspli-
neeigenschaft in den Knoten Vn-1 j, j = 6, ... ,9 folgt sl[ .] = 0 für j = 6, ... , 9. Nach, Wn,I,Vn-I,}
Lemma 5.1 ergibt sich DWp[Tn-ll(wn,d = 0 für W = 0, ... ,3. D

Aus der Supersplineeigenschaft in den Knoten Vn-1,j, j = 0, ... , kn und DWp[Tn-l] (Wn,l) = 0
für W = 0, ... ,3 folgt mit den Interpolationsbedingungen in 2.a) bzw. 2.b) nach Lemma 6.1,
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dass sI 1 = 0 für j = 1, ... , kn und sI 3 = 0 für j = 1, ... , kn - 1. Da die drei Flächen
T . T .
n~ nJ

T~,kn-l' T~,kn und T~,l in paarweise verschiedenen Ebenen liegen, gilt p~~n.kn](z) = 0 für alle
Z E [Wn,l, Vn-l,O] und alle Einheitsvektoren d in der T~,kn -Ebene. Mit den Interpolationsbe-
dingungen in 2.c) sowie der Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von T~,kn impliziert
dies slT3 = 0 nach Lemma 6.1.

n,kn
Sei d jetzt ein Einheitsvektor entlang der Kante [Vn-l,O, Wn,l] und dj für j = 1, ... , kn ein
Einheitsvektor entlang [Vn-l,O, Vn-l,j]. Es gilt wie bereits gezeigt Sd2d:n (Vn-l,O) = 0 für m =
1, ... , kn. Durch ein lineares Gleichungssystem folgt daraus (vgl. Hermite-Interpolation)
Sd2dmdm+l (Vn-l,O) = 0 für m = 1, ... , kn.

Da der interpolierende Spline auf jeder Fläche von Tn,l verschwindet, gibt es ein Polynom
q[Tn.l] E Pq-5 mit der Eigenschaft, dass sich p[Tn.l] schreiben läßt als

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~,l ist. Mit den Interpolationsbe-
dingungen in 3.) folgt nach Lemma 6.3, dass q[Tn.l] = 0 und damit p[Tn.l] = o.
Im Tetraeder Tn,2 gibt es wegen der Cl-Stetigkeit über den Flächen T~,2 und T~,2 ein
Polynom q[Tn.2] E Pq-6 mit der Eigenschaft, dass sich p[Tn,2] schreiben läßt als

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~,2 ist. Folglich implizieren die
Interpolationsbedingungen in 4.) nach Lemma 6.3, dass q[Tn.2] - 0 und damit p[Tn.2] _ o.
Mit analogem Argument gilt p[Tn,m] = 0 für m = 3, ... , kn - 1.
Auf dem verbleibenden Tetraeder Tn k folgt für q = 6 aus der Cl-Stetigkeit über den• , n

Flächen T~,kn' j = 2, ... ,4, dass p[Tn.kn] _ O. Für q 2:: 7 gibt es ein Polynom q[Tn.kn] E Pq-7

mit der Eigenschaft, dass sich p[Tn.kn] schreiben läßt als

wobei Ej für j = 1, ... ,4 eine Ebene durch die Fläche T~,l ist. Die Interpolationsbedingungen
in 5.) liefern dann q[Tn.kn] - 0 nach Lemma 6.3, also ebenfalls p[Tn.knJ = O. Insgesamt ergibt
sich s = 0 und damit die Behauptung.

#

Sei nun ~ eine. in Paragraph 3 konstruierte Tetraederzerlegung und L die Menge aller
Punkte, die im Startteraeder und in den Tetraedern der angehängten Ketten und HalbzeI-
len gewählt wurden.

Theorem 6.5:
Sei q 2:: 6. Dann bildet Leine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum Si,3(~).

Beweis:
Der Beweis verläuft induktiv. Die im Starttetraeder To = ~o gewählten Punkte entspre-
chend der Menge Qq und bilden nach Voraussetzung eine Interpolationsmenge für Pq.
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Angenommen es wurde bereits gezeigt, dass Ln-1 eine Lagrange-Interpolationsmenge für
S~,3(~n_1) ist. Entsteht ~n aus ~n-1 durch Anhängen einer Kette, so bildet Ln = L:f
nach Lemma 6.2 eine Lagrange-Interpolationsmenge für den Splineraum S;,3(~n). Ent-
steht ~n aus ~n-1 durch Anhängen einer HalbzeIle, so bildet Ln = L;{ nach Lemma 6.4
eine Lagrange-Interpolationsmenge fürS~,3(~n). Da ~ nur mit Hilfe diese beiden Elemente
konstruiert wird, folgt induktiv die Behauptung.

#
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