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Zusammenfassung

Wir entwickeln eine Methode zur Interpolation mit C?-Supersplines vom Grad
g > 7 auf beliebigen Triangulierungen A. Fiir ¢ = 7 ist dabei in speziellen,
sehr seltenen Konstellationen von Kanten eine geringfiigige Modifikation von
A notwendig. Unter Beriicksichtigung von Semisingularitdten bestimmen wir
zunéchst mit Bézier-Bernstein-Techniken die Dimension von S2*(A) fiir ¢ > 7.
Darauf basierend konstruieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmeng-
en fiir diese Splinerdume. Hermite-Interpolation tritt hierbei als Grenzfall der
Lagrange-Interpolation auf. Die interpolierenden Splines werden effizient durch
schrittweise Losung kleiner linearer Gleichungssysteme berechnet.
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1. Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum der bivariaten C"-Splines vom Grad ¢ mit
Superdifferenzierbarkeit @ hinsichtlich Triangulierungen A eines polygonalen Grundgebiets
Q2 c R?, gegeben durch

SHPA) ={seC"(Q):s,€P, TeAundse C®(v), v Eckpunkt von A}.

Dabei ist P, = span{z'y’ : i,j > 0, i+ j < g} der Raum der bivariaten Polynome
vom totalen Grad ¢ und CT(Q) die Menge aller r mal differenzierbaren Funktionen auf
Q. Grundlegende Probleme in der Theorie der bivariaten Splineinterpolation sind die Be-
stimmung der Dimension von 87?(A) und die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir




diese Splinerdume. Eine Menge L = {21, ..., 2}, wobei m die Dimension von S}?(A) ist,
heift Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum 8’0 (A), falls zu Jeder Funktion
f € C(Q) genau ein Spline s € SPY(A) mit

S(Zz) = f(zZ)3 1= 17 -eey T,

existiert. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft dif-
ferenzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich
m, so sprechen wir von Hermite-Interpolation.

In der Literatur finden sich zahlreiche Arbeiten iiber Interpolatlon mit bivariate Spli-
nes von hohem Polynomgrad ¢ relativ zur Differenzierbarkeitsordnung r. Morgan und
Scott [21] bestimmten auf beliebigen Triangulierungen A die Dimension und Hermite-
Interpolationsmengen fiir die Splinerdume 8; (A), ¢ > 5. Diese Ergebnisse wurden von
Alfeld, Piper und Schumaker [2], basierend auf Resultaten von Alfeld und Schumaker [3],
fiir C"-Splines vom Grad ¢ > 4r + 1 verallgemeinert. Hong [15] untersuchte Splinerdume
vom Grad ¢ > 3r +2 und berechnete deren Dimension fiir beliebige Triangulierungen. Die-
ses Resultat wurde von Ibrahim und Schumaker [16] fiir Supersplinerdume verallgemeinert.
Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [10] entwickelten einen Algorithmus zur Konstruktion
von lokalen Hermite-Interpolationsmengen fiir diese Riume.

Fiir niedrigeren Polynomgrad, d.h. ¢ < 3r 4 2, fiihrt die Untersuchung bivariater Splines
auf komplexe, bisher nicht vollstindig geloste Probleme. Alfeld, Piper und Schumaker [1]
bestimmten die Dimension von Sj(A) fiir beliebige Triangulierungen A. Ihre nichtloka-
len Argumente der Graphentheorie liefern jedoch i.A. keine Interpolationsmengen fiir diese
Splinerdume. Spéter entwickelte Gao [14] eine Methode zur Hermite-Interpolation mit quar-
tischen C'-Splines auf Triangulierungen, bei denen jeder innere Knoten ungeraden Grad
besitzt. Davydov und Niirnberger [11] konstruierten, ebenfalls fiir S; (A), induktiv Interpo-
lationsmengen auf beliebigen Triangulierungen A, bei denen in selten auftretenden Ausnah-
mefillen einige Dreiecke modifiziert werden. Kiirzlich entwickelten Davydov, Niirnberger
und Zeilfelder [9] eine Methode zur Lagrange- und Hermite-Interpolation mit kubischen C'-
Splines auf Nested Polygon-Triangulierungen, d.h. Triangulierungen ineinander geschach-
telter geschlossener Polygonziige. Aus der Finite Elemente Theorie (vgl. [7,17,18,19,20,29]),
bei der jedes Dreieck der betrachteten Triangulierungen unterteilt wird, stammen zahlreiche
Methoden der Hermite-Interpolation mit C*- und C2-Splines von niedrigem Polynomgrad.
Uber Lagrange-Interpolation mit C2-Splines vom Grad < 8 ohne Verfeinerung der Trian-
gulierungen, ist derzeit wenig bekannt. Auf regelméiRigen Rechteckszerlegungen A' und A?
mit einer bzw. zwei Diagonalen in jedem Rechteck konstruierten Niirnberger und Riessinger
[24] fiir beliebiges ¢ und r Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S7(A?), ¢ € {1,2}.
Niirnberger und Zeilfelder [26] bestimmten Interpolationsmengen fiir S %(Az) q > 5 auf
unregelmissigen A2-Triangulierungen. Alfeld und Schumaker [4] untersuchten sogenannte
nichtdegenerierte Triangulierungen A, d.h. Triangulierungen, in denen weder degenerierten
Kanten noch singulidre Knoten auftreten, und gaben Hermite-Interpolationsmengen fiir die
Splinerdume 83, ;(A), 7 > 2 an. '

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Methode zur Lagrange-Interpolation mit C2-
Supersplines vom Grad g > 7 auf beliebigen Triangulierungen A zu entwickeln. In einer
Verallgemeinerung der Methode von Davydov und Niirnberger [11] auf C?-Splines zerlegen
wir dabei zunichst gegebene Triangulierungen A in eine Kette von Subtriangulierungen,



in dem wir ausgehend von einem Startdreieck induktiv geeignete Dreiecke von A anhingen
(s.a. Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [9]). Dabei wird fiir ¢ = 7 in sehr selten vorkom-
menden Ausnahmefillen die Triangulierung geringfiigig modifiziert, indem einige Dreiecke
der Triangulierung durch Clough-Tocher-Splits unterteilt werden. Fiir die Interpolation mit
g > 8 ist keine Modifikation der gegebenen Triangulierung notwendig. Mit Hilfe dieser Zer-
legungen konstruieren wir dann induktiv minimal bestimmende Mengen fiir 83’3 (A), ¢>1,
und bestimmen so unter Verwendung von Bézier-Bernstein-Techniken die Dimension der
Splinerdume. Hierbei beriicksichtigen wir die durch die Zerlegung entstandenen Semisingu-
laritdten, und unterscheiden die beiden Fille ¢ = 7 und ¢ > 8. Darauf basierend wéhlen wir
geeignete Punkte bzw. geeignete Interpolationsbedingungen im Startdreieck und induktiv
auf den angehéingten Dreiecken der Triangulierung, die eine eindeutige Interpolation mit
C?-Supersplines vom Grad q > 7 erlauben. Ahnlich wie bei Niirnberger und Riessinger [23],
Davydov und Niirnberger [11] und Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [9] sind die so er-
haltenen Hermite-Interpolationsmengen als Grenzwert der Lagrange-Interpolationsmengen
interpretierbar. Die interpolierenden Splines werden effizient durch schrittweise Lésung klei-
ner linearer Gleichungssysteme berechnet.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 2 erldutern wir einige Grundlagen iiber bi-
variate Polynome und Splines, Bézier-Bernstein-Techniken, sowie Lagrange- und Hermite-
Interpolation mit Splinerdumen. Ein Algorithmus zur geeigneten Zerlegung beliebiger Tri-
angulierungen A wird in Abschnitt 3 definiert. In Abschnitt 4 und 5 bestimmen wir die
Dimension von S;*(A) bzw. S2*(A), ¢ > 8, und konstruieren Lagrange- und Hermite-
Interpolationsmengen fiir diese Splinerdume.

2. Grundlagen

In diesem Kapitel erliutern wir einige Grundlagen der Bézier-Bernstein-Techniken und
der Interpolation mit bivariaten Splines, die auf Alfeld, Piper und Schumaker [1], de Boor
[6], Farin [13], Niirnberger und Zeilfelder [27], Schumaker [30], u.a. zuriickgehen. Wir stellen
Triangulierungen A des betrachteten polygonalen Gebiets 2 C IR? vor, darauf definierte
stiickweise bivariate Polynome und Splines, deren Bézier-Bernstein-Darstellung, Differen-
zierbarkeitsbedingungen benachbarter Polynome iiber gemeinsame Kanten von A, minimal
bestimmende Mengen sowie Lagrange- und Hermite-Interpolation mit Splinerdumen.

Definition 2.1:

Sei 2, eine einfach zusammenhingende, nicht notwendigerweise konvexe, polygonale Teil-
menge des IR?, zerlegt in Dreiecke 71, ..., T, sodass der Durchschnitt zweier verschiedener
Dreiecke entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante ist. Dann
heiRt A = {T1,...,Tn} eine TRIANGULIERUNG VON (). Ist A’ C A eine Triangulierung
einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge Q' C €, so heift A’ SUBTRIANGULIERUNG
VON A.




Im Folgenden setzen wir

Vi(A), Vg(A), V(A) : Menge der inneren, der duReren bzw. aller Knoten,
E((A), Eg(A), E(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Kanten,
N(A) :  Menge der Dreiecke, und

o(A) :  Menge der singuldren Knoten

der Triangulierung A. Dabei gelten folgende wohlbekannten Beziehungen:

#Ea(8) = #Vs(),
HE/(A) = 3-#Vi(A) + #Va(d) - 3,
HN(A) = 2-4Vi(A) + #Vp(A) — 2

Eine Kante e := [vj,vs] € E(A) heift DEGENERIERT IM ENDPUNKT v, falls die bei-
den benachbarten Kanten im Knoten v; gleiche Steigung besitzen. Ein Knoten v € V;(A)
heiflt SINGULAR, falls es genau vier Kanten mit Endpunkt v gibt, und diese auf zwei Ge-
raden liegen (vgl. Abbildung 1). Liegt v € V(A) am Rande einer Subtriangulierung A/,
so heift v SEMISINGULAR VOM TYP 1, 1 € {1,2} bzgl. A/, wenn es genau 7 Kanten mit
Endpunkt v in A gibt, die nicht in E(A’) liegen, und diese in v degeneriert sind.

U1

Abb. 1: In v; degenerierte Kante e, singuldrer Knoten v.

Fiir einen Knoten v € V(A) definiert Grad(v) die Anzahl der Kanten in A mit Endpunkt
v. Die Subtriangulierung A, := {T € A | v € T} von A, die alle Dreiecke mit Eckpunkt v
enthélt, bezeichnen wir als ZELLE VON v.

Definition 2.2:
Seien 7, ¢ € INy mit 0 < 7 < g und eine Triangulierung A gegeben. Dann heifit

S7(A) = {s € C"(A) : 5, € P, fiir alle T € A}
der SPLINERAUM der r mal differenzierbaren Funktionen vom Grad g. Dabei ist
P, = spanf{z'y’ 14,7 >0, i+35 < g}

der (“}?) dimensionale Raum der BIVARIATEN POLYNOME vom totalen Grad < ¢. Fiir
natiirliche Zahlen p;, i =1,...,d:= #V(A) mit r < p; < g, i =1, ...,d und 6 = (py, ..., pa)
definiert

SH(A) = {s € 8;(A) : s € CP(v;), i =1,...,d}




den SUPERSPLINERAUM VON S7(A) vom Grad 6, einen Teilraum von S7(A).

Funktionen aus 8’9 (A) sind also stiickweise Polynome vom Grad g, die r mal stetig dif-
ferenzierbar iiber den Kanten von A verkniipft sind, und C?-Differenzierbarkeit in den
Knoten von A besitzen.

Fiir einen Einheitsvektor d € IR? und eine geniigend oft differenzierbare Funktion f be-
zeichnen wir mit fz(2) die partielle Ableitung von f im Punkt z in Richtung d. Sind d,
und d; linear unabhéngige Einheitsvektoren, so heiftt

D¥f(2) = (fap(2), fau=14,(2)s s fayaw-1(2), fap (2))
der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w.

Ein grundlegendes Problem der bivariaten Splineinterpolation ist neben der Bestimmung
der Dimension von Sp %(A) die Konstruktion von Interpolatlonsmengen fiir diese Splinerdu-
me. Eine Menge L = {zl, s Zm}, wobei m die Dimension von 87?(A) ist, heifit Lagrange-
Interpolationsmenge fiir den Splineraum S7?(A), falls zu jeder Funktlon f € C(Q2) genau
ein Spline s € SP(A) mit

S(zi) = f(zz), 1= 11 ey MM,

existiert. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft dif-
ferenzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich
m, so sprechen wir von Hermite-Interpolation.

Nach Schumaker [30] existiert fiir beliebige Triangulierungen A eine untere Schranke fiir
die Dimension der Splinerdume S (A). Es gilt

#Vi

dim(S;(8) 2 B(8) = (41 + (TF#E(L) - [(F) - ()] #Vi(2) + Yo

Dabei ist g; = ZJ 1(r+3j+1-j-€)+ und e; die Anzahl der Kanten der Triangulierung
mit Endpunkt v;, die paarweise verschiedene Steigung besitzen.

Sind zwei Polynome auf benachbarten Dreiecken C2-differenzierbar verkniipft, so gibt es
fir die partiellen Ableitungen eine wichtige Eigenschaft. Seien e; = [v,v;], ¢ = 1,...,3
drei aufeinanderfolgende Kanten im gemeinsamen Endpunkt v mit paarweise verschiede-
nen Steigungen, o; fiir 2 = 1,...,2 der von e; und e;; eingeschlossene Winkel sowie d; fiir
i = 1,...,3 ein Einheitsvektor entlang der Kante e;. Ferner seien fiir ¢ > 2 die Polynome
plTl € Py, o= 1,2 auf T; = A(v,v;, vi41) zweimal stetig differenzierbar {iber der Kante ey
verkniipft (vgl. Abbildung 2).

Lemma 2.3:
Aus p[T1 (v), p dz‘] (v) und o ) ( ) lassen sich die partiellen Ableitungen pﬂ (v) und pg;i]s( )
emdeutzg berechnen '



Beweis:
Da e in v nichtdegeneriert ist, gilt

sin(oy —+—a2)p5g‘] = sin(c)zl)pgl;:i]3 + sin(az)pggz.
Durch nochmaliges anwenden erhalten wir
sin?(ey +O!2)p££1] = sinz(al)pfl?] + sin(a;) sin(ozz)pg;g3 + sinz(az)pg?].
Mit sin(e;) = sin(27 — ;41 + @i42) = —sin(@;1 + @i42) 16sen wir die gemischte partielle
Ableitung auf. Es gilt
sin?(0y + ag)pg‘g‘] = sinz(al)pi;’] + 2sin(og + o) sin(ag)pggz - sinz(ag)pg;],
sin®(q; + ag)pg?] = Sinz(az)ng:l] + 2sin(a; + o) sin(cn)pg;fl]3 — Sin2(a1)p£2].
Aus a; + ay € (0,27) \ {r} folgt die Behauptung.
#
V2
T T
L J
U1 o] €9 O Vs
€1 €3
v

Abb. 2: Die gemischten Ableitungen O ergeben sich aus den Ableitungen ®.

Neben den kartesischen Koordinaten gibt es im IR? noch eine weitere Darstellungsweise,
die sogenannten baryzentrischen Koordinaten. Dabei werden Punkte und Vektoren als
Funktion der Eckpunkte eines Dreiecks dargestellt und sind somit invariant unter affinen
Transformationen.

Sei T = A(zy, 22, 23) ein Dreieck im IR2. Dann gibt es fiir alle z € IR? eindeutig bestimmte
sogenannte BARYZENTRISCHEN KOORDINATEN ¢y, ..., ¢3 mit Z?zl ¢; = 1 und der Inter-
polationseigenschaft ¢;(z;) = d;5, 4,7 € {1,...,3}, sodass sich z schreiben laft als

3
z = Zqﬁ,(z) - %
i=1
Diese Koordinaten sind lineare Polynome in z, die sich mit Hilfe der Formel

_det(zj—2 2 —2)
¢l(z) - det(zj — 2 Zp— Z,,)




fiir paarweise verschiedene 1 < 7, j, k < 3 explizit berechnen lassen.

Fiir ein Dreieck T und (4,7,k) € IN) mit ¢ + j + k = g definiert B, € Py, gegeben
durch .
B!

! R
L) = TGl seT

das BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad g bzgl. T.
Die Menge aller Bernstein-Polynome vom Grad ¢ bildet eine Basis von P,. Jedes Polynom
p € P, laft sich somit in eindeutiger Weise schreiben als

. - ,
p(2) = Z a£,j],k : Bg,j,k(z), z € R7,
i+j+k=q
genannt die BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG von p. Die reellen Koeffizienten

Moy

ik LTIitk=g¢

heilen dabei BEZIER-BERNSTEIN-KOEFFIZIENTEN. Sie bilden zusammen mit den gleich-
verteilten BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

{P[T] i+ Jzt ks

i3,k q ’ Z+J+k=Q}

a), i+i+k=aq}.

das BEZIER-BERNSTEIN-NETZ {(P,-[Z-,]k,

Ps,'o,o P10 P1,2,0
Abb. 3: Bézier-Bernstein-Punkte und Bézier-Bernstein-Netz fiir g = 3.

Mit R, (v) := {Pﬂ] |w+i+j=gq, T =A(v,us,u) € A} bezeichnen wir den RING der

Bézier-Bernstein-Punkte mit Abstand w vom Knoten v. Die SCHEIBE MIT RADIUS w um
den Knoten v ist dann definiert als

Dy(v) = U(Rﬂ(”))




Sei Mp die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte von A und fiir alle 2 + 7 + & = g und alle
Dreiecke T' € A das lineare Funktional

A VP

SPB) SR Ad s Ay () = o]

(7]
Fiik

fiir alle s € S7%(A), gegeben. Dann heiit M C M, eine BESTIMMENDE MENGE fiir
S;’a (A), falls gilt

Mp(s)=0 VYPeM = Ap(s) =0 VP e M,.
M heiflt MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.

Nach Farin [13] (vgl. de Boor [6]) ist die Differenzierbarkeit benachbarter Polynome iiber
eine gemeinsame Kante durch Bedingungen an die Koeffizienten ihrer Bézier-Bernstein-
Darstellung charakterisiert. Seien T3 = A(vy,vq,v3) und To = A(vy, vq,v4) zwei Dreiecke

mit gemeinsamer Kante [vy,v,] und s € 8)({T1,T2}) definiert durch s, = pn € P, fiir

m = 1,2 auf T,,, gegeben in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koeflizienten aEZ.”,]k.

Lemma 2.4:
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) s € C"({T1,T})
(ii) Fir p=0,..,7 und alle i+ j =q— p gilt

2 _ N~ p! 8
Uijp = Z ai+a,j+/ina!'3!,y! (‘75?‘152 ‘753) (U4)-
atBt+r=p

V2

U3

V4

V1

Abb. 4: Relevante Koeffizienten fiir C"-Stetigkeit.

Fiir C?-differenzierbar verkniipfte Polynome gibt es eine wichtige Folgerung. Seien 11, T3,
1, P2 gegeben wie in Lemma 2.4, und es gelte s € SZ({T1, T2}), g>2sowiei+j=q—2.



Korollar 2.5:

Aus b j2, Gitajipy ¢+ B +7 =2 mit (a+B8+7) ¢ {(0,1,1),(0,2,0)} und entweder
aij+1,1 oder a;jyo0 lassen sich alle Koeffizienten aiiqj+8,y, bitaj+8y fir o+ B+ v =2
eindeutig berechnen.

Nach Farin [13] und de Boor [6] gilt:

Lemma 2.6:
Die r-te Richtungsableitung des Bézier-Bernstein-Polynoms B} ;i entlang eines Einheits-

vektors A € R? ist fir alle z = (d)l( ), 2(2), $3(2)) gegeben durch

(Bfx) 5 (2) = A Bipy(A) Biajpr—n(2), i+itk=g¢
a+,3+'y——r

Damit 1iRt sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen eines
Polynoms und den Bézier-Bernstein-Koeffizienten seiner Darstellung herleiten (vgl. Niirn-
berger und Zeilfelder [28]). Sei T' = A(vi, v2,v3) und p € P, definiert durch

Zamk wk (2), zeT.
i+j+k=q
Ferner sei d; fiir ¢+ = 1,2 ein Einheitsvektor entlang der Kante [v1, v;41).
Lemma 2.7:
Fira+p+v<qgilt

[e4

8
> e (1) " (b2)], (88)5, - Gg—jhiik

Dya 8 \U
dldz( Y= (q &= :3|] 0 k=0

und umgekehrt

a—p o) \*0
Qg—a—B,a,8 = W?dadﬂ (v1) — Z( )((4,2) ) * Qg—5-B,5.8

3=0
a B-1 .
By [ (#1)a; Y77 [ ($1)a Ak
o Z Z(?)(k) ((¢2)d: ) ((¢3)dz ) " Og—j—k.jk-
7=0 k=0

Damit kénnen die partiellen Ableitungen Py dg(vl) fir j =0,..,0und £ =0,...,5 in ein-
deutiger Weise aus den Bézier-Bernstein-Koefhizienten a,_;_g ;% und umgekehrt die Bézier-
Bernstein-Koeffizienten ag—j_g;x fiir =0, ..., und k£ = 0, ..., 8 in eindeutiger Weise aus
den partiellen Ableitungen p 4 (v1) berechnet werden.




3. Zerlegung von (2

In diesem Abschnitt definieren wir geeignete Zerlegungen beliebiger Triangulierungen A
zur Interpolation mit C2-Supersplines vom Grad > 7. In einer Verallgemeinerung der von
Davydov und Niirnberger [11] entwickelte Methode auf C?-Splines zerlegen wir dabei das
polygonale Grundgebiet €2 in eine Kette von Teilmengen und A in eine Kette von Subtri-
angulierungen, indem wir ausgehend von einem Startdreieck induktiv geeignete Dreiecke
der Triangulierung anhéngen. Fiir ¢ = 7 wird dabei in sehr selten vorkommenden Ausnah-
mefillen die Triangulierung geringfiigig modifiziert, indem einige Dreiecke durch Clough-
Tocher-Splits unterteilt werden. Fiir die Interpolation mit ¢ > 8 ist keine Modifikation
notwendig.

Sei Q C IR? ein einfach zusammenhiingendes polygonales Gebiet. Dann zerlegen wir
in eine Kette von Teilmengen €2,,, m = 0, ...,n mit der Eigenschaft

Q C ... CQy =

Wir setzen Qy = T = A(wy,ws,ws) € A ein beliebiges Dreieck der Triangulierung, das
sogenannte Startdreieck, und definieren die Mengen 2, fir m = 1,...,n induktiv. Ange-
nommen fiir ein m € {1, ...,n} ist Q,,_; bereits konstruiert, so wéhlen wir einen geeigneten
Knoten vy, € V(A) mit vy, ¢ -1, fiir den gilt:

(i) Es gibt mindestens ein Dreieck mit Eckpunkt v, in A, das eine gemeinsame Kante
mit 2,,,_; besitzt.

Seien Trn 1, --s Tmynmy m = 1 alle Dreiecke in A mit dieser Eigenschaft, dann definieren wir

Nm
Qm = Qm——]_ U (UTm,i)a
i=1
und setzen A, :={T € A | T C Qy}, die zu €, gehorige Subtriangulierung von A. Dabei

heikt v,, geeignet, wenn folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

(ii) Q, ist einfach zusammenhédngend, d.h. besitzt keine Locher. Ein LOCH von {1, ist
eine beschrinkte Teilmenge von IR? \ Q,,, die einfach zusammenhéngend ist.

(iii) Fiir alle v;, vy € V(Ap,) mit [v;, 9] € E(A) gilt [vj, v4] C Q.

Abbildung 5 zeigt einen Knoten v,,, der nicht hinzugefiigt werden kann. In diesem Beispiel
lige die Kante [vm, Um 0] nicht in ©,,, und es entstéinde in {2y, ein Loch mit den Eckpunkten
Ums Um,2; Um,3 und Um,4-
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Um,2 Um,3

Abb. 5: Beispiel eines ungeeigneten Knotens v,,.

Lemma 3.1:
Sei Q_1, m € {1,...,n} konstruiert. Dann gibt es einen geeigneten Knoten zur Festlegung

von .

Beweis:
Wie man leicht sieht, ist ein Knoten v, € V(A), vy € Q-1 genau dann geeignet, wenn

® [Umj,Umj+1] fiir  =0,...,npm — 1 eine Kante der Triangulierung ist, und

e im Innern des von vpmy, ..., Um n,, Und vy, erzeugten Polygongebiets P, keine weiteren
Knoten der Triangulierung liegen.

Offensichtlich gibt es stets einen Knoten der Triangulierung, der Bedingung (i) erfiillt. Lie-
gen im Innern von P, weitere Knoten wy,...,w; € V(A), k € IN, so wihle einen Knoten
wi, i € {1,..., k}, der ebenfalls Bedingung (i) erfiillt. Im Innern des dazugehérigen Polygon-
gebiet B, C P,, liegen nur & < k Knoten der Triangulierung. Da #V (A) < oo gibt es nach
endlich vielen Schritten somit einen Knoten v,, € V(A), v, ¢ Qm 1 der die Bedingungen
(i), (ii) und (iii) erfillt.

#

Fiir A, m € {1,..,n} definieren wir Parameter 7, ¢mp, s Cmpnn € {0,1} aufgrund
der Eigenschaften der Knoten der Triangulierung (vgl. Abbildung 6).
Wir setzen fiir j € {0, 7}

0, falls v, ; semisinguldr bzgl. A,, ist, und e, ; in vy, ;
sJ gu g 5] 27
Cm,j = nichtdegeneriert ist,
1, sonst.
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Fiir die inneren Indizes j € {1,...,n,, — 1} sei

o = 1, falls ep,; in vy, ; degeneriert ist,
"l 0, sonst.

Auflerdem setzen wir

o= 0, falls v, semisingular bzgl. A,, und nichtsinguldr ist,
™1 1, sonst.

Gilt ¢po = cmmn. = Tm = 0, so fiihren wir fiir die Interpolation mit S7%(A) eine lokale
Modifikation der Triangulierung durch. Hierbei unterteilen wir das Dreieck A(vp,, Um0, w) €
A\ A,, durch einen Clough-Tocher-Split mit einem Knoten y,,, und setzen vp,i1 = yn
sowie Qi1 = QU AV, Um0, w). Dadurch gilt 7, = 741 = 1. Fiir die Interpolation mit
‘82°%(A), g > 8 ist keine Modifikation von A notwendig.

Tm = 0,
N = 4,
Cm,0 = 0,
Cm,1 =0,
Cm,2 — 1,
¢m,3 = 0,
Cma =1

Um,1 Um,2 Um,3

Abb. 6: Beispiel fiir Oy, \ 2,1 mit Parametern 7, und ¢, ..., Cmynp, -

Bemerkung 3.2:
Der Fall ¢ 0 = ¢mpn,, = Tm = 0 ist eine Ausnahmesituation, die nur in den folgenden sehr
selten auftretenden Konstellationen vorkommt: :

® v, ist nichtsingulir und semisinguldr vom Typ 1 bzgl. A,,;, und sowohl vy, o als auch
Um,nm Sind semisinguldr bzgl. A, (vgl. Abbildung 7,(a)).

e v, ist nichtsingulir und semisinguldr vom Typ 1 bzgl. A,,. Zusétzlich ist einer der
beiden Knoten vy 0, Um,n,, semisingulér bzgl. Ay, und der andere Knoten derart, dass
die dazugehorige Kante ey, j, j € {0,7m} in vy, degeneriert ist (vgl. Abbildung 7,(b)).

® U, ist nichtsingulir und semisinguldr vom Typ 2 bzgl. Ay, und sowohl v, als auch
Vm.nn Sind semisinguldr bzgl. A, (vgl. Abbildung 7,(c)).
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(b)

€m,0 Um,a

Abb. 7: Modifikationen in den Féllen ¢ 0 = cmpn, = Tm = 0.
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4. Interpolation mit S7°(A)

In diesem Abschnitt berechnen wir unter Verwendung von Bézier-Bernstein-Methoden die
Dimension der Splinerdume S7°(A) fiir beliebige Triangulierungen A. Im Anschluss kon-
struieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir diese Splinerdume, indem
wir geeignete Interpolationspunkte bzw. Interpolationsbedingungen im Startdreieck und
auf den induktiv angehéngten Dreiecken auswihlen.

4.1 Bestimmung der Dimension
Im Folgenden konstruieren wir minimal bestimmende Mengen fiir die Splineriume S>°(A)

auf beliebige Triangulierungen A, die in Abschnitt 3 geeignet zerlegt wurden. Dazu wéh-
len wir im Startdreieck T' = €y € A die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte M, =

{sz]k | 4,5,k > 0, i+ j +k = 7}. Die Punkte M,, \ My,—1 C Ma auf den Dreiecken
von A, \ Apoi, m = 1,..,n werden induktiv ausgewéhlt. Fiir 7, = 0 sei 0.B.d.A.
Cmam = 1. (Fir ¢mp,, = 0 gilt nach Konstruktion cpo = 1. Setze dann vy = vmn, -1

fiir [ = 0, ..., ny.) Angenommen fiir ein m € {1,...,n} ist Mp,_; bereits konstruiert, dann
wahle: ’

o D3(vy) NThpy = { 5’,’;1] | 7 > 4} sowie Pﬂ”;‘],

° Ps[?;':léj] fiir alle j € {1,..., nm — 1} mit cm; = 1,
o P, falls e = 1, und

° P[T"L mml falls (empm = 1,7m = 1).

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben, und M =
M, C M, die Menge aller oben gewihlten Bézier-Bernstein-Punkte von A.

Theorem 4.1:
M ist eine minimal bestimmende Menge fiir S7°(A), und es gilt #M = dim (S?’””(A)).

Beweis:

Wir zeigen zunéchst, dass M eine bestimmende Menge fiir S2°(A) ist. Sei dazu s € S7°(A)
fiir alle T € A gegeben durch s, = = plT!l € P; in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung mit
Koeffizienten a£ J] g ¢+ J+ k=7 Ferner sei aE J] , = O fiir alle P ]]k € M.

Alle Koeflizienten am i im Startdreieck T verschwinden, da M sdmtliche Bézier-Bernstein-
Punkte von T enthélt. Sei jetzt fiir ein m € {1, ...,n} bereits gezeigt, dass a?;]k = 0 fiir alle

P[T],c auf A,,_;, dann betrachten wir die Dreiecke von Am\Am - Nach Lemma, 2.4 gilt mit

den Cc% Bedingungen iiber den Kanten [Vm,ts Umg+1], L =0, . — 1 und der Superspline-
eigenschaft in den Knoten der Triangulierung, dass ag k] = 0 fur 1=0,...,2,l=1,...,nn
14




Um0

Abb. 8: Die Menge M,, \ M,,_; auf dem Gebiet ., \ Q1.

sowie a[3 Z‘O‘] = ag&’] =0 firl =1,..., 0. Aus Ds(vm) N Tn1 C My, folgt a£ J";c’] = 0 fiir
I=1,. nmundallez+j+k—7m1tz>4
Auf dem Dreieck T, ist der Koeffizient ag 1”3‘] Null gegeben, falls ¢,,; = 1 ist, bzw. kann

im Fall ¢, = 0 mit ai75!) = 0 fiir (4,5, k) € {(2,2,3); (2,1,4); (2,0,5); (3,0,4); (4,0,3)}

und a[2"‘2] = 0 nach Korollar 2.5 Null berechnet werden. Gilt cno = 1, so ist der Ko-

effizient ag,;;',‘f] = 0 gegeben. Andernfalls ist v o semisingulér bzgl. A,,, und es gibt ein

Dreieck T = A(Up, W, U p) in A, auf dem die Koeflizienten a[zT;] s_j» J =0,...,2 verschwin-

den. Daher impliziert a{7!) = 0 fiir (i,5,k) € {(2,3,2); (2,5,0); (3,4,0); (4,3,0)} nach

Korollar 2.5, dass ag 5”11] = 0. Wegen P3[, e M, gilt a[3 5”21] = 0. Folglich sind alle Bézier-
Bernstein-Koeffizienten des Dreiecks Tm,l gleich Null.
Betrachten wir jetzt induktiv die Dreiecke T,;, [ = 2,. — 1. Mit der C%-Bedingung

iiber der Kante e, ;_; sind nach Lemma 2.4 die Koefﬁz1enten ag "}c‘] =0firallet+j+k =7

mit k < 2. Die gleiche Argumentation wie im Dreieck T, ; hefert mit der C%-Bedingung
tiber der Kante e,,; nach Korollar 2.5, dass ag {"3‘] = 0. Folglich verschwinden alle Bézier-
Bernstein-Koeffizienten des Dreiecks 1o, ;. '

Es verbleibt das Dreieck Ty, 5,,. Die C2-Bedingung iiber der Kante ey, 5,1 impliziert nach
Lemma 2.4, dass aE"’;”;c"m] =0 firallei+j+k = 7 mit ¥ < 2. Fiir 1, = 1 folgt
aglg‘"‘] = 0 mit analoger Argumentation wie im Dreieck T, ;. Der Fall 7, = 0 impli-

ziert nach Konstruktion ¢y p,, = 1, und es gibt Ay, € {2, 3} Dreiecke T, = AV, Wi—1, W),
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l=1,...,\p mit wy = U und wy,, = Vpp,., wobei die Kanten [w;, vy,), [ =1,..., A —1in
vm degeneriert sind. Nach Lemma 2.4 folgt mit den C2-Bedingungen iiber diesen Kanten

iy = 0,1 = 1,..., . Die C*-Bedingung iiber der Kante em,p,,, Sowie airy™™ = 0 fiir

N 1,5,k
(4,7,k) € {(5,0,2); (4,0,3); (3,0,4); (3,2,2)} und a%"g] = 0 implizieren nach Korollar 2.5,
dass a:: {'jg{‘"‘] = 0. Somit sind auch im Dreieck T, ,,, alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten

gleich Null. Also ist M,, eine bestimmende Menge fiir S>"°(A,,) und damit induktiv M
eine bestimmende Menge fiir S2°°(A).

Wir zeigen jetzt, dass M minimal ist. Es gilt:

dim(Sp(8) 2 (57) - #V(8) + (757 = 3Cr4)) - #N (D)
b+ D)2 —4p+r—2) - #E(QA) + () o

Wie in [9], Theorem 5 gezeigt, ist bei der Konstruktion der Subtriangulierungen A,,, m =
0,...,n eine Kante en, ; genau dann im Knoten vy, ; degeneriert, wenn der Knoten vp, ; fiir
ein k < m einem Knoten viy, | € {0,nt} entspricht, der semisinguldr bzgl. Ay ist.

In M = M, liegen daher folgende Bézier-Bernstein-Punkte der Triangulierung:

e genau 36 Punkte im Startdreieck,
e genau 13 Punkte fiir jeden hinzugefiigten Knoten von A, und

e genau 1 Punkt fiir jeden singuldren Knoten.

Also gilt

#M = 36 + 13(#V(A) —3) + o(4)
= 13- #V(A) — 3 + o(A)
10- #V(A) + 3(#V(A) —1) + o(A)
= 10 - #V(A) — 3-#N(A) + 3-#E(A) + o(A)
< dim(S*(A)).

Damit ist M minimal, d.h.

dim(S2°(A)) = #M = 13- #V(A) — 3+ a(A).

4.2 Lagrange-Interpolation
Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben. Wir konstruie-

ren nun Lagrange-Interpolationsmengen fiir den Splineraum 82%(A), indem wir geeignete
Interpolationspunkte im Startdreieck und induktiv in den angehéngten Dreiecken wihlen.
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Im Startdreieck 7" wéihlen wir eine Menge Ly von 36 Punkten, die eindeutige Interpolation
mit P; erlauben. Dies sind z.B. fiir ¢ = 1,...,8 genau 7 Punkte auf der Strecke /; fiir 8
parallele Strecken [y, ...,ls auf 7. Angenommen fiir ein m € {1,...,n} sind die Interpo-
lationspunkte auf €,_; bereits konstruiert, dann wéihlen wir auf €, \ Q,,—; die Punkte
L, \ Ly,—1 wiefolgt:

® v, je genau drei Punkte im Innern der Kanten e, o und ep, 1, genau 2 + ¢, o Punkte
im Innern der Strecke [vmg, ”"‘+2"’""], genau 1 + ¢, ; Punkte im Innern der Strecke
[Um,1, 2222™0] und genau einen Punkt im Innern von Ty, der auf keiner dieser
Strecken liegt,

e fiir j =2,...,ny, — 1 genau einen Punkt im Innern von Ty, ;, falls ¢, ; = 1, und

e genau einen Punkt im Innern von Ty, ., falls (cpp, = 1,7m = 1).

Um

Um,0

Um,1 Um,2 Um,3

Abb. 9: Mégliche Interpolationspunkte auf Qy;, \ Qp,—; fiir ¢ = 7.

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben, und L = L,
die Menge aller oben gewahlter Interpolationspunkte.

Theorem 4.2:
L ist eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum 83’3(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #L = dim(S7°(A)). Somit reicht es zu zeigen, dass das homo-
gene Interpolationsproblem nur trivial 1dsbar ist. Sei also s € 83’3(13) gegeben durch
sip = pT1 € P; fiir alle T € A, und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € L. Die Interpo-
lationsbedingungen im Startdreieck implizieren s, = 0. Sei jetzt fiir ein m € {1,...,n}
bereits gezeigt, dass s|, = 0, dann betrachten wir s auf O, \ Qn—1. Die C?-Stetigkeit
iiber den Kanten [Um 1, Um41], { =0, ...,y — 1 und die Supersplineeigenschaft in den Kno-
ten der Triangulierung implizieren D¥s(z) = 0 fiir k = 0,...,2 und alle z € [Umj, Vm+1],
1=0,..,ny — 1 sowie D3s(vy,,;) =0 fir allel =0, ..., .
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Auf dem Dreieck Ty, ; folgt mit den Interpolationsbedingungen auf den Kanten e, ;, ! = 0,1,
dass s, = 0fiir { =0, 1. Daher gibt es ein Polynom qu""I] € P, sodass sich pTm1 schrei-
ben 148t als

Tnal(z) = 3.1y -1y - q2 Tm, 1](z) 2z €Ty,

wobei /; eine Gerade durch die Kante [vp,0,Um,1] und I; fiir j = 1,2 Geraden durch die

Kanten ey, ;2 sind. Im Folgenden sei d; ; ein Einheitsvektor entlang der Kante [y, i, Um ;] €

E(A). Im Fall ¢, = 0 wird aus den Ableitungen p[ 1] Vim,1 p[f'"’ll Um.1) und
o{—dm,1)? di o(=dm,1)2*

p[T"" A Um,1) nach Lemma 2.3 die partielle Ableltung p[ il Um,1) = 0 berechnet.
(—dm,1) 0(=dm,1)3 ’

Dies impliziert D*plTm1l(v,, ;) = 0 und damit air "“](vm,l) = 0. Falls ¢, 0 = 0, 50 ist vy
semisinguldr bzgl. Ay, und aus s, =0 folgt pg’gfim’ojz(vm,o) = 0 fiir einen Einheitsvek-
tor d entlang der benachbarten Kante von e, o im Knoten vy, ¢. Analog der Argumentation
fiir v, ; impliziert dies D*plTm1l(v,,, o) = 0, also qu’""](vm,o) = 0, falls ¢ o = 0. Aufgrund
der Interpolationspunkte im Innern der Strecken [vp, g, Y22mL] und [vp, 1, 2252m0] gibt es

daher ein Polynom gf™" € Py, sodass sich pT=1) schreiben 14t als

p[Tm’l]( ) = Bolylg-ly-ls- q[TMI]( ) z2 € Tm,a,

wobei I; fiir j = 4,5 eine Gerade durch die Strecke [vy,, M] bzw. (v, 1, ”"‘J’%] ist.

Aus den Interpolationsbedingung im Innern von T;,, ; folgt schliefflich q[ mal = 0 und damit
[Tma] = = 0.

p

Wir betrachten nun induktiv die Dreiecke Ty, [ = 2,...,n, — 1. Mit der C?-Stetigkeit

iber den Kanten ep ;1 und [vm,l_l,vm 1] sowie der Supersplineeigenschaft in den Knoten

U, und vy, gibt es ein Polynom q([) € Py, sodass sich pTm4 schreiben 148t als
p[T"‘"] (Z) l3 l3 l3 q[Tm l]( )’ z € Tm,l;

wobei /; eine Gerade durch die Kante [y, j—1, Um,] und I; fiir j = 2, 3 Gerade durch die Kan-
ten ey, ;4,3 sind. Mit gleicher Argumentation wie im Dreieck T, ; folgt p[T’” d (h 1)3( ) =
0, falls ¢,y = 0. Fiir ¢,y = 1 gibt es einen weiteren Interpolatlonspunkt im Innern von
T;n,- Beides impliziert jeweils q([)T"‘”] = 0 und damit p!Tmtl = 0.

Es verbleibt das Dreieck Ty, ,,,. Aus der C2-Stetigkeit iiber der Kante ep,p,,—1 folgt fiir
alle 2 € emp,, 1, dass D¥plTmaml(z) = 0 fiir & = 0,...,2. Daher gibt es ein Polynom

gmmm) € Py, sodass sich plTmnm] schreiben als

wobei {; eine Gerade durch die Kante [Umn.—1,Vmnn] und l;, j = 2,3 Geraden durch
die Kanten em n,,+j-3 sind. Im Fall 7, = 1 folgt wie auf dem Dreieck T, dass die

partielle Ableitung pl[ﬂm ] (o ) (Vm,n.) verschwindet oder ein zusétzlicher Interpo-
nm,nm —1 T Tm

lationspunkt im Innern von T, . liegt. Dies impliziert q([,T””"'"](vm,nm) = 0 und damit
pTmnml = 0. Fiir 7, = 0 gilt nach Voraussetzung cmp,, = 1, und es gibt A, € {2,3}
Dreiecke 7; = A(vm, wi—1,w;), I = 1,...; A in A mit wo = vmp und wy,, = VUmn,,, Wobei
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die Kanten [w, vy, I = 1,..., A\, — 1 in v, degeneriert sind. Mit der C*-Stetigkeit iiber
(T1]
@ .
lang der Kante [vy,, w;] ist. Daher impliziert die C?-Stetigkeit iiber der Kante ey, n,, sowie

pgnm;""‘](vm) = pfig";"’”jz _l(vm) = 0 nach Lemma, 2.3, dass pg:‘;”'”‘gmn _,(vm) = 0. Daraus

diesen Kanten folgt p3," o (vm) = 0 fiir | = 1,..., A, wobei d; ein Einheitsvektor ent-
1%

folgt gi™"™ (v) = 0, also pTmnml = 0.

Insgesamt gilt s, = 0 und induktiv s = 0.

4.3 Hermite-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben. Wir wéhlen nun
geeignete Interpolationsbedingungen im Startdreieck und induktiv in den Knoten der ange-
hingten Dreiecke, und konstruieren so Hermite-Interpolationsmengen fiir den Splineraum

S7%(A).

Sei f € C(f) eine geniigend oft differenzierbare Funktion und d; fiir i = 1, ..., 3 ein Einheits-
vektor entlang der Kante e; := [w;, wi+1], wa := w1, des Startdreiecks T = A(wy, w2, ws).
Dann setzen wir Hy eine Menge von 36 Interpolationsbedingungen, die den interpolierenden
Spline s auf T eindeutig festlegen. Dies sind z.B.

o DFs(w;) = D¥f(w;), fiir k=0,...,3,i=1,...,3, und

® S2(_g,_,y(Wwi) = feeaye (Wi, Sad(~d;_p)(Wi) = faseapy(wi) firi=1,...,3.

Angenommen die Menge H,,_; wurde bereits konstruiert, so wihlen wir auf den Drei-
ecken von A, \ Ap-1 die Bedingungen Hp, \ Hp,_1 im Knoten vy,. Sei dazu dp,; fiir
m=1,..,n, j =0,..,ny, ein Einheitsvektor entlang der Kante ep j = [Um, Unm,]. Im Fall
Tm = 0 sei 0.B.d.A. ¢y, = 1. Dann gelte:

e DFs(vy,) = DFf(vy), fir k=0,...,3,

® Sq2 od? | (vm) = fdfn,odfn,l (V)

® Si;1d,, (V) = famjrd3,, (vg) fiir alle j € {1, ...,ny, — 1} mit ¢; = 1,
® 58 (dmy (Vm) = f&2, ydm,1 (Vm), falls cmp =1, und

d Sdm,nm—ld?n,nm (Um) = fdm,nm—ldgn,nm (vm)’ fa']'ls (cm,nm = 17Tm = 1)‘

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben, und H = H,
die Menge aller oben gestellter Interpolationsbedingungen fiir S23(A).
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Theorem 4.3:
H ist eine Hermite-Interpolationsmenge fir den Splznemum 82 3(A)

Beweis:
Nach Konstruktion gilt #H = dim(872’3 (A)). Daher reicht es zu zeigen dass das ho-
mogene Interpolationsproblem nur trivial l6sbar ist. Sei also s, = pfl € P, fiir alle

T € A und f = 0 gegeben . Die Interpolationsbedingungen im Startdreleck T implizieren
p"l = s, = 0. Angenommen fiir ein m € {1,...,n} ist bereits gezeigt, dass s, | =0,
dann betrachten wir s auf Q. \ Qp—1.

Die C?-Stetigkeit iiber den Kanten [Um i, Vmi41], { =0, ...,y — 1 und die Supersplineeigen-
schaft in den Knoten der Triangulierung implizieren D*s(z) = 0 fiir kK = 0, ...,2 und alle
Z € [Umg, Umgs1); L = 0,. — 1 sowie D3s(vpy) =0 fiir 1 = 0, ..., Ny Aus D¥s(vy,) = 0
fiir £k = 0,...,3 folgt damlt 1nsbesondere 8., = 0firl =0,...,n,. Im Folgenden sei Ji,j
ein Emheltsvektor entlang der Kante [vmz,vm il € E(A).

Im Dreieck T;,,1 interpoliert fiir ¢, ;1 = 1 die partielle Ableitung pdT"‘”] &, (vm) = 0. Mit

m,1]

der Supersplineeigenschaft in den Knoten vy, und vy, ; impliziert dies p i ( d 1)3(1),,L,1) =0

Gilt dagegen c;,1 = 0, so 148t sich p[ ™ (1] i )3(vm 1) aus den Ableltungen pfiz’” (1] i 1)2(11,,,,,1),
pg”"(l] i ('uml) und p g 1)4 (vm,1) nach Lemma 2.3 Null berechnen. Im Fall ¢, = 1

[ml]

1nterpohert die partielle Ableitung Pg (vm) = 0. Aus der Supersplineeigenschaft in vy,

[ml]

und vy, folgt daraus p; o (o) (vm,o) = 0. Fiir ¢;p 0 = 0 ist vy 0 semisingulér bzgl. A, und
Tm l]

™, : Tm
pEl](:l(l]d e 5 (Um,0) 188t smh mit Hilfe der Ableitungen pE_ d:;],o)“( m0)s P & (—dmo)? »(Um,0) und
pg'(" lc]z o2 2 (Um,0) nach Lemma 2.3 Null berechnen. Dabei ist d ein Einheitsvektor entlang

der benachbarten Kante von em,0 im Knoten vy, o. Folglich gibt es auf dem Dreieck T,
ein Polynom gi"™!! € Py, sodass sich pT1) schreiben als

p[Tm'll(Z) l3 l2 l2 [Tm 1](2), z E Tm,l’

wobei I; eine Gerade durch die Kante [vp, 0, Vm,1) und I}, j = 2,3 Geraden durch die Kanten
€m,j—2 sind. Aus pflz’" 112 (vm) = 0 folgt q[T"‘ 1](v.m) = 0 und damit piT=1] = 0.

Wir betrachten Jetzt 1ndukt1v die Dreiecke Ty, | = 2,...,n, — 1. Aus der C?-Stetigkeit
iiber der Kante e, ;_; folgt DFpTmil(2) = 0 fiir k = 0,...,2 und alle z € ep 1. Also gibt

es ein Polynom q[ il € Py sodass sich plT=4 schreiben als
plTmil (2) = B-13-13- q[T"‘ ‘]( ), 2 € Ty,

wobei [; eine Gerade durch die Kante [vp;—1, Um ] und I}, j = 2,3 Geraden durch die Kanten

€m,1+;—3 sind. Mit analogem Argument wie im Dreieck T;, ; gilt p[T"‘ ’1] (—d )P (Vmy) = 0. Dies

impliziert gi ™ (vp) = 0 und damit p/Tm4 = 0.
Es verbleibt das Dreieck Ty, n,,- Aus der C2-Stetigkeit iiber der Kante en g, -1 folgt fiir
alle 2 € epp,,—1, dass DFplTmnml(z) = 0 fir K = 0,...,2. Daher gibt es ein Polynom
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gFmmml ¢ Py sodass sich plFrnm! schreiben als

p[Tm,nm](z) — l‘;' ) lg A ,qum,nm](z), 2€Tmn.,

wobei [; eine Gerade durch die Kante [vmn,.-1,Umnn) und l;, 7 = 2,3 Geraden durch
die Kanten emp,,+j-3 sind. Im Fall 7., = 1 folgt wie im Dreieck T;,, 1, dass die partielle
(Trm,nm]

Ableitung p :

nmmm—1(—8m,nm )3

(Vmmn) = 0 fir ¢pp, = 1 interpoliert, oder fiir ¢pp,, = 0

berechnet werden kann. Dies impliziert q([)T"""'"](vm,nm) = 0 und damit p/Tm~nl = 0. Fiir
Tm = 0 gilt analog dem Beweis fiir die Lagrange-Interpolation, dass p[T'"'"'"] (vm) = 0.

d:ysn,nm dm,nm -1

Dies impliziert q([)T"“"m](vm) = 0 und damit ebenfalls pTm=m] = 0.

Insgesamt gilt 5|, = 0 und damit induktiv s = 0.

5. Interpolation mit S>°(A), ¢ > 8

In diesem Abschnitt konstruieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir
die Splinerdume S2*(A), ¢ > 8 auf beliebigen Triangulierungen A.

Nach Ibrahim und Schumaker [16] ist die Dimension der Splineriume S;(A) fiir ¢ > 3r+2
auf beliebigen Triangulierungen A bekannt. Fiir ¢ > 8 gilt:

dim(S2°(A)) = 15-#V(4) + ((‘1;7) —3) -#N(A)+ (3g—18) - #E(A) + o.

5.1 Lagrange-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben. Dabei ist
keine Modifikation von A notwendig. Wir wihlen nun geeignete Interpolationspunkte im
Startdreieck und induktiv in den angehingten Dreiecken, und konstruieren so Lagrange-
Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S;*(A), ¢ > 8.

Auf dem Startdreieck T wihlen wir eine Menge Lo von (%}?) Punkten, die eindeutige
Interpolation mit P, erlauben. Dies sind z.B. fiir ¢ = 1,...,¢ + 1 genau ¢ Punkte auf der
Strecke [; fiir ¢+ 1 parallele Strecken [y, ..., ;41 auf 7. Angenommen fiir ein m € {1,...,n}
sind die Interpolationspunkte auf €,,_; bereits konstruiert, dann wahlen wir die Punkte
L\ L1 auf Qg \ Qpp—q wiefolgt:

e Auf dem Dreieck T, wéhle
— v und je genau g — 4 Punkte im Innern der Kanten en,o und en 1,
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— genau ¢ — 5+ ¢y Punkte im Innern der Strecke [vp,, ””“;&],

— genau ¢ — 6 + cm,1 Punkte im Innern der Strecke [vp,1, *252™2], und

— genau (q;S) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern von T, ;, die

eine eindeutige Interpolation mit P,_; erlauben.

e Auf den Dreiecken Tpy, | = 2, ..., 7, — 1 wihle

— genau ¢ — 7 Punkte im Innern von ep,,

— genau ¢ — 7 + ¢y Punkte im Innern der Strecke [v,,g, 22 "™4=], und

— genau (%,°) nicht auf dieser Strecke liegende Punkte im Innern von T, die
eine eindeutige Interpolation mit P,_g erlauben.

o Auf Ty, .. wihle

— genau ¢ — 7 Punkte im Innern von ey, ,,,

— genau ¢ — 7 + Cmpn,, Punkte im Innern der Strecke [vp,p,, , 22t mnm=1]

— genau g — 8 + 7, Punkte im Innern der Strecke [vy,, Zmem=1ttman] ynqd

— fiir ¢ > 9 genau (qj) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern von
Tmn.., die eine eindeutige Interpolation mit Py_g erlauben.

Um
Um,O
Um,4
[ ]
Um,2 Um,3

Um,1

Abb. 10: Mogliche Lagrangepunkte auf €y, \ Qp—; fiir ¢ = 8.

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben, und L die
Menge aller oben gewidhlter Interpolationspunkte.

Theorem 5.1:
Sei q > 8. Dann ist L eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum qu’?’(A).

Beweis:
Wir zeigen zunichst, dass die Anzahl der gewéihlten Punkte mit der Dimension des inter-

polierenden Splineraums iibereinstimmt. In L enthalten sind:
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e genau (?}?) Punkte im Startdreieck,

genau (%;*) — 3 Punkte in jedem hinzugefiigten Dreieck,

genau 10 + 3(¢ — 6) zusétzliche Punkte fiir jeden angehdngten Knoten v in den
Dreiecken T, und T}y, , und

e genau einen Punkt fiir jeden singuldren Knoten.

Also gilt ‘

#L = (33 + [(95Y) = 3] - (#N(A) — 1) + [10+3(g—6)] - (#V(A) —3) + o(A)
= (¢* — 6g+6) - #V7(A) + (q —3¢—2)-#Vp(A) — %(qz—ﬁq—4) + o(A)

10-#V(A) + [(%57) — 3] - #N(A) + 3(¢—6)- #E(A) + a(4A)

= dim(S;°(8)),

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial l6sbar ist.
Sei also s € §2%(A) gegeben durch s, = pT! € P, fiir alle T € A, und es gelte 5(z) = 0
fir alle 2 € L. Die Interpolationsbedingungen im Startdreieck implizieren s, = 0. Sei
jetzt fiir ein m € {1,..,n} bereits gezeigt, dass s, = 0, dann betrachten wir s auf
Qn \ Qm_1. Die C2-Stetigkeit iiber den Kanten [vy 1, Umyt1], I = 0,...,7, — 1 und die
Supersplineeigenschaft in den Knoten implizieren D*s(z) = 0 fiir k¥ = 0,...,2 und alle
2 € Wty Vmgs1), L =0, ...,y — 1 sowie D?s(vy,) = 0 fiir 1 =0, ..., Ny,

Auf dem Dreieck T:,, 1 folgt aus den Interpolationsbedingungen auf den Kanten e, = 0,1,

dass p| Tmtl = 0 fijr | = 0,1. Daher gibt es ein Polynom q[T'” Y € Py_s, sodass sich plTm.i]

schrelben 148t als

pfril(z) = 11y 15 Q[TM]( ) z2€Tpy,
wobei [; eine Gerade durch die Kante (Um0, Um,1] und l;, j = 2,3 Geraden durch die Kanten
€m,j—2 sind. Wie im Fall ¢ = 7 folgt fiir ¢,0 = 0 mit analogem Beweis D*pl™1)(v,,,1) =
Trtl (1) = 0, sowie fir cpy = 0, dass D*pTm1)(v,,0) = 0 und damit
(Vmpo) = 0. Zusammen mit den Interpolationsbedingungen im Innern der Strecken

0 und damit dq-

T,
(L[I 51]

[vmo’ vm+vm 1] und ['Umla ”_mﬂn_g] glbt es daher ein Polynom q([] m,1] € Pq 7, sodass sich
plTmil schrelben iRt als

pImil(z) = Boly-ly-ly-ls- gy (z), 2 € Ty,

wobei [; fiir j = 4,5 eine Gerade durch die Strecke [Up 9, "2 5™ bzw. [Up,1, 2250 st

Die Verblelbenden Interpolationsbedingungen im Innern von Tp,; implizieren schlieflich

q([,:’;"}"] = 0 und damit p!T=1 = 0.

Wir betrachten nun die Dreiecke Tm,,, [ = 2,..,n, — 1. Die Supersplineeigenschaft in
den Knoten vy, und vmy, [ = 1,...,ny zusammen mit den Interpolationsbedingungen im

Innern der Kanten en;, | = 1, ..., ny impliziert S, = =0 fiirl = 1,..., . Mit der C*-
Stetigkeit liber den Kanten e,,;—1 und [Vmi-1, Um,] folgt daher die Ex1stenz eines Polynoms
[T’" 1 € P,_;, sodass sich pTmil schreiben 14t als

pmi(z) = B8 13- ¢ 2), 2 € Ty,
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wobei I/, eine Gerade durch die Kante [vs;-1,Vmy] und ;, j = 2,3 Geraden durch die

Kanten epij-3 sind. Fiir ¢,y = 0 folgt nach Lemma 2.7 wie im Fall ¢ = 7, dass
[Tml]
dy1—1(—dm )3

damit q([l ] (Umg) = 0. Fiir ¢;ny = 1 liegt ein zusétzlicher Interpolationspunkt im Innern der

Strecke [vm, l—"—"igﬂ—"—‘] In beiden Fillen gibt es mit den gewéhlten Interpolationspunkten
[ m l]

(Um,) = O fiir einen Einheitsvektor d;;_; entlang der Kante [vy,, U 1], und

daher ein Polynom g, 3" € P,_s, sodass sich p!"m! schreiben 148t als

p[Tm’l](Z) l3 l3 l3 l4 q[Tml]( )’ zETm,z,

Um +Vm, -1

wobei I eine Gerade durch die Strecke [vp,, -mi=1] ist. Die restlichen Interpolationsbe-

dingungen im Innern von T;,; implizieren q[ =t = 0 und damit plTmil = 0.
Es verbleibt das Dreieck Ty, .. Fiir 7, = 0 folgt aus der Semisingularitdt von v,, und der
C%-Stetigkeit iiber den Kanten von A nach Lemma 2.7, dass sg,,, _,a, . (vm) = 0. Fiir

M]

T = 1 liegt ein zusitzlicher Interpolationspunkt im Innern der Strecke [vyy,
AUS €, = 0 folgt D*plTrmnml(y,, . ) = 0 wie im Fall ¢ = 7, und damit q[T’" mml(
Fir ¢ p,, = 1 liegt ein zusétzlicher Interpolationspunkt im Innern von Vrm,nm
Im Fall ¢ = 8 impliziert dies p[T™mm] = 0. Fiir ¢ > 9 liegen zusitzlich ¢ — 8 Interpolati-
onspunkte im Innern der Strecke [vy,, ’ﬁ"——""‘—“;ﬂ“—"ﬂ] weshalb ein Polynom q[T"" nml ¢ Py-g
existiert, sodass sich p!Tmnml schreiben 148t als

Vmonm) = 0
vvn+”m—nm—1]

p[Tm,nm](z) =Bl 30y ls- q{[ﬁ:"é"m]( ), 2 € Tppns

wobei l4 eine Gerade durch die Strecke (v, "—'Mmi,i’i’ﬂ‘—"i] und I5 eine Gerade durch die

Strecke [Um,pn,,, 22F222m=1] jst. Aus den Interpolationsbedingungen im Innern von Ty, g,

folgt schliefilich q[T'" mml = 0 und damit plTmnm] = (. Insgesamt gilt daher S|a, = 0 und '
induktiv s = 0.
#

5.2 Hermite-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 3 beschrieben. Wir wih-
len nun fiir ¢ > 8 geeignete Interpolationsbedingungen im Startdreieck und induktiv in
den Knoten der angehiingten Dreiecke, und konstruieren so Hermite-Interpolationsmengen
fiir die Splinerdume S23(A).

Sei f € C() eine geniigend oft differenzierbare Funktion und dj fiir ¢ = 1, ..., 3 ein Einheits-
vektor entlang der Kante e; := [w;, wiy1], wy := wy, des Startdreiecks T' = A(wy, wa, ws).
Wir setzen Hy eine Menge von (?}?) Interpolationsbedingungen, die den interpolierenden
Spline s auf T eindeutig festlegen. Dies sind z.B.

[ ] D’“s(wl) = Dkf(wl) flll' k= 0’ sty [%]7
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® S(_ay)idk (wa) = f_ayyiar(w2) fiir j=0,..., [q;—l], k >0, wobei j + &k < [£], und

® S(—dy)idk (ws) = f(_dg)id’g (ws) fiir j,k =0, ..., [%]

Dabei ist [z] die grokte ganze Zahl < z. Angenommen die Menge H,,_; ist bereits kon-
struiert, dann wéhlen wir im Knoten v, die Bedingungen H,, \ H,,_; . Sei dazu d,, ; fii
m=1,..,m,j = 0,..,n, ein Einheitsvektor entlang der Kante ey ; = [Um,VUm,]. Wir

wahlen
o D*s(vy) = D*f(vy) fiir k=0,...,g— 4,
° Sdfnodinl(vm) = fd’;nodinl('um) fiir k,l >2 k+l=q-3,

e sdfnj 1

(1L,g=4)}, 1=2, ., T, (klj)%(l?’nm)

i (Um) = far o (vm) fix k23,4 < k+1<g=3, (k1) ¢ {(0,g - 3);

) Sdfnjgdm,l(vm) = fdﬁ’,;édm,l (vm) bzw. 54 it (’um) = fu.,- st +(Uy), falls ¢ = 1

bzw. ¢ =1, j =1,..., i,

® Sdmam—-1d3, nm (vm) = fdm_nm_ldgn nm ('Um), falls Tm =~ L.

Abb. 11: Interpolationsbedingungen H,, \ Hy,—1 im Knoten v, fiir ¢ = 8.

Sei A eine beliebige Triangulierung und H die Menge aller oben gewéhlter Interpolations-
bedingungen in den Knoten von A.
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Theorem 5.2:
Sei g > 8. Dann ist H eine Hermite-Interpolationsmenge fiir den Splineraum Sq2’3(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #H = dim(82*(A)). Daher reicht es zu zeigen, dass das homogene
Interpolationsproblem nur trivial 16sbar ist. Sei also s, = plT) € P, fiir alle T € A und
f = 0 gegeben. Die Interpolationsbedingungen im Startdreieck 7" implizieren p/”! = 0. Sei
jetzt fiir ein m € {1,...,n} bereits gezeigt, dass s, = 0, dann betrachten wir s auf
Qm \ Qm—l-

Die C?-Stetigkeit iiber den Kanten [vmi,vmi41), [ = 0,...,ny — 1 und die Superspline-
eigenschaft in den Knoten der Triangulierung implizieren D*s(z) = 0 fiir k = 0,...,2
und alle z € [Umg, Vmit1], | = 0,...; 7 — 1 sowie D3s(vyy) = 0 fiir [ = 0,..., 7. Aus
D*s(vy,) = 0, k = 0,...,3 und den Interpolationsbedingungen im Innern der Kanten
emts | =0, ...,y folgt damit insbesondere s, =0firl=0,...,npy.

Analog dem Fall ¢ = 7 sind fiir ¢ > 8 die partiellen Ableitungen S(—dpm )30 141 (Umy), I =
0,...,nyn — 1 und Sy 11 (=dpm 1) (Vmg), I = 1,...,ny, entweder durch die homogenen Inter-
polationsbedingungen gegeben, oder lassen sich mit der C2-Stetigkeit iiber den Kanten
emi, | = 0,...,ny nach Lemma 2.3 Null berechnen.

Fir ! =1,...,ny, — 1 implizieren die Interpolationsbedingungen in den Knoten vp, vm -1

und vy, daher D¥plTmil(z) = 0 fiir k = 0, ..., 2 und alle z auf einer Kante von Tp,,;. Im Fall
g = 8 folgt daraus p!T~# = 0, fiir ¢ > 9 folgt die Existenz eines Polynoms qt[f:"g”] € Pyo,

sodass sich pTmd schreiben 148t als

piril(z) = B-8-8-7%2),  2€Tmy
wobei [; eine Gerade durch die Kante [y, -1, Um,) und I;, j = 2,3 Geraden durch die Kan-
ten em 43 sind. Mit den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten v, folgt
Dkq([f:"g"] =0firk=0,...,4— 9 und damit q([;:";”] = (0. Dies impliziert pT=4 = 0.
Betrachten wir nun das Dreieck Tipp,,. Im Fall 7, = 0 wird die partielle Ableitung
Sdmnr —1dmmm (Um) = 0 analog dem Fall ¢ = 7 berechnet. Fiir 7, = 1 ist 84,, .., _1dmonr (Vm) =
0 gegeben. Mit gleicher Argumentation wie auf den Dreiecken T, ;, | =1, ..., n,, gilt damit
pfmnml = 0. Die impliziert sjq,, = 0 und schlieRlich induktiv s = 0.

#
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