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Ein Prinz aus Levant, der die Jagd lieb gewann

und rabenschwarz Herz tiefer Walder betrat,

beging schwer, sehr lang durch die Aste den Pfad

und sprach so erwahlt durch den Fldtengesang:

- Doch kommet, zu jagen im Kranz dunkler Walder

das Wildschwein mit silbernem, schaudrigem Zahn,

das tdglich im Panzer der Nester sich &ndert,

den Gang, und das Fell, und im Auge den Glanz.

- Mein Herr, wagte milde ein junger Begleiter,

da gab’s jenes Wildschwein noch nie, nicht ein Bild,

dabei war’s gescheiter, zu wittern das Kleinwild,

der Hase lauft frei, der Rotfuchs schleicht wild...

Der Prinz ging doch heiter mit keimendem Lécheln,

obwohl seine Wacht in der Oase der Farben der Bdume
erwuchs,

bertihrte das schlafende Reh mit dem Hauch,

gab freies Geleit dem hell glitzernden Luchs.

Den Eichen zu Fissen, beiseite das Unkraut gelegt,

- Doch sehet, ein Traum, wie es Zeichen uns gibt,

das Wildschwein mit silbernen Zghnen, uns nah,

ach, jagen wir’s schnell mit dem holzernen Pfeil,

- Mein Herr, ist doch Wasser als Schaumspiel im Zweig,

versetzte ein junger Begleiter gescheit mit Emphase.

Der Prinz gab sich drehend als Antwort nur: — Schweig!

Und Wasser, sein Spiegel, erglanzte wie Wildschwein, sein
Zahn.

Ulmen zu Gast trieb er weiter sein Heer, sein Leiden geriet
aus den Gleisen:

- Doch sehet, es scharrt und erwartet uns heil,

das Wildschwein mit silbernem Zahn, auf den Weiden,

ach, jagen wir’s schnell mit dem Eisen im Pfeil,

- Mein Herr, ist doch Gras als der Schatten des Windes im
ZWeig,

versetzte ein junger Begleiter mit Mut.

Der Prinz gab sich drehend als Antwort nur: — Schweig!

Motto:

Das Wildschwein mit silbernem Zahn
nach Stefan Augustin Doinas

Und Schatten der Gréser erglanzten wie Wildschwein,
sein Zahn.

Mit Tannengefliister auf Atem belohnt, erklang ungeheuer
sein Schrei in den Felsen:

- Doch sehet, den Ort, wo es wohnt und es ruht,

das Wildschwein mit silbernem Zahn aus den Versen,

ach, jagen wir’s schneller mit Feuer und Pfeil,

- Mein Herr, ist der Mond wie die Linsen des Himmels,
gesiebt durch den Zweig,

versetzte ein junger Begleiter missachtend im Grinsen.

Der Prinz gab sich drehend als Antwort nur: — Schweig!

Und Strahlen des Mondes erglanzten wie Wildschwein,
sein Zahn.

Dochweh! Alssich Himmel mit Abendsternlichtern versah,

und er in dem Dammer der Quelle kam nah,

erschien fast gigantisch ein Wildschwein, sein Zahn

zog ihn gewaltig auf rotes Gestein.

Welch seltsames Tier tiberschwemmt mich mit Blut

und zdgert die Wildschweinverfolgung hinaus?

Welch trauriger Vogel im Mondschein verweint?

Welch welkendes Blatt wellt mein Gang?

- Mein Herr, selbst das Wildschwein mit silbernem Zahn,

es selbst hat dich grunzend gepackt unterm Zweig,

dem Jagdhund gelang es, es weit zu vertreiben...

Der Prinz gab sich drehend als Antwort nur: — Schweig.

Nimm lieber das Waldhorn und blas’ gen Zenit

ununterbrochen im Gleichschritt mit meinem Verbleiben,

Der Mond wahrenddessen erglitt,

Waldhorn erklang, nicht allzu lang.






Einleitung

Der mathematische Rahmen. Die K-theoretische Pionierarbeit [BMS] fangt damit an, dem Leser die virtuelle
Darstellung einer topologischen Welt jenseits der historischen mathematischen Geschichte vorzustellen, Zitat, “in
welcher die topologischen K—Gruppen definiert, jedoch die Kohomologie—Gruppen nicht bekannt sind.

Diese ist eine direkte Anspielung auf die Lage der algebraischen Geometrie, wo die algebraischen K—Gruppen einer
algebraischen Varietat nach ihrer Einfiihrung in 1973 durch Quillen bekannt sind, wo jedoch eine naheliegende
Kohomologietheorie fehlt. Potenzielle Schwierigkeiten des Lebens in dieser Welt waren:

1. Diese Welt kennt keine expliziten Kozyklen, welche Kohomologie—Klassen reprasentieren. Diese Kozyklen
sind oft interessante geometrische Objekte wie z.B. Differentialformen oder Cech—Kozyklen, welche die
Kohomologie in Verbindung mit anderen mathematischen Ideen bringen.

2. Die ganzen Kohomologie—Gruppen sind nicht definiert.

3. Die méichtigen Rechentechniken der Kohomologietheorie sind nicht vorhanden. "

Zitat(~Ubersetzung) Ende. An einer weiteren Stelle ([BMS], S. 680, Punkt 4.) kommt fiir die bzgl. der 4—Filtration
gebildeten graduierten K—theoretischen Gruppen der Kommentar:

“Die Gruppen links von der MILNOR—Spalte sind geheimnisvoller: Es ist sogar schwierig, Invarianten oder héhere
Regulatoren zu finden, welche darauf nicht verschwinden.”

Der Meilenstein ist bereits 1984 durch die Arbeit von BEILINSON [Be] gesetzt. Hier wird insbesondere die
D(ELIGNE)-Kohomologie eingefiihrt, ihre Eigenschaften werden untersucht, und gestellt werden (die DELIGNE—
BEILINSON—)Vermutungen, welche das Zusammenspiel zwischen

e der QUILLEN—-K-Theorie (—genauer— der nach BEILINSON davon abgeleiteten absoluten Kohomologie)

e und der DELIGNE-Kohomologie

in Verbindung zu Werten von L—Funktionen bringen.

Die Arbeitsgemeinschaft in Oberwolfach von 6-12 April 1986 iibernimmt diese Thematik und setzt sich als Ziel, die
Arbeiten von BEILINSON und BLOCH zu vertiefen. So entstand 1987 der Band [RSS], 1988 publiziert, welcher den
Stand der Dinge zum damaligen Zeitpunkt gut trifft. In den weiteren (zehn) Jahren entsprangen diesem Ideenkreis
neue Richtungen und Entwicklungen, welche vielleicht am besten dem titanischen Band [JKS] zu entnehmen
sind, welcher als Frucht der “motivischen” Konferenz an der Washington—Universitit, Seattle, zwischen 20.07 und
02.08.1991 entstand.

Wir widmen nun unsere Aufmerksamkeit einer parallelen, teilweise disjunkten Richtung in der algebraischen Geo-
metrie, der ARAKELOV—Geometrie, welche 1974 durch die Arbeiten [Arl] und [Ar2] eingeleitet wurde. Sie ist eine
Verbindung zwischen der algebraischen Geometrie von algebraischen Kurven/Flachen und der Differentialgeometrie
der naheliegend zugeordneten Objekte. Der Erfolg der ARAKELOV—Geometrie besteht in ihrem Hauptingredient,
einem Schnittprodukt, welches es ermdglicht, die Zahlentheorie in Verbindung zur algebraischen Geometrie zu
bringen. Die MORDELL-Vermutung und die Hohenpaarung fiir elliptische Kurven konnen z.B. mit ARAKELOV—
theoretischen Methoden untersucht werden. In der Entwicklung der ARAKELOV—Geometrie sind nach Kenntnis
und Sichtweise des Autors folgende wichtige Punkte aufzuzahlen:

Die Arbeiten von ARAKELOV.

Die Arbeit von FALTINGS in Bezug auf die MORDELL-Vermutung, insbesondere zu erwdhnen: [Fa2].

Die Monographie von LANG: [La].

Die zahlreichen Arbeiten von GILLET und SOULE in den 90er Jahren —die Monographie [ABKS] beschreibt
partiell diese Sicht der Dinge—

e und die parallele Arbeit von FALTINGS [Fa], welche seine Vorlesung in Princeton, 1990 datiert, in Buch-
format bringt.

In dieser Arbeit werden wir eine mathematische Struktur untersuchen, welche an dem Treffpunkt dieser zwei
historisch kurz geschilderten Richtungen entsteht.
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Der Autor hat direkte Beriihrungen mit der ARAKELOV—Geometrie erst Anfang 1993. Insbesondere ist dabei die
Bonner Tagung iiber arithmetische Schnitt—Theorie das Datum, wo er die fiir diese Dissertation wichtigen Arbeiten
von WANG [Wa] und insbesondere von BURGOS [Bu] kennenlernt. Einen spaten Dank méchte ich nach fiinf Jahren
an Professor CHRISTOPH SOULE und an JOSE IGNATIO BURGOS richten, fiir die damaligen sehr kurzen, fiir mich
jedoch sehr bedeutendenen Diskussionen, wo die Kontur und Forschungsrichtung des zweiten Teiles, Regulatoren,
dieser Arbeit festgelegt wurde.

Im Zeitraum 20.04.1993-17.02.1994 hat mein Doktorvater, Professor RAINER WEISSAUER, an der Mannheimer
Fakultat fiir Mathematik und Informatik eine Vorlesung liber arithmetische Schnitt—Theorie gehalten, und dariiber
hinaus entstand parallel in Schriftform die Arbeit [W], welche eine auBergewdhnliche Leistung darstellte, fiir die
Schnelligkeit, mit welcher sie entstand, fiir das Volumen von Information, welches sie zielgerichtet komprimiert ( —
dabei zu erwihnen: [Fa],[BGV] und einzelne Arbeiten von BIsMUT, GILLET und SOULE — ), und fiir den Weitblick,
welchen die offen gelassenen Fragen herausfordern. Fiir dieses und fiir die danach folgenden vielen anregenden
Diskussionen finde ich hier den treffenden Platz, dafiir meinem Doktorvater meinen Dank auszusprechen.

Leitfaden fiir diese Arbeit. Der Ausgangspunkt fiir diese Arbeit war die Suche nach einer Konstruktion einer
geeigneten héheren arithmetischen Schnitt—Theorie. Das Problem kann wie folgt formuliert werden:

Sei X eine glatte algebraische (oder komplexe) Mannigfaltigkeit. Wir suchen einen Morphismus von Komplexen
ch der Form:

. “Algebraischer” Komplex: o . “Differentialgeometrischer” Komplex:
von “Zykeln" auf X +————  von Differentialformen auf X 1,
mit einem Produkt @ mit dem Produkt A :

welcher vertraglich mit den Produktstrukturen @ und A ist. Diese Arbeit verwirklicht eine solche Konstruktion in
den folgenden Schritten:

A. Der Definitionsbereich der Abbildung ch.
Dieser Komplex steht im direkten Zusammenhang mit der héheren algebraischen K—Theorie, und seine Einfiihrng
und Studium finden im ersten Teil der Arbeit statt:

e Im Kapitel 1 wiederholen wir den Formalismus der simpliziellen Mengen, in Rahmen dessen des weiteren
die K-theoretischen Konstruktionen von WALDHAUSEN und GILLET, GRAYSON prasentiert werden. Die
K-Theorie ist die Homotopie der Rdume/Spektra, welche durch diese Konstruktionen entstehen und eine
natiirliche H-Raum—Struktur tragen. Wir konzentrieren uns durch “Linearisierung” auf die Homologie und
der Koprodukt-Struktur dieser Raume, was einem Studium der Homotopie modulo Torsion gleichkommt.
Wir untersuchen explizit kanonische Komplexe, welche diese Homologie berechnen. (Im Licht der DELIGNE—
BEILINSON-Vermutungen ist z.B. dieses Studium sehr interessant.)

Man kann diese “Linearisierung” als kategorielle Bar—Konstruktion ansehen.

e Um eine Produkt—Struktur einzufiihren, ist es vorteilhaft, mit einer kubischen Version der Objekte aus dem
Kapitel 1 zu arbeiten. Als Parallele fiihren wir im Kapitel 2 Analoga der Objekte aus dem ersten Kapitel,
und der Vergleich zwischen simpliziellen und kubischen Konstruktionen erfolgt im Kapitel 3.

Wir schreiben bei diesem Vergleich Abbildungen zwischen Rdumen in nur eine Richtung — von simpliziell
nach kubisch — , zeigen aber, daB nach dem Homologie-Ubergang Isomorphismen induziert werden, welche
mit dem Koprodukt vertraglich sind.

e Die kubische Version ist auch vorteilhaft, um explizit Homotopie— und Homologie—Elemente anzugeben,
wie es ein paar Beispiele aus dem Kapitel 5 illustrieren.

e Im Kapitel 4 wird ein struktureller Rahmen der Konstruktionen aus dem ersten Teil der Arbeit gesucht,
ohne ein finales Stadium zu erreichen. Man kann folgende Fragen stellen:

1. In wie weit konnen die “Bar—Konstruktionen” nach geeigneter Graduierung als Hopr—Algebren von

Z—~Moduln organisiert werden?

2. In wie weit kann homologische Algebra fiir HoOPF—Algebren betrieben werden?

Zur ersten Frage erwdhnen wir die Mdglichkeit, die Bar—Konstruktion mit einer Bialgebra—Struktur zu
versehen, und diese fiir einen (einfachen) Quotient—Anteil zu einer HoOpPF—Algebra zu erweitern.

Zur zweiten Frage wird die Kategorie der Horr—Algebra—Objekte in einer Tensor—Kategorie als trian-
gulierte Kategorie dargestellt.

B. Der Wertebereich der Abbildung ch.

Dieser ist eng mit Komplexen verwandt, welche die reelle DELIGNE— oder die DE RHAM—Kohomologie berechnen.
Wir gehen im Kapitel 6 von solchen Komplexen aus, welche von BURGOS nédher untersucht wurden, und wiederholen
den zugehdrigen homologischen Formalismus. Fiir die weitere Konstruktion der Abbildung ch sind folgende Punkte
lebenswichtig:
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e Eine Anderung der Komplexe von BURGOS, welche formaler, algebraischer Natur ist, so daB8 grob a posteriori
(und nicht a priori) Invarianten bzgl. der komplexen Konjugation gebildet werden.

Die neue Version kann einfach im Formalismus von BURGOS untersucht werden. Insbesondere erbt
sie eine kanonische Multiplikation. Das Produkt bzgl. dieser Multiplikation zweier Elemente von vielen
Typen einer Bigraduierung verschwindet, so da man bzgl. dieses Produkts multiplikative Abbildungen ch
betrachten kann, welche fiir viele Typen verschwinden. Aus diesem Grund ist der folgende Punkt wichtig.

e Eine entscheidende Anderung obiger Multiplikation, welche einen kleineren Kern hat. Wir fithren am Ende
des Kapitels 8 die Komplexe C und D ein. Diese besitzen eigenartige Produkte, welche im wesentlichen die
doppelte Filtration im DOLBEAULT—Komplex ausnutzen. Es existiert zusatzlich eine kanonische multiplika-
tive Abbildung

L:D—C.

Der Komplex D ist mit der Berechnung der reelen DELIGNE-Kohomologie verbunden,
und der Komplex C mit der Berechnung der komplexen DE RHAM—-Kohomologie.

C. Die Konstruktion der Abbildung ch.

Diese Konstruktion ist im Kapitel 7 des zweiten Teils dargestellt. Wir gehen von einer Formel von FALTINGS
[Fa] fiir den CHERN-Charakter in der arithmetischen Schnittheorie aus und erweitern diese auch fiir Elemente
einer metrisierten kubischen Bar—Konstruktion, welche in hoheren Graden leben. Als Ingredient der Konstruktion
brauchen wir den superalgebraischen Formalismus, den wir im Kapitel 5 kurz wiederholen.

Unser CHERN—Charakter kann parallel mit Werten in den Komplexen D und C geschrieben werden, und die
multiplikative Abbildung L realisiert den Ubergang.

Es stellt sich die Frage, ob dieser zur Komplex—Ebene geschriebene CHERN—Charakter in Homologie den K-
theoretischen CHERN—Charakter induziert. Wir beantworten diese Frage in dieser Arbeit nicht. K-theoretische
Standard—Techniken, wie z.B. im fiinften Abschnitt der Arbeit [BW] dargestellt, konnen dafiir angewandt werden.
Der Autor wird eventuell diesen Aspekt in einer weiteren Arbeit in einem allgemeineren Rahmen ansprechen.

Im Kapitel 9 wird versucht, den CHERN—Charakter in dem Anteil ndher zu erkldren, der zur Regulator-Abbildung
Ksp_1(X) — Hp(X,R(p)) entspricht.

Vergleich mit den Resultaten aus [BW]. Vor kurzem erschien die Arbeit [BW], welche den gleichen philo-
sophischen Rahmen wie diese Arbeit einnimmt und erfolgreich eine parallele geometrischere Konstruktion von
CHERN—Charakteren vollzieht. Zusatzlich wird dort sorgfiltig gezeigt, daB die konstruierten CHERN—Charaktere
die K—theoretischen Regulatoren sind. Diese Parallele ist deutlich in der Tabelle/Abbildung 1 zu sehen:

Was ist neu in dieser Arbeit?! Wir arbeiten mit zwei Sorten von kubischen Mengen:

e streng kubische (oder auch L-kubische) Mengen, (- diese Objekte sind in der Literatur als kubische Mengen
bezeichnet-)

e und vollkubische (oder einfach auch: kubische) Mengen. (Diese sind nicht die in der Literatur als kubische
Mengen bezeichneten Objekte, sondern sie stellen eine neuartige Begriffsbildung dar.) Eine vollkubische Menge
kodiert eine reichere Struktur als die Struktur einer streng kubischen Menge, und es gibt einen VergiB—Funktor,
welcher vollkubische Mengen auf streng kubische Mengen abbildet.

Es gibt im funktoriellen Sinne geometrische Realisierungen simplizieller bzw. kubischer Mengen, welche topologische
Raume sind:

e Eine simplizielle Menge hat eine simplizielle geometrische Realisierung.

e Eine streng kubische Menge hat eine streng kubische geometrische Realisierung.

e Eine vollkubische Menge hat eine vollkubische geometrische Realisierung.

Jede dieser geometrischen Realisierungen ist ein Quotient eines topologischen Raumes, welcher als disjunkte Ver-
einigung “n—dimensionaler Tetraeder” bzw. “n-dimensionaler Wiirfel” entsteht.

Die Bildung des Quotienten erfolgt nach ldentifikation von Punkten, welche zu simpliziellen bzw. (streng/voll-
)kubischen Ausartungen entsprechen. Man identifiziert dabei Punkte, welche sich durch gewisse Einbettungen
entsprechen:

e Im Falle der simpliziellen geometrischen Realisierung werden alle Einbettungen beriicksichtigt, welche ein n—
dimensionales Tetraeder als Seite eines m—dimensionalen Tetraeders darstellen. (m > n.)

e Im Falle der streng kubischen geometrischen Realisierung werden alle Einbettungen beriicksichtigt, welche ein
n—dimensionaler Wiirfel als Seite am Rande eines m—dimensionalen Wiirfels darstellen. (m > n.) Diese sind eine
Verkniipfung von Morphismen der Form:

[Ovl]nil - [07 l]n ’ (xlw-'vxn) - (xlv-~-7xk7a7xk+17~-~7xn) ) wobei a € {071} :
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Die Arbeit [BW] | Diese Arbeit |
| Der Wertebereich |

Der Komplex aus der urspriinglichen Arbeit von BUR-
Gos [Bu] ist nicht geeignet, um eine weitere Vertraglich-
keit des CHERN—Charakters zu erzielen. Es wird als Sub-
stitut der THOM—WHITNEY—Komplex benutzt, welcher
von NAVARRO AZNAR eingefiihrt wurde. Grob werden

Die Komplexe D und C, welche eine algebraische Varia-
tion des Komplexes von BURGOS [Bu] darstellen. Da-
bei wird das Differential durch die doppelte Filtration des
DorLBEAULT-Komplexes getwistet. Die Produktstruktur
ist neuartig.

darin Paare von Elementen aus dem BURGOS—Komplex
benutzt, welche zusatzlich mit einer formalen Homotopie
versehen sind.

| Der Definitionsbereich |
Beide Arbeiten benutzen die Idee, welche bereits in der Arbeit von WANG [Wa] vorhanden ist, die K-Theorie mittels
der WALDHAUSEN—Konstruktion zu erkldren. Der Regulator/ CHERN-Charakter faktorisiert liber die HUREWICZ—
Abbildung aus der K-Theorie in die topologische Homologie der WALDHAUSEN—Konstruktion. Diese ldst durch die
DoLp—PuprprE—-Konstruktion in der algebraischen Topologie auf das Studium der Simplizes reduzieren, in unserem
Fall sind diese WALDHAUSEN-Diagramme. In [Wa] wird induktiv, zum Teil nicht explizit eine Umformung von
WALDHAUSEN—-Diagramme in kubische Diagramme prasentiert. Solche kubischen Diagramme werden spater durch
eine Hinzunahme von Metriken angereichert.

Im vierten Abschnitt wird diese Konstruktion durch-

gefiihrt und in Verbindung mit der K-Theorie gebracht

Der erste Teil der Arbeit beschaftigt sich ausschlieB-
lich mit dieser Konstruktion. Fiir die WALDHAUSEN—
und die GILLET-GRAYSON—Konstruktion werden topo-
logisch kubische Analoga eingefiihrt. Die Homologie der
Raume ist ndher untersucht. Insbesondere werden expli-
zite einfache Elemente in der K—Theorie konstruiert.

| Die Bildu
Gleicher differentialgeometrischer Ansatz fiir K.

geschickte geometrische Quotientbildung eines Komple- | das regularisierte Integral auf RZ, nach [Fa]

xes auf X x (P1)*™ welche mittels der formal alternierten

Pull-Back—Abbildungen zu den n Inklusionen von 0 und

o in je einem Faktor P! von (P')*™ entstehen.

geometrische Deformationstechnik mit Parameter aus

(P1)"

ch ist multiplikativ

ng von ch |

operatorentheoretische Deformationstechnik mit Parame-
ter aus RY,
ch ist multiplikativ

ABBILDUNG 1. Vergleich dieser Arbeit mit der Arbeit [BW]

e Im Falle der (voll)kubischen geometrischen Realisierung werden alle obigen Einbettungen beriicksichtigt, aber
auch “diagonale” Einbettungen. Jede solche Einbettung 138t sich als Verkettung von Morphismen obiger Form
oder der Form:

[0,1]" 7" = [0,1]™, (@1, ..y @n) = (L1, oy Tk, Ty Tl 1y - -5 T -

Parallel zur simpliziellen G—Konstruktion von GILLET und GRAYSON fiihren wir die kubischen KGt— und KG-
Konstruktionen. Diese sind neu.

Wir stellen dann Beziehungen/Ubersetzungen zwischen der G—Konstruktion und der KG-— bzw. der KG—Konstruktion.
Diese Beziehung existiert zu drei Ebenen:

¢ mengentheoretisch: Diese Beziehung entspricht zur Ubersetzung eines WALDHAUSEN-Diagramms in einen
exakten Multikomplex. Diese Ubersetzung erscheint (fiir einfache Diagramme, nicht fiir Paare von Diagrammen)
in einer nicht expliziten, induktiv definiertenen Form in der Dissertation von WANG [Wal].

e topologisch: Wir schreiben natiirliche Abbildungen zwischen topologischen Rdumen:

% von der geometrischen Realisierung der G—Konstruktion in die geometrische Realisierung der KG*-
Konstruktion. Diese topologische Ubersetzung benutzt die obige mengentheoretische Ubersetzung. Ein n—dimensionales
Tetraeder in der geometrischen Realisierung der G-Konstruktion wird auf einen n—dimensionalen Wiirfel in der geo-
metrischen Realisierung der KGt—Konstruktion nicht affin abgebildet. Dies erfolgt durch eine Abbildung, welche

CARTAN zuzuschreiben ist.
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* von der geometrischen Realisierung der G-Konstruktion in die geometrische Realisierung der KG—Konstruktion.
Diese topologische Ubersetzung benutzt auch die obige mengentheoretische Ubersetzung. Ein n—dimensionales
Tetraeder in der geometrischen Realisierung der G—Konstruktion wird auf einen n—dimensionalen Wiirfel in der
geometrischen Realisierung der KG—Konstruktion affin abgebildet, so daB die Ecken des Tetraeders auf (kanonisch
gewiahlte) Ecken des Wiirfels gehen. (Ab diesem Punkt werden wir nur noch am Rande vollkubische Mengen im
Laufe der Arbeit betrachten.)

Diese zwei Ubersetzungen sind in ihrer Natur verschieden.
e algebraisch: Der Funktor H.( — ,Z) bildet Abbildungen in der Kategorie der topologischen RGume in Abbildungen
von ABELschen Gruppen ab. Es ist ein wichtiges Resultat dieser Arbeit die Tatsache, daB H.( — ,Z) die erste obige
topologische Ubersetzung in einen Isomorphismus von ABELschen Gruppen umwandelt. Dieser Isomorphismus ist
vertraglich mit der Primitivitdt von Zykeln.
Dies hat direkte K—theoretische Konsequenzen. Im Kapitel 5 schreiben wir z.B. “miihelos” durch diesen neuen
Zugang explizite K-theoretische Elemente.

Die Transgressions—Formeln aus dem zweiten Teil der Arbeit sind in Dimensionen groBer als 2 neu. (Sie verallge-
meinern die Bildung der sekunddren BoTT-CHERN—Form /Klasse.)

Wir fiihren eine neuartige Produktstruktur in einem Komplex ein, der die reelle DELIGNE-Kohomologie einer glatten
algebraischen Varietdt berechnet. Diese Produktstruktur ist vertrdglich mit der Produktstruktur im DOLBEAULT—
Komplex, welcher die DE RHAM—Kohomologie berechnet, verbindet man diese Komplexe mit einer geeigneten
Kompolex—Abbildung L.

Die Transgressions—Formeln erlauben CHERN—Charakter—Formen zu schreiben, welche Werte in den obigen DELIGNE—
bzw. DE RHAM-Kohomologie berechnenden Komplexen haben.

Diese CHERN—Charaktere/Regulatoren sind vertréglich mit dem @—Produkt von (metrisierten) exakten Multikom-
plexen und mit dem eingefiihrten Produkt. (Das Fehlen eines solchen CHERN—Charakters war ein Hindernis in der
Entwicklung einer héher dimensionalen ARAKELOV—=Schnitt—Theorie.)

Die letzten zwei Kapitel der Arbeit versuchen diese explizite Form eines Regulators fiir K-theoretische Zwecke zu
benutzen. (Die Resultate in dieser Richtung sind bescheiden. Dies liegt daran, daB man die CHERN—Charaktere
auf “primitive” metrisierte Multikomplexe anwenden sollte, um K—theoretische Auskunft zu bekommen.)

Die superalgebraisch homologischen Methoden, welche im zweiten Teil der Arbeit benutzt wurden, sind zum Teil,
zumindest in ihrer Technik neu.

Einzelne Randbemerkungen und potenzielle Erweiterungen der Methoden. Die folgenden Punkte werden in
dieser Arbeit nicht behandelt, stellen jedoch eine starke Quelle und Motivation fiir die qualitativen Untersuchungen
und Richtungen der Resultate.

1. Wir arbeiten ausschlieBlich mit glatten algebraischen projektiven Varietdten. Die Formel des CHERN—
Charakters konnte jedoch mot—a—mot libertragen werden, arbeitet man mit exakten Multikomplexen von
metrisierten Biindeln iiber einer (glatten) Varietit X, welche in einer geeigneten Kompaktifizierung CX
lebt, so daB Y := X \ X ein Divisor mit normalen Schnitten in X ist. In diesem Fall sollten jedoch
nicht beliebige Metriken verwendet werden, sondern “log—Metriken” mit einem kontrollierten Wachstum
um Y. Auch miiBten analoge log—Bedingungen fiir die Differentiale der involvierten Multikomplexe von
Vektorbiindeln eingefiihrt oder ein genaueres Studium der Konvergenzprobleme eingeleitet werden.

2. Die Formel des CHERN—Charakters hat auch eine direkte Ubertragung mit Werten in der kristallinen Ko-
homologie. Dabei steht das Wérterbuch aus der Tabelle 2 zur Verfiigung.

Eine log—Variante ist auch im kristallinen Formalismus mdglich.

3. Wir geben in dieser Arbeit auch Beispiele von K-theoretischen Elementen. Ein systematisches Studium
dieser Elemente wiirden den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten. Wir bemerken jedoch die mogliche An-
wendung dieser Konstruktion fiir den unangefochtenen Teil der DELIGNE-BEILINSON-Vermutung, welcher
die Surjektivitat der Regulatorabbildung zwischen einem geeigneten K-Theorie—Anteil und der entsprechen-
den DELIGNE-Kohomologie: Fiir dieses Ziel sollten im Vorfeld zwei Aspekte gekldrt werden: Konstruktion
von geniigend vielen Elementen aus der K—Theorie und die explizite Berechnung der Regulatorabbildung
auf diesen Elementen. Im zweiten Abschnitt des Kapitels 5 geben wir eine Konstruktion von symmetrischen
Wiirfeln, welche nur in ungeraden Graden Zykeln induzieren konnen. Eine erste Frage betrifft die Ausson-
derung von primitiven Zykeln, welche K-theoretischen Elementen entsprechen. Diese Primitivitat ist direkt
in der Dimension 3, in hoheren Dimensionen ist ein rekursives Studium spekulativ denkbar. Eine zweite
Frage betrifft die Aussonderung unter den primitiven Zykeln von solchen Zykeln, die zum interessanteren
Anteil bzgl. der K—theoretischen y—Filtration entsprechen. Der Autor wird diese Aspekte in einer virtuellen
Arbeit untersuchen. Zur Unterstiitzung dieses Studiums ist folgender Punkt interessant und hilfreich:
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| Der Wertebereich |
Der Komplex von BURGOS oder Der Komplex, welcher die synthomische Kohomolo-
gie berechnet, wie z.B. in [Ts] dargestellt, oder
die geeigneten Variationen auf diesem Thema, die | die geeigneten parallelen Variationen auf diesem
Komplexe D und C Thema, welche mot—3—mot in Anwesenheit von di-
vidierten Potenzen iibertragbar sind

| Der Definitionsbereich |

Freie abelsche Gruppe mit folgenden Erzeugenden: | Freie abelsche Gruppe mit folgenden Erzeugenden:
Metrisierte Multikomplexe von Vektorbiindeln. Die | Multikomplexe E von (geeignet gefilterten) Vek-
Metrik induziert zwei wesentliche Objekte: torbiindeln, versehen mit Zusammenhingen (mit
einen metrischen und eine Paarung fiir die Men- | geeigneter GRIFFITH—Transversalitit). Kristalle.
ge &£ der C*°-Schnitte des Biindels . Wir konnen | Zusadtzlich ist eine Dualitdit € @ &€ — C,.ys fiir
natiirlich keine soche Paarung iiber Q oder einem | Schnitte von E nach der Aufnahme von “Perioden”
Definitionskorper der Gleichungen der Basisverietat | eines geeigneten Korpers C.,.;s als Teil der Struktur
X, sie existiert jedoch nach Tensorprodukt mit C, | festzulegen.

wodurch alle “Perioden” mittensoriert werden.

| Die Bildung von ch |

komplexe Exponential-Abbildung durch dividierte Potenzen gebildete Exponential—-
Abbildung

Superspur Superspur

Bildung des adjungierten Opeartors v* zu v Bildung des dualen Operators

das Regularisierte Integral von 0 bis oo Bildung der Spur bzgl. des verschwindenden (eva-

neszenten) Zykels {0} — {00}

ABBILDUNG 2. Worterbuch: komplex—kristallin

4. Wir fiihren einen topologischen Raum ||[KGC|| zu einer exakten Kategorie C, der einen direkten Bezug zur K—
Theorie hat. Die Homologie dieses Raumes wird von einem Komplex “kubischer Natur” Z.[KG*C] berechnet,
welcher iiber Z lebt. Wir tensorieren nun mit F, = Z/pZ und stellen die Frage, ob ein Formalismus von
STEENROD—Operationen zur Komplex—Ebene eingefiihrt werden kann. Der kubische Formalismus ist fiir
diese Frage geeigneter als der simplizielle Formalismus.

5. Wir benutzen in dieser Arbeit zwei Sorten von kubischen Mengen. Die L—kubischen Mengen sind die in der
Literatur (z.B. [BH1], [BH2], [To]) standardm&Big als “kubisch” bezeichneten Mengen. Wir fiihren auch
sogenannte “vollkubische” Mengen aus zwei Griinden ein:

* Diese kodieren mehrere Ausartungen als die 1 —kubischen Mengen. Insbesondere entstehen parallel
zur Relation 99 = 0 auch Relationen der Form 96 = 0, wobei ¢ eine formale lineare Kombination von
Ausartungen zu Seiteneinbettungen der Kodimension groBer als 1 ist.

* Wir werden die Transgressions—Formeln (118), (119), (120) fiir einen exakten Multikomplex E von
komplexen Vektorbiindeln nach dem Deformationsparameter t = (¢1,...,t,41) € IR%’;‘(')'l auf (0,00)"+1
integrieren, um einen CHERN—Charakter fiir E zu konstruieren, dessen Verhalten bzgl. der L—kubischen
Ausartungen einfach zu beschreiben ist. Es ist jedoch auch interessant, auf Gebieten der Form 0 < ¢; <
ty < - <ty < tpp1 <00 zu integrieren, wodurch vollkubische Ausartungen von E natiirlich auftretten.
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KAPITEL 1

Simplizieller Formalismus

1. Simplizielle Mengen

DEFINITION 1.1. Sei A die Kategorie mit den Objekten n fiir n € Z>o, wobet
n:={0<1<---<n},

und {0 <1< ---<n} die Menge {0,1,...,n} ist, die zusitzlich mit der totalen Ordnung 0 <1< ---<mn als
Teil der Struktur versehen wird. Die Morphismen in A sind monotone Abbildungen. Eine monotone Abbildung
f :n — m ist eine mengentheoretische Abbildung zwischen den Mengen {0,1,...,n} und {0,1,...,m} mit
der Eigenschaft, daff 1 < j firi,5 € {0,1,...,n} dann f(i) < f(j) impliziert.

Ein simplizielles Objekt (oder ein simpliziales Objekt) in einer Kategorie C ist ein kontravarianter Funktor
von A nach C. Diese Objekte bilden eine Kategorie StmpC mit natirlichen Transformationen as Homomor-
phismen.

Simplizielle Objekte in der Kategorie der Mengen Ens, der abelschen Gruppen Ab, etc. werden als simplizielle
Mengen, simplizielle abelsche Gruppen, etc. angesprochen und die entsprechenden Kategorien durch SimpEns,
SimpADb, etc. bezeichnet.

e Alle injektiven Abbildungen n —1 — n in A sind ¢/ = ¢J fiir j =0,1,...,n, wobei ¢ injektiv ist und im Bild j
auslaBt. Es gibt zwei wesentliche Faktorisierungen fiir die injektive Abbildung n —1 —n+1in A, die zwei Werte
1, 7 im Bild ausldBt:

(1) eiﬁ_leﬁ:eﬁ*_le{fl tn—1—-n+1 fir £ < 5. Im Bild:

n+1 n+1

Skizze fiir e7e*. Skizze fiir kel =1,

Die waagerechten Geraden stehen fiir die Elemente aus n — 1 oben, n Mitte und n + 1 unten.

e Alle surjektiven Abbildungen n+1 — n in A sind 0/ = o7 fiir j = 0,1,...,n, wobei ¢/ surjektiv ist und j im
Bild verdoppelt.

Fiir eine simplizielle Menge K setzen wir ; := K (¢) und s; := K (7). Diese Daten bestimmen K. Alternativ ist
in diesem Sinne eine simplizielle Menge K in C festgelegt durch:

> die Vorgabe von Mengen K, firn =0,1,...

> zusammen mit C—Morphismen

0; K, — K, firi=0,1,...,n, die Seiten

5; Ky — Kpp fir j =0,1,...,m, die Ausartungen

3
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welche folgende simplizielle Relationen erfiillen:
8k8j = 8j_18k fir k <j ( dual zu (1) )

ijlak falls & <jJ
Oks; = « ldentitdit falls k =j,7+1
5;0K—1 falls k> j+1

8kSj = Sj+15k firk<j.
Wir schreiben, falls notwendig, explizit c’),g”)’K, c’),g”) oder 95 fiir 0y : K,, — K, 1 und Entsprechendes fiir sj,.

DEFINITION 1.2. Eine simplizielle Menge K heifst KAN—Komplex, wenn sie folgende Extensionseigen-
schaft besitzt:
> Fir eine beliebige Vorgabe von n Simplizes yo, ..., Uk,---,Yn in K1 (= yi entfillt —), welche erfillen

Oiy; = 0j—1Yi firi <ju#k,j#k,
existiert ein Simplex y € K,,, so daf$ gilt O,y = vy, fir ¢ # k.

1.1. I :=[0,1] als simplizielle Menge. Sei §[n] die simplizielle Menge Hom a(-,n) : A°’? — Ens. Das
Analogon von [0, 1] ist die simplizielle Menge 4[1]:

6[1k ={ (vo,v1,...,vk) mitv; =0,1und vp < vy <--- < i}
=1{(0,...,0,0), (0,...,0,1), ..., (1,...,1,1) }

1.2. Das kartesische Produkt. Fiir zwei simplizielle Mengen K und L fiihrt man die simplizielle Menge
K x L ein:

- g KXL _ oK o, aL KxL _ K, L
(KxL),=K, xL,, 9, " =0, x0, , sy =8 X sy

Die objektweise definierte Zuordnung x 1aBt sich zu einem Funktor x : SimpEns X ¢, SimpEns — SimpEns
erweitern.

DEFINITION 1.3. Zwei Morphismen f und g aus SimpEns[K — L] sind homotopisch (oder homotop) — in
Notation f = g -, falls es einen Morphismus (Homotopie) gibt:

F:K x§[1] — L mit
F(xx(0,...,0) )= f(z) und F(z x (1,...,1) ) = g(z) .

Fiir zwei KAN—Komplexe K, L ist = eine Aquivalenzrelation auf SimpEns[K — L.
Das n—Skelett einer simpliziellen Menge K ist das kleinste simplizielle Unterobjekt K (), (d.h. Kl(") — K injektiv,)

das alle nichtausgearteten Simplizes in Graden < n beinhaltet.

1.3. Die Homotopie. Seien K eine simplizielle Menge und g € Ky. Die kleinste simplizielle Untermenge
(zo) von K, die xy beinhaltet, besteht in jedem Grad aus dem ausgehend von zg entsprechend propagierten

Element sg sp ... so(xp). Ist K ein KAN—Komplex, so induziert =2 eine Aquivalenzrelation 2 auf Morphismen von
Paaren

(2) (0], 8" ) — (K, {x0))

in der Kategorie Hom(1, SimpEns). Die Homotopie-Gruppe mn(K) des KaN—Komplexes K bzgl. des Punktes
xo € Ky ist definiert als die Menge der Aquivalenzklassen von Morphismen (2) bzgl. der Relation 2.

1.4. Die Homologie.

1.4.1. Die Kategorie DG Ab. Diese ist die Kategorie der graduierten Z—Moduln M mit einem Differen-
tial d vom Grad —1. Ein Homomorphismus f : (M',d) — (N',d) in dieser Kategorie ist vertraglich mit den
Graduierungen, f(M™) C N™, und mit den Differentialen, df = fd.

Es gibt einen kanonischen Funktor ! : SimpAb — DGAb:

Sei C' = (C,0n, Sn)n in SimpAb. Wir setzen !C := (C", ) mit folgenden Vereinbarungen:
> Der Anteil von !C' im Grad n ist die abelsche Gruppe C,,.

> Das Differential (1C)" — (1C)"~1 ist

9:=> (-1)'0; .

1=0
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Ein Morphismus f : C — D in SimpAb induziert eindeutig den Morphismus !f :!C' —!D durch die Bedingung:
(!f)™ = f. in Ab.

Wir bezeichnen durch GAb (graduierte abelsche Gruppen) die volle Unterkategorie von DGAb mit Objekten
C =(C",d =0). Die Homologie von differentialgraduierten abelschen Moduln ist der Funktor

DGAb —2 GAb

(0-7 d) ( (Kerd/lmd)(' induziert ) ,0 = (Jinduziert )
1.4.2. Die Abelianisierung. 7Z]-] ist der Funktor:
Z[-]: Ens — Ab ,
der einer Menge A die abelsche Gruppe Z[A] der formalen Summen von Elementen aus A mit Z—Koeffizienten
zuordnet:
Z[A] := {an[al] | n; € Z, a; € A, I endlich} .
i€l
Die Menge {[a] | a € A} ist eine Z—Basis von Z[A]. Auf Abbildungen ist Z[] definiert durch:

A . B in Ens geht auf

Z[h)]

Z[A] Z[B], wobei auf Basiselementen:

[a] —— [A(a)].
Der Funktor Z[-] ist links adjungiert zum VergiB—Funktor ! : Ab — Ens: Die natiirliche Transformation
Ens[M —!A] =2 Ab[Z[M]— A] , M Menge, A abelsche Gruppe,
reflektiert Basis—Eigenschaften der Basis {[m]}mecam von Z[M].

DEFINITION 1.4. Die Homologie von simpliziellen Mengen ist der Funktor H, der als Verkniipfung entsteht:

. SimpZ]-] . ! H
SimpEns —— SimpAb ——— DGAb —— GAbD

Wir bezeichnen den Funktor zur Verkniipfung SimpEns — SimpAb — DGADb als K — (Z'[K],9). Dazu ist es
oft vorteilhaft, eine normalisierte Version K — (Z'[K]™*, ) zu bilden:

Z'[K]™ ist der Quotient von Z![K] = Z[K;] nach der Untergruppe Z'[K]%, die von allen ausgearteten Elementen
[a] erzeugt wird, wobei a = s;(b) fiir geeignete 4, b. Das Differential 0 : Z[K] — Z!~[K] bildet Z'[K]* auf
Z'71k]* ab und induziert eine Abbildung Z'[K]"* — Z'~'[K]™*, welche auch O bezeichnet wird. Die Zuordnung
K — ( Z’[K]™,0 ) |aBt sich eindeutig zu einem Funktor erweitern, so daB die Bildung des Quotienten Z'[K] —
Z'[K]™ eine natiirliche Transformation ist. Diese erklart eine natiirliche Aquivalenz zwischen den Funktoren

HoZ[]und H o Z[]** : SimpEns — DGAb — GAb .

1.5. Die Funktoren R und S.

1.5.1. Die geometrische Realisierung. Die geometrische Realisierung R oder | - | ist ein Funktor von der
Kategorie der simpliziellen Mengen in die Kategorie der topologischen Riume. Einem Objekt G wird folgender
topologische Raum zugeordnet:

RG=|G:= [ G xA, |/~ .
n>0
e Dabei ist die Menge G(n) als topologischer Raum mit der diskreten Topologie aufgefaBt. A,, ist der topologische
Raum aller Punkte (tg,...t,) in ]R’;‘(')'l mit der Eigenschaft >"t; = 1, versehen mit der von R"*! induzierten
Topologie. (Wir werden im nichsten Unterabschnitt den funktoriellen Charakter der Bildung von A,, untersuchen.)
e Die Aquivalenzrelation ~ identifiziert zwei Punkte

(& € G(ny), x: € Ay,) €G], fiiri=1,2

genau dann, wenn eine Abbildung h : ;. — ng in A existiert, so daB sich dadurch die Elemente & und w;
entsprechen:

Gny) 3 &6 <2 ¢, € Gny)

ha
Anl >2r, — $2€Anz )
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ie. (G(h)(&2),x1) ~ (&2 halrr)).

Wir bemerken folgendes:
Jede Abbildung h aus A 13Bt sich eindeutig faktorisieren als: h = ip, wobei 7 ein Mono— bzw. p ein Epimorphismus
ist. Sei £ € G(n) ausgeartet. Dann existiert ein Epimorphismus p, so daB in:

P

n—1 — n
G(p)
G(n—1) —— G(n)>3¢

¢ im Bild letzterer Abbildung liegt: £ = G(p)&’. In diesem Fall ist fiir jedes Element der Form (&, z) = (G(p)¢’, x)
das dquivalente Element (£, pax) ein besserer Vertreter der gemeinsamen Klasse in dem Sinne, daB dadurch ein
Simplex vom kleineren Grad benutzt wird. Es gibt genau einen Vertreter einer Aquivalenzklasse vom kleinsten
Grad. Aus diesem Grund ist |G| homeomorph zu einem CW-Komplex, dessen n—Zellen zu den nichtausgearteten
Simplizes von G vom Grad n, i.e. G(n), entsprechen.

1.5.2. Der singulire Komplez. Sei Top die Kategorie der topologischen Raume. Wir konstruieren einen Funk-
tor i : A — Top.
e Der n—Standardsimplex (oder der n—dimensionale Standardsimplex) ist die konvexe Menge:

Api={ (to,t1,...,tn) ERLST © Y t;=1}.

Seien eg, €1, ...,e, die Vektoren der kanonischen Basis von R**1. Diese sind die extremalen Punkte von A,,.
Standardsimplizes bilden eine Kategorie mit solchen affinen Abbildungen als Morphismen, die extremale Punkte
auf extremale Punkte abbilden. Diese Kategorie ist dquivalent mit der Kategorie A durch den Funktor, der auf
Objekten n auf A,, abbildet und auf Morphismen wie folgt operiert:

Eine Abbildung h : m — n in A induziert sukzessive Abbildungen:

By .
{eo,e1,...,em} — {eo,e1,...,en}, wobeie; — e
h
A, — Ay,

wobei ha die Affinisierung von h, ist: ha(D° aie;) = Y- ageps).
Der Funktor in der umgekehrten Richtung wird durch die Einschrankung auf die Extremalpunkte gegeben.
e Sei X in Top. Die kontravariante Zusammensetzung

Hom( -, X)

A : Top

Ens

erklart eine simplizielle Menge SX, den singularen Komplex zu X. Er ist ein KAN—Komplex. Fiir eine Abbildung
f: X —=Y in Topsei Sf:=Hom(-,f)oi:SX — SY. Es entsteht ein Funktor

S = Sa : Top — (SimpEns | KAN) .

Die klassische ganzzahligee Homologie eines topologischen Raumes X entsteht als H(X,Z) = H(Z[SX]) =
H(Z[SX]™™).

1.5.3. Die Adjunktion zwischen R und S. Eine simplizielle Homotopie F' : K x 8[1] — L induziert durch
RF eine topologische Homotopie RK x I = RK x RS[1] =2 R(K x 6[1]) — RL.
Umgekehrt liefert eine topologische Homotopie h : X x I — Y durch Sh eine simplizielle Homotopie SX x §[1] —
SX - 8SI— S(X xI)— SY.
Diese Zuordnungen induzieren natiirliche Abbildungen [K, L] — [RK, RL] respektive [X,Y] — [SX, SY]. (Dabei
benutzen wir die topologische Notation [K, L] bzw. [X,Y] fiir Morphismen modulo Homotopie zwischen den
simpliziellen Mengen K, L bzw. zwischen den topologischen Raumen X, Y',)
Insbesondere gilt eine Vertraglichkeit zwischen der topologischen und simpliziellen Homotopie: m, (X, zp) =
7rn(S‘X-? l‘o).

1.5.4. Der HUREWICZ-Homomorphismus. Sei K ein KAN—Komplex. Dann existiert ein natiirlicher Homo-
morphismus

hy 7o (K) = H,y(K)
genannt HUREWICZ—Homomorphismus ([Cu], (3.11) S.132). Er entsteht wie folgt: Die kanonische Adjunktion
K —— VZ[K], gegeben durch K,, > x — [z] € Menge Z[K,] , induziert
Tm(K) —— 7, (1Z[K]) = H,,(K) .
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1.5.5. H-Rdume. Ein H(OPF)—-Raum ist ein topologischer Raum X versehen mit einer stetigen Abbildung
w:X x X — X, so daB das folgende (“2—kategorielle”) Diagramm kommutiert:

(3) XxXxXx " xxXx
lu
Ixp X

A

XXX?‘X

h ist dabei eine Homotopie zwischen den Abbildungen p(p x 1) und p(1 x p) : X x X x X — X.

Analog definieren wir einen H(oPF)-KAN-Komplex als eine Struktur ( K, p: K X K, h:pu(p x 1) = u(l x @) ),
so daB K ein KAN—-Komplex ist, und das Diagramm (3) mit X ersetzt durch K kommutiert. Die Bedeutung der
H—-Raum—Struktur fiir unsere Zwecke ist die Relation

T(X)®zQ=PrimH.(X,2)2Q .

“Prim" steht fiir den primitiven Anteil der Hopf-Algebra H.(X,Z) zu einem H-Raum X.

1.6. Das Koprodukt in der Homologie.
1.6.1. Das Theorem von FEilenberg—Zilber. Seien K und L in SimpEns. Dann gibt es Komplex—Abbildungen

f
2K x L] =—————= L{K] 0 ZL] und
. f .
LK x L) ——= LK™ o L] ,

welche sich als natiirliche Aquivalenzen zwischen Funktoren SimpEnsx SimpEns — DGAb erweisen. Eine mogliche
Wabhl von f und g ist:

n

(4) fllzxy]):=> 0" "[2] © d5[y] fiir v € Ky, y € Ly,
=0

(5) g([z] @ [y]) := Z (—1)lel (Sy - S0, T X Sy, -8, y) fiir o € Ky, y € Ly,
o=()

Erklarungen:

e J bezeichnet in (4) das “letzte" Differential. 9:K, — K, 1 ist also 8, : K,, — K,_1. Der obere Index steht
fiir die wiederholte Anwendung: " [z] := ;11 ..., [x] und &i[y] := o ... Ao [y].

e Die Summe in (5) lauft iber alle (p, ¢)-Shuffles o assoziiert zu den Paaren p = (1 < p2 < --- < up) und
v= (1 <vy<-- <), so daB gilt:

y = 1 2 ... p p+1 p+2 ... p+gq
Mo f2 .. Uy V1 Vs v, ’

(—1)l°! ist das Signum der Permutation o.
1.6.2. Das Koprodukt. Sei K in SimpEns. Sei A : K — K x K die simplizielle Abbildung, welche ein Element
x € K,, auf das Element z xz € (K x K),, abbildet. (A ist die simplizielle diagonale Abbildung.) Die Verkniipfung

ALY N Z'[K x K]

ZK] x Z'[K]

wird auch durch A bezeichnet. Es gibt eine Homotopie (A ® 1)A = (1 ® A)A, denn A : K — K x K erfiillt
(A x 1)A =(1x A)A, und f ist assoziativ bis auf Homotopie.
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2. Die S.—Konstruktion von WALDHAUSEN

2.1. Exakte Kategorien. Eine Kategorie C ist eine additive Kategorie, falls sie folgende Eigenschaften
hat:
> Es gibt ein gleichzeitig initiales und finales Objekt 0 € ObC, genannt Nullobjekt.
> Es existiert die direkte Summe und das direkte Produkt zweier Objekte.
> Fiir jede zwei Objekte A, B in C ist C[A — B] eine abelsche Gruppe. Die partiell definierte Verkniipfung von
Morphismen ist bilinear. Die Gruppoperation wird durch + oder +¢ bezeichnet. (Als Referenz kann z.B. [Sr], App.
B, S.297 dienen.)
e Ein Funktor F' : C — D zwischen zwei additiven Kategorien ist additiv, falls er Nullobjekte und direkte Summen
und Produkte in Entsprechendes abbildet, und gilt:

F(g+ch)=F(g) +p F(h)

fiir g, h € ArrC mit dem gleichen Trager und Wertebereich.

¢ Eine additive Kategorie A heiBt abelsch, falls gilt:

> Jeder Morphismus f € ArrA hat einen Kern und einen Kokern und

> die kanonische Abbildung Coimf — Imf ist ein Isomorphismus. ([Sr], S.297)

e Fiir unsere Zwecke ist eine exakte Kategorie eine additive Kategorie C, fiir die es einen additiven, vollen
Einbettungsfunktor C — A in eine abelsche Kategorie A gibt, so daB gilt:

> Fiir jede exakte Sequenz in A

0—-A'—-A—-4" -0

mit Objekten A’ und A" in C gibt es ein Objekt A; in C, so daB A und A; in A isomorph sind.

e Die exakten Sequenzen von C sind die exakten Sequenzen von A, welche nur C—Objekte beinhalten.

e Fin exakter Funktor zwischen zwei exakten Kategorien ist ein additiver Funktor, der exakte Sequenzen in
exakte Sequenzen abbildet. Wir fiihren folgende Notationen ein:

(ExCat) ist die Kategorie, welche exakte Kategorien als Objekte und exakte Funktoren als Morphismen hat.
(ExCat | small) ist die volle Unterkategorie von (ExCat) mit kleinen exakten Kategorien als Objekten.

e Ein Morphismus in einer exakten Kategorie heift ausgezeichneter (oder distinguierter) Mono- bzw. Epi-
morphismus, falls er als solches in einer exakten Sequenz wie oben als A’ — A bzw. als A — A’ auftaucht.
Ausgezeichnete Monomorphismen werden als — stillschweigend gekennzeichnet, und ausgezeichnete Epimorphis-
men als —.

Fiir zwei abelsche Kategorien A und B tragt Ax 3 eine kanonische Struktur einer abelschen Kategorie. Entsprechend
ist C X D eine exakte Kategorie fiir zwei exakte Kategorien C und D.

2.2. WALDHAUSEN—Kategorien. Eine punktierte Kategorie ist eine Kategorie mit einem ausgezeichneten,
gleichzeitig initialen und finalen Objekt *. Die Morphismen zwischen punktierten Kategorien sind Funktoren, welche
* auf x abbilden.

e Eine Kategorie mit Kofaserungen ist eine punktierte Kategorie C, versehen mit einer Unterkategorie coC
mit den gleichen Objekten wie C. Die Morphismen in coC heiBen Kofaserungen und werden durch — bezeichnet.
Zusatzlich miissen gelten:

> Die Isomorphismen von C sind in coC.

> Der Morphismus * — A ist in coC fiir alle A € ObC = ObcoC.

> Jedes Diagramm (6, links) in C 13Bt sich zu einem Push—Out-Diagramm (6, rechts) erweitern, so daB C — CU4 B
auch eine Kofaserung ist.

| o~
C C>— CUyu B

Ein Funktor zwischen den Kategorien mit Kofaserungen F': (C,coC, ) — (D, coD, ) ist ein Funktor F' : C — D,
der coC auf coD abbildet, und = auf *. Ein solcher Funktor heiBt exakt, falls er PO-Diagramme der Form
(6,rechts) in PO-Diagramme abbildet. Die Kategorien mit Kofaserungen als Objekten und den exakten Funktoren
als Homomorphismen bilden eine Kategorie Cof.

Jede exakte Kategorie C (mit einem ausgezeichneten Nullobjekt 0) kann als Kategorie mit Kofaserungen IC ange-
sehen werden: co !C besteht aus den distinguierten Monomorphismen.
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e Eine WALDHAUSEN—Kategorie ist eine Kategorie C = (C,coC, x) € ObCof, versehen mit einer Unterkategorie
wC von C mit gleichen Objekten. Die Morphismen in wC heiBen “schwache Aquivalenzen” und werden mit =
gekennzeichnet. Zusatzlich gelten:

> Die Isomorphismen von C sind in wC.

> Jedes Diagramm (7, links) mit A — A’, B — B', C' — C" in ArrwC induziert durch PO (i.e. Push—Out) ein
Diagramm (7, rechts), so daB der kanonische Morphismus C'Us B — C' Ua: B’ auch in wC liegt:

(7) A>——> B o~ A>—_— B o~
L\_ N [x |
Al >——> B’ Al>——————> B’
C C>T —> CUaB N
N ~

o’ o' C,UA!B’

Ist ein Diagramm der Form (8, links) ein Push—Out, so schreiben wir dquivalent (8, rechts):

(8) A>——> B A— B—»C
l o l
* C

Das Objekt C' im obigen PO-Diagramm ist bis auf Isomorphismus bestimmt. Wahlen wir ein solches C', so ist der
Morphismus B — C bis auf einen Automorphismus von C' bestimmt. Aus diesem Grund fiihren wir folgende

KONVENTION 2.1. Arbeiten wir mit Objekten C aus der Kategorie Cof (oder ExCat, Wald, ...), so nehmen
wir immer stillschweigend an, daf$ wir zu jedem Morphismus A — B in der Kategorie C ein PO-Diagramm
(8, links) gewdhlt haben. Nach dieser Wahl nennen wir das Objekt C und den Morphismus B — C erwihlt
fiir A — B.

Ein exakter Funktor zwischen WALDHAUSEN-Kategorien F' : (C,coC,wC, *) — (D,coD,wD, ) ist ein exakter
Funktor zwischen Kategorien mit Kofaserungen F': (C,coC, x) — (D, coD, x), welcher die Unterkategorie wC von
C auf wD abbildet. Die WALDHAUSEN—Kategorien als Objekte mit exakten Funktoren als Morphismen bilden eine
Kategorie Wald. Der Funktor Iso : Cof — Wald, der (C, coC, ) mit der Kategorie der Isomorphismen von C, IsoC,
anreichert:

Iso (C,coC,x) := (C,coC,lsoC,x*) ,
ist links adjungiert zu dem kanonischen VergiB—Funktor ! : Wald — Cof:
Cof [C - W] = Wald [IsoC — W] fiir C € ObCof und YW € ObWald .

2.3. Der Funktor @. Sei C eine exakte Kategorie mit erwahlten Objekten und Isomorphismen. Seien A, B
Objekte in C. Eine direkte Summe von A und B existiert in der umgebenden abelschen Kategorie, also auch in
C Wir schreiben A @ B fiir das erwadhlte Objekt in der Isomorphieklasse der direkten Summen von A und B. Wir
erweitern des weiteren diese objektweise definierte Zuordnung auf einen Funktor:

H:CxC—=C.

2.4. Kategorien mit einem initialen Objekt. Wir bezeichnen durch (Cat | I) die Kategorie mit

Objekten: (C,I), wobei C Kategorie und I (ein festgelegtes) initiales Objekt I in C sind,
Morphismen: solche Funktoren, welche die festgelegten initialen Objekte ineinander abbilden.

Eine Diagramm—Kategorie ist eine kleine Kategorie D, so daBl es zwischen jeden zwei Objekten A, B in
D hochstens einen Morphismus gibt. In diesem Fall schreiben wir dafir A — B, und umgekehrt bedeutet diese
Schreibweise implizit, daB es diesen Morphismus gibt. Die Kategorie der Diagramm—Kategorien (mit einem initialen
Objekt) wird durch Dia ( respektive (Dia | I) ) bezeichnet. Wir betrachten in diesem Abschnitt A als Unterkategorie
von (Dia | I):

A — (Dia|I) — (Cat|I)

Wir bezeichnen durch WaldDia bzw. CofDia die Kategorie der WALDHAUSEN—Kategorien bzw. die Kategorie der
Kategorien mit Kofaserungen, welche auch Diagramm—Kategorien sind.
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2.5. WALDHAUSEN—Diagramme. Wir betrachten in diesem Unterabschnitt die Funktoren:

(Cat | I) =" Cof und (Cat|I) —™ . Cof

e Mono ist der VergiB—Funktor, welcher der Kategorie mit Kofaserungen (C,coC,*) die Kategorie (coC,*) €
Ob(Cat | I) zuordnet.
e Der Funktor Wald ordnet einem Objekt (D, ) in (Cat | I) die Kategorie Wald(D, I) mit

Objekten: { (a,b) : a — b ist ein Morphismus in D }/ ~. Dabei ist ~ die Aquivalenzrelation, welche genau
dann zwei ungleiche Paare fiir 4quivalent erklart, wenn jedes Paar der Form (a, a) ist. Die Klasse von (a,a)
fiir a € ObD wird auch durch * bezeichnet.

Morphismen: (a,b) — (a',0') in Wald(D, I), genau dann wenn @ — @’ und b — b’ in D.

initialem und finalem Objekt: =

coWald(D, I): Es besteht genau aus Morphismen der Form (a,b) — (a,b’).

e Der Funktor Wald ist links adjungiert zum Funktor Mono: Fiir D € Ob(Cat | I), C € Ob Cof erkldren wir dafiir
die natiirlichen Transformationen € und #:

(Cat|I) [ D — Mono(C) ] Cof [ Wald(D) — C] .

n

Beschreibung von n: Die Prisenz eines initialen Objektes I ergibt einen Einbettungsfunktor (D,I) —
(Wald(D), *), a — (I,a) innerhalb von (Cat | I). Der Pull-Back durch diese Einbettung ergibt #:

n(F) F

[D [Wald(D) —£= ']

a

Mono(C) ]
F(I,a)
(aeb)% F ( (Iva) - (Ivb) )

Beschreibung von ¢:

[D —5~ Mono(C) ] = [ Wald(D)
(a,b) * Ug(a) G(D)
( (a,b) — (a’,b’) ) H( * Ug(a) G(b) — % U(;(a/) G(b’) )

Im Sinne der Konvention 2.1 steht dabei * Ug(q) G(b) fiir das erwdhlte Objekt fiir die Kofaserung G(a) —
G(b), und der Morphismus x Ug(4)G(b) — * Ug(ar)G(b') entsteht eindeutig aus der universellen Eigenschaft
des POs im Diagramm

G(a)

G(b)

G(a') G(b")

\ ﬂ erw.

* % UgayG(b")

unter Verwendung der erwdhlten Morphismen G(b) — * Ug(q) G(b) und G(b') — * Ug(ar) G(b').

2.6. Die S.—Konstruktion. Sei C eine exakte Kategorie. Die S.—Konstruktion zu C ist

SC := Cof [Wald(-) —!C],

die simplizielle Menge, die sich als Verkniipfung der Funktoren

Wald Hom . (-,C)
— _

A —— (Dia|I) —— (Cat|I]) Cof Ens

ergibt. Ein Bild des Diagramms Wald(n) ist:
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(9) * (0,1) (0,2) (0,3)> > (0,n—1)>——> (0,n)

*
—~
[l
V)
~
—~
[l
W
~

> (1,n—1)>——> (1,n)

> (2,3)> > (2,n—1)>—> (2,n)
> > (3,n—1)>——> (3,n)

y Y
#>—————> (n—1,n)

<<

So ist ein Simplex im Grad n von S.C ein kommutatives Diagramm in C

(10) 0 o1 €o2 o3> > fon—1>——> &on ,
C
0>——> &12>——> &13> > fin—1>—> £in
i
0>——> £a3> > E2p—1>—> &2n
0> > 31> &3n
v 4

so daB die Sequenzen
0—&j;— &k &k —0 firo<i<j<k<n

kurzexakt sind. Die Ableitung 0; eines solchen Diagramms entsteht durch Streichung der Zeile und Spalte durch
den 0-Eintrag an der Stelle (i,1).

3. Die G.—Konstruktion von GILLET und GRAYSON

3.1. Die Funktoren % und ! Wir betrachten nun kanonisch A einerseits als Unterkategorie von Dia
andererseits als Unterkategorie von (Dia | I), wie es folgendes Diagramm zeigt:

A —, A LA

! ! !

Dia —*— (Dia|I) —— Dia

Vist der VergiB—Funktor und * ist der Funktor, der ein initiales Objekt * adjungiert. Der einzige Morphismus nach
*, dem neuen Objekt, ist die ldentitdt von *. Der Funktor * ist linksadjungiert zu !. Der Adjunktions—Morphismus
n—!sniste®:n —n+ 1.
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3.2. Notationen.
e Fiir eine Kategorie C bezeichnen wir mit (C | sub) die Kategorie mit

Objekten: Paare (A,subA) von Objekten A,subA € C mit einem Morphismus s : subA — A, der als
Teil der Struktur festgelegt wurde. Ist C eine Kategorie von Kategorien, so fordern wir, daB s eine volle
Einbettung ist.

Morphismen: Paare (f,subf) von Morphismen in C, so daB kommutiert:

S

subA A
subfl lf
subB B

S

Die Zuordnung n — ( !xn , sub(!+n) :=n ) erklart einen Funktor A — (A | sub). Im Sinne der natiirlichen
Verkniipfung

Wald

A —— (A | sub) (Wald | sub)

betrachten wir Wald(! x n) als Objekt in (Wald | sub), und wir identifizieren subWald(! * n) mit Wald(n).
e Seien A, C, D, 'H Kategorien. Sei 7 eine natiirliche Transformation zwischen Funktoren F,G : C — D. In
Notation: 7 : F' = G. Ist T eine natiirliche Aquivalenz so notieren wir dies durch 7 : F' F G oder vollstandig durch

(F==—=@G):C—D.
Seien A: A — C und H : D — 'H beliebige Funktoren. 7 induziert dann:

<: eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren FA =: A*(F) und GA =: A*(G), die wir durch
A*(7) bezeichnen, und

<: eine natiirliche Transformation zwischen den Funktoren HF' =: H.(F') und HG =: H.(G), die wir durch
A, (T) bezeichnen.

3.3. Die G.—Konstruktion. Sei C eine exakte Kategorie. Die n—Simplizes der simpliziellen Menge G.C sind
definiert als:

¢+ € Cof [Wald(!«n) — C]=8.C(n+1) und
G.C(n) =14 &= (&,6.,7) - 5%y —_ s*¢_ st eine natiirliche Aquivalenz

zwischen Funktoren Wald(n) —*—> Wald(! % n) —=> ¢

Elemente (£4,¢_,7¢) € G,C entsprechen Diagrammen der Form:

Wald(! * n) & C

\

S }
/L E4s ‘i\

Wald(n) “T&

s\[ = .f;"!

Il

Wald(! * n) : C

Ein Morphismus
m ! n in A induziert
G.C(m) &e0) G.C(n) , gegeben durch

(M= f)yces, U= )¢, ffre ) =——(&4+,&-,7c), wie das Diagramm
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l Wald(! + 1) S

Wald(! * m) C
T
S/L St 5+5 \&{
Wald(m) ! Wald(n) )’j e
£ s ’
s s i’f/f
Wald(!  m) - Wald(!  n) - 4

es erklart. G.C ist mit diesen Vereinbarungen eine simplizielle Menge.

3.4. Variante der G.—Konstruktion. Wir definieren G=C als simplizielle Untermenge von G.C, bestehend
aus den n—Simplizes ({4,&_, 7¢), fiir welche ¢ die Identitdt ist, i.e. s*{y = s™¢_.

3.5. Bemerkungen.
e 5% kann mit 35 := S.C(¢ : n — n 4 1) identifiziert werden.
Ein n—-Simplex £ kann als Paar ({4, £_) von Waldhausen—-Diagrammen £+ der GroBe (n + 1) aufgefaBt werden, so
daB ein Isomorphismus 7¢ zwischen den Waldhausen—Diagrammen der GroBe n s*¢; = QS'C§+ und s*¢_ = 8§'C§_
als Teil der Struktur zusatzlich festgelegt wird.
Ist n =0 so kann G.C(0) mit der Menge {(£4,¢-) | £+ € Ob C} identifiziert werden.
Die Visualisierung eines Elements aus GA(n — 1) ist gegeben durch folgendes Diagramm:
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(11) 0——&1 — & otn—1) — &om

0 60+(n71) T 5(;';1

+ +
gOl

L 51_(77,—1) e gl_n

NP
0\5;—2 i->< €1+(n71) T gil—n f/rf

0 | Extnmt) — Eon

el el

+ ”'/‘ff+
0 g2(n71) — &

0—¢&,
|~ (n=1)n
e
Oig(nfl)n
0

Die parallelen Diagramme vom Typ (10) mit den Objekten §;; respective ;. sind mit Ausnahme der oberen
Zeilen durch die Isomorphismen 7¢ ;; : f;; ~~— §&,;; verbunden. Die Ausartungen dieser Diagramme entsprechen

der Entfernung der Paare von Zeilen und von Spalten, die durch eine diagonal stehende Null auf der Position (i, 1),
i # 0, gehen.

e Die G—Konstruktion von GILLET und GRAYSON realisiert ein delooping der WALDHAUSEN—Konstruktion. Es ist
fiir unsere Zwecke vorteilhaft, nach [Gr] die |dee dieser Konstruktion zu skizzieren.

Sei C eine exakte Kategorie. Die einzige Form eines WALDHAUSEN—Diagramms im Grad Null ist 0, das ausgezeich-
nete Nullobjekt. WALDHAUSEN-Diagramme & und 7 in den Graden 1 respektive 2 sind der Form

00— &1 respektive 0> To1>—> T7o2
v ¥
0> M2

0 /
0

Betrachten wir diese Elemente in dem Komplex Z'[S.C], so gilt 9[£] = [0] — [0] = 0, und erst im Grad 2 erhalten
wir nach Anwendung des Differentials die typischen K—theoretischen Relationen der Grothendieck—Gruppe:

O] = [m2] = [no2] + [noa] -

K(C) ist definiert als Quotient der freien abelschen Gruppe, erzeugt von Paaren (P, Q) von Objekten aus C. Dieser
Quotient entsteht durch Austeilen der Relationen:

(P,Q) ~ (P',Q") genau dann, wenn [P] — [Q] = [P'] - [Q'] .
Wir betrachten die schwachere Relation:
genau dann, wenn zuldssige Monomorphismen
(P,Q) ~ (P'Q") P P und Q — Q' existieren,
so daB die Kokerne P/P’ und Q/Q’ isomorph sind.
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Die Beobachtung von GILLET und GRAYSON ist, daB die zu ~ und = assoziierten Aquivalenzrelationen gleiche
GROTHENDIECK—Gruppen haben, und man kann eine dhnliche Verbindung auch in héheren Graden herstellen.
Einem Paar (£4,£_) € G.C(0) entspricht das Element [£;] — [€-] in der GROTHENDIECK—Gruppe K(C).

4. Die Bar—Konstruktion

Seien k ein Ring und R eine k—Algebra. Fiir unsere Zwecke ist der Fall relevant: k = Z und R ist der Gruppenring
Z|G] zur Gruppe G. Fiir K-theoretische Zwecke ist weiter G als GL,,(F') oder GL(F) spezialisiert. GL,(F') ist
die allgemeine lineare Gruppe der Vektorraum—Isomorphismen von F™ iiber dem Kérper F, und GL(F') ist der
induktive Limes der Gruppen GL,,(F') beziiglich der diagonalen Einbettungen GL, (F) — GLp41(F), a — (§79).

NotaTIiON 4.1. Wir bezeichnen durch B, (R) oder Bary(k,R, k) den k—Modul:
k @p R®"2) gp k ,
wobet @ ohne Index fiir @y, steht.
Das Element 1, ®gp 1gp @01 Q@22® @2, ® 1g ®pr 1 wird standardmdfig als das Bar-Symbol bezeichent:
[z1]x2]|. . |z0] , T1,T2,...,Tn € R .
Insbesondere ist Bo(R) = k[ = k. Wir schreiben auch k fir den im Grad Null getragenen Komplex mit dem
Null-Eintrag gleich k.
Auf dem graduierten k—Modul B.(R) = Bar.(k, R, k) mit dem Anteil im Grad n gleich zu B,,(R) = Bar,(k, R, k)
fiihren wir eine zusdtzliche Struktur ein: Seien & := [z1]22] ... |xy] € Bo(R) und 1 := [y1]y2|. . - |ym] € Bm(R).
Das Differential: d : B,,(R) — B, —1(R) ist gegeben durch:

d [z1|za| .. |an] = [aa]. .. |za] + Z Yolwr] .ot |@iwipn ] - wa] + (=) [21] .. 2] -
Die Einheit: Die Komplex—Abbildung k: = L[] =Bo(R
— Bo(

Die Koeinheit: Die Komplex—Abbildung B.(R) —
Die Konkatenation:

) = B.(R).
R)=k[ =k

&n = [waza]. . |znlyilyz] .- [ym] € Bupm(R) -
Wir bendtigen diese Bildung, um einfacher die folgenden Abbildungen zu beschreiben:
Die Komultiplikation A: A := Y & ® &. Explizit:

§162=¢
(12) Afar] . o] =) | Jap] @ [2pga] o] -
p=0
Fiir p =0 und p = n entstehen oben die Summanden [| @ [z1]. .. |x,] respektive [z1]...|z,] @ [].
Die Shuffle—Multiplikation w: Die symmetrische Gruppe S(n) operiert von links auf Bar-Symbolen vermége
[T1]. . |70]” = [To)] - - [To(n)], @ € S(n). In unserer Notation gilt fiir £ := [z]...|v,] und 0,7 €

S(n) die Regel: (£7)" =¢£7°.
Wir bezeichnen durch S(ni,ns,...,n,) die Untergruppe von S(ny + na + - -+ 4+ nyg) der (Shuffle-
)Permutationen, welche monoton auf den in Z gebildeten Intervallen [1,n4],[n1 + 1,71 + n2],...,[n1 +
ot ng—1+1,n 4+ np—1 +nk] sind.
Ist die Gruppe G kommutativ, so definieren wir:

(13) funp:= Y (=Dl len)
c€S(n,m)
Im allgemeinen Fall, wo G nicht kommutativ ist, kann man mit der obigen Bildung keine Vertraglichkeit
mit dem Differential erwarten. Es gilt z.B. fiir die Abbildung w aus (13) und z,y € G:
d ([rlwly] ) =d ([zly] = yle] ) = [yl = [ey] + [2] = [2] + [y2] = [y] = [ya] = [2y],

(d[z])wly] — [z]w(d[y]) = Owly] — [z]wO =0
Aus diesem Grund verlangen wir weitere Daten, welche eine “GuBere” Version von (13) “innerlich” imple-
mentieren:

% Wir gehen davon aus, daB G von der Form limG,, ist, wobei G,, Untergruppen von G fiir alle n € N

sind.
% Seien R, := k[G,)] fiir alle n € N. Es gilt dann R = limR,,.
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% Gegeben sind des weiteren Einbettungen:
It = I}L,m :Gn = GN(nym) >
I? = I;?L’m t G = GNiym) »
und natiirliche Zahlen N(n,m) fir n,m € N. Die Funktion N erfiillt
N(N(n,m),k) = N(n, N(m,k)) , und wir schreiben dafiir N(n,m, k) ,n,m,k € N |

und die Inklusionen I', I? sind vertraglich im Sinne, daB kommutiert:

o
(14) G, I
\12> G N (n.m) "
Gm / D GN(nym,k)
T G mat) —
G /127
L

Wir stellen die Bedingung, daB das Bild von I}, mit dem Bild von I kommutiert. Wir geben
anschlieBend Beispiele.
Wir erweitern natiirlich die Abbildungen I%, a = 1,2, auf Bar—Elemente, indem wir definieren:
Ifzq] ..z = T2 .. [T %2,)] -
% Wir definieren W : B,(R,) @ Bm(Ry) — Bupm(Rn(,u)) durch:

EWn = (I'Ew(*n)
und erhalten natiirlich eine Abbildung LUl : B.(R) ® B.(R) — B.(R).
Der Antimorphismus S: Sei inv = inv,, die Permutation aus S(n), gegeben durch inv(i) = (n + 1) —i. Es
gilt invZ = id. Wir definieren S : B.(R) — B.(R) auf B,(R) durch:

n(n—1)
z

Sla|. .. |on] i= (D)2 jeTt] = (<)

n

o] o]

BEISPIEL 4.2. Ist G eine kommutative Gruppe, so kénnen wir wihlen: G, := G, N(n,m) := 1998 und I*, I?
als die Identitit von G. Dann st LU gleich w.

BEISPIEL 4.3. Sei F' ein Kdrper, und seien G, :== GL,(F), G := imG,, = GL(F'). Wir definieren N(n,m) :=
n 4+ m und in Matrizenblockformat:

Bt =[5 0] BB = |3 5] € GLurn(F) fir 4, € GLLP) | By € GLA(F)

Dabei ist 1,, die Einheitsmatriz aus GL, (F).

BEISPIEL 4.4. Seien G, G,, wie im letzten Beispiel. Wir nehmen N(n,m) := nm und:

m mal
1 .
In’m(An) = A, ®1,, :=diag(A,,...,A,) ,
I! (Bn):=1,® B, :=diag(By,,...,B,) .
? N————
n mal
BEMERKUNG 4.5. Sei P die Kategorie der F—Moduln. Die Zuordnung, definiert auf Basiselementen durch:
B,.(R) Z[G,P]

[x1]x2] ... |zn] (OHF”QF”I—%...@F” , 0—>0—>0—>~~~—>0) ,

induziert eine Abbildung B.(R) — Z.[GP], welche mit Differentialen vertrdglich ist. Sie faktorisiert tber
Z.[G=P].

Oben sind x1,%3,...,2, : F" — F™ Elemente aus G := GL,(F). Dem Symbol [x1|x2|...|z,] wird ein Paar
von WALDHAUSEN—-Diagrammen zugeordnet, so daf$ das zweite Diagramm nur triviale Eintrdge, und das erste
Diagramm nur in der oberen Zeile nicht triviale Eintrage besitzt; wir haben fiir beide Diagramme nur die obere
Zeile vermerkt.
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5. Die K-—Theorie

5.1. Die K—Theorie einer exakten Kategorie. SeiC eine exakte Kategorie, versehen mit einem Funktor
@ : C xC — C und einer natiirlichen Aquivalenz a zwischen den Funktoren @&(&® x 1) und (1 x @) von C xC — C:

dx1

(15) CxCx(C———CxC
l@
IxX® C

CXC?C

Wir bezeichnen durch (ExCat | &) die Kategorie mit:

Objekten: ( C,®,a ) wie oben,

Morphismen: Ein Funktor F': C — C’ in ExCat ist ein Morphismus zwischen ( C,®,a ) und ( C',&',a’ ),
falls gelten:

Fa& = &' (FxF) und a'F =Fa.
Die K—Theorie einer exakten Kategorie C kann dquivalent definiert werden als:
K;(C) =mi+1|8.C|
= m|GC|.

Fiir die Zwecke der algebraischen K—Theorie kdnnen wir uns auf exakte Kategorien C mit zusatzlicher Struktur
(®,a) beschranken. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns dann auf K;(C) @7 Q. Wir betrachten das Diagramm:

(16) (ExCat | @)

(SimpEns | +) (SimpEns | +)

T i

Qp P
(Top | +) ——> (Hom | +) <— (Top | +)

Hi+1 Z[]

Hiy1(Z) i Hi(-,Z)

(Ab | A) Ab (Ab | A) < (peab | A)

-®zQ -®2Q - ®2Q

(Q-mod | A) —— (Q-mod | A) <—— (Q-mod | A)
Prim Prim

5.2. Erklirungen zu den Notation aus (16).
e (Top | +) ist die Kategorie mit Objekten (X, ). Dabei ist X ein topologischer Raum mit einer stetigen Abbildung
1w X x X — X, welche assoziativ bis auf Homotopie ist. Die Homomorphismen sind mit der Zusatz-Struktur
vertrdgliche, stetige Abbildungen.
e (Hom | +) besteht aus Paaren (X, p); X ist ein Objekt in der Homotopie—Kategorie Hom, und p ist eine
assoziative Abbildung 1 : X x X — X in dieser Kategorie.
e Der kanonische Funktor p von Top in die Quotienten—Kategorie Hom induziert einen Funktor (Top | +) —
(Hom | +), den wir gleichfalls mit p bezeichnen.
e Sei T eine Kategorie mit einem Tensor—Produkt—Funktor @ : 7 x 7 — 7T und einer natiirlichen Aquivalenz

a:®(@x1)FEe(lxae) zwischen Funktoren TxTxT—T.
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Wir bezeichnen durch (7 | A) die Kategorie der Objekte (M, A), wobei M und A : M — M ® M in T liegen,
so daB das folgende Diagramm kommutiert:

291  MeM)eM .

M Mo M

=~ | aM, M, M

M—2 s MoM—22 Mo (Mo M)

Ein solcher kanonischer Funktor existiert fiir Q-mod, die Kategorie der Q-Vektorrdaume, Ab und DGAD.
e Sei (C,®) ein Objekt in (ExCat | ®). Der Funktor G. induziert dann eine Abbildung p als Verkniipfung

G.( D)

(6.C) x (6.C) —— G.(C % C) 6.(C),

und entsprechend das Objekt (G.(C), 1) in (Top | +). Diese Zuordnung ist funktoriell, und wir haben sie gleichfalls
durch G. bezeichnet. Analoges gilt fiir S. .



KAPITEL 2

Kubischer Formalismus

1. Kubische Mengen

1.1. Kubische und L—kubische Mengen. Die Kategorie A ist die Kategorie der endlichen, nicht leeren,
vollstandig geordneten Mengen (modulo Isomorphie). Sei AT die Kategorie der endlichen, vollstindig geordneten
Mengen (modulo Isomorphie). Die Objekte von A™ sind die Objekte aus A mit der Hinzunahme des Objektes ().
Wir schreiben —1 fiir (.

Sie sind Unterkategorien der Kategorie aller endlichen, (partiell) geordneten Mengen.

Fiir zwei geordnete Mengen (A, <) und (B, <) ist das kartesische Produkt definiert durch: (A4, <) x (B, <) :=
(A x B, <), wobei (a,b) < (a’,b') in A x B genau dann, wenn a < a' in Aund b <V in B.

Wir beschreiben nun eine andere Unterkategorie, die Kategorie O. Objekte dieser Kategorie sind

n={0<1}*" ={0< 1},

Der Exponent xn steht in der ersten Schreibweise fiir das iterierte kartesische Produkt von geordneten Mengen.
Dieses kann mit der geordneten Menge der Funktionen von einer n—elementigen Menge nach {0 < 1} identifiziert
werden, wie es die zweite Schreibweise verdeutlicht. Ist insbesondere n = 0 so hat 0 ein Element, das dem einzigen
Morphismus () — {0,1} entspricht.

Wir beschreiben nun die Morphismen der Kategorie O.

Die Menge [0,1]™ C R™ ist konvex. Wir nennen sie den n—dimensionalen Standardwiirfel (oder n—-Standardwiirfel
oder einfach n—dimensionalen Wiirfel).

Die Elemente von n entsprechen den Extremalpunkten {0,1}" des n—dimensionalen Wiirfels [0, 1]™ =: O,, durch
das kartesische Produkt der kanonischen Einbettung {0,1} C [0, 1]. Diese Punkte werden auch Ecken genannt.
Wir identifizieren auf diese Art und Weise die Elemente von n mit den Ecken von [0, 1]™.

Sei €1, es,...,en die kanonische Basis von R™. Diese Elemente befinden sich in [0,1]™ und durch die Identifizierung
auch in n.
Sei g : {0,e1,€e3,...,em} — R™ eine beliebige Abbildung in Ens. Diese hat eine eindeutige affine Erweiterung

g : R™ — R™ gegeben durch:

(17) g0 +aje; + -+ amem) :=g(0) +argler) +-- + amg(en) ,
wobei a; € R.
FRAGE 1.1. Unter welcher Bedingung bildet g m auf n ab?

Gilt g(m) C n, so gilt auch g([0,1]™) C [0, 1]™.
SeiT =T, :={1,2,...,n} die totale Indexmenge der Koordinaten aus R™. Lineare Kombinationen der Basisvek-
toren aus R™ mit Koeffizienten 0 oder 1 bezeichnen wir wie folgt:
e = Zek firKCT.
kEK

Insbesondere gilt ey = 0 mit der Konvention, daBB die Summe nach einer leeren Indexmenge zum neutralen Element
0 gleich ist.
Seien nun I; Ji,...,J, die eindeutig bestimmten Untermengen von T" mit:

g(0)=er e R bzw. gler) =ey, firg=1,...,m.

Die gesuchte Bedingung ist, daB die Untermengen I; Jy,...,J, von T paarweise disjunkt sind. Wir lassen zu, daB3
unter diesen Untermengen auch die leere Menge vorkommt.

NoTATION 1.2. Wir bezeichnen die Restriktion von g als Abbildung m — n durch

(18) (LT ] o Tm) -

19
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DEFINITION 1.3. Die Menge Homg(m,n) der Morphismen zwischen m und n in O ist die Menge aller Mor-
phismen der Form (18).

Fiir h : m—n in O bezeichnen wir durch hg : O,, — O, die induzierte Abbildung.

1.2. Injektive Abbildungen. Injektive Abbildungen h : m — n induzieren injektive Abbildungen hgo :
O,, — O,,. Wir untersuchen explizit den Fall m = n — 1. Dann ist hg (bis auf Permutation der Variablen)
e entweder eine Abbildung der Form [0,1]"~" — [0,1)7 x {a} x [0,1}7" — [0, 1]" mit j +j' = n und a € {0,1}.
Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
= 012].. .17 =17 +1]...|n)
=GRl =1 + 1] [n)
Generell werden wir wie oben bei expliziter Angabe der Elemente die Mengenklammer { } im inneren eines Symbol

der Form (|| -|-|...]|-) nicht mehr vermerken.
e oder eine diagonale Einbettung:

dF = O1)2] . = 1kl 1] R ) fir g £k

In der obigen Notation steht % dafiir, daB diese Komponente entfillt.

1.3. Surjektive Abbildungen. Surjektive Abbildungen h : m — n induzieren surjektive Abbildungen
ha : O,, — O,. Wir untersuchen explizit den Fall m = n + 1. Dann ist hg (bis auf Permutation der Varia-
blen) die Abbildung [0, 1]"*! — [0, 1] gegeben durch die Streichung der j—ten Komponente: (z1,...,2Z,41) —
(x1,..., &5, ...,Tnt1). Wir schreiben dafiir

ol = 0)112]... |5 — 1|l ... |n) -

DEFINITION 1.4. Die Kategorie O+ ist die Unterkategorie von O mit den gleichen Objekten und mit Mor-
phismen aus O der Form

[l 1)
so daf$ die J-Komponenten leer sind oder ein Element haben.

Insbesondere sind ¢ und ¢ Morphismen in O+.
Analog zur Definition einer simplizialen Menge fiihren wir die Definition einer (L—)kubischen Menge ein:

DEFINITION 1.5. Fine kubische Menge (bzw. eine L-kubischen Menge) ist ein Funktor:
F . 0°°? — Ens respektive F* (QL)OPP — Ens .

Wir bezeichnen durch CubeEns (bzw. Cube'Ens) die Kategorie der ( L— )kubischen Mengen. Sei K €
ObCubeEns. Elemente von K(n) =: K,, heiffen (kubische) (n—)Simplizes.

Eine kubische Menge wird auch vollkubische Menge genannt. (Dieser Begriff stimmt nicht mit dem Begriff “kubische
Menge” in der Literatur iiberein.)

Man liest “1—kubische Menge" als “streng kubische Menge". (Eine streng kubische Menge ist das Objekt, das in
der Literatur als “kubische Menge” bezeichnet wird.)

Parallel zu (1) kdnnen wir folgendes Resultat libertragen:

SATZ 1.6. Sowohl in der Kategorie O+ als auch in der Kategorie O gilt cicf = cfci™l. Dabei sind j, k €
{1,2,...,n} mit k <j und a,b € {0,1}. In priziser Notation:

j ke k j—1
Ty " n & n—l]: n41 2 n Ca n—l] .

BEWEIS: Die Skizze fiir die Gleichheit ¢} ack o = cf ¢l d ist folgende:
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(xlv'"7xk7"'7xj—17"~7xn—1) (x17~"7xk7"'7xj—17~~~7xn—1)
(T, b, Thy oo Tty Tp1) (T1ye ey Thy ooy O Ty, X))
(xlv"'7b7xk7"'7a’7xj—17"~7xn—1) (x17~"7b7xk7"'7a’7xj—17~~~7xn—1)
Skizze fiir ( clcf )o. Skizze fiir ( cfci™ )a.

Dabei haben wir die Komponenten 1, x2, ... eines Vektors aus R*~!, R” und R**! vermerkt.
O

1.4. [0,1] als kubische Menge. Sei 7[n| die kubische Menge Homg(-,n) : O+ — Ens. Das Analogon von
[0, 1] ist die kubische Menge ~[1]:
YAk ={ [ Jo]. . | Jk) mit TUJU---UJ C{1}}
=L @101 10), (L]|0]...10), (DILI0]...10), ... (O0]...10]1) }
Die Abbildungen (@[|@]...[0) und (1[|f]...|0) faktorisieren iiber 0 und entsprechen den Abbildungen zwischen
CW-Komplexen {0} — [0,1] und {1} — [0,1]. Allgemein entspricht y[n] zu [0, 1]".

1.5. Das kartesische Produkt. Das kartesische Produkt von kubischen Mengen ist die Abbildung x :
CubeEnsx CubeEns — CubeEns, welche zu einem Paar von kubischen Mengen (K, L) die natiirliche Verkniipfung

gerp E) O°PP x [J°PP Hoxk Ens x Ens X, Ens zuordnet. Explizit:
(K xL),:=K, xL, und (K xL)(f):=K(f) x L(f) , firn € Obd, f € ArrQ

DEFINITION 1.7. Zwei Morphismen f und g aus CubeEns[K — L] bzw. CubeEns|K — L] sind homoto-
pisch (oder homotop) — in Notation f = g —, falls es einen Morphismus (Homotopie) in der entsprechenden
Kategorie gibt:

F:K x~[l] - L mit
F(xz x 00]...10) )= f(z) und F( z x (1/|0]...]0) ) = g(=x)

Es gibt einen kanonischen Isomorphismus

(19) Y[m 40l =[m] x[n] .
Die Identitat id,, := id,, befindet sich in y[n], und erzeugt v[n| (Yoneda). Wir kénnen m + n mit dem mengen-

theoretischen kartesischen Produkt m x n identifizieren. Seien
pri = (0[[1)2] ... |m|@]|...|0) € Hom(m + n,
pra = (0|0 ...|0|1|2|...|n) € Hom(m + n,

)= 7[@]7n+n )

= 'Y[E]m+n )

S

die entsprechenden Projektionen. Der (m + n)-Simplex (pry, pr2 ) erzeugt y[m] x y[n], denn zu einem beliebigen
Simplex (&,7) in dieser kubischen Menge, £ : k — m und 5 : £ — n, fiir die kanonische Abbildung

m—+n
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gilt (& xn)"(pr1, pra) = ( (& xm)pry, (& x10)"pra ) = (&, ).
Der Isomorphismus (19) entsteht, indem die erzeugenden (m + n)-Simplizes id, 4., und (pry, pra) ineinander
iberfiihrt werden.

1.6. Zusitzliche Struktur auf einer |—kubischen Menge. Wir arbeiten in diesem Abschnitt in der
Kategorie O+ und betrachten nur L—kubische Mengen.
In der Kategorie O+ gilt:

ey =ched=t flirk <y
cito® falls k < j

ofcd = { Identitat  falls k = j
cloht falls k > j

olok = gFgit! firk <j.

Sei K eine L—kubische Menge. Wir fiihren die Standard—Bezeichnungen ein:

9j :=K(c,:n—1—n) K, — K, 1=1,2,...,m; a=0,1
e]-::K(aj:n—i—l—>2) K4 — K, i=1,2,...,(n+1)

Wir werden nun eine dquivalente Definition einer 1L —kubischen Menge geben und in diesem Rahmen zusatzlich
Struktur einfiihren:

DEFINITION 1.8 ([BH1], S.235). Eine 1 —kubische Menge ist eine Familie von Mengen K,,, n = 0,1,...
mit Abbildungen

9 Ky, — Kp1, j=1,2,...,n, a=0,1, genannt Rinder, und

€Ky = Kyy1,7=1,2,...,n+1, genannt Ausartungen, so daf$ folgende Gleichheiten stattfinden:

07dy =97 ,0F  firi<j

€108 fallsi < j
Oj'e; = < Identitit  fallsi=j

€08 4 falls k> j
€i€j = €j41€ firi<j

Eine 1 —kubische Menge mit Verbindungen (connections) ist eine L-kubische Menge (Kn,0%,€;), mit

zusdtzlichen Ausartungen , ;1 Kp_1 — K, 7 =1,...,n—1, genannt Verbindungen, so daf gilt:
ajl'vj:ajl'+17j:€j8]1‘7 y iy J — 9 J+1ly i fU'TZSJ )
a;-), j= 8?+1, ji= Identitdt 5 , j€j = €€ = €541€5 ,
o° R ]'_18;1 falls i < 7, €541, i fallsi < 7,
i J — . . y €5 = . .
v , ;08 fallsi>j+1. 7 €j,i—1 fallsi>j .

Eine 1 -kubische Menge mit Verbindungen wund Verkniipfungen ist eine 1 -kubische Menge mit
Verbindungen (Kn,c');‘,ej,, j)ns versehen mit je einer Gruppoid-Struktur (K,,+;,—;) fir jede Richtung
7=1...,n:

+; : K, X Ky, ~ K, ist partiell definiert. (D.h. x +; y ist fir x,y € K, entweder nicht definiert, oder
definiert, und das Ergebnis ist ein Element aus I(,,. Relationen, welche die Operationen +; beinhalten, nennen
wir wohldefiniert, falls keine nicht definierten Ausdriicke entstehen.) Fir x,y € K, ist ¢ +; y genau dann
definiert, wenn 8]155 = c')?y.

- K, — K, ist immer definiert.
Die Vertrdglichkeit der Verknipfungen (+;,—;) unter sich und mit der zugrundeliegenden Struktur gilt als
Teil der Definition wie folgt:

o +; und —; induzieren auf K, eine Gruppoidstruktur: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen
wohldefiniert sind, gilt:

—ilz+;9) = (=z) +; (—;9) —i(—jx) =2
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o Vertriglichkeit zwischen +; und Ausartungen: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen wohldefiniert
sind, gilt:

9} (x +;y) = 9z O (x +;y) = 0w +;—1 8y firi<j
9} (x+;y) =9}y 0%(x +; y) = 0% +; 0%y firi > j

o Vertrdglichkeit zwischen —; und Ausartungen:

9} (—jx) = 9w 07 (—jz) = —j—10fz firi<j
9j(=jz) = djx Of (—ju) = —0¢x firi > j

o Vertriglichkeit zwischen +; und +; fiir i # j: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen wohldefiniert
sind, gilt:

(x+iy)+; (z+Hit)=(x+j2)+:i (y+; t) Notation dafiir: [z 3;] l
J
o Vertriglichkeit zwischen —; und +; fir i # j: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen wohldefiniert
sind, gilt:

—i(r +;9) = (—ix) +; (=iy) —i(=jz) = —j(—)

o Vertrdglichkeit zwischen +;, —; und Ausartungen: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen wohlde-
finiert sind, gilt:

6‘(x+-y): €T +541 €Y fallsiﬁj, 6'(—'50) _ —j+16T f(J,llSiSj,
R €1+ €y falls i > j. o -6 falls i > j.

o Vertraiglichkeit zwischen +;,—; und Verbindungen: Wenn beide Seiten in den folgenden Relationen wohl-
definiert sind, gilt:

i+, 4y fallsi < g,
,i(x+jy)={ !

,]'CC 6]':(/:|
y il +5, Y falls @ > 7,

i@t Y) = [fj+13/ iy

(=) =4 b i falls i < g,
Y —5» % falls > j,

Das Standardbeispiel einer 1—kubischen Menge, versehen mit einer solchen reichen Struktur, wird nach der
Einfiihrung der kubischen Menge der kubischen Simplizes eines topologischen Raumes im Unterabschnitt 1.8.3
erlautert.

1.7. Die Homologie. Durch Verkniipfung mit dem Funktor Z[] : Ens — Ab entstehen Funktoren, die
auch mit Z[] bezeichnet werden:

CubeEns — CubeAb  und  Cube'Ens — Cube"Ab
K — 7[K] K+ — 7Z[KH
DEFINITION 1.9 (Der Funktor Cube Ab — DGAD). Sei K € Cube' Ab. Der Kompler (K',0) ist erklirt
durch folgende Daten:
e Der Anteil im Grad n ist K := K(n).
o Wir bezeichnen durch 0f die Abbildung K(cl): K" «— K™ und seien 9; := 8]1 — 8;) und

0= Z(—l)i_l&- : K" e— K™

=1
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Sukzessive erhalten wir folgende Gleichheiten:

def =t : n—=1

—n+1
K(c)K () = K(c27YYK (cf) K(n—1) «— K(n+1)
ORO% = 0%, 0% o [K] e— Ty [K]
0,05 = > (=1)*TP0p0s = (=1)*T°07 1 0) = 0,10,
a,b a,b

Das Standard—Argument ergibt 99 = 0. Wir nehmen 9 als das Differential des Komplexes (K", 9). Diese objektweise
definierte Zuordnung I4B8t sich natiirlich zu einem Funktor erweitern.

Durch Verkniipfung mit dem VergiB—Funktor entsteht der Funktor CubeAb — Cube-Ab — DGAb. Wir bezeich-
nen den Funktor

CubeEns — CubeAb — DGAb  durch K —s (Z[K],9) .

DEFINITION 1.10. Die volle Homologie von (L-)kubischen Mengen ist der Funktor

yAR
CubeEns — Cubel Ens 7H>- DGAb—~ GAb respektive
Cube' Ens— = DGAb—"~ GAb

Wir bezeichnen ihn durch VH.

DEFINITION 1.11. Sei K eine (L-)kubische Menge. K(n)® ist definiert als die Menge aller Elemente 1 €
K(n), fir welche es einen Morphismus h in O (resp. O%) und ein Element o' wie folgt gibt:
L n, wobet n' < n ist,

W eEk@w) L K@),

3\

' —— n=K(h)n'" .
Elemente aus K(n)® heiflen ausgeartet. Sei K(n)"* := K(n)\ K(n)* die Menge der nicht ausgearteten
Elemente. Wir definieren:

BR]™ = DK (0)™] = 2 )
"= ZIK ()] = ——=— .
= ZIK (n)°]
Das Differential 8 : Z"|K] — Z""YK] bildet formale Summen von ausgearteten Elementen auf formale
Summen von ausgearteten Elementen ab und induziert eine faktorisierende Abbildung Z"[K|"* — Z"~'[K]|"®,

die wir auch durch O bezeichnen. Wir definieren Z'[K]™* als den (Quotienten—)Komplex mit dem Anteil
ZM K™ im Grad n und mit dem Differential 0.

DEFINITION 1.12. Die Homologie von (L-)kubischen Mengen ist der Funktor

na

CubeEns — Cubel Ens ﬁ DGAb 2 GAb respektive
Cube Ens—— DGAb—"~ GAb

Wir bezeichnen ihn auch durch H.

Die abelsche Gruppe Z"[K]™* ist direkter Summand in Z"[K].
Durch Verkniipfung mit dem VergiB—Funktor entsteht der Funktor CubeAb — Cube'Ab — DGAb. Wir bezeich-
nen den Funktor

CubeEns — CubeAb — DGAb  durch K — (Z[K],9) .

1.8. Die Funktoren R und S.
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1.8.1. Die kubischen geometrischen Realisierungen R und R*. Analog zur Situation aus dem Abschnitt

1.5.1 fiihren wir die Funktoren R und Rt ( - bezeichnet auch mit || - || resp. || - ||+ =) ein:
CubeEns i Top und CubeEns A, Top
K —— ||K|| oder RK . K —— ||K||* oder R*K .
Der topologische Raum || K[| resp.||K||* zur kubischen Menge K ist:
1K= [I 5w x0. |/~ resp.  |IK|I" = [ K@®) <0, | /~"
n>0 n>0

e Die Menge K'(n) wird als diskreter topologischer Raum aufgefaBt.
e Die Aquivalenzrelation ~ resp.~" identifiziert zwei Punkte

K]|| resp. ||K||*, firi=1,2

(Iﬂ € [((m), €r; € Dni> S |

genau dann, wenn eine Abbildung g : ny — n» in O resp. O+ existiert, so daB sich dadurch die Elemente x; und
x; entsprechen:

K() 3 m 2 k€ K(ny)

Dnl > x1 L) T2 € Dng

i.e. ( I{(g)(lﬂ2)7x1 ) ~ ( K2vg|:|(x1) )

1.8.2. Der Funktor S = Su, der singulire kubische Komplex. Die Zuordnung i : O+ — Top gegeben auf
Objekten durch n — O,, und auf Morphismen durch f — fg, ist ein Funktor. (Unterabschnitt 1.1) Sei X in Top.
Die kontravariante Zusammensetzung

ot —— Top HomC Y, Ens
erklart eine L—kubische Menge S X, den singuldren kubischen Komplex zu X. Er ist ein KAN—Komplex. Fiir eine
Abbildung f: X — Y in Topsei Sf := Hom(-, f)oi: SX — SY. Es entsteht ein Funktor S = Sg von Top in die
Kategorie der L—kubischen Mengen mit der Extensionseigenschaft von KAN. Die Homologie mit Z—Koeffizienten
eines Raumes X € ObTop kann als die Homologie der L—kubischen Menge Z[SoX] berechnet werden. ([Se],
[EMacl].)

1.8.3. Zusitzliche Struktur auf SX = SgX. Sei X ein topologischer Raum. Wir arbeiten in diesem Unter-
abschnitt nur mit dem Funktor Sg und verwenden dafiir die Notation S. Der Anteil S,, X der kubischen Menge
SX besteht aus stetigen Abbildungen I™ — X. Die kanonische , —Struktur auf SX ist gegeben durch Abbildun-
gen ,;: S, 1X — S,X, welche einer stetigen Abbildung z = z(t1,...,t,_1) : I ! — X die Abbildung , ;=
zuordnet:

(b, tn) = x(te, . timr, max (b, tig1 ), tik2, - ooy tn) -
Die Operationen +; und —; sind fiir geeignet gewdhlte stetige Abbildungen gegeben durch:
)i {x(tl,...,tj_l,%]— it t,)  fiirt; <
y(ty, .ot 1,2t — 1, .. t,)  firt; >
(—jx)(tl, ey tn) = x(ty, - i, L=t ti, .- Jtn)

(x+;9)(t1, ...

(MR NI

2. Die KS.—Konstruktion, die KS'—Konstruktion und die richtige Linearisierung ZK.( - )

2.1. Kubische Diagramme. Die Diagramm-Kategorie {0 < 1 < 2}*"™ hat je ein initiales und ein finales
Objekt. Diese sind verschieden. Wir identifizieren die Elemente der Menge {0, 1,2}™, Objekte dieser Kategorie, mit
den Woértern der Lange n aus dem Alphabet {0, 1,2}, um die Notation zu vereinfachen:

(20) (a1,a2,...,an) e Gy ... G207 -

Insbesondere machen wir in Notationen Gebrauch von der Monoidstruktur, die durch das Hintereinanderschreiben
von Wortern entsteht.
Ahnlich zur Bildung von Wald,, wird ein Nullelement 0 adjungiert:
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DEFINITION 2.1. Wir definieren Cube, fir n > 0 als die Menge
Cube, :={0}U{0< 1< 2}*",

versehen mit der Relation <, gegeben durch 0 < a < 0 fir a € Cube,, und a < 3 fiir a, 5 € {0 < 1 < 2}*™
genau dann, wenn o < (3 gilt.

Wir fiihren in Cube,, folgende zusatzliche Struktur ein:

e 0 ist das Nullobjekt.

e Verkniipfungen von Pfeilen der Form a0b — alb oder 0 — a sind die Monomorphismen.
e Verkniipfungen von Pfeilen der Form alb — a2b oder a — 0 sind die Epimorphismen.

e Identititen sind die schwachen Aquivalenzen.

e Die exakten Sequenzen sind der Form:

0 a0b alb a2b 0,
0 a a 0 0,
0 0 a —— a 0.

Mit @ und b bezeichnen wir dabei beliebige Worter geeigneter Lange. Die Kategorie Cube,, ist so konstruiert, dal3
die exakten Morphismen von Cube,, in eine exakte Kategorie A mit den exakten Multikomplexen mit n Richtungen
der Lange 3 zu identifizieren sind.

Die Kategorie Cube,, ist keine WALDHAUSEN—Kategorie. (Genau die Monomorphismen der Form a0b — a1b haben
einen formalen Kokern. Die anderen nicht. Um diese Struktur—Liicke zu fiillen, kommt folgende)

DEFINITION 2.2. Wir definieren die Diagramm—Kategorie FullCube,.

e Die Objekte dieser Kategorie sind: das Symbol 0 und die Bilder a(m) der (mengentheoretisch
injektiven) Morphismen o : m — n aus 8 fiir m < n. Wir fihren fir solche Objekte eine alternative Notation
ein:

e Jedes injektive o : m — n aus O lifst sich schreiben als:

(LI Jil 2] - [ Tm)

wie in 1.2. Die Injektivitdt ist dquivalent dazu, daf$ die Mengen Ji,...,Jn nicht leer sind. Da injektive
Abbildungen o mit gleichem Bild gleiche Objekte ergeben, ist die Reihenfolge der Untermengen Jy, nicht mehr
relevant.

o Wir fithren die Notation ein:

{1 il 2] - [T}

um alle Symbole der Form (I||J{|J4|...|JL,) zu identifizieren, fir welche gilt {Jy, Jo, ..., Jo} = {J}, J5, ..., . }.
Die Objekte der Kategorie FullCube, sind also:

das Symbol 0 und
Symbole {I||J1|J2| ... |Tm} , I T, ., Jn C{1,...,n}, Jiyeois Im #0 .

e Konvention: Enthilt das Symbol {I||Ji|Js|...|Tm} eine leere J-Komponente, i.e. J, = O fir ein k =
1,...,m, so ist es gleich zu 0.

o Wir definieren nun die Morphismen von FullCube,. Diese Kategorie ist die Kategorie mit der kleinsten
Anzahl von Morphismen, so dafl 0 Nullobjekt ist, und folgende Morphismen ezistieren:

(21) {I|Ji| T2 - | I} — {L"|| 1| 2| - - | T}
(22) {I'| )] - T} — LI Jil T2 - | T T\ I}

wobei I eine echte Untermenge von I' ist, und alle Symbole in (21) und (22) Objekte von FullCube,, sind.
Wir versehen die Kategorie FullCube, mit zusdtzlicher Struktur:

e 0 ist das Nullobjekt von FullCube,,.

o Verkniipfungen von Pfeilen der Form (21) oder 0 — X sind die Monomorphismen.

o Verkniipfungen von Pfeilen der Form (22) oder X — 0 sind die Epimorphismen.

e Identititen sind die schwachen Aquivalenzen.
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e Die exakten Sequenzen sind der Form:

0 —— {4l | In} —— AL'IlA]- T} —— {4 I[P\ T} —— 0,

[=]

I==)

—_— —_ ,
—_— —_

[=]

0 - X S X

[e=)

DEFINITION 2.3. Die Kategorie FullCube (bzw. Cube ) ist die Kategorie mit den Objekten FullCube, (bzw.
mit den Objekten Cube,) und mit solchen Funktoren als Morphismen, die vertrdglich mit der zusdtzlichen
Struktur auf diesen Objekten sind. Solche Funktoren heiffen exakt.

Folgende Zuordnung definiert einen Funktor:

O

——  FullCube ,

Auf Objekten: —— FullCube,, ,

n

n FullCube,, a(m) a(m)
Auf Morphismen: hl — h*l gegeben durch l oder l .

n FullCube,, o (m!) 0

In der letzten Zeile sind o' und m’ bestimmt durch die eindeutige Faktorisierung der Abbildung ha : m — n' iiber
m' mit injektivem o' und surjektivem h':

(a3
- >

=

B
-~

!
[e]
>

n
|
n’

Ist m’" < m so definieren wir h.[a(m)] := 0. Ist m = m’ so definieren wir h.[a(m)] := o'(m’). Sei auch per
Definition h.(0) := 0.
Die Funktorialitdt (hg). = h.g. folgt aus der Eindeutigkeit der Faktorisierung. In dem Diagramm

3

m o n
I
g g
N ,
m! = n'
S w L/
v// s o 1"
m n'’

faktorisieren wir zuerst ga und bekommen eindeutig die Morphismen o’ injektiv und ¢’ surjektiv, und dann ha'
und bekommen eindeutig die Morphismen «'" injektiv und A’ surjektiv. (hg)a 13Bt sich schreiben als o’'(h'g") mit
a'" injektiv und (h'g") surjektiv. Nach Konstruktion gilt:

(hg)[a(m)] = a"(m) = hi[a' ()] = h.gila(m)] ,
falls m = m' = m"”. In dem Fall m" < m stimmen (hg).[a(m)] und h.g.[a(m)] mit O iberein. Es folgt
(hg)s = hsgs.
Es bleibt zu priifen, daB h. vertrdglich mit der zusatzlichen Struktur ist. Fiir eine Abbildung h : n— &’ € O seien
T und T' die Indexmengen {1,...,n} bzw. {1,...,n'}, und seien I5; J7, ..., J C T' mdoglicherweise leer mit:
0,1 > 0 e

o Lol

i

0,1" > ey epfirjeT.

>
— I3

II=

Sei 1 := {I||J1]...|Jm} € FullCube,,. Seien

n=\|r, r=rurn, uwdJ:=||J, firke{l,. .. m}.
el JEJk
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Ist eine der Mengen J;, leer, so gilt nach Konstruktion h.(n) = 0. Sonst gilt h..(n) = {I'||J{]...]J,,} € FullCube,,.
Man priift nun leicht nach, da Mono— und Epimorphismen und exakte Sequenzen auf Entsprechendes abgebildet
werden.

SATZ 2.4. Sei a = (ai,...,a,) € Ob Cubey,. Sei I := {i | a; = 1}. Sei m die Anzahl der Eintrige in a, die
gleich 2 sind. Seien Jy, Ja, ...,y einelementig, so daf$ Jy U JoU---UJy ={j| a; = 2}. Die Zuordnung der
Objekte

@ — {I||Ju|Js] ... | T}

lafst sich eindeutig zu einem FEinbettungsfunktor Cube, — FullCube, vervollstindigen, der vertrdiglich mit der
zusdtzlichen Struktur ist.

O
2.2. Die KS.—Konstruktion und die KST—Konstruktion.

DEFINITION 2.5. Sei C eine exakte Kategorie. Die kubische Menge KS.C ist definiert als Verknipfung der
Funktoren

Homeq(+,C)
- 5

O —— FullCube Ens

Wir erklaren 2.5:
Auf Objekten ist KS.C gegeben durch KS.C(n) := Hom..(FullCube,,C), und auf Morphismen durch:

! in O induziert

I3
I

h
—_—
P
—_—

FullCube,, FullCube,,

Homeq (hy,C)
vVl

Hom,(FullCube,, C) Hom., (FullCube,/,C) bezeichnet durch:

Ks.C(h)
Pt

KS.C(n) KS.C(n').

DEFINITION 2.6. Sei C eine exakte Kategorie. Die L —kubische Menge KS*C ist definiert als Verkniipfung der
Funktoren

Homeq(+,C) Ens
_—

Alle Einbettungen Cube,, — FullCube,, liefern eine natiirliche Zuordnung KS.C — KSLC.

Ot ——— Cube

BEMERKUNG 2.7. Die Elemente von KSJ-C(Q) konnen mit Diagrammen der Form

! N !
\ y

(23) Eo.00-——-—-- > Eo.00 ——> FEp...02
o | ro
| | |
\ Ei.00-+—--->E1 01 —+—=FEi o2
[ [ [ . I e
| | = | I |
! \ I B g0~ +——+>FEy o —+——>>FE> o2
| | | | | | | |
Y | Y | | y | |
EO...lO - — = — + > EO...ll — EO...12 | |
] |
I e

|
|
|
|
|
|
|
\
Es. 12

E2...22

identifiziert werden. Dabei haben wir nur drei Richtungen gezeichnet. Die Sequenzen der Form
— == —— und - . - sind kurz exakt.
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Die Diagramme zu den Elementen von KS.C(n) sind umfangreicher. Sie entstehen durch die Aufnahme von
Quotienten von Verkniipfungen zu allen Monomorphismen in einem Diagramm der Form (23).
Beispiele:

o Fijr n = 2 beinhaltet ein Element E aus KS*C(2) als Teilinformation die Bildung/Festlegung der
Quotienten: Bl
Eo1/Eoo = Eo2, E10/Eoo = Eao, E11/E10 = Er2, E11/Eo1 = En;

Esy = Ey2/Eps = Ea1/Eno.

e Fiir n = 2 beinhaltet ein Element E aus KS.C(2) als Teilinformation zuerst die Bildung/Festlegung
der obigen Quotienten: B
Eoi/Eow = Eqyy/Eqpy = Eqnys Ew/Eew = By /Eqpy = Eqey, Eu/Ew = Epazpy/Beny = Epny,
Eu/Eon = Bpy/Epyy = By s
Bz = Enjey/Eyjiey = Egainy/Eqny
und zusdtzlich die Bildung/Festlequng des “diagonalen” Quotienten
Bui/Eow = Bpyy/Eqy = Eqp -

o Fijr n = 3 beinhaltet ein Element E aus KS*C(3) als Teilinformation die Bildung/Festlegung der
Quotienten: Bl
Eooz, Eo12, Eoz2, - .., Easa. (Es sind dabei alle und nur Kombinationen der Form E; ;j vorhanden, wobei
i =2 oder j =2 oder k =2, insgesamt (4+4+4)+ (2+2+2)+ 1 =19 Kombinationen.)

e Fiirn = 3 beinhaltet ein Element E aus KS.C(3) als Teilinformation zuerst die Bildung/Festlegung der
folgenden Quotienten: Wir bezeichnen mit 'E das Element aus KS}C(;), das nach Anwendung des Funktors
KS.C — KS1C auf E entsteht. Dann gelten die Relationen:

'Eoo2 = Eqny, 'Eoi12 = Eqony, 'Eo22 = Eqjujzy, 'Fi22 = Egpuzys -+ 5 B2 = B3y

Zusdtzlich beinhaltet E die Bildung/Festlegung von “diagonalen” Quotienten als Teilinformation, welche beim
Ubergang von E nach |E verloren geht:

By = Epan/Eqiys By = Enasiny/ B

Bpsy = Epain/Bqpys Brainsy = Epzaiy /By

Bler = Erzain/ By Eiizsy = Epzgy/ By

By = Eginey/Buney = Epaisy/Eqisys Egpsiey = Eraiinsy/Binsy = Bsiizy/ Eqjzys Eqizsng =
Biijj2,31/ Bqlj2,31 = Epzainy/ Eqpys

Bz = Epeaiy/Eqn-

BEMERKUNG 2.8. Das Differential im Komplex Z[KS*C] entspricht micht den Grothendieck-Relationen: Im
Grad 1 ist das Differential von [Ey — Ey — Es] gleich zu [Eq] — [Ep], und nicht zu [Er] — ([Ep] + [E-]). Auch
in grofleren Graden sind die “Winde” der Form E.o. durch das Differential nicht berticksichtigt.

Aus diesem Grund fiihren wir im nachsten Abschnitt eine Linearisierung ZK(C) ein, in Kontrast zu Z[KS*C].

2.3. Der Komplex von abelschen Gruppen ZK.(C). Sei I = {ip,ip +1,...,%s} ein Intervall aus Z.

(Z.B. I =[0,2] = {0,1,2}). Wir betrachten die (partiell) geordneten Mengen I, I*2, ..., I*" als Kategorien.
Sei C eine abelsche Kategorie. Wir bezeichnen durch
ZK!(C)

den Komplex von Z—Moduln, der wie folgt definiert ist:

Der Anteil im Grad n: ZK.(C), ist die freie abelsche Gruppe erzeugt von exakten Multikomplexen getragen
in %™ Ein exakter Multikomplex getragen in ™™ ist ein Funktor

E: " —=C, a— E, firaeI*",
so daB ein in C exakter Komplex (24) entsteht, restringiert man E auf die Unterkategorie {a1,...,ar—1} X
I x{ak41y...,an} von I*™ fiir aj,...,ak_1,Gk41,...,a, beliebig in I:
(24) 0— Eal---ak—1i0ak+1---an - Eﬂl---ﬂk—l(i0+1)ak+1---ﬂn — Eal---ak—lifak+1~~~an. —0.

Das Differential: d : ZK.(C) — ZKL_,(C), ist definiert als

d= i(—miai :
=1

wobei 0; = > . (=1)%0¢, und O operiert auf Basiselementen E' = [E] wie folgt:

'l

d¢E ist die Restriktion von E als Funktor : I*(»™D = i1« g} x ["PC " = C .
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Es gilt dd = 0.
Ist C eine exakte Kategorie, so wihlen wir eine umgebende abelsche Kategorie A, und definieren ZK!(C) als den
Unterkomplex von ZK!(A), erzeugt von Basiselementen [E], so daB der Funktor E iiber C faktorisiert: E : [*" —
C— A
BEMERKUNG 2.9. Die Kompleze ZKL?’Z](C) und Z[KS*C] stimmen als Mengen tiberein, die Differentiale sind

verschieden.

Fiir zwei Intervalle I C J aus Z entsteht (iiber die kanonischen Einbettungen von Indexmengen I*™ C J*™) eine
kanonische Einbettung ZK!(C) — ZK’(C), und wir bezeichnen durch ZK.(C) den induktiven Limes beziiglich aller
dieser Einbettungen.

DEFINITION 2.10. Ein ausgearteter exakter Multikomplex vom Grad n aus ZKL(C) ist ein Multikomplex, wel-
cher in einer geeigneten Richtung i € I der Form ist:

O—>0—>~~~—>O—>E':E'—>O—>~~~—>O7

wobei E' ein exakter Multikompler vom Grad m — 1 ist. Dabei identifizieren wir Funktoren [I*™ — C| mit
Funktoren von I in die Kategorie der Funktoren [IX(”_l) — C] wie folgt:

Cat[[*" — ] —1— Cat] I — Cat[I[*"V - (]|
E ——— a — ( Restriktion von E als Funktor: I*(»~D ==l x g} x [ CI* = (C).
Wir bezeichnen durch ZK!(C)* den Unterkomplex von ZK!(C) erzeugt von ausgearteten Elementen, und durch
ZK!(C)™

den entsprechenden Quotienten. Zu den natiirlichen Einbettungen ZK!(C)"* — ZK’(C)™® bilden wir den di-
rekten Limes, der als ZK.(C)"® bezeichnet wird.

2.4. Die Fragmentierung. Sei C eine exakte Kategorie, in welcher wir nach Konvention (2.1) erwdhlte
Objekte, Monomorphismen und Epimorphismen festgelegt haben. Sei E ein Basiselement in ZK.(C). Wir schreiben
durch explizite Angabe der i—ten Richtung in E:

E:[O_’EOO_’Elo_)"'_)Eno_)O] ,

wobei wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit und fiir eine klare Notation angenommen haben, daB E im Intervall
[0,n] getragen ist. Dabei stehen E,, fiir die Unterkomplexe 0% E. Wegen der Exaktheit von E in i—ter Richtung

kénnen wir mit erwdhlten Objekten 0, Ej,, Ef,, - .-, E(’nfl). eindeutig das Diagramm bilden:
\ Elo EB. (n—2)e
0—— Ege —> E1y —> Eyg —> E3, — E4, te. >E(n 1)e > Epe —0
EOo EQ. E4o E(n 1)e

Dabei sind die Sequenzen der Form EEi_l). — Ejo — EI, exakt fir alle i = —1,...,n. (EE_1). =0, =: E/,.)
Wir definieren die Fragmentierung bzgl. der i—ten Richtung Frag; auf Basiselementen [E] wie oben durch:
Fragi(E) := —[0s — Eoe — Ep] + [Epe — Ere — Ei] = [Ely = Eae = Ep ]+ -+ £ [E,, 1) = Ene — 04] -
Fragmentierungen bzgl. verschiedener Richtungen ¢, 7 kommutieren: Frag;Frag; = Frag;Frag;.
Wir definieren die Fragmentierung Frag = Frag(™) eines exakten Multikomplexes mit n Richtungen E durch:
Frag E := Frag, ...Frag1 E ,

und erweitern diese Abbildung linear auf ZK.(C). Es gelten die Relationen:

Fragj—1 07 falls j > 1,

0; Frag; o¢ falls j =1,
Frag; o0 fallsj <:.



3. DIE KG.-KONSTRUKTION 31

LEMMA 2.11. Frag:ZX.(C) — ZK[072](C) ist eine Komplezabbildung.
BewEis: Fiir £ € ZK,(C) gilt:
0; Frag £ = 0; Frag(”) 13
= 0; Frag,Frag,—1...Frag; ¢
= Frag,—1 0; Frag,—1...Frag; &
= Frag,_1... 0; Frag;;1Frag;Frag; 1 ...Frag; &
= Frag,—1 ... Frag; 0; Frag;Frag;—_; ...Fragy &
= Frag,_1...Frag; 0; Frag; 1 ...Fragy £ = ...
= Frag,—1 ... Frag; Frag,—1 ...Fragi 0; &
= Frag" V) 0, € = Frag §; ¢ .

3. Die KG.—Konstruktion
3.1. Die KG.—Konstruktion.

DEFINITION 3.1.

e subFullCube, ist die volle Unterkategorie von FullCube, mit den Objekten 0 und a(m) fiir m # 0.

e subCube, ist die volle Unterkategorie von Cube, mit folgenden Objekten: das Objekt 0 und alle Objekte der
Form a2b fiir eine geeignete Wahl der Wérter a und b.

o Wir bezeichnen durch s oder genauer s, den kanonischen Einbettungsfunktor: subFullCube, — FullCube,
respektive subCube,, — Cube, .

Sei h € Homga(n,n'). Der Funktor h. : FullCube, — FullCube, induziert einen kanonischen Funktor sub(h.) :
subFullCube,, — subFullCube,, .

DEFINITION 3.2. Sei C eine exakte Kategorie. Die KG.—Konstruktion zu C ist die kubische Menge KG.C, defi-
niert auf Objekten durch:

KG.C(n) := {17 =y, n—; ™) |nt €KS.C(n) und s*n4 —_ s*n— : subFullCube, — .A}

und auf Morphismen durch:

L — n’ in O induziert:
c
KG.C(n) K KG.C(n)) gegeben durch:

ni= (KS.COML, KS.COMIL; (sublha)'ry) —— Gy, ols 7)) =2

DEFINITION 3.3. Sei C eine exakte Kategorie. Die KG:-Konstruktion zu C ist die kubische Menge KG1C,
definiert auf Objekten durch:

KG,J‘C(Q) = {17 =4, n—; ™) | Nt € KS,J‘C(Q) und s*ny —_ s*n_ : subCube, — A}

und auf Morphismen durch:

n — n’ in 0% induziert:
te(h
KG-C(n) et KG-C(n)) gegeben durch:

= (KSEC(h)ny, KSEC(h)n; (sub(h.))'ry) ——— (o, 0 Tw) =201 .

Insbesondere kdnnen KG.C(0) und KG-C(0) mit der Menge {(n4,7-) | n+ € Ob C} identifiziert werden.

Wir kénnen uns die Elemente (14, 7—; 7,) von KG-C(n) wie folgt vorstellen: Seien 5, und 7 zwei Wiirfel-
Diagramme wie in (23). Diese Wiirfel-Diagramme unterliegen der Bedingung, daB alle Quotienten der Monomor-
phismen dieser Diagramme respektive zueinander isomorph sind: E:% = E_,, fiir alle (sinnvollen) a, b. Wir legen
dann als Teil der Struktur solche Isomorphismen fest, welche mit den Abbildungen aus den zwei Diagrammen
vertraglich sind. (Diese Isomorphismen erkldren objektweise 7,), ihre Vertraglichkeit mit ;. und n_ erklaren die
Natiirlichkeit von ,.)
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Wir kénnen uns weiter die Elemente (14, 7—; 7,;) von KG.C(n) dhnlich vorstellen: 1, und n_ beinhalten die Bildung
mehrerer Quotienten, und 7, kodiert mit n4 n— vertragliche (natiirliche) Isomorphismen aller sich entsprechenden
solchen Quotienten.

3.2. Die Abbildung Z[KGC] — ZK*?(C) — ZK.(C). Sein = (ny,n_;7,) ein Basiselement in Z[KGC(n))].
N+ und n_ sind exakte Multikomplexe mit n Richtungen getragen in [0, 2]. Der Multikomplex mit (n+41) Richtungen
getragen in [0, 2], welcher explizit formal in erster Richtung wie folgt aussieht:
Ny —n-—0

ist nicht wohl- sondern nur partiell definiert als Funktor {0 < 1 < 2}*(*1) — C. Um dies formal zu beheben,
fiihren wir die Kategorie C, ein. Sie hat die gleichen Objekte wie C und fiir A, B € ObC setzen wir C.[A — B] :=
C[A — B]U {*ap}. Die neu eingefiihrten Morphismen %45, A, B € ObC, heiBen x—Morphismen. Verkniipfungen
von links und rechts mit *—Morphismen ergeben *—Morphismen. Wir definieren nun den Multikomplex mit (n 4+ 1)
Richtungen ¢ in C, durch:

Ty L%

cn = (77+*>77—*>0>

mit der Konvention, daB 7, L * auf subCube,, gleich 7, ist und sonst aus *—Morphismen besteht.
Wir bezeichnen durch dyg1, d., dg die Differentiale auf Z [KGC], ZK(C.) und ZK(C) und durch k die Verkniipfung:

(25) kn © ZKGHC(n)] —— ZKn41(Cs) — & ZK,(C) —Z— ZK,(C) ,

wobei 7 die mengentheoretische Abbildung ist, welche auf Basiselementen 7, aus ZK,(C.) durch n. — 7. bzgl.
1. — 0 definiert ist, in Abhdngigkeit davon, ob 7. keinen respektive mindestens einen *—Morphismus beinhaltet. Wir
bezeichnen durch ¢ bzw. j die oben auf Erzeugenden beschriebene bzw. die kanonische Einbettung von Z.[KGC]
bzw. ZK(C) in ZK(C.).

SATZ 3.4. Die Morphismen (ky)n aus (25) induzieren einen Komplez—Morphismus k.

BEWEIS:
Fiir ein 1 € Z[KGC(n)] gelten die Relationen:

Slygr () = Y (=1)"(9fn — dsn)
i>2
gkn = (j7) d. sn = (s —0ten) + > (1) dien .
~—~ = =
N4+ n- =
Es folgt:
SdyggLn @ jkn = disn .

Dabei bezieht sich @& auf den Projektor jw. Die Gleichheit kdygzin = —dgkn folgt aus:

Jk dygim = dis dyggin © Sdygr dygrn = di sdyggrn

= —d, (desn ©cdygrn) = —d. jkn
(Dabei kann & als “—" aufgefaBt werden. Genauer ist ein Ausdruck der Form 2511 = x5 dquivalent zu © = x1Dxs.)

(|
Die Zuordnung n — (—1)"kn ist also ein Komplexmorphismus Z[KG-C] — ZK.(C), welcher per Definition iiber
Zx%?(C) faktorisiert.

4. Die Koprodukt—Struktur auf kubischen Mengen

Sei K eine (L-)kubische Menge.

Wir fiihren die Bezeichnungen ein:

o T' =T, ist die “totale” Indexmenge der Indizes 1,...,n.

e Fiir E € n identifizieren wir E mit dem entsprechenden Vektor E = (Ey, ..., E,) € O,.

e Seien E C F Untermengen von n. Sei k die Anzahl der Elemente von {i : E; # F;}. Es gibt dann eine
eindeutige Abbildung f: k — n, welche induziert

fo:[0,1)* =0, -0, =[0,1]" mitdem Bild {z€[0,1]" : E; <z; < F;} = [E,F].
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Wir bezeichnen diese Abbildung f durch cg ¢ oder ¢g p, und K(cg,r) durch Og p oder 9g,r)- Es gilt insbeson-
dere:
8 = 0,14
1_
9; =01

SaTz 4.1. Auf Z[K] liegt die Struktur einer differenziellen Koalgebra vor, welche durch die Daten erkldrt ist:
Das Differential: d:= > " | (0} = 8?): Z,[K] — Z,_1[K].
Die Komultiplikation A: Sei £ € K,. Wir schreiben auch & fir [€], das entsprechende Element in
L,|K], ein typisches Basis—Element. Dann ist:

A= > (B F) 9o,m€® -
EUF=T

Dabei ist T = T, abhdngig nur vom Grad von £.

BEWEIS: e Wir zeigen zuerst die Vertriiglichkeit zwischen A und d: d®?A = Ad als Abbildungen Z.[K] —
(ZIK|® ZK]).-1.

d’AE=d® Y €(E,F) dp,pé© et

0<ELT
EUF=T
> (i, E\ )0 —8)d0,m& @ 9e,1§
26 = (B, F el GRS , 7
0 EuFZ:T (55 { HDE e p dopé @ €(f, F)(0} —0%)0k,n¢
Die Terme der Form 9y 1€ © 9jgur,§ kiirzen sich: Sie kommen vor in:
Y eELF) Y e(i, By \ i) (=1) 809 1,1 € © Oy, 116 und in
EyUF, =T i€E, —
0. m1\i]
OB, T
Bs| , PO
E: €(Ey, Fh) z:(—UlﬂGOJ%\U 900,£,)§ © 99k, 11 € -
EUF>=T JEF>

Die Korrespondenz der Paare wie oben (i € Ey, Fy) und (Es,j € F5), gegeben durch die Abbildung
(iGEl , Fl)—>(E2 Z:El\i, jI:i€F2 ::Fll_lz'),
ist eine Bijektion. Die folgenden Vorzeichen zu entsprechenden Paaren sind gleich:

e(Br, F1)e(i, By \ i) = e(Bs, F2)(—1)Ple(j, F5 \ j) |

da sie Vorzeichen der gleichen Shuffle—Permutation sind, welche als Verkniipfung entsteht:
T — E1 ] F1 — U (El \Z) ] F1 respektive
T—>E2|_|F2—>E2|_|j|_|(F2\j)—>j|_|E2|_|(F2\j).

Wir kénnen also den Ausdruck (26) weiter bearbeiten: Er gleicht

Yier €, E\0)dldp pé © Ie,1§

EUX:F:T ‘0 { D er o,mé @ €4, F\j)(=1)0)0 k1§
(27) — Z { EigE G(EvF)G(Z7E\Z) a[l,E]g ® a[E7T]§
it L Zer B F)(EDFGFG) domé © 99pmané

Fir i € E und j € F gelten die Relationen
e(E,F)e(i, E\1) =¢€(i, T\ i)e(E\ i, F) bzw.
(B, F)(=D)Fle(j, F\ j) = €. T\ j)e(E, F \ j) ,
entsprechend zu den Vorzeichen der Shuffle—-Permutationen
T—-EUF—-iU(E\i)UFundT —iU(T\i)—=iU(E\{)UF bzw.
T—EUF—-FEUjU(F\j)—=JUEU(F\j)undT —jU(T\j)—jJjUEU(F\]).

Mit den Substitutionen E' = E'\ i und F' = F'\ j und der Anwendung der Formeln
O, r0i) = 00,6103, Oty m) = Oy 1\ 07 resp. Oo, k) = 0o, 1195, Oy, 1\j) = Op,m\5)95



34 2. KUBISCHER FORMALISMUS

entsteht aus (27) sukzessive:

{ Yier pur=ry €GT\Oe(E,F) I mugé @ Imuimé
Yer 2pur=r; €UT\D(EF)  Oomé © Irryé

:{ >ier €(t, T\ 9) EE’I_IF:T\iG(El7F) a[OyE’]ailg ® a[EUT\i]ailg
- ZjeT'f(jaT\j) EEuF/:T\jf(EvF’) a[OvE]a?€ ® a[EvT\j]ajog

=D (i, T\)AdE = 3 e(j, T\ )Ad¢

=AY (-1 ok - dY¢)

=AdE .

e A ist eine Komultiplikation:

(28) (AeDAL=(Ael) Z €(E1, E2)00,£,6 © e, 1€
E1UE>=T
= Z Z €(Er, Ea)e(Err, E12)90,5,,1€ @ Oig,,,£1€ @ OBy, 1€
Ei1UE>=T E11UE12=FE1
(29) = Z €(F1, Fy, F3)010,7,1€ @ Opy, mum) € @ Orpum,, 6
FiUFUF=T
(30) =(1® A)AE

wobei der letzte Ubergang eine gespiegelte Berechnung zwischen (28) und (29), ausgehend vom symmetischen
Term (29), unterdriickt. O

5. Die kubische Bar—Konstruktion KB

Sei G eine Gruppe. Fiir uns ist der Fall G = GL,,(F), F Ring oder K&rper, von besonderem Interesse.
Wir betrachten G auch als Kategorie mit einem Objekt und mit der Menge der Morphismen gleich G. Die Ver-
kniipfung von Morphismen entspricht der Multiplikation in G.

DEFINITION 5.1. Die kubische Bar—-Konstruktion ist die L-kubische Menge KB = Hom( - ,G) : O — G.
Elemente aus KBy, := KB(n) werden kubische Diagramme (mit Morphismen aus G, vom Grad n) genannt.

Diese hat die KAN—Eigenschaft.
Die 1 —kubische Menge KB kann zur Struktur einer kubischen Menge mit Verbindungen und Verkniipfungen erweitert
werden:

Sei ¢ ein kubisches Diagramm vom Grad n. Sei j eine der Richtungen 1,...,n. Durch die Isomorphie {0,1}" =
{0,13071 x {0,1} x {0, 1}("=) = {0,1} x {0,1}=D x {0,1}(»=9) = {0,1} x {0, 1}(»=1), welche die Abbildung
0, — O, induziert, (1,...,%y) = (Z;,%1,...,Tj—1,Tj41,-..,Zn), schreiben wir formal das Diagramm ¢ als ein

quadratisches Diagramm, welches nach der Richtung j und nach den iibrigen Richtungen explizit dargestellt ist:

T—>

¢ o —
(31) £ = 9j¢ or¢ mit Richtungen: \Sg
é é Rest

Dabei haben wir durch z und 2’ die Morphismen £(00...0...0 —00...1...0)resp.§(11...0...1 —11...1...1)
mit Anderungen je in der j—ten Komponente. Alle anderen Morphismen in j—ter Richtung wurden nicht gekenn-
zeichnet. & ist bestimmt durch 8]05, 8]15 und x. Wir werden stillschweigend des weiteren solche Darstellungen
benutzen.
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& ordnen wir durch die Verbindung , ; das Wiirfeldiagramm mit einer zusdtzlichen Dimension zu:

/

| i
§

a 5 mit Richtungen:

v é/

¢ ¢ ’
—;6 = ol a%¢ mit Richtungen: \Ss/
é B é Rest

Die partiell definierte Operation +; ist fiir zwei kubische Diagramme £, n gleicher Dimension mit 8]15 = c’)?n
gegeben durch:

T— y—

b b b b i

(32) 8% ar¢ +; 9n dn = 8¢ d;n mit Richtungen: §§

R A TR N N o

—]
Die Axiome einer kubischen Menge mit Verbindungen und Verkniipfungen sind fiir (KB, 9, , ;,+;, —;) erfiillt.

[}
xT

6. Anpassungen fiir die Einfiihrung einer , —Struktur auf der KG'-Konstruktion

Die Resultate aus diesem Abschnitt werden des weiteren nicht mehr wesentlich benutzt. Sie werden aus diesem
Grund und aus mangelnder Mdoglichkeit einer schnelleren anschaulichen Darstellung nur skizziert.

Wir behandeln nicht mehr explizit Paare von kubischen Diagrammen, sondern erkldren Konstruktionen fiir einfa-
che kubische Diagramme. Die Konstruktionen sind funktoriell und lassen sich a posteriori leicht auch fiir Paare
iibertragen.

Die Wahl von Quotienten bereitet uns fiir die Einfiihrung der Verkniipfungen +; Probleme. Wir definieren nur
fiir kubische Diagramme mit erwdhlten Quotienten—Daten solche Verkniipfungen. Wir reduzieren dadurch die
Beschreibung eines solchen kubischen Diagramms auf die Unterkategorie {0 < 1}™ von {0 < 1 < 2}". Eine Skizze
der Verkniipfung von solchen kubischen Diagrammen ist die Formel (32). Dabei sind  und y Monomorphismen.
Also auch die Verkniipfung yz. Man (muss und) kann leicht priifen, daB sich das nach Verkniipfung entstandene,
in {0 < 1}™ getragene, kubische Diagramm zu einem in {0 < 1 < 2}"™ getragenen kubischen Diagramm erweitern
13Bt.

Um die , —Verbindungen einzufiihren, sind Anpassungen notwendig: Entweder betrachten wir Paare von Wiirfeln,
welche in {—1 < 0 < 1}™ statt {0 < 1 < 2}™ getragen sind, und welche Isomorphie-Daten zu (—1)-Wiirfelseiten
statt (2)-Wiirfelseiten haben,

oder wir dndern leicht die Axiome der , —Abbildungen. Wir werden diese zweite Moglichkeit skizzieren. Die
Axiome der , —Abbildungen sind asymmetrisch beziiglich 8° und 8'. Wir vertauschen die Rolle der Indizes 0
und 1 in den Axiomen, so daB z.B. im Falle der kubischen Menge der singuldren kubischen Simplizes SX
eines topologischen Raumes X eine , —Struktur bzgl. der neuen Axiome durch die Formel | ;z(t1,...,t,) =
x(tr,-. ., ti—y, min(t;, tiy1), tiva, - .., tn) erklart ist. (max wurde durch min ersetzt.)

Fiir eine Darstellung (31) eines Paares von kubischen Diagrammen, welches auf {0 < 1}™ eingeschrénkt war, und in
welcher insbesondere 2 bzw. 2’ ein Monomorphismus—Paar ist, und so daB 8}‘5, auch entsprechend eingeschrankt,
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aus Monomorphismen—Paaren besteht, definieren wir:

A

~

i€ = "‘);f 9;¢ mit Richtungen:

! ¢
¢ / a%&

Dieses Diagramm~—Paar kann weiter mit 0 und Quotienten-Daten aus & kanonisch zu einem in {0 < 1 < 2}"*!
getragenen kubischen Diagramm—Paar erweitert werden.
Eine unire Operation existiert fiir die KG-—Konstruktion nicht.

Q




KAPITEL 3

Ubersetzungen simpliziell-kubisch

1. Mengentheoretische Ubersetzungen G,C — KG,C

Wir ordnen in diesem Abschnitt einem WALDHAUSEN-Diagramm(—Paar) ein Wiirfel-Diagramm(—Paar) zu.
Wir identifizieren auch in diesem Abschnitt wie in (20) Elemente in dem n-fachen kartesischen Produkt A*™ einer
Menge A mit Wortern der Lange n aus dem Alphabet A, die in umgekehrter Ordnung geschrieben sind.

DEFINITION 1.1. Der Baby—Wiirfel der Dimension n oder der n—Baby—Wiirfel ist die volle Unterkategorie
Baby,, der Kategorien Cube, und FullCube, mit den Objekten {0} U n:

Ob Baby, = {0} Un ={0} U{0,1}*" C {0} U {0,1,2}*" = Ob Cube, C Ob FullCube, .

Baby,, ist die maximale volle Unterkategorie von FullCube,,, deren Morphismen entweder Monomorphismen sind
oder iiber Null faktorisieren. Wir bezeichnen durch 0 L shift(n) die Unterkategorie von Wald,, ;1 mit der gleichen
Eigenschaft, ndhmlich (0 < (0,1) < (0,2) < --- < (0,n + 1) ), wobei wir identifizieren:
(0 < shift(0) < shift(1) < --- < shift(n) )= (0 < (0,1) < (0,2)<--- < (0,n+1))
SATZ 1.2. Der Funktor, der durch die folgende Objektzuweisung definiert ist:
Baby, ——— 0U shift(n)

0 — 0

x011...1 — (0, shift(k))= (0,k + 1),
k mal

wobei x ein beliebiges Wort geeigneter Linge ist, hat eine eindeutige Erweiterung zu einem exakten Funktor:

(33) FullCube, —2— Wald,, .
Dieser Funktor bildet dann die Unterkategorie subFullCube,, von FullCube,, in die Unterkategorie subWald,, 1
von Wald,+1 ab, und den faktorisierenden Funktor subFullCube, — Wald, 11 bezeichnen wir durch suba.

BEWEIS: Wir geben die Konstruktion dieses Funktors. Die Eindeutigkeit folgt aus der Konstruktion. Die Objekte
von Baby,, entsprechen den Objekten 0 und {I||}. Seien T := {1,2,...,n} und T := T U {n + 1}. Durch die
Festlegung von « auf Baby,, folgt:

(34) a(0) =0 und afI||} = (0,minCI) fir IC T .

Wir haben das Komplement von I beziiglich T* durch CI bezeichnet, und benutzen des weiteren diese Notation fiir
beliebige Untermengen von T'. Das Minimum einer nichtleeren Untermenge von T (mit der kanonischen Ordnung)
wurde mit min bezeichnet.

Wir definieren nun induktiv nach m die Bilder von Objekten {I||J1|...|J:m}, wobei der Start m = 0 in (34)
festgelegt ist.

Sei ¢ := {I||J1|Jz2| .- .|Jm} € Ob FullCube,,. Wir bilden eine Kette maximaler Lange [ < m von verschiedenen
Indizes s1, 2, ..., s so, daB die Untermengen I J,, Js,,...,Js, von T Folgendes erfiillen:

J—1:=0
jo :=minCI € J,, ,
j1:=minC(Iu J,,) € Js, ,
j2 :=minC(I U J,, U J,,) € T, ,
Jio1:=minC(I U J,, U---UJ,_,) € Js , und sei dann
ji=minC(IuJ, u---uJ,)ebIusu---UJy,).

37
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Wollen wir in der obigen Festlegung der Notation spezifizieren, daB jo, ..., j; zu c gebildet sind, so schreiben wir
J6s---»J;7. Wir definieren nun:

0 falls { d
(35) a(c) =12 ' alls { < m un

(]l—h]l) falls | = m,

bedingt durch die Tatsache, daB in der exakten Sequenz
a({Il| 2] [Jm} ) = a({TUN|[J].. | Jm} ) = a({]|1] 2] [Tm} )
durch die induktive Konstruktion die ersten zwei Objekte bestimmt sind:
a{I||J2]...|Jm} =0 und
a{I U Ji||Jo|...|Jm} = 0 respektive (j;—1,7:) fallsl—1<m—1bzw. Il —1=m —1.

Umgekehrt definiert (35) einen exakten Funktor:
In der allgemeinen exakten Sequenz

(36) (I 1] A Te] | T} = U Tl Tu] | ] | Ty = LI T} s

die wir kurz und gut durch ¢y — ¢; — ¢ bezeichnen, kénnen wir die Reihenfolge der J-Komponenten in ¢
so annehmen, daB s; = 1, s = 2, ...,s; = [ gilt. Durch die Notation Ji verstehen wir die Streichung der
J—-Komponente Ji. Wir unterscheiden nun folgende Fille:

e [ <m —1. Dann sind a(cy) und a(c;) beide 0 mit der Ausnahme des Unterfalles k = m und [ =m — 1, wenn
gilt

MU

gl =gt =gg firk=-1,0,...,m—1
wegen 55,1 O Jo,. Aus diesem Grund gilt a(co) = alcr) = (555,55, 1) und (36) bleibt exakt nach Anwendung
von a.
o[ =m.lstk # mso folgt a(cy) = 0, und weiter gilt j;* =345, ..., j.'y = Jr_oaberg | =75, ..., dm_ 1 = J5,
so daB a(c1) = (Jp_2: 1) = (]'rcn—17]'rcn) = a(c).
Ist kK = m so folgt nach dhnlicher Uberlegung

Oé(Co) = (jfyffzvjzfq) = (j7cn727j7cn71) )

a(cr) = (Um_1:Jm) = (i —2:Jm) und

a(c) = (Jm-1:Jm) >
so daB (36) zur exakten Sequenz (55, 5,75 1) — (J&_9,75) — (45,1, 75,) wird. O
Der Funktor « induziert mittels des Funktors o* = Hom..(«,C) eine Abbildung «.,,C = aC:
al

KGC () e 6Cw) .
(a(&x); (suba)*e) mit — (Ex5 7¢) mit
a*(64) : FullCube, ——> Wald, 1| —2> ¢ €0 Wald, 1 —2s ¢
(suba))*( &4 = ¢_ ) : subFullCube, — C €4 ——¢_ :subWald, i — C

2. Topologische Ubersetzungen zwischen geometrischen Realisierungen
2.1. Die nichtausgeartete simplizielle geometrische Realisierung R"* = |-|™*. Sei G eine simpli-
zielle Menge. Die geometrische Realisierung RG = |G| ist ein Quotient des topologischen Raumes | |, -, G(n) x A,

modulo der Aquivalenzrelation ~. (Unterabschnitt 1.5.1.) Ist & ausgeartet in G(n), so identifiziert ~ affin Punk-
te aus {{} x A,, mit Punkten aus {¢'} x A, fiir ein geeignetes nicht ausgeartetes Element ¢’ € G(n/)™® mit
geeignetem n' < n. Aus diesem Grund fiihren wir folgenden Begriff ein:

DEFINITION 2.1. Die nichtausgeartete simplizielle geometrische Realisierung R™™ = |- |™* ist der Funktor
von StmpEns nach Top definiert auf Objekten durch

R™G = |G|na — I_l G(ﬂ)na x A, / e
n>0

Die Relation ~™ identifiziert zwei Punkte
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(& € G(n;), x: €A,,) firi=1,2

genau dann, wenn eine injektive Abbildung € : ny — ny in A existiert, so daf$ sich dadurch die Elemente
& und x; entsprechen:

G(ny )™ 3 & U §2 € G(ny)™

Ap, d31 —2— 3 €A, ,
ie. (Ge)(&),x1) ~ (&ealzr)).

Die kanonische Abbildung |G|*® — |G| ist ein Homeomorphismus in Top.

2.2. Die Abbildung Aff(a) in die vollkubische Realisierung. Sei f = f, = {eg,e1,...,e,} das
System der kanonischen Basisvektoren aus R**! . A, ist die konvexe Hiille dieser Vektoren.
Sei ¢ eine maximale, vollstindig geordnete Untermenge von {0,1}*™:

6:{60<61<~~~<6n}§{O,I}X”Q[O,I]”:DngR".

Jede solche Untermenge hat n + 1 Elemente. Die Zuordnung e; — §; bestimmt eine Abbildung zwischen den
konvexen Hiillen A,, = cof bzw. A($) := cod von f bzw. 6. Wir bezeichnen durch aff(§) die Verkniipfung:

aff(8) : A, — A(6) — O

Die Darstellung O,, = U A(0) ist eine Simplex—Zerlegung. Wir wihlen in dieser Zerlegung ein ausgezeich-
§C{0,1}xn
netes Teil A(6%):

NOTATION 2.2. 6* = 6} ist die vollstindig geordnete Menge
6*:={00...00 < 00...01 < 00...011 < ... < O1...11 < 11...11}
C {01 CO, CR
welche wir auch als Unterkategorie von Baby, betrachten.

DEFINITION 2.3. Sei C eine exakte Kategorie. Wir definieren die Abbildung Aff(«)
60" = ((IL006Cm)™ x A, )/~ (M.sokec() x O, ) / ~ = |Kac]|,
als Verklebung von Abbildungen Aff(a)e. Die Abbildungen Aff(a)e sind gegeben durch die Verkniipfung

={aC()} x On

Aff(a)
E—

(G xa,=a, T

Lh. AfF(a)e (£, ) = (aC(€), aff(6%)y).
SATZ 2.4. Die Abbildung Aff(a) ist wohldefiniert.

BEWEIS: Wir miissen die Vertraglichkeit der affinen Abbildungen Aff(a)e mit den Relationen ~™* und = von
|GC|™* bzw. [|KGC|| nachweisen. Jede injektive simplizielle Abbildung 3Bt sich als Verkniipfung von Abbildungen
der Form €/, schreiben. Wir betrachten aus diesem Grund den speziellen Fall einer Abbildung € := €/, und beweisen
im folgenden Kontext

n—1 e:=¢’ n
€*:=GC(e)
——— GC(n)>¢
y € Anfl & An )
daB die Relation (e*(&),y) ~ (&, eay) durch Aff(a) auf eine Relation abgebildet wird:

Aff(a)ex(e) (€7(£), y) = Aff(a)e (€, eay) -

Wir benutzen kurzfristig die Notationen: € := ¢/ und d := d’7*!. Die kommutativen Diagramme:

GC(n—1)

~

Baby,, 1 N {Q} Llshift(n— 1) 0F 4 — £

/| | torsnince i | [es

~

Baby, —— {0} U shift(n) b —— £,

n
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.\.>o geht auf

&
/

G —— & J

=&y

/

{¢&} x A, geht auf { Top(a)(§) } x Ha
{&} x o geht auf {&} x o
{656 x o . geht auf {G—&}) x o
. . & —>6& ) . o
{4 =& =& X% \ geht auf l X
¢ b —& ° *
G—& )
/1 7 o
G ——&
{6 =& -G-8} x H x

haben je eine eindeutige exakte respektive affine Erweiterung:

Qn—1

ABBILDUNG 1. Die Abbildung Aff(«)

FullCube, 1 ——— Waldgpife(n—1)

FullCube g4 l

Es folgt parallel:

Wir veranschaulichen die Konstruktion in niedrigen Dimensionen im Bild 1. Dabei ist £ = (£4,&_) ein Paar von
WALDHAUSEN-Diagrammen, in welcher nur die erste Zeile gekennzeichnet wurde. Quotienten und entsprechende
Isomorphismen unter diesen wurden unterdriickt. (Aff(a))(&) ist ein Paar von Wiirfeldiagrammen {0, 1,2}*™ und
wir haben nur den Anteil in {0,1}*™ gezeichnet. Diese Wiirfeldiagramme sind mit den Quotientendaten und
Isomorphismen von £ entsprechend eindeutig zu erweitern.

Wir haben die Abbildung Aff(a) mittels der affinen Abbildung aff(6*) : A,, — O,, definiert. Im nichsten Unterab-
schnitt wird eine dhnlinche Konstruktion dargestellt, welche eine nicht lineare Abbildung A, < 0O,, benutzt. Diese
Abbildung wurde in [Se] benutzt. In [EMacL] wird die Vaterschaft dieser Abbildung CARTAN angerechent.

lWa|dM(e)

FullCube, —=— Waldgife(n)

aC(e*(§)) = o,y (Wald g (€))
= (FullCubey)* (a (€))

= d*(aC(E))

Aff (@)= ey ( €°(€) , v)

Q

(aC(e"(§)) , aff(6%)y

aff(6;, _4)

anl R — Anfl

|

aff(67)
O —

n

[

Anv

aff(6")(ea(y)) = do aff(6™)y

(aC(§) , do aff(6%)y )
(aC(§) , aff(6%) eay ) = Aff(a)e( &, eay ) .

und schlieBlich

2.3. Die Abbildung Cartan(a) in die 1—kubische Realisierung.

) = (d*(aC(E)) , aff(6%)y

)
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DEFINITION 2.5 (Die CARTAN-Abbildung). Diese ist eine Abbildung C = Cartan: 0,, — A,, C(xy,...,x,) =
(Yo, Y1s---,Yn), wobei:
Yo = 1—2

Y1 = xl(l —CCQ)

Yn—1 = 122 ... J}n_l(l — xn)

Yn = 2122 ... Tpn-1Tn

C ist surjektiv, Homeomorphismus vom Inneren von O, zum Inneren von A, und bildet surjektiv den Rand von
O, auf den Rand von A, ab. Wir bezeichnen durch C~! die inverse Abbildung, welche eine mehrwertige Funktion

ist.
DEFINITION 2.6. Sei C eine exakte Kategorie. Wir definieren die Abbildung Cartan(c)
na na na Cartan(a)
jocl™ = (ILz0GC@)"™ x Ay ) / ~me S0 ([, K6 C(w) x B, ) / & = |IKeC]*
als Verklebung von Abbildungen Cartan(a)e. Die Abbildungen Cartan(a)e sind gegeben durch die Verknipfung

C—l

{{} x A, =2A, — 0, = {aC(&)} x 4, , explizit
(6,Cx) =M Cartan(a)e (¢, C) = (aC(€), x) -

SATZ 2.7. Die Abbildung Cartan(a) ist wohldefiniert.

BEWEIS:

o Wohldefiniertheit in Bezug auf die Mehrwertigkeit von C~': Seien x # 2’ mit y = ¢/ fiir y = Cx, y' = Cz'.
Aus yo = y; folgt 1 = 2. Sind diese z—Werte ungleich 0, so folgt aus y; = y; weiter zo = x5, usw. Es gibt also
ein j mit der Eigenschaft: z; = ), ..., z;1 = 2 |, x; = 2/ = 0. Es reicht zu zeigen, daB der Unterwiirfel
{(aC(&),z) = x; =0 } von {aC(§)} x O, fiir j < n durch = zu einem Punkt identifiziert wird.

o Beschreibung von 9?9 (aC) &: Das folgende Diagramm kommutiert:

Baby; 1
Baby,,—1 {0} L shift(j — 1)
cgl \ W l{o}ushlft Z.9)
Baby,, {0} u shlft (n—=1) {0}

\ {O}Llshlft

{0} U m<_>

Dabei sind p und & die simplizielle resp. kubische Projektion bzgl. der letzten Komponente. ( p: k — k — 1 ist
surjektiv und p(k) = p(k —1); 6 = {||1]2| ... [k — 1|0} : k- k —1.)

¢ ist die letzte Inklusion: € : kK — k + 1 ist injektiv, und (k + 1) liegt nicht im Bild von €.

f:n—1—nist gegeben durch: f(0)=0, f(1)=1,... . fG—-1=j—-1=f(y)=--=f(n—-1).

o Die Kontraktion zu einem Punkt: Es gilt:

(aC(ﬁ),x) ( ()7 D( 753j7"'7xn))

z(c{f a* (&), (xl, S Zjy ey ) )

=((F"...6%) a" (E...&)E), (@1, - Tjy-rTn))
~(a (5...5(5)), (Go...00) (X1, . @5y 2p))
=(aC(d...0(€)) , (T1,...,Tj 1,85, 8541 +0s8n))

=(aC(d...9(¢), (x1,...,xj-1))

Ein Hut iiber einem Symbol bedeutet seine Streichung.
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e Vertriglichkeit der Abbildungen Cartan(a)e mit den Relationen ~"* und ~ von |GC|™® bzw. ||KGLC||: Wir
betrachten den speziellen Fall einer Abbildung ¢/ := €/, und beweisen im folgenden Kontext

nt

e:=¢’

n—1 — n
ej*::GC(e)
GC(n—1) «—— GC(n)>¢

CrelA,; —— Ay,
daB die Relation (e/*(¢),Cx) ~ (5,526@) durch Cartan(a) auf eine Relation abgebildet wird:
Cartan(a)e,-*(g)(ej*(f) Cx) = Cartan(a)s (€&, €\ Cx) .
o Die Gleichheit a ¢JT' = ({0} u shift(e’))a: Das folgende Diagramm ist kommutativ:
Baby,_1 —— {0} Ushift(n — 1)
c{“l l{g}umw‘)
Baby, —%— {0} Ushift(n)

Um dies zu sehen, analysieren wir auf Objekten *@1 ...1 € Baby,,_; das Bild iiber die zwei moglichen Wege. Wir
unterscheiden die Falle £ < j und k& > j. In den folgenden Diagrammen ist in den oberen Zeilen die (k+1)-te Stelle
eingerahmt, in den unteren die (k + 1)—te respektive die (k + 2)—te. Die zusatzlich eingefiihrte 1 an der Position
j + 1 wurde unterstrichen. Ein belibieges Wort geigneter Lange wurde durch * gekennzeichnet. (Verschiedene
Positionen von * kénnen verschiedene Werte annehmen.)

«[0]11...1  —— (0, shift(k)) «[0]11...1  —— (0, shift(k))
| l l l
«1% [0]11...1 —— (0, shift(k)) «[0]11...1...1 —— (0, shift(k + 1))
Der Fall k < j Der Fall k > j
o Ubertragung der Relationen: Die folgenden Diagramme kommutieren:
Cube,—1 " Waldgite(n_1) O, —%— A,y
cube(cfl'ﬂ)l lWaldM(d) c{gll }J-A
Cube, —22—  Waldgpi(n) 0, —— A,
Es folgt parallel:
(aC)(€€) = o, WaldZyecs € e\ Co=Cd s
= Cubei,l-ﬂ a; &
= ()" (aC)(€) und schlieBlich

Cartan(a)ei«(¢) (¢, Cx )= ((aC) (7€), x)
=( (™) (a0)(©) , =)
~((a0)(©), df'e)
= Cartan(a)e( €, C &)
= Cartan(a)¢( €, ejA Cz)
O
2.4. Zusammenfassung. Wir haben Abbildungen konstruiert: |GC| — |GC|** — ||KGC|| und |GC| —
|GC|™* — ||KG*C||*. Diese sind funktoriell in C. Da |GC| die K-Theorie berechnet, stellt sich die Frage, ob diese
Abbildungen Isomorphismen in der Homotopie—Kategorie sind, dquivalent, ob diese Abbildungen nach Anwendung
aller Homotopie—Funktoren 7; Gruppen—Isomorphismen liefern. Wir werden diese Frage in dieser Form nicht
beantworten.

Unser Zweck ist, Regulatoren zu konstruieren. Diese faktorisieren iiber die HUREWICZ-Abbildung von der Homo-
topie der oben erwdhnten K—Theorie berechnenden topologischen Raume in die Homologie dieser Raume.
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e Wir zeigen, daB die obigen Abbildungen nach Anwendung aller Homologie—Funktoren H; Isomorphismen
liefern.

e Die direkte Summe auf C induziert H-Raum-Strukturen auf |GC|, ||KGC|| und ||KGC||+, welche vertriglich
mit den Ubersetzungen sind. Wir konstruieren primitive Elemente in der ganzzahligen Homologie von
ke[ |+.

Nachdem man mit Q tensoriert, kdnnen (rationale) Homotopie-Gruppen mit dem primitiven Anteil
von (rationalen) Homologie—Gruppen identifiziert werden. Wir verlieren also keine Information, geht es
darum, geniigend viele Elemente in den rationalen Homotopie—Gruppen zu konstruieren, um Surjektivitdts—
Aussagen von Regulatoren anzugreifen, welche z.B. in der DELIGNE-BEILINSON— oder in der ZAGIER—
Vermutung vorkommen.

3. Algebraische Ubersetzungen zwischen Komplexen 7.[GC] — Z.[KGC]"*

3.1. Die Abbildung Z(a) = Z[aC]. Fiir eine simplizielle Menge F' gibt es einen kanonischen Adjunktion—
Morphismus F' — S|F|. Er induziert einen Isomorphismus in der Homologie mit Z—Koeffizienten: H(Z[F]) —
H(Z[S|F|]). Analog fiir eine kubische Menge.

Die Homologie der Abbildung |GC| — |GC|™* — ||KG*C||* kann wie folgt zur Komplex—Ebene beschrieben werden:

DEFINITION 3.1. Die Abbildung Z(a) = Z[aC] : Z.[GC] — Z.[KGLC]™ ist zuerst als Abbildung zwischen gra-
duierten abelschen Gruppen auf Erzeugenden [£] definiert durch:

ZaC] [€] = [(aC)(&)] modulo Ausartungen , £ € G.C(n) ,
und anschlieffend auf Z.[GC] erweitert.
SATZ 3.2. Z(«) ist eine Komplex—Abbildung.
BEWEIS: Es gilt fiir ein Basiselement [¢] € Z.[GC]:

n

dZlaC €] = Y (=17 (9} = 87) ZaC] [€]

= > ()7 g Z[aCl ] - D (=) 8 Z[aC] [] ~(~1)" " 9, ZlaC] [€]
i1 —— = N——— N———
Z[aC) 8;_1 [€] ausgeartet Z[aC] 9, [€]
= Z (—1) Z[aC] 95 [¢]
— Zlacld [q] .

BEMERKUNG 3.3. Z(a) ist vertrdglich mit den Koprodukt-Strukturen auf 7.[GC] und Z.[KG-C]™.
3.2. Der Unterkomplex Z.[erwKG-C]™® von Z.[KGLC]"e.

DEFINITION 3.4. Die 1 -kubische Menge erwKGC ist die L-kubische Untermenge von KG+C, welche aus
FElementen & = (&4,&_; 7¢) mit erwdhlten Quotienten—-Daten besteht.
€ = (&,& ;7¢) hat erwdihlte Quotienten—Daten, genau dann wenn die Elemente & und & aus KS1C es
haben.
Ein Element n aus KS*C hat erwéhlte Quotienten—Daten, genau dann wenn die folgenden Eigenschaften (i)
und (i1) fir jedes Objekt A aus subCube,, gelten:
(i) n bildet das Objekt A auf ein erwdhltes Objekt aus C ab.
(ii) n bildet den Morphismus pri(A) — A auf einen erwdhlten Epimorphismus. Dabei steht pri(A) fir
das Objekt aus Cube,, das eindeutig wie folgt charakterisiert ist:
pri(A) und A, gesehen in {0,1,2}", unterscheiden sich an einer einzigen Stelle. Diese Stelle ist
die erste Besetzung mit einer 2 fiir A, und in pri(A) befindet sich an dieser Stelle eine 1.

Die L—kubische Menge erwKG=C ist wohldefiniert, insbesondere haben Ausartungen von Elementen mit erwihlten
Quotienten—Daten auch erwahlte Quotienten—Daten. Genauer:

DEFINITION 3.5. I ist die einzige Abbildung KG+C — KGC, welche die Eigenschaft besitzt:
o Sie faktorisiert iber erwKG-C.

o &1 und (I€) 4 stimmen auf {0, 1€ dberein.

o I¢ hat erwdhlte Quotienten—Daten.
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I entsteht also aus & durch

e die Ubernahme der Objekte und Morphismen von .., eingeschrinkt auf {0, 1}l

o die Anderung von £ (A) fiir jedes A aus subCube¢| durch das zu £+ (A) isomorphe erwéhlte Objekt aus C und
e die Anpassung der restlichen Morphismen, indem zuerst fiir die Pfeile pra(A) — A entsprechende erwihlte
Morphismen festgelegt, und fiir die iibrigen Pfeile die eindeutigen Faktorisierungen gefunden werden.

NOTATION 3.6. Wir schreiben I auch fir die von dem Morphismus I aus der Definition 3.5 induzierten
Abbildungen Z [I]™® : Z [KG1C]"* — Z.[KG+C]™®.

SaTz 3.7. Die Abbildungen I und id vom Komplex Z.[KG+C]™® in sich selbst sind homotop.
BEWEIS: Wir definieren eine Homotopie T auf Basiselementen: Sei £ ein Basiselement vom Grad n. Sei
YT =[{— I — @] (Darstellung bzgl. der ersten Richtung)

das einzige Element vom Grad (n + 1) mit

RY(E) =& ANYT(E) = I und

T(E)(A — (A+(1,0,...,0))) ie. E£(A") — IE(A') sind Identitdten fiir alle A € {0} x {0,1}*™ resp. A" €
x{0,1}*™.

Es gilt flir¢e > 1, a =0, 1:

04, T(€) = 0r [ € — 1(¢) = [0]] = a% — 9°1(€) — [0]]

:[8“§—>18“ @]_ ) also
TlE]+ T dig] = 27(§) = AT = D _(-1)'~ 1Tc‘9€ + Z 1) (0:€)
— [z - [ - .

O

3.3. Der Quasiisomorphismus Z(«). Der Autor mdchte diesem Abschnitt eine groBe Bedeutung bei-
messen. Aus diesem Grund wird der Beweis des folgenden Theorems trotz, wegen und dank der Kompliziertheit in
Notation zuerst detailliert in den Sonderfillen niedriger Dimension erldutert, um den allgemeinen Fall zu motivieren
und die Beweisidee zu verdeutlichen.

THEOREM 3.8. Z(«) ist ein Quasiisomorphismus.

BEWEIS: Wir betrachten nur solche Zykeln von Z.KG1C]"*, welche durch die Homotopie zur Identitit I aus
Z JerwKGC]™® stammen. Dadurch kénnen wir die Wahl der Quotienten—Daten in einem Paar von Wiirfeln unter-
driicken, wodurch auch eine Entlastung der Notation erreicht wird. Wir werden formal Quotienten—Daten durch
“quot” stillschweigend bezeichnen, eventuell wird eine Indizierung vorgenommen, um Quotienten—-Daten zu unter-
schieden.
Wir fiihren eine absteigende Filtration Fil auf Z [KG+C]™®
Fil? ist der ganze Komplex.
Fil® ist induktiv erzeugt von Basiselementen [¢] mit den Eigenschaften:

e 9)¢ ist total ausgeartet, und

e 91¢ befindet sich in Fil* !, Es gilt 9)Fi1* C Fil® und }Fil* C Fil* 1.

Fiir ein Basiselement [¢] und A € Oy sei £(A) das Paar (£, (A), £ (A)) € KGyC. Wir bezeichnen durch aus £(A)
aus, £(A) das total ausgeartete Element KG-C(c°(™)) £(A) aus KG;-C, wobei 0°(™) die einzige Abbildung n —
Ist.
Sei nun ¢ ein Basiselement vom Grad n > 2 im k-ten Filtrationsschritt (mit erwéhlten Quotienten—Daten). Ist
k >n — 1, so befindet sich £ im Bild von Z(«).
Wir kdnnen also & < n — 2 annehmen und zeigen, daB eine homotopische Modifikation von ¢ in FilF*! liegt.
Damit ware das Theorem durch endliche Induktion nach k bewiesen, denn Z(«) bildet injektiv die abelsche Gruppe
Z[GC]™ ab.
Wir arbeiten mit folgenden Objekten:
T ={1,...,n} ist die “totale” Indexmenge.
J = (j1,72,---,Js) ist ein s—Tupel von Indizes aus T'. (Insbesondere ist ihre Reihenfolge wichtig.)
(&) ist die formale Summe Z (7, ), wobei wir gekiirzt haben:

|J|=s

o |l
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®(J, &) ist das Basiselement vom Grad (n + 1) definiert durch:
®(J,§) := oD Erw [ aus {(0) — aus £(e;,) — aus E(ej, +ej,) — -+~ — aus E(es) — Ik |

mit folgenden Vereinbarungen:

ecj,...,e;, €10,1]" =0, sind entsprechende kanonische Basisvektoren von R™.

e 951 hat Grad (n —s) und * aus §(ej, +---+ej;) " steht fiir das total ausgeartete Element
vom gleichen Grad (n — s). (“aus” steht fiir “aus,—s".)

o Wir betrachten [ aus £(0) — aus £(ej,) — aus &(ej, +ej,) — -~ — aus £(es) — Iy, | als ein
Paar von unvollsandigen WALDHAUSEN—Diagrammen aus G;;1D. Die exakte Kategorie D hat

Objekte: exakte (Paare von) Funktoren von Cube,,_s nach C (mit erwéhlten Quotienten—Daten),

Morphismen: natiirliche Transformationen zwischen solchen Funktoren.

Eine kurzexakte Sequenz in D ist der Form A — B — C, falls diese, aufgefaBt als Funktor [Cube(,,_s)41 —
C], ein Element von KG(LTFS)HC (mit erwdhlten Quotienten—Daten) ergibt.

Die Morphismen aus £(0) — aus £(ej, ), aus £(ej,) — aus &(ej, +¢€;,), - .. sind natiirlich induziert von
den Morphismen £(0 — e;,), &(ej, — (e, +e€j,)). -

ecyi=¢j +ej,+--+ej und (95,76)(0) = &(es). Wir wahlen den Morphismus aus £(es) — 97,1y
so, daB er, ausgewertet in 0, die Identitdt von £(e;) ergibt.

e Erw steht fiir die Erweiterung mit erwdhlten Quotienten—Daten der unvollsindigen WALDHAUSEN—
Diagrammen:

(37) Erw [aus £(0) — aus &(ej,) — aus &(ej, +€5,) — -+ — aus &(eg) — Iy 1€ |

0 — aus {(0) — aus {(e;,) — aus {(e;, +e€j,) — -+ —aus {(ey) —— Iy,11€ |

! | | | |

8
— 0 —— aus &(2e;,) — aus {(2ej, +ej,) —---—aus {(ej, +ey) — au[;.ET(]OE)

o T

Fiir weitere Berechnungen zerlegen wir das Differential d auf Z [KGC] in zwei Teile, um eine Anpassung zur weiteren
Ableitung von Elementen im Bild von @, zu leisten:

d =0, + 9y , wobei sich das Teil-Differential
9y = (01 —3) = (93 = 3) + -+ (=1)*(9s41 — 0241)

auf die ersten (s + 1) Richtungen bezieht. Eine explizite Beschreibung von ®, auf Basiselementen ist:

aus £(0) —> ¢

By(€) = B(, &) = oD Erw|[ aus £(0) — £ ] = aD ¢
quot

= [aus £(0) — £ — quot | (Darstellung nach erster Richtung.)
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® ist eine erste Approximation zu einer Homotopie—Abbildung. Fiir die genaue Aussage berechnen wir:

d®o(§) + Po(df)
= 0(0) 20 (&) + I0) R0 (&) + Ro(dS)

=[] = D (=1)7 7" (911 B0(€) — 841 B0(6)) + Y (-1 9;€) = 20(379))
j>1 j>1
&+ Z ] 1 (I)O alf) - ajl'+1‘1’0(f))

da 9: +1<I>0(§) = <I>o(c')§-)§) = oD Erw] aus £(0) — 8?5 ],
= [¢] + Z(_l =" { aD Erw][ aus {(e;) — 8}5] — aD Erw[ aus £(0) — ajl,g ]}
Jj=1
= [§] + Z(—l)jflaD d Erw[ aus £(0) — aus {(e;) — 05¢ |
Jj=1
=[]+ 5’{1) Z €(J,T \ J)aD Erw[ aus £(0) — aus {(es) — Iy, | (fiir J:= {j})
|7|=1

= (€] + 0),)®1(6) .

Wir untersuchen nun den Stdrterm 8{1)@)1(5) modulo Termen im (k + 1)-Filtrationsschritt Fi1¥. Die Ableitun-

gen Y verschlechtern nicht den Filtrationsgrad. Die Abbildung ®; verbessert den Filtrationsgrad um 1 (und erhéht
auch den Grad um 1). Aus diesem Grund vernachlissigen wir die Ableitungen 9 in den folgenden Berechnungen
und arbeiten modulo Fil*+!,

APy (€) + @1 (df)
= 01 ®1(8) + 9, B1(€) + ®1(dE)
= 9()®1(6) + 3 e T\ DL 2{TH O + Y e, T\ /) 21(056)

JET JET
=9 ®1(&) + D € T\J) D ek, T\ {j,k}) oD Erw| aus £(0) — aus &(ex) — dys 1 |
JET keT\j
+> €, T\j) Y ek, T\ {j,k}) aD Erw[ aus &(e;) — aus &(e; + ex) — Iguy,17 ]
JET keT\j
J#RET
{ aD Erw[ aus £(0) — aus £(e;) — O ky,11¢] }
aD Erw| aus £(e;) — aus &(ej +ex) = Igjn,mé]

da e(j, T\ j)e(k, T\ {j, k}) = sign(T" — ju(T\j) = j Uk L(T\{j,k}))
=0+ D e, T\J)
d [aus £(0) — aus &(e;) — aus &(e; +ex) — G[JVT]g]
P E'W{ + [aus £(0) — aus £(e; + ex) = 9yié]
Der untere Term verschwindet wegen alternierenden Charakters in j, k.
=9 ®1(&) + Y e(J,T\T) 9y ®(J, )
|J|=2

= 0(1)®1(&) + 92 ®2(£) -
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Allgemein gilt:

d(bs(ﬁ) (dE)
;ags) (g)+a() e(J, T\ N)®(J,&) + > ek, T\ k)®.(948)
[7]=s kET
= 0@ + (=1 D (L, T\ ) Y (i, T\ (JUi))
[7]=s i€T\J
aD Erw| aus £(0) — aus {(ej,) — --- — aus &(ey) — O\ 19y, ]
N—

Orui, T
+> ek, T\ k) > e(J', T\ (kU J))
keT JICT\k , |J'|=s
aD Erw[ aus (9;€)(0) — aus (9;€)(ej,) — -+ — aus(9;)(es) — Iy, Iié |
—— —— ~~ ~-
&(er) E(er.jq) &lepuar) Ouar, T

Die Vorzeichen in den obigen Doppelsummen sind

e(J,T\ J)e(d, T\ (JUi)) =sign(T — JU(T\J) = JUiL(T\ (JUi)))
und sei I := J U1, also insbesondere 541 := ¢, und

ek, T\ k)e(J', T\ (kuJ)) =sign(T — kU (T\k)—=kuJ U(T\(kuJ))

und sei I := kU J’, also insbesondere i1 := k. Wir setzen die Berechnung fort:

+ (=1 N eI, T\ 1)
[I|l=s+1
aD Erw[ aus £(0) — aus &(e;; ) — aus &(esy,i,) — - — aus &(e4y,...i.) — or,mé ]
+ > eI, T\I)
| I|=s+1
aD Erw| aus {(es, ) — aus &(eqy,i,) — -+ — aus &(eqy,...i.) — aus &(er) — Iré |
= 8Es)¢s(£)
d [ aus £(0) — aus &(e;,) — --- — aus E(e;) — ormé ]
+ > €(I,T\I) oD Erw X
I]=s+1 + 2 cice (1) [ aus €(0) — -+ —aus &(eiy,..i,) — -0 — i€ ]

=05 ®s(§) + Z (I, T\ 1)9(,41)aD Erw[ aus (0) — aus {(e;,) — -+~ — aus &(er) — Ir € |
[I|=s+1

= 825)(1’3(5) + a£5+1)¢s+1(€) .

Der formale Superkommutator, angewandt auf Fil* Z[KG;}-C] und berechnet modulo Filk*!, ist also:

[d, @5](€) = 94y @s(€) + O s1)Pst1(E) woraus folgt:
[d, @0 — 1 + -+ £ pp1](§) = { 9oy Po + 9(1)®1 HE) — -+ £ { Okq) Prtt + i) it HE)
= 9(0)®0(&) £ O 12) Pr+2(8)
= 0(0) 20 (&)
=[¢-

4. Zusammenfassung

47

Die ganzzahligen Homologie-Grupen der Riume |G.C| und |[KGLC|| stimmen iiberein als Koalgebra—Objekte in
der Kategorie der Z-Moduln. Diese Uberelnstlmmung ist gegeben nach kohomologischem Ubergang durch die
Homotopie—Aquivalenz Z(«), und eine weitere Ubersetzung dieser Komplexe ist méglich, wie folgende Verkettung
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von Morphismen zeigt:
Z(e)

(38) z.[6.c) —2L 7z ket —— zk¥(e) —— ZK.(C) .

Im n3chsten Abschnitt werden wir partiell einen kategoriellen Rahmen fiir eine gewiinschte Zielkategorie finden,
welche einem motivischen Formalismus nahe kommt, und welche die (einfachsten Quotienten der) Objekte aus (38)
beinhaltet. Im zweiten Teil der Arbeit konstruieren wir Abbildungen, welche vom Komplex ZX.(C) ausgehen und
Werte in Komplexen annehmen, welche bekannte Kohomologie—Theorien berechnen. Diese Abbildungen werden
zusitzlich mit den kanonischen (auf ZK.(C) nicht K-theoretischen) Produkt—Strukturen vertriglich sein.



KAPITEL 4

Geometrische und absolute Kohomologie—Theorien

Wir geben im ersten Abschnitt eine kurze Skizze iiber geometrische und absolute Kohomologie—Theorien exklusiv
als Motivation fiir die Suche einer geeigneten triangulierten Kategorie, in welche Funktoren von einer gewissen
Kategorie von Varietdten landen.

Wir haben im Vorfeld z.B. im Falle der Bar—Konstruktion bemerkt, daB einem Kdrper ein (homotopie—)multiplikativer
Komplex zugeordnet wird, welcher zusatzlich eine Komultiplikation kanonisch erbt.

Es stellt sich natiirlich die Frage, ob und wie sich eine (Ober—)Kategorie von Bialgebra— oder Hoprr-Algebra-
Objekten in der Homotopie—Kategorie KC(.A) einer abelschen Kategorie A im Rahmen einer triangulierten Struktur
organisieren |3Bt.

Wir beantworten diese Frage in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels.

1. Geometrische und absolute Kohomologie—Theorien

Die philosophische Einleitung zu diesem Kapitel inspiriert sich ausschlieBlich von der Darstellung aus dem 3.
Abschnitt in [Ne].

Sei V eine geeignete Kategorie von Schemata iiber einem festen Kdrper F'. Unter geeignet verstehen wir folgende
Einschrankungen und Mindestanforderungen:

e )V bestehe aus Schemata vom endlichen Typ iiber dem Kérper F.

e )V beinhalte alle quasiprojektiven, glatten Varietdten iiber F.

Ein Formalismus von geometrischen und arithmetischen (oder absoluten) Kohomologiegruppen nach BEINLINSON
besteht aus Daten, die wir am einfachsten im folgenden Diagramm subsummieren:

(39) vV

R, (T, ):=

Db(T) RHom7(1,-) -

T (A-mod)

Wir beschreiben nun die Objekte des obigen Diagramms:

e 7 ist eine abelsche Tensorkategorie mit einem Formalismus von TATE Twist—Funktoren: - — -(j). Sei 1 das
neutrale Element beziiglich des Tensorproduktes ®.

e A ist der Ring der Endomorphismen der Eins: A := Endz(1).

e Der Funktor , (7,-) := Hom¢(1,-) : 7 — (A-mod) induziert einen Funktor zwischen derivierten Kategorien,
den wir auch mit:

R, (T,-) := RHomz(1,:) : D*(T) — D*(A-mod)

bezeichnen.

e R, (-,j): V. — D"(T) ist ein kontravarianter Funktor. Er erfiillt R, (-,5) = R. (-,0,)(j), damit die Notation
konsistent ist.

e R, 7(-,7) ist die Verkniipfung der Funktoren RHomz(1,-) und R, (-,7), wie es das Diagramm zeigt.

e H bezeichne den Funktor, der einem Objekt aus der derivierten Kategorie die Kohomologie zuordnet. Wir werden
ihn auch den Funktor des kohomologischen Ubergangs nennen. Der Funktor H? berechnet die Kohomologie an
der p—ten Stelle.

49
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e Nimmt man die Kohomologie der bereits vorgekommenen Klassen von Komplexen aus den entsprechenden
derivierten Kategorien, so entstehen zwei Kohomologietheorien:

HP(-,j):=HPoR, (-,7) geometrische Kohomologiegruppen
HY(-,j):=HPoR, 7(-j) arithmetische oder absolute Kohomologiegruppen

Wir haben dabei die Terminologie von BEILINSON verwendet. Die arithmetischen und geometrischen Kohomolo-
giegruppen sind durch die Spektralsequenz verbunden:

Bty (1L H'(X,j)) = HF (X, ),
die der Relation R, 7(X,j) = RHom7(1,X)o R, (X, j) entspricht.

Wir geben nun zwei typische Beispiele fiir diesen Formalismus:

1.1. Etale Kohomologie. n sei prim zur Charakteristik des Kérpers F.
T sei die Kategorie der endlichen Z /nZ[G]-Moduln, wobei G := Gal(F "|F). Dann sind:
1=7/nZ(0), A= Endr(1) = Z/nZ und
R?, T() = Hp(Gv )
Die geometrische Seite hat die Kohomologiegruppen, welche nach dem funktoriellen Pull-Back von Spec F' zu
Spec F°" berechnet werden:

H(X.j) = H" (X xp F')er | Z/nL) (j)

Die arithmetischen (oder absoluten) Kohomologiegruppen sind gegeben durch direkte Berechnung in dem étalen
Situs iiber X:

HY(X,j) = H" ( Xeo , T/nD) () .

Ist F' sogar endlich erzeugt iiber @, so existiert auch das [—adische Pendant. Die [—adische Kohomologie iiber F’
ist dabei als kontinuierliche étale Kohomologie definiert. In diesem Fall geht es um folgende Struktur:
T := ( Q[G]-mod ; endlich). Dabei ist G := Gal(F " |F).

1=0Q(0),
A=@Q und

H'(X,j)=H" (X x¢ F et , @) () 4

HY(X,5) :=HP ( Xer , Q) () -

1.2. Reelle gemischte HODGE-Strukturen. Sei nun F = C, und X sei ein komplexes Schema vom
endlichen Typ.
Sei M'Hp die abelsche Kategorie der reellen gemischten HODGE-Strukturen. In [Be2] fiihrt BEILINSON einen
Komplex

R. (X,0) € Ob D*(MHp)

ein, dessen Kohomologie mit der BETTI-Kohomologie der komplexen Mannigfaltigkeit X (C) ibereinstimmt, so
daB sie als Objekt aus D”(MHg) mit der von DELIGNE beschriebenen gemischten HODGE-Struktur versehen ist:

HP(R. (X,0)) = HY(X(C),R) € Ob MHp .

2. Triangulierte Kategorien
2.1. Additive Kategorien.

DEFINITION 2.1 (Additive Kategorien). Sei A eine Kategorie. Diese Kategorie sei mit den Daten versehen
und erfille die Figenschaften, welche in den folgenden Axiomen festgelegt sind:

ADD 1 : Fiir jede zwei Objekte A, B aus A ist die Menge der Homomorphismen A[A — B] mit einer
Addition + als Teil der Struktur versehen,

(A[A—=B], +),

so daf$ (A[A — B],+) eine abelsche Gruppe ist. Die Verknipfung in A von Morphismen ist links— und
rechts—distributiv bzgl. +:
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Wenn alle folgenden Verknipfungen von Morphismen wohldefiniert sind, so gilt fir beliebige Mor-
phismen f; g1,g2; h:

folgr+g2)=(fogq)+(fog2), (91 +g2)oh=(groh)+(g20h).

ADD 2 : Es gibt ein Objekt 0 in A, so daf$ A[0 — 0] die triviale abelsche Gruppe ist. Morphismen, welche
durch 0 faktorisieren, bezeichnen wir formal auch durch 0. (Notations—Miflbrauch. Insbesondere werden
z.B. das Objekt 0 und die Identitit von 0 durch das gleiche Symbol bezeichnet.)

ADD 3 : Fiir jede zwei Objekte A, B in A existiert ein kommutatives Diagramm in A:

A B
X
AA
A B

pBia=0, paip=0, iapa+ippp =idx .

so daf$ zusdtzlich gilt:

Das Objekt X ist bis auf Isomorphismus bestimmt. Er ist gleichzeitig (eine) direkte Summe und (ein)
direktes Produkt von A, B in A. Eine Wahl eines solchen Objekts X bezeichnen wir auch durch A® B.

2.2. Triangulierte Kategorien.

DEFINITION 2.2 (Verschiebungs—, Translations—Funktor). Sei A eine additive Kategorie. Ein additiver Funk-
tor T : A — A ist ein Translations—Funktor, falls es einen additiven Funktor T~ : A — A gibt, so daf
T T—! =T T = (Identitits—Funktor auf A).

Wir bezeichnen oft den Funktor T auf Objekten durch A — T™A =: A[n] und auf Morphismen f: A — Bin A
durch (T"f :T"A — T"B) =: (f[n]: A[n] — B[n]).
DEFINITION 2.3 (Triangel, Dreiecke). Sei A eine additive Kategorie mit einem Translations—Funktor T. Die
Kategorie TR(A) der Triangel in A hat:

Objekte: Diagramme in A der Form

(40) A—>B—>(C—> A[l] , welche wir auch als /. "

bezeichnen. Dabei steht C LA (oder des weiteren einfach C ——s A ) fiir einen Morphismus

C — A “vom Grad Fins”, d.h fir einen Morphismus C — A[1] in A.
Wir sprechen das Objekt aus (40) als (A, B,C;u,v,w) an, oder — wenn unmifverstindlich — auch als
A[ABC] oder (A, B,C).

Morphismen: Die Menge der Morphismen zwischen (A, B, C;u,v,w) und (A, B",C";u’,v',w") besteht
aus Diagrammen in A der Form

(41) A—">pB—=(C —2= A[l]
fl 9l hl f[l]l
A g o M AT

Wir schreiben auch (f,g,h) € TR(A) [ (A4, B,C;u,v,w) — (A",B',C";u',v",w") ] fir den Morphis-
mus aus (41).

DEFINITION 2.4 (Triangulierte Kategorien). Sei A eine additive Kategorie mit einem Translations—Funktor
T. Wir gehen davon aus, daf als Teil der Struktur folgende Daten festgelegt sind:
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Kegel-Funktor: Sei Hom[l — A] die Kategorie der Funktoren aus der Kategorie 1 zur geordneten Men-

ge {0 < 1} nach A mit natirlichen Transformationen als Morphismen. Alternativ sind die Objekte der
Form (A, B;u) und die Morphismen der Form (f,q): (A, B;u) — (A', B';u'), wobei diese Notationen
folgende kommutative Diagramme in A bezeichnen:

A—t->pRB

(4,Bu) = [ A—>B |, (f.9) = fl lg

A—~B

Insbesondere existiert ein Vergif—Funktor ! : TR(A) — Hom|[l — A], welcher auf Objekten durch
(A, B,C;u,v,w) = (A, B;u) und auf Morphismen durch \(f,g,h) := (f,g) gegeben ist. Ein Kegel—
Funktor ist ein Funktor

Hom|[l — A] ¢ TR

mit der Eigenschaft, dafi die Verknipfung 'o € der Identitit—Funktor ist. Fiir einen Kegel-Funktor €

bezeichnen wir durch C(u), p(u), i(u), C(f,g) Objekte und Morphismen, welche durch die Gleichheiten
erkldrt sind:

(A, Byu) =: (A, B, C(u);u, p(u), i(u)) = { A" B o) M apy |
A" o) M an W

Q:(fvg) = (fvgv’Y(fvg)) = fl gl 7(1&79) lf[l] y
A== B — = C(u) - A1) J

fiir einen Morphismus (f,g) : (A, B;u) — (A, B;u) in Hom[l — AJ.
Distinguierte Triangel: Sei Dist die volle Unterkategorie von TR(A), welche erfillt:

e Dist beinhaltet alle Objekte der Form €(A, B;u) fir (A, B;u) € ObHom(1l — A), und
e Dist beinhaltet mit einem Objekt alle in TR(A) zu ihm isomorphismen Objekte.
Objekte von Dist nennen wir distinguierte Triangel.

Die obige Struktur ist die Struktur einer triangulierten Kategorie, falls die unterliegenden Daten folgende
Axiome erfillen:

(42)

TR 1: (A, A;ida) ist isomorph zu [ A=A — 0 — A[l] ], fir alle A € Ob A.
TR 2 : Folgende Isomorphismen in der Kategorie TR(A) implizieren sich einander:

(4, Bu) = [ A—t>B—">0—2-4]1) |

e(B,C;v) = [B oAy

(Man bemerke den Vorzeichen—Wechsel im Morphismus A[1] i B[1] .)

TR 3 : Das Oktogon—Axiom : Jedes “kommutativ-exakte” Diagramm der Form (42)

s

Z/
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lifst sich zu einem vollen “kommutativ-exakten” Oktogon-Diagramm (43) vervollstindigen:

(43) Y

Unter einem “kommutativ—exakten” Diagramm verstehen wir ein Diagramm, in welchem alle Dreieck—
Diagramme der Form

C C
A— B A— B
kommutativ bzw. distinguiert sind.

Eine alternative partielle Darstellung des Oktogon—Diagramms (43) ist das Diagramm:
Z/
Y / Y!
/ —— 7 — \
/ \X’
Dieses Diagramm betont die Morphismen von Triangeln: (X,Y,Z') — (X, Z,Y'") —» (Y, Z,X') — (Z",)Y', X").
Wir kdnnen nun alternativ das Oktogon—Axiom formulieren:

Seienu : X - Y, v:Y — Z und w := vu : X — Z Morphismen in A. Dann existiert ein kommutatives
Diagramm mit distinguierten Zeilen:

(44)

X

(45) X —t sy s s X
' fl
w Pw T
X Y! X[1]

IS
-~

gl u[1]

Z
v T Pw X, 2% Y[].]

< L<
[,

Pu f pu[l]l
7 vy —L s xr—"o 7))
70— xp) ey 2B

Diskussion: Ausgehend vom linken obigen Quadrat, dessen Kommutativitdt w = vu ist, kdnnen wir zuerst sukzessive
(eindeutig bis auf Isomorphie) wéhlen:

Pus Z' iy aus C(X,Y5u) = (X, Y, Z"5 u, pu, iw),

Puw, Y ' 1y aus E&(X, Z;w) = (X, Z,Y';w, pwy ),

Do, X' 1y aus (Y, Z;0) = (X, Z, Y50, 00, 00),

und des weiteren f :=(idx,v), g := v(u,idz).

Wir setzen h := py[1]i,, und das Oktogon—Axiom sichert (Z',Y', X'; f, g,h) € Dist. Das Diagramm der ersten
vier Zeilen kann weiter mit der fiinften tautologisch erweitert werden, und wir kdnnen die Triangel-Morphismen
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schreiben:

(46) <) :

(X7Y7 ZI)%-(Xv Z7 Yl)%—(y; Zle)%-(ZC Ylel)

gZ’,X[l], Y{A)—(Y", X[1], Z[1]))—(X", Y[1], Z[1])—(X", Z"[1], Y’[lg

Das kubische Analogon der 3 x 3—Lemma fiir triangulierte Kategorien ist:

LeEmMMA 2.5 (Das 4 x 4-Lemma). ([BBD], Prop. 1.1.11, S. 24; [Iv], Prop. 5.6, S.456) Jedes kommutative
Quadrat-Diagramm mit Ecken Ay, Ay, By, Bs lGfit sich zu einem $—kommutativen 4 x 4—Diagramm mit di-
stinguterten Zeilen und Spalten erweitern:

(47) A1 —> B1 — Cl 40141

S S

Ay — By — Cy —e Ay

S S

A3 %'B3 %'03 HAg

N

Ay — By — (] — 4

Die $-Kommutativitit bedeutet fir das Quadrat (x) die Anti-Kommutativitit, und fir die dbrigen Quadrate
die tibliche Kommutativitdt.

BEWEIS: Der Beweis ist von den zitierten Quellen iibernommen. Ausgehend vom kommutativen Diagramm

AIL'Bl
a‘L\U\‘Lb’ u):bx:ya,7
Ay 7= Bs

konstruieren wir zuerst die distinguierten Triangel und die Triangel-Morphismen:

A[AlBlcl] = Q:(Al, Bl,l‘) A[A1A2A3] = Q:(Al,AQ; (l)
A[AQBQCQ] = Q:(A27 Bg,y) A[B1B2B3] = Q:(Bl, BQ; b)
A[A1B1C1] — A[A2B>C3] = &(a,b) A[A1 A3 A3] — A[B1 B2 B;] := €(,y)

A[AlBQM] = Q:(Al,Bz,’LU) .

Aus dem Oktogon—Axiom fiir die Diagramme:

P b N
N //7 Bz\\icz B //’ 32\\§B3
(1) (2)
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erhalten wir folgende Triangel-Morphismen:

A[A; BoM] A[Cy M B3] A[MCyA3[1]]
(1) (2) (2) (3) (3) (1)
A[A; Az As5] A[B, By Bs) A[C1CyC5] A[A;[1]A2[1])A5[1]]
A[A; BoM] A[A3 M Cy] A[M B;3C41]]
(1) (1) (2) (3) (3) (2)
A[A1 B, Cy] A[A3 B> Cy] A[A3B3C3] A[A1[1]By[1]Ch[1]]
Diese erkldren die $—Kommutativitdt im 4 x 4-Diagramm (47). O

2.3. Die Waldhausen—Konstruktion fiir triangulierte Kategorien. Wir benutzen die Begriffe die-
ses Unterabschnitts im weiteren Verlauf der Arbeit nicht.

DEFINITION 2.6. Sei A eine triangulierte Kategorie. Wir definieren die WALDHAUSEN-Konstruktion fir die
triangulierte Kategorie A

SSAC Hom [ Wald(:) — A]J,

SpA C Hom [ Wald(n) — A] firn>0,

als eine Untermenge der Funktoren & von der Diagramm—Kategorie Wald(n) nach A, welche folgende Eigen-
schaften erfiillen:

o {(x) =¢(i,1) =0,
o Fir0<:i<j<k<n st zusdtzlich zu den Morphismen
§((6,4) < (1,k) ) : &(i,5) — &1, k) und
§( (i,k) < (G, k) ) = Gik) = €. k) ein Morphismus
&(4, k) — £(i,7)[1] als Teil der Struktur gegeben,

so daf$ ein distinguiertes Triangel entsteht:
E(i,5) = &(i, k) — £(4, k) — &£(4,7)[1] , welches als £(i < j < k) bezeichnet wird.
o Fiir0<i<j<k<l<mn gilt das Oktogon-Aziom fir das (unvollstindige) Diagramm:
£(4, k)

TN

§i k) &(510)

€61
w,j)// \\‘w, D

Die kubische WALDHAUSEN—Konstruktion fiir die triangulierte Kategorie A kann analog eingefiihrt werden.

3. Die Homotopie—Kategorie als triangulierte Kategorie

Wir haben die Darstellung in diesem Abschnitt aus [GM] (§4.2,55.1), [Iv] (1.4) und [Bou] (S. 36-40) mit dem
Zweck iibernommen, um die Notation fiir weitere Anreicherungen der Struktur festzulegen. Die Definitionen des
Kegels und Zylinders eines Morphismus sind standard. Da wir Super—Tensorprodukte dieser Objekte betrachten,
ist es notwendig, die “Verschiebungen" innerhalb ihrer Differentiale zu kontrollieren.

Dies ist technisch leicht: Wir fiihren in der Definition 3.2 einen biirokratischen Morphismus t ein, mit welchem
wir spater die Standard-Differentiale des Kegels und Zylinders und alle des weiteren betrachteten Morphismen
konsequent versehen. Dadurch sind wir auch befreit, Gleichheiten in der $—Algebra auf Elementen zu testen und
Berechnungen in der Homotopie—Kategorie erst nach einer Wahl der Reprasentanten zu fiihren.
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3.1. Die Kategorien Kom(A) und K(A). Sei A eine additive Kategorie. Wir bezeichnen durch
Kom(.A) respektive K(A)

die Kategorie der Komplexe in A (mit dem Differential vom Grad 1)
und respektive die Homotopie—Kategorie, welche als Objekte Komplexe und als Morphismen Komplex—Morphismen
modulo der homotopischen Aquivalenzrelation hat.

DEFINITION 3.1. Sei A = (A,d) ein Komplex in A.
Der Komplex A[1] = (A[1],d[1]) ist gegeben durch:
(48)  (A[1])™ := A™' und hat das Differential: < At A AL ) = - ( Ar —L > A )
DEFINITION 3.2 (Der Morphismus t). Sei A ein Komplex in A. Der Morphismus t (oder ta, wenn wir auch
die Abhdingigkeit von A betonen wollen,) ist der Morphismus vom Grad —1:
(49) t:A— A[l] gegeben im Grad n durch die Identitit t" : A" = A=+ — (A"t
Die letzten Definitionen machen das folgende Diagramm $—kommutativ:
A—" A1)
dl ld[l]
A — A[l]

in dem Sinne, daB gilt: d[1]t = —td, oder d[1]t + td = 0.

NOTATION 3.3. Fir einen Morphismus f: A — B vom Grad n notieren wir formal den gemischeten Super—
Kommutator

dg f — (-1)"f da durch [d, f] .

Mit dieser Terminologie $-kommutieren ¢ und “d", und eine Homotopie zwischen zwei Morphismen vom Grad Null
fyg: A — B ist eine Abbildung H vom Grad —1 mit der Eigenschaft f — g = [d, H].

3.2. Der Zylinder und der Kegel eines Morphismus.

DEFINITION 3.4 (Der Kegel). Sei f : A — B ein Morphismus in Kom(A). Der Kegel von f ist der Komplex
C(f) gegeben durch:

Al1] a - Al1] Al1]
C(f):=| @ | mit dem Differential {ft_l d] e | = | @
B B B

Wir benutzen auch weiter die Konvention, daB fehlende oder mit einem Punkt markierten Matrixeintrage Null sind.
Wir bemerken, daB das Differential auf dem einfachen Komplex von f, welcher als C'(f)[—1] definiert ist, mit den
obigen Vereinbarungen folgende Matrixgestalt einnimt:

[F_l t_'l] Ag] [fdt[ﬂji] Ag] ("] 4 :_[t.l t—.l} [ngt[}]l d} {t t}

A
e
Bl

—1] B B B[-1]

J— d )

=1 ]
In der Literatur wird die Vorzeichen—Konvention oft so getroffen, daB der Kegel von f dann C(—f) in unserer
Notation ist. Der unterdiagonale Eintrag ft—! (resp. —tf) dndert sich bei der neuen Konvention das Vorzeichen
in der Matrix—Darstellung des Differential.
Die Festlegung dieser Vorzeichen—Konvention hdngt davon ab, ob der Kegel-Komplex oder der einfache Komplex
von f vom Autor als Haupt—Objekt betrachtet wird. In dieser Arbeit werden beide Konventionen fiir disjunkte
Richtungen benutzt: Wir arbeiten in diesem Abschnitt mit der obigen Definition/Konvention. Im n3chsten Teil der
Arbeit, Regulatoren, steht der einfache Komplex im Mittelpunkt der Diskussion, und wir werden mit der anderen
Konvention arbeiten.
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DEFINITION 3.5 (Der Zylinder). Sei f : A — B ein Morphismus in Kom(A). Der Zylinder von f ist der
Komplex Cyl(f) gegeben durch:

(L) A[1] [ di] - '| A[1] All]

Cyl(f):=C < A—"—= A3 B ) = % mit Differential |—t=' d -1 : % — %
[ft—l . dJ @ %)

B B

B
LeEMMA 3.6 ([Bou] A X.38, [Iv] 1.4, [GM] Lemma 2.2.1). Folgendes Diagramm ist ein in f funktorielles kom-
mutatives Diagramm mit exakten Zeilen in der Kategorie Kom(A):

52

0 Lf T~ CO(f) Al 0
0—— A—2L Cyi(f) =~ C(f) 0

ﬂ

A—1 .p

Die Morphismen m =w(f), 6 =6(f), T =7(f), a =a(f), B = B(f) in diesem Diagramm sind:

0
,7::[3 8 (1)] ,a::[O] 7ﬁ::[O f 1],
1

Wir haben fir jeweilige Identitdten 1 geschrieben. Die Morphismen « und (3 erkldiren einen Isomorphismus in
K(A) zwischen den Objekten B und Cyl(f): Die Verkniipfung Ba ist die Identitit auf B und die Verkniipfung
af ist homotop zur Identitit von Cyl(f) durch die Homotopie H : Cyl(f) — Cyl(f)[-1],

t ]

0 1. . cot ] dy - i -
, o [0 f 1] -1 =1 - |-t q - —+1 q .
1 .01 . ftfl . d ftfl d
3.3. Der Kegel-Funktor.
DEFINITION 3.7. Wir definieren den Funktor € : Hom[ 1 — K(A) | — TR(K(A)) unter den Notationen
aus dem Lemma 3.6

auf Objekten: €(A4, B;u) := (A4, B,C(u);u,7(uw)a(u),d(u)) und wir setzen p(u) := T(u)a(u).
auf Morphismen: Sei (f,g) : (A, B;u) — (A',B';u’) ein Vertreter eines Morphismus aus Hom|[ 1 —
K(A) ]. Wir definieren €(f,g) : €(A, B;u) — €(A’, B';u) durch das Diagramm:

t
H = . +

u p(u)=7(u)a(u)

A B C(u) A1)
fl gl ”r(@g) lf[l]
! ! C / AI 1
4 v B T .

Dabei ist ¥(f,g) : C(u) — C(u') die diagonale Matriz mit den diagonalen Eintrigen f[1] = tft= und
g.

e Das Axiom TR 1 folgt, da C(id4) zu 0 isomorph ist: Identifizieren wir C(id4) = [A[1l] & A] = [A[1]
A @ 0] = Cyl(A — 0) (als graduierte A-Objekte), so liefert die diagonale Matrix mit Diagonal-Eintragen
(—id [, —ida, 0) einen Isomorphismus C(id4) = Cyl(A — 0). Das letzte Objekt ist isomorph zu 0.

e Zum Axiom TR 2: Wir starten mit einem Morphismus f : A — B und arbeiten im Rahmen der Notationen

aus dem Lemma 3.6. Dann ist
Bl oL A dapy - -

C(m:B—=C(f))= [ o ] = | A[] B[1] | mit Differential . dppp - |
o ftot ottt dp

1



58 4. GEOMETRISCHE UND ABSOLUTE KOHOMOLOGIE-THEORIEN

und wir bemerken dadurch den Isomorphismus C(7) = C(A — C(B = B)) 2 C(A — 0) = A[l].
Schreiben wir explizit diesen Isomorphismus, so erhalten wir das Diagramm:

A—1 .p T o) ‘ A —— gy
1 [—71[1]}
0] BI[1]
T All &3]
B—"— "% }f [%&”] —g Bl
N 5

in welchem die senkrechten, nicht identischen Pfeile homotop invers zueinander sind, und der Pfeil nach
oben in kommutativen quadratischen Diagrammen steht. Es folgt die Kommutativitdt eines Diagrammes:

f =(f
B )

A o) Al Bl
D (=()) C(ﬂ(;)) ASAEDUN )

Das Axiom folgt.
e Das Oktogon—Axiom TR 3: Seien v : X — Y, v:Y — Z und w :=vu : X — Z Morphismen in A. Wir
bilden analog zu (45) das kommutative Diagramm:

X Y [Xgé”] L X[1]
v [t,]
¥ M [1] [ng]] (1] X[1]
u 4] 0
v P [1] [YG[;]} 1] y[1]
Z
[1] l[ﬂ (1]

[xm] ] [xm] [“45] [Y[u} [i ] {Xegﬂ]

Y]

Die ersten drei Zeilen sind €(X,Y;u), €(X, Z,w) und €Y, Z;v), also distinguiert. Zu zeigen ist, daB die
vierte Zeile auch distinguiert ist. Seien
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Dannist C(V) =2 C(V') =C( C(idx) = C(-v) )2 C(0 — C(-v) ) = C(—v) =
diese Isomorphismen in der homotopischen Kategorie explizit:

Xp [1 R ] X .
-1 - - u - -1 -
Y[1] 1 , X[1] [ [.] . 1] Y[1] [ - 1] Y[1]
oy = | oWy =" [@] [@]
X[1] Y[1] {I I} z 2
5] 52 1
Z Z 1
dx (2] dx 2]
—u1]t7t dy[1] —t71 dx[1] dy [1] dy[1]
=1 dx{l] u{l]t_l dy{l] —wt™ ! dz vt™?! dz
vt~ ™! dz —wt~! —pt~t dz

Unter jedem Komplex steht sein Differential. Die Verkniipfunkgen C(V)<—=C(v) erldutern einen

Triangel-Isomorphismus

[::] Xgl
[xm] (1] [xm] Y Y[1] [t [Xm
(2] N ® N ® — > D
Y Z X[1] Y1]

®

Z
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4. Hopf—Algebra—Objekte
4.1. Tensor—Kategorien. Seien A, B und C Kategorien.

Wir bezeichnen durch A x B die Kategorie mit

Objekten: (A, B), fiir A, B beliebige Objekte aus A resp. B,
Morphismen: (f,g), fiir f, g beliebige Morphismen aus A resp. B.

Die Verkniipfung der Morphismen (f,g) : (A,B) — (A’,B") und (f',¢') : (4", B") — (A", B") in A x B ist
(f',9) e (f,9):=(f o f.g' 0g).
Wir werden formal identifizieren:
(AxB)xC=Ax(BxC().

Ist A eine additive Kategorie, so ist A x A es auch. Wir arbeiten ab sofort nur mit additiven Kategorien. Funktoren
zwischen solchen Kategorien werden immer additiv sein.
DEFINITION 4.1. Eine additive Kategorie A mit einem additiven Funktor @ : Ax A ist eine ACU-Tensorkategorie,
falls sie als Teil der Struktur mit folgenden Daten versehen ist:

(A): eine natiirliche Aquivalenz a : @(® x id) E @(id x ®) zwischen Funktoren A x A x A — A. Auf

Objekten A, B,C aus A ist der Isomorphismus induziert:
aapc:(A®B)oC=2A®(BaC).

a heifst Assoziativitdit—Konstante.

(C): eine natiirliche Aquivalenz ¢ : @ E @1 zwischen Funktoren A x A — A. Dabei ist T = 15 der
Funktor, induziert von der kanonischen Aktion der symmetrischen Gruppe mit zwei Elementen vermdge
der Transposition (12). Auf Objekten: 7(A, B) := (B, A), auf Morphismen: 7(f,g) := (g, f).

Fiir zwei Objekte A, B aus A entsteht ein Isomorphismus:

caB:A®B—B®A.

c heift Kommutativitdit—Konstante.
(U): ein Objekt I in A und natiirliche Aquivalenzen w = wyngs : (I X id) E id und w = Urechts :
®(id x I) E id zwischen Funktoren A — A. Fir ein Objekt A € A entstehen Isomorphismen:

upa IT@A— A und up: A1 — A .
Uiinks UNA Upechts heiffen Unitdts—Konstanten. Wir werden oft nur u fiir beide schreiben.

Diese Daten miissen des weiteren folgenden Bedingungen unterliegen:

Das Pentagon—Axiom fiir a: Fir beliebige vier Objekte A, B,C,D in A ist das folgende Diagramm
funktoriell kommutativ:

(AeB)® (C®D

)
% N
D A

aa,B,c®lp la®ap,c,D

®Be(Co®D))

(AeB)®(C)®

(A (B2C)®D A®(B®C)® D)

@A,BRC,D

Die einzigen zwei moglichen Wege fiir die Umgruppierung der Klammer zwischen den zwei eingerahm-
ten Termen sind gleich.
Vertriaglichkeit zwischen a und wu: Fir beliebige Objekte A, B in A kommutiert funktoriell:

@A I.B

(AI)® B A®(I®B)

Urechts D1 B AQUlinks,B

A®B
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Vertriglichkeit zwischen a und ¢ : Das Hexagon—Axiom: Fir beliebige Objekte A, B, C in A kom-
mutiert funktoriell:

CA.BRC

A®(B®C) (BaC)® A
@A B.C a@B.C.A
(AeB)®C Bo(C®A)
CAM 1p®ca.c
S\
(BoA)oC P Bo(A®C)

Wir werden des weiteren auch die Abkiirzung Tensorkategorie fiir eine ACU-Tensorkategorie verwenden.

Als Korollar folgt die Vertraglichkeit zwischen w und c: Fiir ein beliebiges Objekt A in A kommutiert funktoriell:

1a

T

A®I$I®A%A®I

uA
uUA uA

A
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4.2, Hopf—-Objekte in einer Tensor—Kategorie.
DEFINITION 4.2. Sei A eine Tensor—Kategorie. Wir beschreiben Bedingungen an einem 5-Tupel (A; e, m;m, A; S)
von Objekten und Morphismen in A und legen simultan die Terminologie fest.

o A ist ein Objekt aus A.
o m ist eine Multiplikation in A. Damit ist die Assoziativitdt von m gemeint, welche durch die Kommu-

tativitdt des Diagramms erkldrt ist:

(Aod)od " A4p4

QAAA | &

\/

A9(ADA) ———— A0 A

1a@m
Wir werden oft die Assoziativitit—Konstante a unterdriicken und diese Eigenschaft als m(m @ 1) =

m(1 ®m) ausdricken.
o A ist eine Komultiplikation. Dies bedeutet die Kommutativitit des Diagramms (Koassoziativitit):

(ApAd) oA~ 4q4

TAAA | =

\/

A®(A®A)TA®A

e ¢ und n sind Morphismen in A:
e:A—1 und n:1— A,
so daf$ n eine Einheit bzgl. m ist, und € eine Koeinheit bzgl. A: Dies bedeutet die Kommutativitit der

Diagramme:

LI L |

Aol —22" L poA<"""" 194 Aol ®
uUA uUA u;l u;l
A A

Terminologie: Die Struktur (A,n,m) heifit ein Algebra—Objekt in A, und (A, e, A) ein Koalgebra—Objekt,
falls alle obigen (A,n, m) respektive (A, e, A) betreffenden Bedingungen erfillt sind. Die (Ko)Algebra—Objekte
bilden eine Kategorie mit Morphismen f : (A1, m,m1) — (A2, m2,ms) resp. f: (A1, e1,A1) — (Ag, €2, As):
Dabei ist f ein Morphismus f: Ay — As, so daf in A kommutieren:

A1®A1<A—1A1€—1>I

A1®A1£>A1-LI

f®fl lf resp. f®fl lf .
A2®A2T2-A2TI A2®A2TA2?I
Das Objekt I hat eine kanonische Struktur als (Ko)Algebra—Objekt: (I,idr,ur). Weitere Einschrinkungen:

o c: A — I ist vertriglich mit der Algebra-Struktur (A,n,m), i.e. induziert einen Algebra—Morphismus

€ (Avnvm) - (I,id[,U[), und
n: I — A ist vertriglich mit der Koalgebra—Struktur (A, e, A), i.e. induziert einen Koalgebra—

Morphismus € : (A,e,A) — ( ,idl,ul_l). Diese Vertrdiglichkeiten bedeuten die Kommutativitit der

Diagramme:
e®el le 77®77T Tﬁ x /
[l ———1 Tl ———1 A
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e Fine weitere Bedingung ist die Kommutativitit des folgenden Diagramms:

W(A@A)@(A@A)

\1“@”:%@1/1

(Ao A)® (Ao A)

m@m

A®A

A A
Der Isomorphismus Tag := 14 ® cg, 4 ©® 14 der Verrschung der 2. und 3. Tensorfaktoren steht genauer

fiir die Verkniipfung von Morphismen:

-1
la®ay 4 4

(A0A)eAed) —0 ~ 40U (A0 d) —— 1 > A0 (A0 A) o A)
E\LlA@(CA.A@lA)
(A®A)®(A®A)WA@MA@(A@A)VWA@((A@A)@A)

Wir benutzen analog die Notation 7, fir eine Vertauschung der Tensorfaktoren, entsprechend einer

Permutation o.
m,n und A, € induzieren auf A® A kanonische Algebra— und Koalgebra—Strukturen (A® A, ng, meg)

und : (A® A, eg,Ag) gegeben durch die Morphismen:

T23 mem

Mg : (AQA)Q(AQA) —— (AQRA)@(A®A) —= A A

o I " 1ol " 40 A

Ag A A2 (Ao A) o (A0 A4) 2= (A0 A4) 0 (A0 A)

ur

o AA-STar I

Gelten alle obigen Bedingungen, so sind m,n resp. A, e Morphismen von Ko— resp. Algebren.
Terminologie: Ein Objekt (A;e,m;m, A), beschrieben durch die obigen Daten und Bedingungen, heifst Bialgebra—
Objekt in A. Solche Objekte bilden eine Kategorie mit solchen Morphismen, welche Ko— und Algebra—Morphismen

sind.
o Sei (A;e,m;m,A) eine Bialgebra in A. Auf Homa(A, A) definieren wir die Faltung:

x : Homa(A, A) X Homa(A, A) — Homa(A, A)
fiir zwei Morphismen f,g € Homa(A, A) durch fxg :=m(f @ g)A € Homa(A, A). Diese Operation
18t assoziativ:
(fxg)*h:=m[ (m(f ©g)A)@h]A
=m[(m214)((fOg)@14)(A@14)(1a®@h)]A
=m(m @ 14)((f @ g) @h)(AD14)A
[E]maom)(fe(g@h)(la©A)A
=fx(gxh).
Die durch [ =] betonte Stelle folgt von der Naturalitit von a aus dem Diagramm:

YOO he AL s a

A0 AL (4404 R
aA‘A‘AL LU/A‘A‘A
A
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Das neutrale Element bzgl. * ist ne.
e Ein Antipod einer Bialgebra (A;e,n;m,A) in A ist eine Abbildung S : A — A in A mit der Eigenschaft:

S*lAzlA*S:né.
Terminologie: Objekte (A;e,n;m,A;S) mit allen obigen Eigenschaften heifsfen HOPF—(Algebra)-Objekte in
A. Sie bilden eine Kategorie mit denjenigen Bialgebra—Morphismen, welche mit den Antipoden vertauschen.
Fiir zwei Bialgebren Ay := (Ay;e1,m1;m1, A1) und Ay := (As;€a, 125 ma, Ao) definieren wir analog die Faltung
auf Hom 4(A4;, As) durch
frg:=ma(f @g)Ar1, f,g € Homy(Ar, As) .
Dann ist (Hom 4(A1, A2),*) ein assoziatives Monoid mit der Einheit 72¢1. Die Faltung ist vertraglich mit Ver-
knipfung nach links (bzw. nach rechts) mit Bialgebra—Morphismen.
SATZ 4.3. Sei A := (A;€,m;m, A; S) eine Hopf-Algebra in A. Dann ist:
AP P = (A;e,m;m°P := mT12, AP = 115 A)
eine Bialgebra, und der Morphismus S induziert einen Bialgebra—Morphismus S : A — A°P°P. (Dabei ist
T12 = CA7A.)
BEWEIS: Zu zeigen sind die Relationen:
Sm=mPS®S):A®A— A, Sp=n:1—A,
(S®@S)A=APS:A— A2 A, eS=e: A—1T.

Wir “falten” geeignet diese Relationen, um sie zu beweisen:

e Sn = ist dquivalent zu n x Sy =n*xn. Dies folgt aus nx Sy = (1a xS)n=(ne)n=nlen) =n=nx*n.

e Duales Argument: €S xe = €(S % 14) = e¢(ne) = (en)e = € = € x €. Daraus folgt: €S = .

e Wir beweisen nun m % (Sm) =m* ( m°?(S® S) ) in A[A® A — A]. Der erste Term ist einfach:

mx (Sm) = (La * S)m = (ne)ym =m((ne) © (ne)) .

Fiir den zweiten betrachten wir zuerst das Diagramm an der Seite 65 innerhalb der Abbildung 1:
Wir schreiben in diesem Diagramm und des weiteren einfach 1 statt 14. Der “linke Rand” des Dia-
gramms hat als Verkniipfung
mmeom)(121)@((S®S)can) ra((1@1) @A) A1)
=m (m® (m°P(S®S))) Ag =mx(m°P(S®595)).
Der “rechte Rand” ist:
m(lom) 1leomeol)(le (1))l (A®l) (1®caa)eass(Ael)
=m(lem) 1o (1x5)®95) (1a CA,A)CLA,A,A(A ®1)
m(lem) 1o ((ne)@S) (1 CA,A)CLA,A,A(A ®1)
=m (1@ (m((ne) ®S)ca,a)) aaas(A®1)

=m (12m((ne1) (e@8S)caa)) aaaalAe1)
=m ( 1®(’LLA CA,[(S®6)) ) (J,A7A7A(A® 1)

=m (1@ ua(S@e€))) anaa(Ae1)
=m(1om((1len)(S®e€)) aaas(A®1)
=m(leom) (1@ (S@(ne))) aa,a,s(A@1)
=m(m®1) ((1®S)@ (e ) (A1)

=m ( (m(1l® S)A) @ (ne) )

=m ((1%5)@ (ne) )

|
—
—
=
D)
~—
@
—
=
D)
~—
~—

e Die Relation (S @ S)A = A°°PS: A — A® A folgt dual.
DEFINITION 4.4. Eine ACU-Tensor-Kategorie heifst symmetrisch, falls fiir alle Objekte A, B € A gilt:
cB,AcA,B = lagn .

Fiir unsere Zwecke kdnnen wir uns auf symmetrische Tensor—Kategorien beschrinken, um technischen Details
auszuweichen.

Sarz 4.5. Sei A eine symmetrische Tensor-Kategorie. Sei A = (A;e,n;m, A; S) eine Hopr-Algebra in A.
Dann sind dquivalent:

(i) S% =14,
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65

®1
aAA AA
(ARA)RA AR(ARA)
(191)®A 1@(1@1)l
QAAARA 1®ca,a
(ARA)R(ADA) AR(A®(A®A))
1®aa.A.4 W(@A
Ag
AQ((ARA)RA) A®((A®A)®I“1)®m{‘3®(A®A)
T23 1®(ca,a®1) 1®aa a4
AB((ARA)®A) AQ(AG(A®A))
10(1®ca, a) 10(A®1)
1®aa,4,4 /
QA AARA
(ARA)R(ADA) AR(A®(A®A))
1®1)®c
\ AA L ®(1®ea 1)
AN AADA 1®aa a4
(1®1)0((S®S)ca,a) (ARA)R(ARA) AR(A®(A®A)) AR((ARA)RA)
10(10(S8S)) 10((1©9)®5)
191)0(S®S) L
Kaa,a,4
(AQA)D(ADA) WY AR(A®(A®A)) AR((A®A)RA)
(191)®
\m 10(1@m) 1®(m®1)
mem (ARA)DA T AR(ARA) AD(ADA)
/ lem
m®1 1@m
ARA A®A
m m

ABBILDUNG 1. Handhabung von Assoziativitdts— und Kommutativitdts—Konstanten im Be-

weis des Satzes 4.3

(i)
(iii)

meP(la ® S)A = ne,
meP(S ® 14)A = ne.

Insbesondere gilt S* =14, falls A kommutativ (oder —dual- kokommutativ) ist.

BEWEIS: Aus Sm = m°P(S ® S) = m(S @ S)ca,a folgt Sm°? = m(S @ S)ca,a = m(S @ 5). Wir bemerken

zuerst die Gleichheit:

(50) S % (S?)

(i) =
mP (1, ® S)A

[(i7) =
Faltungsfaktor S.

= (5%)

4.3. Tensor—Kategorien mit (7,¢t)-Daten.

DEFINITION 4.6. Sei A eine additive Kategorie, versehen mit

o cinem additiven Verschiebungsfunktor T : A — A,

o ciner natirlichen Aquivalenz t :

tra = TtA;

o der Struktur einer ACU-Tensor-Kategorie.

S(Sx(S?)) =

idya — T, auf Objekten A € ObA: ta

S(S%14) =

=m(S®(S?)A =m(S®S)(1a®S)A =SSm(14 @ S)A
(17)] Ist S =14, so ergibt (50):

mP(1a @ S)A =5 (Sm°?(1a ® S)A) =
(i)] Ist m°P(14 @ S)A = ne, so ergibt (50): S x (S?) = Sne = ne = S x 14, und wir kiirzen den

Sne = ne .

O

: A — TA, mit der Figenschaft
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Wir verlangen des weiteren die Eristenz natirlicher Aquivalenzen j' und j”:

-1

@(1a xT) ]: Te=— ®(T x14) , oder auf Objekten A, B € ObA:

A@TB2" T(AeB) 2% TA0B ,

so dafs kommutiert:

(A® B)

T(A® TB) T(TA® B)

TA®TB

Zusitzlich verlangen wir die natirliche Kommutativitit fiir Objekte A, B,C € A der Diagramme:

aTA B.C @A TB.C aA.B.TC
(TA®B)®C ———5 TAQ(BRC) (AQTB)®C ——5 AQ(TBRC) (A®B)QTC ——= AQ(BOTC)
ij‘3®1cT J':LB®1CT T1A®j§3‘c T1A®]—%‘C
T(A®B)®C TAR(B®C) T(A®B)®C AQT(B®C) (A®B)® ART(B®C)
ij@B,cT ijq,s(gc ij@B,cT TJZ.B(gC JA®B CT sz.B®C
T((A®B)QC) — T(AR(B®C)) T(A®B)®C — T(AR(B®C)) T(A®B)OC ——> T(AB(BOO))
Taa B.C Taa B.C Taa B.C
und
T T
T(A®B)——=2 s T(Bo A)— =" -~ T(A® B)
TA®BT‘B®TAT‘TA®B

Dann nennen wir A eine Tensor—Kategorie mit (T,t)—Daten.
4.4. Die additive Kategorie H(A).

DEFINITION 4.7. Sei A eine Tensor-Kategorie mit (T,t)-Daten. Wir bezeichnen durch H(A) die additive
Kategorie mit folgenden Daten:

Objekte: Hopr-Algebra—Objekte A = (A;e,m;m, A;S), so daf die Multiplikation m kommutativ ist,
und die Komultiplikation A kokommutativ.
Morphismen: Hopr-Algebra—Morphismen.
Gruppstruktur auf Hom(A;, A,) fiir A;, Ay € ObH(A): Die Faltung: Diese Operation ist kommu-
tativ, da fir f,g € Hom(Ay, As) gilt:
frg=m(feg)A= mopcA2,A2(f @ g)cz‘h,AlAwp =m(g @ f)A“P =m(g®@ f)A=gx* f.
Die Einheit in (Hom(Ay, As),*) ist noe€;.
Das Inverse zu f ist Sof = fS1, da gilt: f* (Saf) = (1a, * S2)f = neeaf = noey.
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Direkte Summe und Produkt: Fir A, As € H(A) definieren wir Morphismen iy, i2; p1, pe wie folgt:

Ay
uAl ) .
= (1A1 ® 772)'“,41
| in| Ag @1 iy = (171 ® 14, )’U/Z2
2 La, ®n2 p1 =ua,(la, @e)
14, ®e P2 =ua,(e1®14,)
AZHI®A2WA1®A2H—A1®I%A1 plil :]‘Al
A y —_
. €e1®1a, \/ p27i1 = n2€1
bt pii2 = M1€2
I® Ay |pr P2tz =1y,
(i1p1) * (12p2) = la,@a,
LA,

Az

Die Gleichheit (i1p1) * (i2p2) = 1a, g4, folgt aus:
(i1p1) * (i2p2) = (14, @ (n2€2)) * ((Mme1) @ 1a,)
= (m1 @ ma)723((La, ® (M2€2)) @ ((M€1) @ 14,))
= (m1(1a, ® (me€1))A1) @ (ma((n2€2) @ 1a,)A2)
= (1A1 * (77161)) ® ((77262) * 1A2) = 1A1 ® 1A2 = 1A1®A2'
Ein formales Bild dazu:

A ® A»

>/ \> >A1®m
(A ® A1) © (4y © Ay)

X e

(Al ® AQ) ® (Al ® AQ)

ll‘” ln ln l1A2>(1A1@(m))@((m)@uz)

(Al [ Az) ® (Al ® AZ)

X e

(4 ® A1) ® (A2 ® Ay)

N e e

A ® As
Der Verschiebungsfunktor T auf A induziert einen Verschiebungsfunktor T auf H(.A):
Fir A = (4;¢,m;m, A; S) € H(A) definieren wir die Morphismen aus TA = (T A;€',n';m', A"; S") € H(A) durch
die Verkniipfungen:

—1
! ta

€ TA—+A—">7T

w: I—1sa—s74

m' TA®TA—%>T2(A®A) T oy o TA
A TAHT(A@A) T2(A® A)—>TA®TA
s TAL5- 74

Die Axiome fiir T A folgen von den korrespondierenden Axiomen fiir A.

4.5. Der Funktor J : K(A) — H(K(A)). Sei A eine Tensor—Kategorie. Dann ist auch die Homotopie-
Kategorie eine Tensor—Kategorie. Sie hat einen natiirlichen Verschiebungsfunktor 7.
Sei I der im Grad Null getragene Komplex mit Null-Eintrag gleich zu I.
Wir betrachten den nicht—additiven Funktor:
J: K(A) = H(K(A)) ,
gegeben durch JA := (I ® A;e,m;m, A; S) fiir A € K(A), wobei die Daten in JA wie folgt definiert sind:
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e: JA=1® A — I ist die kanonische Projektion. Arbeiten wir mit Reprasentanten (\,z) € I ® A in einer
Kategorie von Moduln (iber einem Ring k, so gilt e(\,z) = A fiir A\ € k, x € A. Wir schreiben 1 fiir die Einheit in
k.
en:I —I®dA=JA st die kanonische Inklusion. Formal n()) := (A,0).
em:JARJA =(I0A)o[dA)=2I] @ I0A & Al ©® AA—-I]l @ IoA & Axl

~“TOAPA—-TDA=JA
Dabei ist die Abbildung I ® A® A — I & A formal durch (A, z,y) — (A, x +y) gegeben. Formal (\,z) - (u,y) =
(A, Ay + zp).
AN JA=TGA—-TPAGAZIRI] & IRA & ARI—-I®] & I®A & A®RI ARA
~TpAe(laAd)=JA0JA
Dabei ist die Abbildung I & A — I & A & A formal gegeben durch (A, z) — (A, z,z). Es folgt formal: A(A,0) =
A@1=132X A0,z)=1@zdr®1.
e S:JA — JAist die Identitdt auf I und minus Identitat auf A: Formal: S(\, x) := (A, —x).
Man kann leicht feststellen, daB JA ein HoPF—Objekt ist. Es gilt zum Beispiel formal:
(S xid)(\,z) =m(S @id)A(\, z) = m(S @id)((A,0) ® (1,0) + (0,z) ®(1,0) + (1,0) ® (0,z))
—m( S(0,0)©(1,0) + S(0,2)®(1,0) + S(1,0)® (0,2) )
m( (L0 (10) + (0,-1)© (1,0) + (1,0)6 (. 2) )
= (A,0) + (0, =z) + (0,z) = (A, 0) = ne(A, ).

5. Der Funktor ZK.(P-) im Rahmen von geometrischen und absoluten Kohomologie—Theorien

Sei V die Kategorie der glatten, projektiven Schemata vom endlichen Typ iiber einem Korper F.

Fiir ein Objekt X in V sei Px die Kategorie der lokalfreien Garben (i.e. der Vektorbiindel) tiber X. Wir bezeichnen
durch P_ den kontravarianten Funktor X — Px. So ist ZK.(P-) der Funktor, welcher objektweise zuordnet:
X — ZK.(Px).

Wir haben folgende Funktoren bereits eingefiihrt:

7.[GPx]; Z.KG+Px]™, Z.[erwkG-Px]|"e; ZK "I (Px), ZK (Px).

Diese Funktoren tragen eine kanonische Struktur einer Koalgebra iiber Z. Tensorieren wir diese Komplexe mit QQ,
so schreiben wir Q statt Z in ihrer Notation. Wir kdnnen nun in weiter Analogie zum Diagramm (39) folgendes
kommutative Diagramm mit einem dieser Funktoren bilden:

( (Z-mod)" (Z-mod)™

_®”Ql l-@J@
(@-mod)" ; A ) o o) (Q-mod)"

od) ; A) ist die Kategorie der Koalgebra—Objekte in der Kategorie der Komplexe von Z—Moduln.
) ; A) ist die Kategorie der Koalgebra—Objekte in der Kategorie der N—graduierten Z-Moduln.

( ((@—m_od) ; A ) ist die Kategorie der Koalgebra—Objekte in der Kategorie der N-graduierten Q-Moduln.

G, ist die (einzige) Bialgebra (k[T];€,m;m,A;S) iiber dem Ring k = Z,Q , so daB (k[T],n,m) das iibliche

Polynomialring in der Unbekannten T ist, und zusétzlich auf dem Erzeugenden T gilt: A(T) =10 T+ T @1,

S(T)=-T.

Der rechte Rand des obigen Diagramms berechnet die ganze bzw. rationale K-Theorie.

Die Funktoren H.( - ) und H.( - )g vom linken Rand bezeichnen wir als ganze bzw. rationale H—Theorie.

Kommentar: Die Kategorie der Koalgebra—Objekte ist keine triangulierte Kategorie. Aus diesem Grund ist die obige

Analogie an einer wichtigen Stelle nicht zufriededenstellend. Man kann die Koalgebra—Struktur als Wertebereich

von Funktoren aus V bis auf die Struktur einer Bialgebra erweitern: Die Bar—Konstruktion ist eine Moglichkeit

dafiir. Es gibt jedoch Obstruktionen fiir die Einfiihrung eines Antipodes in solchen Bar—Konstruktionen, und wir
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kénnen nicht die triangulierte Kategorie der HoPF—Algebra—Objekte als einen solchen Wertebereich schreiben.
Frage: Welche Unterobjekte oder Quotienten der Bar—Konstruktion ermdglichen die Einfilihrung eines Antipodes?!

5.1. Die Bar—Konstruktion als Bialgebra—Objekt. Wir benutzen des weiteren die Notationen aus
dem Abschnitt “Die Bar—Konstruktion” an der Seite 15.

SaTz 5.1. Die Bar-Konstruktion (B.(R);e,n; W, A) ist ein Bialgebra—Objekt in der Kategorie der Komplexe
von k—Moduln.

\
BEWEIS: Wir bezeichnen das Bar—Symbol [z1]|. .. |x;—1|TiTit1|Tit2] - . - |za] auch durch [z1] ... |2xi|zit1] - - - |24,
v
wobei das Cech—Symbol iiber einem Trennungsstrich sein Entfallen bedeutet. Analog setzen wir [z1|z2]|.. . |z,] :=
v
[z2] ... |zs) und [21] ... |@n—12y] == [21] . . . |T0-1]-

1. Vertrdglichkeit von ¢, 7, LI, A mit dem Differential d: Die Abbildungen € und 7 sind vertraglich mit d. Fiir
die Komultiplikation A gilt fiir £ = [z1] ... |z,] € BL(R):

d9?AE = dP? Alry]. .. |2,]
=d? Y (o] 1] © [wpia] - |zn]

0<p<n

S (A ol vl Jan] @ wpal o)

0<i<
(51) = > = 1- v
0Zozn | FELP DS (HD) [21] - zp] @ [zpaal o feprica [Tl - 2]
0<i<(n—p)
Adg =AD" (=1 Jailzg] 2]
0<j<n
(52) _ Z (_1)j Z [x1|...|xj|x]—+1|...|xp] ® [xp+1|...|xn\1 fiir 7 < p oder
ol ol wrlolapl © lapal o laglegal.dea)  firg > p
PFJ
Im Ausdruck (51) liefern die obere Summe fiir ¢ = p und die untere Summe fiir ¢ = 0 die Terme:
(=1)P[z1] ... |Tp=1] @ [Tp41]- - -|zs] und respektive
(~1Pfr] .- Jay] © [apsal .- Jaa]

Diese verschwinden nach Summation nach p, und es folgt die Gleichheit der Ausdriicke (51) und (52).

Fiir die Multiplikation LUl untersuchen wir zuerst die analoge Eigenschaft von w.

Fir & = [#1]...|zn] € Bu(R), 7 = [y1]|-.-|ym] € Bm(R) mit der Eigenschaft, daB jedes x; mit jedem y;
kommutiert, gilt nach Einfiihrung der Notation

C=8&n =[] |ealyr] .- Jym] = [21] - [2ntm] € Baym(R):

dgun)=d > (-1l ¢

o€S(n,m)

(53) = 2 > COFIED ol lzom Zotn] - otim]

c€S(n,m) 0<7.<n-|—m

Befinden sich fiir ein festes o € S(n,m) unter {2,(;), Zo(i+1)} Sowohl z— als auch y—Bar-Faktoren, i.e. o(i) <n <
o(i+1) oder (i) >n > o(i + 1) , so ist auch (i,i + 1)o € S(n,m), und die Summanden aus (53) zu ¢ und
(1,7 4+ 1)o kiirzen sich wegen der geforderten Kommutativitdt zwischen jedem x und jedem y;.

Wir betrachten nun nur sonstige o € S(n,m) und beliebige i. Seien T}, := {1,...,n}, T}, := {1,...,m}, und
wir identifizieren T} U T% mit {1,...,n + m} durch die monotonen bijektiven Abbildungen 7, = {1,...,n} C
{1,...;,n+m}, T,y :={1,....om}={n+1,....n+m} C{1,...,n + m}.

Soist ¢ € S(n,m) =: S(T},T,,) und wir definiert die Permutation ¢* eindeutig durch das kommutative Dia-
gramm:

ToUTy <~ iU (T, UT,) \ i)
o l(i—»a(i))l_la""
T, U, ~————o(i) U(Ty UTy) \ 0(i))
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Insbesondere ist das Signum der Permutation o¥* gleich (—1)* () (—1)l°l. Es gilt also:

(D =D oyl 2oty | Zo1) |+ LZo(nem)] = (D7 (=17 @i [21] - [2ngm])T
——
To(i) T+l
oder oder
Yo(i)=n  Yg(i)41—m

Die Permutation ¢! ist auch eine Shuffle~Permutation in S(T), \ i,T,,) oder S(T,, Ty, \ i). Die letzte Gleichheit
erlaubt die Umformung von (53), so daB anschlieBend

d(§wn) = (d§)wn + (=1)"§w(dn)
folgt. Insbesondere:

d(&WLn) = d(I'§wI*n) = (dI'§)wl*n + (=1)"I'6w(dI*n) = I' (dE)wI*n + (—1)" 1" EwI? (dn)
= (d§)Wn + (=1)"EW(dn) .

2. (B.(R);¢, L) ist ein Algebra—Objekt. Seien £ € B,,(R), n € By(R), ¢ € Bx(R) Basiselemente. Es gilt:

Cupuw¢ = > (=Dl Enwe=" > (=Dl=D)I" (gn)7¢)

c€S(n,m) oceS(n,m)

TES(n+m,k)
= Y, (pleEmlggorietia) = Y (0 (eng)
c€S(n,m) v:=7(olidy)
TES(n+m,k) eS(n,m,k)

Der Ausdruck w(nw() kann analog zum letzten symmentrischen Ergebnis gebracht werden. Es folgt auch ({LLn)LLU¢ =
LU (nLUC).

Auch gilt € = éw]] = €[] = [Jw€ = L.

3. (B.(R);n,A) ist ein Koalgebra—Objekt. Sei £ € B,(R) ein Basiselement. Es gilt:

10A)AL=(10A) Y o0&
£162=¢

= ) 4oAs

£162=¢

= Z Z &1 @ (&1 @ &22)

£1€2=€ €21822=E2

= Z 60 (&LOE). Analog folgt:
zi1€283=¢
(A®1)AL = Z (LLie&)eé .
zi1€2€3=¢
Auch gilt:
(logAé=(1ce Y Go&L=(19¢ Y o&L=(10¢Eo)=(al =¢.
§1€2=¢ §162=¢
§2=]]

4. Vertraglichkeit zwischen der Algebra— und der Koalgebra—Struktur.
Wir zeigen nur Aw = (w ® w)7o3(A @ A). Die anderen Axiome folgen direkt aus Definitionen. Seien ¢ € B, (R),
n € B, (R). Wir bezeichnen erneut durch T,,, T,, die Indexmengen zu den Bar—Faktoren aus £ resp. 7. Es gilt:

AwEon=A > (=1l
c€S(Tn,Tm)
(54) = Z (—1)l°l (Erste p Bar—Faktoren in (£1)7) @ (Letzte (n — p) Bar—Faktoren )

c€S(Ty,Tm)
0<p<n+m
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Fiir feste o, p definieren wir:

T ={ieT, : o(i) <p} T :={i€T, : o(i)>p}
Ty :={i €T, : o(i) <p} T ={i €Ty, : o(i) >p}
p bestimmt diese disjunkten Zerlegungen T, = 13,1 UT,2, Ty = 11 UT 2, und umgekehrt bestimmen zwei solche

Zerlegungen p als Kardinalitdt von T,; U T},1. Wir kdnnen anschlieBend fiir o eindeutig Shuffle-Permutationen
01 € S(Th1,Tm1) und o2 € S(Tyh2,Thn2) zuordnen, so daB o die Verkniipfung ist:

Tn u Tm E— (Tnl u Tn?) u (Tml u Tm?) — (Tnl u Tml) u (Tn2 u Tm?) Lugz’ (Tnl u Tml) U (Tn2 U Tm?)
Insbesondere ist (—1)71 = (=1)Tn2llTmal(_1)lorbea] — (1) Te2llTmal(—1)lol(—1)lo2] Wir schreiben ¢ = £,
n =mn2, so daB & aus |T,;| Bar-Faktoren und n; aus |T.,;| Bar-Faktoren bestehen. Wir kénnen die Rechnung
nach (54) fortsetzen:

Z Z (=Dl (Gm)™ ® (&me)”

oeS(n,m) 75]1%25%
172=

= > Yyl TelTnd () @ (Gne) 7

€162=¢  01€S(Tn1,Tom1)
MN2=N 5,€8(Tha,Tinz)

= (w ® w) Z (—D)TellTml (g @) @ (& @ )

§162=¢
nin2=mn

= (Wouwns Y (4©&)@(mon)

£162=¢
ninz=mn

= (Lu ® LIJ)T23(A®A) (6@7]) .

SATZ 5.2. S ist ein Antimorphismus auf (B.(R);e,n; LU, A).

BEWEIS: Vertraglichkeit von S und d:

= ()5 d 7" e
n(n—1) n—i— _ Y _
=(-1)"> Z (-1) ! [xn1|"'|xi~|»11|xi1|"'|x1 g
0<i<n
n(n—1) (n—1)(n—2) n—i— M
S (DM L) ST (Cor S [l fwideal - ol
0<i<n

S Y (U [m] el )]
0<i<n

<z
Sde¢
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Aus der Definition folgt S]] =[], also Sp =17, €S = .

SCleal - Jon] wlyi] - Jym] )
=5 Y (=0 el )

ceS(n,m)
= Y O )T (e ] nt))"™ L wobei ko=
= THecle e yntlT) L wobei k= n 4+ m,
oceS(n,m)
k(k—1) _ _ _ 11 inv o inv
= > O EnTE (e el T™)
oceS(n,m)
k(k—1

= Y O DT oty e

T:=inv o inv

€S(m,n)
e BN o AT ol PO

(-1
k(k—1) m(m—1) n(n—1)

-1
(=D = (=) = (=) = (Sl lym]) w (Sl |2za])
(=™ (Sl lym]) w (S[z1].. . |2a]) -

k(k—1)

So ist S ein Algebra—Antimorphismus.

AS [z1] ... |zn]
= A (D)7 ey
n(n—1) B B B -~
=077 Y et ey
0<p<n
n(n—1) p(p—1) a(g—1) .
=(=1)" = Z (=1) = (=1) = S[zpt1]...|zn] @ S[z1]...|z0n] , wobeig:=n—p,
0<p<n
= Z (=1)PT (S®S) [Tpt1] - |xn] @ [21] ... |T0]
0<p<n
= > (5@8) s [w]. e @ [wppa] - ]
0<p<n

(S@S) T12 A [$1| |1'|£L'n] .

So ist S ein Koalgebra—Antimorphismus. O

5.2. Der Milnor—Anteil in der Bar—Konstruktion als Hopf—Algebra Objekt in der derivierten
Kategorie von Z—Moduln. Sei T'(F') die kommutative Untegruppe der Diagonalmatrizen aus der unendlichen
generellen linearen Gruppe GL(F) zum Kérper F. Wir bezeichenen den Anteil B.(T'(F'))™, multiplikativ erzeugt
innerhalb der Bar-Konstruktion B.(T(F)) zu T'(F') von Symbolen [z] im Grad Eins und von Symbolen der Form
[z|z71] im Grad 2, als MILNOR-Anteil in der Bar—-Konstruktion B.(GL(F)) zu GL(F).

SATZ 5.3. Der MILNOR-Anteil der Bar-Konstruktion (B.(T(F))M;e,n;w,A;S) zur kommutativen Gruppe
T(F) ist ein Hopr—Algebra Objekt in der derivierten Kategorie von Z-Moduln.

BEWEIS: Wir haben bereits gesehen, dal S ein Antimorphismus ist. Die Shuffle-Multiplikation ist kommutativ.
Ausgehend von diesen Tatsachen, zeigen wir durch ein Standard—Argument, daB gilt:

(S*D)w=w(S*x1)@(S*1), oder auf Reprasentanten:
(S*1) (fwn) =(S*x1)¢ w (S*1)n, fiir &, € B.(T(F))™ .

Wir unterdriicken weiter partiell die Rolle der Assoziativitdit— und Kommutativitdt—Konstanten, indem wir a bzw.
7 fiir die “natiirlichen” Kandidaten schreiben, und unterstiitzen die folgende Berechnung durch die zusatzlichen
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A ® A
A A

(A® A @ (Ao A
| N |
(A® A @ (Ao A

) >

uJ;L1 jluj >LIJ®LIJ
D
P

@

sy V1

A ® A
A A >A®A
(A2 A @ (A @ A
\ X | >T23
(A2 A @ (A @ A
N BN
(A2 A @ (A @ A
Sy vs o1y 121 >(S®S)®(1®1)
(A2 A @ (A @ A
wy yuw >LIJ®UJ
A ® A
wy >LIJ

ABBILDUNG 3

Diagramme aus den Abbildungen 2, 3, 4, 5, 6:
(S*l)w=w(S®1) Aw

wow) (S®S)@(1e1)) mems (A A)

@) (1ow)el) (Se(S®1)®1) r273 (AR A)
o) (Sx)es)el) (1eA)

wrz @ 1) 7 ((S*x1)@S)@1) (1 A)

UJ7'12®1)T12 (((5*1)@)5 ®1) (1eA)
wel)(S*x)esSel) (1

ow) (Sx)e(Se1) (1e
S 1)® (w(S ©1)A))
(Sx1)@(Sx*1)).

A~ N —

) (
A)
A)

—~ =

= @ (
3 (

wie in der Abbildung 2,

da S Antimorphismus ist,
wie in der Abbildung 3,
wie in der Abbildung 4,
wie in der Abbildung 5,

da w = wry,, Abbildung 6,

Diese Berechnung erlaubt die Reduktion auf multiplikative Erzeugende. Es gilt im Grad 0

S+ [[=wSeDA=wSol)Je]=wlo]=1[=mn]
Fiir ein erzeugendes Bar-Symbol [z] im Grad 1 gilt:

(S*1) o] =w(S© DA o] =w(Se1) (zle [+ 2]) =w (@7 e[+ [0 [2]) = 2] + 27" = dH[z],

wobei Hl[z] := [z]|z™!].
Fiir ein erzeugendes Bar-Symbol [z|z~!] im Grad 2 gilt:

(S*1) el =w@ @A [z =w(Sel) (2l e[+ ke ]+ ™)) =w (-[zlz o [+

[t @[z + [ @[z]z™t]) = 0. Wir setzen formal H[z|z 1] := 0.
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ABBILDUNG 5

®
w
A

ABBILDUNG 6

Seien nun &, ... &, Erzeugende der Form [z] oder [z|z~']. Es gilt dann
(1) (Erw .- wEn) = ((SA1)E) w ... w (S¥1)E) = (AHE) w ... w (AHE) = d( (HE w(dHE)w

. w(dHE,) ).

Analoge Rechnungen konnen fiir 1 % S statt S % 1 durchgefiihrt werden. Wir sehen, daB S % 1, 1 xS gleiche

Abblidungen wie ne in Homologie induzieren.

O



KAPITEL 5

Symbole

1. Konstruktion von Elementen aus 7r.||KG,J‘C||J‘

1.1. Konstruktion von s(§). Wir legen eine exakte Kategorie C fest.
Sei T :=Tj x - -- x T}, das kartesische Produkt der Z—Intervalle T := [my,n1], ..., Tk := [mg, ni]. (K > 1 ganz.)
Wir bezeichnen m := (my,...,my), n:= (ny,...,nt) € Z*. Soist T das Intervall [m,n] in Z*.
Fiir jedes I € T sei &; ein Element vom Grad k in der kubischen G—Konstruktion: £ € KGi-C. Wir verlangen von
der Familie £ := (£;)er folgende Eigenschaften:

Verklebe—Eigenschaft: Sei e; der j—te kanonische Basisvektor von Z¥, wobei 1 < j < k. Wir benutzen des

weiteren auch die Addition + aus Z*. Die Verklebe-Eigenschaft lautet:
Fiir alle I € T', so daB auch I +e; in T liegt gilt:

B7E11e; = Oj¢r

Rander—Ausartungen: Es gelten:
8?51 ist ausgeartet, falls die j—te Komponente von I gleich m; ist,
8]1-51 ist ausgeartet, falls die j—te Komponente von I gleich n; ist.

Seie:=(1,1,...,1) € Z* C R*. Wir betrachten die Verkniipfung von Abbildungen, welche wir als s(¢) bezeichnen:
O = [0,1]° = [my, ny + e X [m2,n2 + g X -+ X [my, ny + g = [m,n + e]pr

L] [ T+ele |/~ ] o)/~ | ] (& xoe |/~

m<I<n m<I<n m<I<n

— ||kGEC||* .

1
14

Dabei ist die erste Erscheinung von ~ die Aquivalenzrelation, welche in der disjunkten Vereinigung aller R*—
Intervalle der Form [I,I + e] diejenigen Punkte von [I,I + €] und [I + e;,I + e; + €] identifiziert, welche in
R* gleich sind. Die weiteren Erscheinungen von ~ meinen die (gleich bezeichnete) natiirliche Ubertragung dieser
Aquivalenzrelation bzgl. der kanonischen Isomorphismen: [I, + €] = O, = {&;} x O.

Die Verklebe—Eigenschaft erlaubt in der obigen Verkettung die letzte Abbildung nach ||[KG1C||* zu schreiben: Die
Relation ~ geht in die Relation = der kubischen Realisierung iiber.

Die zweite Eigenschaft ( - Rinder-Ausartungen - ) bedeutet, daB der Rand von O in R* durch s(¢) auf einen
Punkt in ||[KG1C||* abgebildet wird.

Wir kénnen also s(€) als Element in der Homotopie-Gruppe 7 ( ||[KG1C||* ) ansehen. Diese ist eine Konstruktion
von K-theoretischen Elementen, wie des weiteren erklart:

1.2. K—theoretische Deutung.

1.2.1. Die H-Raum~-Struktur der KG*-Konstruktion. Die KGT—Konstruktion ist natiirlich versehen mit der
Struktur eines H-Raumes, welche von der direkten Summe @& stammt. Wir skizzieren ihre Einfiihrung:
Seien &' = (&, & ;') und &' = (&, &";n") kubische Elemente von Graden n' resp. n’'. Wir definieren eine
Addition + fiir zwei Elemente aus {£'} x O, und resp. {£”} x O,. Durch Konstruktion landet diese Addition in
{£} x O, wobei n:=n' +n" und & := £’ wird des weiteren niher beschrieben:
Die direkte Summe steht des weiteren fiir das einzige erwdhlte Objekt, welches eine direkte Summe ist. Seien
I < J € n. Wir schreiben I, J kanonisch in die Form (I’,1"),(J', J"") durch den Isomorphismus n = n' x n" und
definieren auf n. = {0,1}" C {0,1,2}™ -

€x(1) := &L (INEL(IT")
eI = J) =& ("= J) e i(I" — J")
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Seien nun I < J € {0,1,2}™ mit analogen Zerlegungen I = (I',I"), J = (J',J") wie oben. Wir definieren
zusatzlich zu den obigen Vereinbarungen:

£x(I):=0 falls I' ¢ {0,1}" und I" & {0,1}""

Ex(I) ==& (I") falls I' ¢ {0,1}" und I" C {0,1}""

Ex(I) := 4. (I") falls I' C {0,1}" und I" ¢ {0,1}""
(I —J):=0 falls I'(,.J') € {0,1}" und I"(,J") ¢ {0,1}""
(I = J) =6 = T falls I'(, J') ¢ {0,1}" und (I",)J" C {0,1}"
Ex(I— J):=6(I" = J")  falls (I',)J" € {0,1}" und I"(, J") ¢ {0,1}"" .

Die natiirlichen Aquivalenzen 7/, 7" induzieren eine natiirliche Aquivalenz 7, so daB wir ein Element & := (£4,6_;7)
vom Grad n in der KG*—Konstruktion bekommen. Wir verwenden dafiir auch die Bezeichnung & = ¢'&¢". Es gilt
dann die Gleichheit fiir drei beliebige Elemente &1, &y, &5 in der KGH—Konstruktion:

§5(LDE) = (§196)DE -
1.2.2. K-theoretische Deutung. Es gilt:
7.(|[KGHC||) ® Q = Prim H.(|[KGC||,Q) = Prim H.(|6.C|,Q) ,
wobei die primitiven Elemente bzgl. der bereits diskutierten Komultiplikationen genommen werden. An Stelle von
|G.C| kénnen wir im affinen Fall die BGL*—Konstruktion wihlen, falls die Kategorie C' die Kategorie der projektiven

oder freien Moduln iiber einem Ring R ist. (Die Reduktion auf den affinen Fall ist keine Einschrankung im Lichte
des JOUANOLOU—-Tricks.)

2. Symmetrische Symbole
2.1. Einfiihrung der symmetrischen Symbole.

DEFINITION 2.1. Sei C eine exakte Kategorie. Ein symmetrisches Symbol (oder symmetrisches Element)
vom Grad k ist ein Element in KGi-C, welches invariant unter der kanonischen Operation von der symme-
trischen Gruppe Sy ist, die von der natirlichen Operation von Sy auf den kartesischen Produktfaktoren von
{0,1,2}* induziert wird.

Fiir unsere Zweke ist es bequem, mit symmetrischen Symbolen zu arbeiten, welche erwdhlte Quotientendaten
besitzen, so daB wir nur die Information entsprechend zu {0,1}* C {0,1,2}"* in Notation erwdhnen. Explizit: Sei
e KG,CLC symmetrisch. Das Ketten—Paar von Monomorphismen in C

€(00...0) — £(00...01) — £(00...011) — ...... — £(01...11) = £(11...11)
sei einfacher bezeichnet mit
AO 1 Al T2 A2 xr3 zkilAkil Tl Ak :

wobei 4; = (A;“,A;), ;= (x;“,x;) Paare von Objekten resp. Monomorphismen sind. (0 < j < k.)

NOTATION 2.2. Wir schreiben fiir ein solches Element & wie oben alternativ:

<x1,x2,x3,. .. ,xk_l,xk) .
BEISPIEL 2.3. Sei C die Kategorie der projektiven Moduln tiber einem Ring R. Wir setzen A;r = RN fiir ein
natirliches N > 1 und A; =0 fir alle 0 < j <k. So sind r; =0 und xj € GLy(R).
DEFINITION 2.4. Der Komplex ZK¥™™(C) ist der Unterkomplex von ZX.(C)™*, erzeugt von symmetrischen
Elementen.
Wir arbeiten also in ZK™™(C) modulo ausgearteten Elementen, wobei alle symmetrischen, ausgearteten Elemente
total degeneriert sind.

SATZ 2.5. Sei (w1,T2,...,Tr_1,Tk) ein symmetrisches Symbol vom Grad k. Dann gilt in ZKY"™(C):

(x2,. ., Tk—1,%k) — (X1, 22,...,xp—1)  fir k ungerade,

d{xy, T2, ..., Tp_1,Tp) =
(@1, 22 k-1, T) {0 fir k gerade.
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2.2. Untersuchung in geraden Graden.
SATZ 2.6. Hop( ZKY™™(C) ) = 0 fiir ganzzahlige streng positive k.
BEWEIS: Dies folgt aus der Gleichheit

($17$27 . -7x2k717x2k> = <$17$27 ce 7$2k717$21@> - <17$17 ce 7$2k727$21@71>

+ (1, 21,...,%26-2,T2k—1) — (1, 1,21, ..., T2k—3, T2k—2)

+ (1,1, 1w = (1,1,...,1,1)

= d(l,xl,xg,...,xgk_l,xgk) +d<1,1,l‘1,$2,...,l‘gk_g,xgk_1> + - +d<1,1,...,1,${}1> .

Dabei steht 1 fiir die Identitdt des Definitionsbereiches von z;. O

2.3. Untersuchung in ungeraden Graden. Wir geben zwei Beispiele von Zykeln in ungeraden Graden,
welche eine Variation auf dem gleichen Thema sind.

2.3.1. Zyklische Gleise. Sei k ungerade, und Ag, Ay, ..., A seien L beliebige isomorphe Objekte der exakten
Kategorie C. Die Indizes 0,1, ..., L werden als Elemente in Z /(L + 1)Z betrachtet. Seien des weiteren Isomorphis-
men gegeben: x1 : Ay — Ay, w2 1 Ay — Ao, ..., xp A1 — Ap und zp : A — Ap. Im Bild entsteht ein
kreisformiges “Gleis” ~:

_ TALkE\ALl ‘ W
v = Ap
KAlTAQ ' J

“Ein Zug der Lange k verkehrt nun auf diesem Kreis": Wir bilden die formale Summe Z(v):

L

(55) Z(y) =Y (@41, T -

J=0

SATZ 2.7. Die formale Summe Z(v) aus (55) ist ein Zykel.

BEISPIEL 2.8. Im Falle L = 0 erhalten wir ein Bild:
-
und es gilt Z(v) = {x,x,...,x). Fir L =1 erhalten wir ein Bild

v = Ao

Y
VRN
Al 9
N A

und in diesem Fall gilt Z(y) = (z,y,2,9,...,z) — (y,z,y,,...,y). Auch sind fir k =3 und fir a,b,c,d,. ..
Automorphismen eines Objektes A folgende formale Kombinationen:

(a,b,¢) + (b,c,a) + (c,a,b) ,

(a,b,c,d) + (b,c,d,a) + {c,d,a,by + (d,a,b,c) , w.s.w. ...

symm,

Zykel und reprisentieren Klassen in Hs( ZK7Y™™(C) ).
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BEISPIEL 2.9. Wir betrachten nun zwei “zyklische Gleise” ¥in und vout, welche einen gemeinsamen Teil haben:

Yin
zr
o P
1 Tr—1 ',I:M—k+1 TM—1
Ap Ap_y Arv—i Ap—a

=i

’Yaut

(Wir haben in diesem Bild nicht mehr jeden Morphismus explizit vermerkt. Stattdessen haben wir z.B. zwi-
schen Ag und Ak_1 eine einzige kontinuierliche Linie gezogem, die Morphismen x1 : Ag — A1, 2 : A1 —
Ao, oo X1 Ap—o — Ag—1 haben wir in ihrer Reihenfolge uberhalb dieser Linie vermerkt. Keine Pfeile
wurden explizit skizziert.)

In diesem Bild sind

Ty - AO — A1 Lh—1 - Ak_g — Ak—l ,

Y Ap—1 — By, Ye+1 : By — By YM—k : By—p—1 — Ap—i

2t Ag—1 = Ch Ziy1 2 Cr — Crq Zv—k Cv—p—1 = Am—i
M-kl AM—k — AM—kt1 xr A1 — Ar und xo A — Ay

alle Isomorphismen in C.

YVin besteht zyklisch aus x1,...,T—1yYky -y YM—ky EM—kfls- - s EM—1, LMy« -y TLy L0y Ty -
Yin besteht zyklisch aus T1,...,Tk—1,2ky -y ZM—ky M —ktly ey EM—-1,TMy---sTL,y Loy LTLyev- -
Die Differenz Z(vin) — Z(Yout) it

(T1, .o, yk) (T2 TR, Yk Y1) F o (UM —k T k1 T 1)
—<$17~-~7$k7172k> - ($2,-~-,$k71,2k,2k+1> - = (ZMfkafolH»la'-'vafl) .

2.3.2. Zweigleisige Zykel. Wir bemerken, daB die letzte Differenz Z(v;,) — Z(7out) auch unter der schwiche-
ren Annahme geschrieben werden kann, daB die involvierten Isomorphismen nur Monomorphismen sind. Zu einem
Diagramm der Form:

Yy
Y1 Yk—1 YM —k+1 YMm—1
Ap Ap1 Ap i An
z1 k-1 ZM—k+1 ZM 1
Mk
V=
welches die Monomorphismen y1 = 21, ..., Y1 = Zk—1, Yk+ Zks -« » YM—ks ZM—ks YM—kt1l = ZM—ktl, -« - »

Ym—1 = zp—1 beinhaltet (k < M — k), ordnen wir die formale Kombination zu:

Wiy U1 Uk) + (Y25 Y1 Yk Y1) + - F YM—ks YM—kot 15+ Y —1)

=21, 215 26) — (220 s Zhm1, 2k Zk1) — 0 — (BM—ky EM k1, ZM-1) -
SATz 2.10. Die obige Kombination ist ein Zykel in ZK™Y™™(C).
O

BEMERKUNG 2.11. Jeder Zykel der obigen Form kann als lineare Kombination von Zykeln gleicher Form der
minimalen Linge M = 2k, welche je 2(k—1)+1 y— bzw. z—Monomorphismen beinhalten, geschrieben werden.
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3. Primitivitét
BEMERKUNG 3.1. In der Dimension 3 ist jedes Element der Form (a,b,c) aus ZK3"™"(C) primitiv in der
Homologie.

Dies liegt daran, daB die Differenz zwischen A{a,b,c) und () @ (a,b,c) + (a,b,c) @ () eine lineare Kombination
der Terme (a) ® (b, ¢) und {a, b) @ (c) ist. Fiir den ersten Term ist d(a) = 0, und wir kdnnen schreiben (b, c) = d¢,
fiir eine geeignetes Element £ vom Grad 3. Es folgt
(a) @ (b,c) = (a) @ d§ = —d((a) @ &) .
Analog kann auch der zweite Term behandelt werden.
In hoheren ungeraden Graden ist eine genauere Untersuchung notwendig: Fiir ein symmetrisches Symbol 5.ten
Grades £ := (x1, X2, x3, T4, T5) gilt:
A<$1,$2,$3,$4> <> (xl,x2,x3,x4,x5)—|—<x1,x2,x3,x4,x5)®(>
+< > (CEQ,CE37$4,$5>+<$1,$2,$3,CE4>®<$5>

+ 2(z1, 22) @ (w3, 24, 05) + 2(x1, T2, 23) @ (T4, 25) .

Der Koeffizient 2 hat die Bedeutung 2 = > (=1)"l = > (=1)Il. Fiir die Primitivitat von & in der
c€5(2,3) o€5(3,2)

Homologie bemerken wir, daB die Gleichheit A = () @ ¢+ £ @ () [ mod Bild d ] genau dann gilt, wenn 2(z1, z2) ®

(x3,24,25) + 2(x1, 22, x3) @ (x4,x5) ein Rand ist.

SATZ 3.2. Sei x ein Automorphismus in der Kategorie C, und sei 1 die Identitit des Definitions— (oder
Werte—)Bereiches von x. Dann ist das folgendes Elemet ein primitiver Zykel:

(2,1, 1)+ (1,21, 1)+ ... +(1,1,...,1,2) .

BEWEIS: Dieses Element ist ein “zyklisches Gleis”, welches aus den Morphismen x,1,1,...,1 besteht, also
ein Zykel.
Die Primitivitdt folgt aus der Bemerkung, daf$ jedes Element der Form (1,1,...,1,2,1,...,1,1) primitiv ist,
da in A(1,1,...,1,x,1,...,1,1) alle Tensorfaktoren der Form (1,1,...,1)®7? oder 7®(1,1,...,1)? verschwin-
den: (1,1,...,1) ist total ausgeartet.

O
Insbesondere kdnnen wir die Elemente:
(56) (2,1,1) + (1, z,1) + (1,1, 2)
(57) (,1,1,1,1) + (1,2,1,1,1) + (1, 1,2,1,1) + (1, 1,1,2,1) + (1,1, 1,1, x)

als Elemente in der (rationalen) K-Theorie der Kategorie C in Graden 3, 5, ... ansehen.
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KAPITEL 6

Superalgebra

1. Superlineare Algebra

Wir werden in diesem Abschnitt fiir unsere Zwecke die superlineare Algebra beschreiben und gleichzeitig die Notati-
on dadurch fixieren. Eine algebraische Referenz dafiir ist z.B. die Monographie [Mal]. Die fiir differentialgeometrische
Zwecke benutzte superlineare Algebra findet in [BGV] eine klare Darstellung. Wichtige Begriffe sind die Superspur,
die Ableitungsformel und die Verschwindung der Superspur auf Superkommutatoren.

Die Vorsilbe “Super’! wird des weiteren semantisch den Unterschied zwischen einer mathematischen Struktur
und der assoziierten Superstruktur hervorheben. Starten wir mit einer Kategorie C, so werden wir versuchen,
eine Unterkategorie der Kategorie der Z /2—graduierten Objekten dieser Kategorie, C”/?, auszuzeichnen. Diese
Konstruktion bringt erst dann neue strukturelle qualitative Eigenschaften mit sich, wenn die zwei Kopien der
Startkategorie wechselwirken.

Wir werden zuerst mit der Kategorie der Moduln iiber einem Ring k an, und fiihren dabei parallele funktorielle
Konstruktionen in den zwei Kopien durch. Dabei benutzen wir nur die additive Struktur der Indexmenge Z /2.

DEFINITION 1.1. Sei k ein festgelegter Ring. Die Kategorie ($-Mod/k) der k—Supermoduln hat:
o Objekte: Z [2—graduierte k—Moduln. Ein $—Modul E ist insbesondere mit einer Zerlegung

E=E"aE!

(in der Kategorie der k—Moduln) als Teil der Struktur versehen.
o Morphisme: Morphisme in der Kategorie der k—Moduln. Ein Morphismus, der die Graduierung respek-
tiert, heifst homogen.

Jeder Morphismus f 138t sich eindeutig als Summe von homogenen Morphismen schreiben: f = f0 + f!.

Wir werden des weiteren die Abhangigkeit von &k nur im Zweifelsfall unterstreichen.

Die direkte Summe (notiert &), Kern und Kokern von Morphismen sind kanonisch Z /2—graduiert. Die $—Moduln
bilden eine abelsche Kategorie. Die abelsche Kategorie der Moduln ist eine volle Unterkategorie vermoge des
Funktors, der einen Modul E mit der trivialen Graduierung E = E & 0 versieht.

Das $-Tensorprodukt von zwei $—Moduln E und F ist das iibliche Tensorprodukt mit der Z/2-Graduierung:

(E@F)’=E"eF) e E'aF
(EeoR)' =(E'@F) e (E°oF")

Das Tensorprodukt von Objekten der Kategorie ($-Mod) ist dadurch definiert. Wir kénnen es zu einem Funktor
erweitern:

® : ($=Mod) x ($—Mod) — ($—Mod) ,

indem wir das Tensorprodukt f; @ fo von zwei homogenen Morphismen f; € Hom(E;,F;) fiir i = 1,2 von Graden
| fi| erklaren:

(f1 @ fo)(ar @ ag) == (=2l £ (a1) @ fo(as) , a; € E; homogen vom Grad |a;| ,
und anschlieBend linearisieren. Dann ist (($=Mod), ®) eine Tensorkategorie.

DEFINITION 1.2. Die Kategorie der Superalgebren ($-Alg/k) hat:

o Objekte: 7. /2—graduierte Algebren A: Es gilt: A" + A* C A" und A* . AI C A" fiiri,j € 7./2.
e Morphisme: Morphisme in der Kategorie der k—Algebren, die homogen sind.

IDas Symbol ”$” steht ab sofort innerhalb eines Satzes fiir die Vorsilbe ”super”. Innerhalb einer mathematischen Formel
bezeichnet es den Anfang bzw. das Ende eines Ausdrucks, von dem die noch einzufithrende Superspur genommen wird. Keine
mathematische Verwechselungsgefahr liegt vor.

83
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DEFINITION 1.3. Fiir jede Superalgebra kann ein Superkommutator eingefihrt werden. Der $—Kommutator
[a,b] ist definiert als (k—bilineare Fortsetzung der Vorschrift)

(58) [a,b] := ab — (=1)l4lltlpq

fir homogene Elemente a, b vom Grad |a| bzw. |b|. Eine $-Algebra heifit $—kommutativ, falls alle $—-Kommutatoren
verschwinden.

SATZ 1.4. Sei A eine $-Algebra. Der Kommutator [-,-] hat die Eigenschaften:

(59) [a,8] = —(=1)l*I"/[b, a] ,
(60) 0= (=1)*lel[a, [b, c]] + (=1)"*1I[b, [c, a]] + (1) “I1"V[c, [a, B]]
(61) [d, ab] = [d,a]b+ (—1)"*la[d, b] ,

fiir die homogenen Elemente a, b und d aus A.

Die Relation (60) ist das superalgebraische Analogon der Jakobi-Gleichung, und (61) entspricht der Poisson—
Gleichung. Die Ubersetzung der $—PoI1ssoN—Gleichung (61) ist, daB die Abbildung: [d,—] fiir d vom Grad 1 zu
einer $—Derivation wird: Notieren wir d(a) := [d, a], so gilt fiir homogenes a

d(ab) = d(a)b + (=1)1*lad(b) , fiir a,b € A .

BEISPIEL 1.5. Sei k kommutativ, und sei E ein Supermodul, so daf$ die Anteile E® und E' frei und vom end-
lichen Rang sind. Die Endomorphismen von E, End(E), werden mit 2 x 2 Matrizen beziiglich der kanonischen
Zerlegung von E identifiziert. End(E) tragt eine kanonische Z /2-Graduierung gegeben durch

End(E)° := (§9)
und
End(E)' := (25).

End(E)€ besteht genau aus den homogenen Endomorphismen von E vom Grad e.
Dann ist End(E) eine (im allgemeinen nicht superkommutative) Superalgebra. Ein wichtiger Begriff in diesem Fall
wird nun definiert:

DEFINITION 1.6. Die Superspur $ - $ :End(E) — k ist die k-lineare Abbildung:

s (“00 “01) $ = Spur(aon) — Spur(an)
aio Qa1

Die Superspur ist ein homogener Morphismus $ - $ : End(E)' — k in der Kategorie der Supermoduln. Sie

verschwindet auf $—Kommutatoren.

Wir benutzen nun die zusatzliche Z /2—Graduierung und den nichttrivialen Kozykel
(Z/2)** 5 (m,n) — (-1)"" € L~
fiir die Einfiihrung einer Tensorproduktstruktur fiir Superalgebren:

DEFINITION 1.7. Eine $-Algebra A hat eine kanonische unterliegende $—Modul-Struktur A': Dieser Ubergang
ist von dem Vergifi—Funktor A — A' gegeben. Das $-Tensorprodukt von $-Algebren ist so definiert, daf
dieser Vergifi—Funktor ein Tensorfunktor ist: (A @ B)' := A' @ B'. Auf dem Supermodul (A @ B)" ist folgende
Multiplikation erkldrt:

(ar @ by)(az @ by) i= (—1)""11e2l qyay @ by1by

wobei a; € A und b; € B homogene Elemente sind, und wir benutzen fir beliebige Elemente die k—-Linearisierung.
Es entsteht ein Objekt A @ B in der Kategorie der Superalgebren.

Dadurch haben wir eine Vorschrift @ auf $—Algebren objektweise definiert. Sind f und g Morphismen in der
Kategorie der $—Algebren, so ist (f') @ (g') wohldefiniert, homogen und vertraglich mit der Multiplikation, liegt
also im Bilde des VergiB—Funktors. Es gibt einen eindeutigen Morphismus von $-Algebren, den wir mit f @ ¢
bezeichnen, so daB gilt: (f®g)' = (f')@(g'). Dadurch wird die Kategorie der $—Algebren zu einer Tensorkategorie.
Der VergiB—Funktors ist ein Tensorfunktor. Wir werden kiinftig diesen Funktor implizit benutzen, ohne es durch
die Notation zu betonen.

Das $-Tensorprodukt von $—kommutativen $—Algebren ist $—kommutativ wegen
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LEMMA 1.8. Seien A, B $-Algebren. Fiir A $-kommutativ gilt in A ® B:

[ar @ br,as @ bo] = (=1)"1%2] qya5 @ [by, bo]

O
KOROLLAR 1.9. A sei $-kommutativ. Die Erweiterung der $-Spur:
A®End(E) ¥ A
$a2A8 =a8 AS
verschwindet auf $—Kommutatoren.
BEWEIS:
$la1 ®A1,a22A2] 8 = $ L arax ®[41,4:]s $
= j:alaz $ [Al,Az] $
=0
O

2. Allgemeiner Grundring

Wir werden in diesem Abschnitt die Superspur im allgemeinen Fall eines superkommutativen Superringes einfiihren.
Sei nun A eine Superalgebra, wodurch wir den Fall des trivial graduierten Grundringes k verallgemeinern. Wir
bezeichnen durch A' die unterliegende Ringstruktur.

Ein A-Supermodul ist ein A'=Supermodul, fiir den die Multiplikation mit Skalaren homogen vom Grad Null ist.
Sei E ein A-$—Modul. Die Graduierung erfolgt durch die Gruppe (Z/2 = {0,1},+). Wir kénnen den $-Modul
E°PP = E[1] mit der umgekehrter Graduierung bilden: (E°P?)® = E**1,

Betrachten wir A als $—Modul iiber sich selbst, so ist A°P? der $-Modul mit der umgekehrten Graduierung.

DEFINITION 2.1. Ein freier A-Supermodul ist eine direkte Summe von $—Moduln, die zu A oder A°PP iso-
morph sind.

DEFINITION 2.2. Ein projektiver A-Supermodul E ist

ein direkter Summand von einem freien $—Modul Frex. Rest
Das heifst, es gibt homogene Morphismen vom Grad ,
Nulli, j; p, q, so dajs: ]l

pZ — ZdE qZ — E Hl' Frei $‘ Rest
(1] = ZdRest p.] =0 ¢p
. . E
ip+ qj = idFre
(A)"LU

Sei E = [(Aoﬁ)nl] ein freier A-$—Modul. Jeder Endomorphismus von E hat beziiglich dieser Zerlegung die Form:

7] — S7)
@10 Q11

N (N (VK
(o 20) i e

a;; + A" — A™ ist dabei eine (n; x nj)-Matrix mit Koeffizienten in A. Wir definieren die Superspur dieses
Endomorphismus von einem freien $—Modul nach [Ma], Kapitel 3, §3.3 durch:

$ (aoo a01> $ := Spur(ag) — (—1)l*1Spur(a) € A .
a1 @11
oder fiir @ = a;; einen homogenen Eintrag in einer solchen Matrix:
$ ai; $ = 6;;(—1) 11D Spur(a)

SATZ 2.3. Ist A eine $—kommutative Algebra, so verschwindet die Superspur auf $-Kommutatoren von En-
domorphismen eines freien A-$-Moduls.
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BEWEIS: Seien a = a;; und b = by, homogen. Dann ist:
[a,b] = aij br — (_1)(Ii\+|J’|+\a\)(\i|+\j\+|b\) bir aij
dieser Ausdruck ist Null, es sei denn ¢ = [ und j = k, wenn er weiter gleicht:
- (_1)\i|(|a|+\b|+1) Spur(ab) — (_1)(\i|+U\+|a|)(|i\+|j|+\b|) (_1)Ijl(|a|+\b|+1) Spur(ba)
= ﬂ:{Spur(ab) — (=1)lalll Spur(ba)} ,
wobei + = (—1)el+P1+1) Der letzte Ausdruck verschwindet wegen der $-Kommutativitit von A. O

DEFINITION 2.4. Sei A ein superkommutativer Superring. Sei E ein projektiver Supermodul dber A. Sei £ :
E — E ein Endomorphismus. Wir sehen E als eingebettet in einem freien Supermodul Frei wie im Satz 2.2
und definieren

(62) $68 :=8icp$
durch Reduktion auf den freien Fall.
SATZz 2.5. Die Superspur ist durch (62) wohldefiniert.

BEWEIS: Seien

E—“Frei, und E—2 Frei,
E E

zwei Einbettungen von E in zwei freie Supermoduln Frei; und Freiz. Wir betrachten das folgende kommutative
Diagramm:

. 11€p1 .
Frei; Frei;

Freis e Frei,

Dann gilt:

$1lpm 8 = 8 iipr 2&paiop1 8 = B afpriopr P2 8 = 8 i2paiops $
$ iQfPQ $ .

Als Korollar erhalten wir die Verschwindung von Superkommutatoren eines projektiven Supermoduls:
Sind £ und n zwei solche homogenen Morphismen, so gilt mit der naheliegenden Notation:

$&nS$ =8ilEnps =8i(n— (1)) ps
= $igpinp— (—-1)"PWlinpicp$ =0
Wir haben dabei nicht benutzt, daB i und p Grad Null haben.

3. Differentialgeometrische Superobjekte

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Ein $-Biindel auf X entsteht nach Vergarbung lokal trivialer Biindeln, derer
Faser $-Struktur iiber dem komplexen Korper besitzt. Ein $-Biindel E besitzt die Zerlegung E = E° & E! als Teil
der Struktur. Die Garbe der glatten (C°°) Differentialformen — in Notation Ax oder A, wenn unmiBverstandlich,
— ist kanonisch Z- also auch Z /2—graduiert, und ihre Multiplikation $—kommutativ. Die Ableitung

d:Ax — Ax € EHd(Ax)l
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ist eine Superderivation:

d(ny - m2) = dmy -z + (=)l - di
Wir werden fiir ein komplexes Vektorbiindel E die lokalfreie Garbe der C>**=Schnitte dieses Biindels unterschiedlich
bezeichnen, und benutzen dafiir den gleichen Buchstaben in der kalligraphischen Font, in diesem Fall £. Wir kénnen

allgemeiner kovariante $—Ableitungen auf dem Ax—Supermodul Ax(€) := Ax ® &, wobei das Tensorprodukt iiber
AS genommen ist. Diese haben Z/2-Grad gleich 1.

BEMERKUNG 3.1. & ist ein projektiver A —Supermodul. Ax (E) ist ein projektiver Ax —Supermodul.

DEFINITION 3.2. Ein Superzusammenhang V auf einem Superbiindel E ist
e cin ungerader: V € Endc(Ax(€)),
e derivativer: V(n-& =dn- &+ (-1)yve
(C-linearer) Endomorphismus.
Zwei $-Zusammenhinge V1 und Vo unterscheiden sich um einen Ax-Endomorphismus von Ax(E):

Vi—Vy €Homa, (Ax(E), Ax(£))!
= Homc (&, Ax (E))!
= Ax(End(€))!
= A% (End(€)") & A% (End(€)°)
DEFINITION 3.3. Die Superkriimmung ist der Ax—lineare Morphismus:
V2 € Homa, (Ax(E),Ax(€))°
Die Ax —Linearitdt folgt nach dem bekannten Muster:
V(- €) = V(dy- &) + (=1 VE
= ddn - €+ (=1)Vldp - V€ + (=1)"dn - VE + (=1)" (=1 - V¢
=1V

Folgendes Resultat wird stillschweigend sehr oft benutzt:

LeEmMA 3.4 (Die Ableitungsformel). Seien V $—Zusammenhang und
¢ € Ax(End(&)) ein (lokaler oder globaler) glatter Schnitt. Dann gilt:

(63) d$¢Es = 8([V,¢ 8
(In [V, €] ist & als Differentialoperator vom Grad Null zu verstehen, welcher gleich der Linksmultiplikation
mit € ist.)

BEWEIS: Fiir diese lokale Aussage konnen wir E trivial annehmen. Ein Endomorphismus £ ist nun eine quadratische
Matrix mit Eintragen aus Ax. Hier haben wir einen ausgezeichneten $-Zusammenhang, bezeichnet auch mit d,
der jeden Eintrag in Ax ableitet.

Es gibt einen Endomorphismus n mit V.=d + 7.

$[V.(]$ =8[d¢]8 +3¢]8 =8 (d&yy),; $ +0=d$¢8

O
Dieses Resultat hat die folgende Verallgemeinerung:

BEMERKUNG 3.5. Sei (A, +,-,d) eine $-kommutative Differentialalgebra. Die $-Derivation ist vom Grad 1
und hat die Eigenschaft:

d:A —— A, d(ab) = b.da + (—1)l*la.db, fir a,b e A.
Sei By ein projektiver A—-Modul versehen mit einer d—derivativen Abbildung Vi : E; — Ey, i.e.
Vi(a.e;) = da.ey + (—l)lgla.Vlel a €A, e €k,

die additiv und vom Grad FEins ist.

Jede Einbettung von Ey in einen freien A—Modul Frei = E; B E, liefert eine von dieser Einbettung unabhdngige
$-Spur, $ - $, auf den A-Endomorphismen von E;.

In diesem Kontext gilt

$[V1,6]8 =d$8 & 8

fiir jeden A-superlinearen Morphismus & : E; — Eq.
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BEWEIS: In dem freien Fall ist der Beweis wie im obigen Lemma. Der projektive Fall wird durch Reduktion auf
den freien Fall bewiesen. Auf Frei gibt es einen kanonischen d—derivativen Operator, V. Durch die Vorschrift
Vg :=p2 V iy erhalten wir einen d—derivativen Operator auf E5. Dann ist

11Vip1 +12Vapo

ein neuer d—derivativer Operator auf Frei. Sei £; ein Endomorphismus von E;. Es gilt:

d$&6 8 :=d8ii&p 8
= 8§ [i1Vipr +2Vapy , 11&am] $
= $ [(1Vipr, i&apr] $
=80 [Vi,&]p 8
= $[V1,4] 8

4. Metrisierte Multikomplexe von holomorphen Biindeln
X ist eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Die Abbildung Z — Z /2 erlaubt jedes Z—graduierte Objekt als Z /2—graduiertes Objekt zu betrachten. Sei

n n41

Eell] . Er Y Entt Y Ent2

ein holomorphes Differentialbiindel. (Eine kurze Bemerkung zur Notation: Das Exponent 1 deutet auf die einzige
Richtung der Differentialabbildung des Komplexes. Spater steht allgemeiner E*!"! fiir einen Multikomplex mit n
Richtungen, i.e. er ist Z"—graduiert, und das Differential v = (vq,va,...,v,) hat die Komponente v; vom Grad
(0,0,...,0,1 an der i—ten Stelle,0,...,0). Ohne Verwechselungsgefahr wird v immer fiir das gemischte Differen-
tial v.= vy +va+---+v, stehen. ) v’ ist die holomorphe Differentialabbildung vom Grad 1 unter der kanonischen
Graduierung. Metriken auf diesem Biindel werden mit h, k, etc. bezeichnet.

Die holomorphe Struktur auf E driickt die Existenz des d-Operators (9° = 0) auf Ay (E) aus.

Auf Ax(E) werden wir mit der folgenden festgelegten Z—Graduierung arbeiten:

(64) deg ABY(E™) == —p+q+n

Sei ), der einzige 0-Operator (i.e. 9, ist d—derivativ), der @ zu einem metrischen Zusammenhang V = 9, + 0
vervollstandigt. Die Vertraglichkeit mit der Metrik h:

(Ve, fln+ (e, V) =d(e, f)n
1aBt sich sofort iibersetzen in
(One, fln = (e, f)n — (e, 0f -
(Die Metrik h von E induziert die offensichtliche Ax—bilineare Abbildung von Ax (E), die wir weiter mit h bezeich-

nen.)
v}, der (im formalen Sinne) adjungierte Operator zu v, ist eindeutig bestimmt durch

(Vﬁea f)h = (G,Vf)h.
Sei (E,v) ein holomorphes eindimensionales Komplexbiindel. Die holomorphe Struktur ist dquivalent in dem Ope-
rator 9, mit 7 = = 0, kodiert. Er operiert auf glatten Schnitten. Das (eventuell nicht exakte) holomorphe Differential
v des Komplexes kann benutzt werden, um diese holomorphe Struktur zu deformieren: Der Operator V" := 9 +v
hat auch die Eigenschaft V' = J + [0,v] +v? = 0 und prigt eine neue holomorphe Struktur auf E ein.
Sei nun V), der HERMITEsche metrische Zusammenhang eines holomorphen Differentialbiindels (E,v) zur defor-

mierten holomorphen Struktur gegeben von V”. Wir kénnen dann die Anteile beziiglich der Z—Graduierung (64)
gruppieren:

(65) Vi =0+ V+0h+ V],
M~ ——
v/l v,

wobei degv = degd = degV” = +1 und degv} = degd), = degV’' = —
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Eine Deformation der Metrik induziert eine Anderung nur in dem d—derivativen Anteil V'. Die Berechnungen der
nachsten Abschnitten, die im Rahmen der Differentialgeometrie von Vektorbiindeln algebrogeometrische Eigen-
schaften iibersetzen, basieren zum Teil auf folgender Uberlegung:
Der $—Zusammenhang V, ist im allgemeinen nicht flach. Dessen Teile V"' und V' sind aber "flach”:
(66) v"”?=v"?=0
Dies folgt fiir V" aus der Holomorphie von v und weiter fiir V' durch die definierende Adjunktion. In diesem Sinne
konnen wir diesen Punkt als Anfang der Entwicklung einer nichtkommutativen (algebraischen) Geometrie ansehen,
wobei

e die (differential)geometrische Struktur eines Biindels mit einem (nicht)flachen Zusammenhang,

e in den rein algebraischen Aspekt der (Nicht—)Kommutativitdt von zwei Differentialoperatoren (geometri-

scher Natur)

iibersetzt wird. Wir werden die Relation (66) in folgender Form benutzen: Die Differentialoperatoren V = V" + V'
und V¢ = V" — V' superkommutieren:
[V, V] =[V'+ V., V"= V]=[V" V- [V, V]=2V" -2V = 0.
Widmen mochten wir nun unsere Aufmerksamkeit auf folgende

FRAGE 4.1. Wie dndert sich der Superzusammenhang Yy, bei einer Anderung der Metrik h?

Unter der Notation k = hH verstehen wir des weiteren die Relation (e, )i, = (He, f)n. (Sie entspricht der iiblichen
Transformation von Bilinearformen.) Diese Notation ist sinnvoll:

I= kI{? k=hH = (67 f)l = (1{6, f)/c = (H‘[{67 f)h
also | = HKh, als wiirden wir einsetzen: | = kX = (hH)K. Der Operator H ist selbstadjungiert beziiglich i und
k, da

(He7f)h = (evf)k = (f?e)/c = (vae)h = (67Hf)h
und
(He7f)k = (H267f)h = (Heva)h = (67Hf)k
Seien h, k zwei Metriken verbunden durch &k = hH. Dann

ke, e = e, fe —(e,0f )
= O(He, f), — (He,0f )
= (9m He, f)n
= (([On, H] + HOn)e, f)n
( H '([0n, H] + Hdp)e, f)x
also
(67) O = O + H™'[0n, H]
und
(vie, (e, v )k
= (He,vf)n
= (viHe, f)n
= (([vh, H] + Hv})e, f)n
(H ' ([(vi;, H] + Hv)e, )i
also
(68) vi=vh+ H vy, H]
Aus (67) und (68) folgen:
(69) Ve, = V,+H 'V}, H|

(70) Vi = Vi+H [V, H|
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KAPITEL 7

Regulatoren

1. Hohere CHERN Charaktere. Klassische Sichtweise

Zuerst wird der etablierte Formalismus der héheren CHERN Charaktere von der K-Theorie in eine Kohomologie-
theorie skizziert ([Be]; [Hu], S.99; [Sch], §4). Im n&chsten Abschnitt betrachten wir einen Teil dieser Abbildungen,
der nicht nur kohomologisch, sondern auch zum Niveau der Komplexe existiert.

Sei V eine Kategorie von Schemata und Y ein Objekt in V.

Homy (-, Y) wird zu einer Pragarbe von Mengen auf V.

Sei ZY die Vergarbung der Pragarbe von Z-Moduln Z[Homy(-,Y")]. Wegen der Funktorialitdt kann ZY, auch fiir
simplizielle Objekte Y, in V eingefiihrt werden. o

Sei nun F eine Garbe auf V. Es gilt:

(71) H*(Y,,F) = End3,(ZY,, F)
Durch die Dold-Puppe—Konstruktion ergibt die Garbe ZY, einen in negativen Graden getragenen Komplex von

Garben:

(72) NZYe: ... —— 2V, =% gy ) ——

Arbeiten wir in der Derivierten Kategorie D(V), so entspricht dem Grad e aus End® in (71) folgende positive
Verschiebung von F bei der Berechnung der Kohomologie:

(73) H*(Y,,F) = Hompy)(NZY,, F[#]).

Fiir K-theoretische Zwecke setzen wir Y, := B,GL ein, und F sei eine Garbe von Komplexen, die zu einer
getwisteten Poincaré—Dualitat—Theorie gehort. Die universellen CHERN—KIlassen

(74) cp € H*(B,GL,F) — Hompy)(NZBJGL, F[2p])

bestimmen Morphismen ¢, : NZB,GL — F[2p] in der derivierten Kategorie, die wesentlich in der Definition
folgender Abbildung vorkommen:

(T5) ¢y : Ki(A) = m(BGL(A)Y) M 1 (BGL(A)*,Z) — Hy(GL(A),Z) =

—k
H*(NZBGL(A)) 04, g4, Fl2p]) = H2P*(A, F)

Dadurch sind die héheren CHERN—KIlassen zuerst fiir affine Schemata Spec A definiert. Simplizielle Standardtech-
niken oder der JOUANALOU—Trick erweitern diese Konstruktion zu beliebigen Schemata.

2. Hohere CHERN Charaktere. Alternative Sichtweise

Wir iibertragen die obige Konstruktion der hheren CHERN—Klassen von der “BGL"—Variante in die Sprache der
G- oder der KG—Konstruktion und betrachten dafiir folgendes Diagramm:

= urewicz = H™F Cp,
(76) Kip(A) —— m.(BGL(A)*) H%. Hk(BGL(A)*) —— > H,(GL(A),Z) #)HQP“'(A,T)
Ki(A) — o mp|@Pa| — Wiz (6P Al,Z) —— > Hy(Z.[6P4]) _® H2P~F (A, F)

IR
IR

|

7 ||[KGEPal|*

L

Hi(|[KHPa||[5,2) — Hy(Z.[KGEPa]") — > H*P~*(A,F)

.

Hy (ZK(Pa)™) ——— H>*~*(A,F)

Hurewicz
RS
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Unser Ziel ist, eine explizite Formel fiir eine der Abbildungen aus (76) zu geben, welche durch ein (?) markiert
wurden. In dieser Arbeit wird dieses Ziel nur partiell verwirklicht. Wir konstruieren allgemein fiir eine glatte projektive
Varietdt X (im Kontrast zum Spezialfall X = Spec A) eine Komplex—Abbildung nach F, ausgehend von einem
Komplex ZK.(Px), welcher als Erzeugende im Grad k Paare der Form (E*[¥l, h*[¥1) hat. Dabei ist E*[¥! ein typisches
erzeugendes Element aus ZK.(Px), also ein in jeder der k Richtungen exakter Multikomplex von Vektorbiindeln
auf X, und h°l¥l ist eine geeignete Metrik auf dem assoziierten komplexen Vektorbiindel E*I¥](C) iiber X (C).
Der Komplex F wird eng mit der Berechnung der reellen DELIGNE-Kohomologie oder der DE RHAM—Kohomologie
verbunden sein.

Wir versuchen, Abbildungen folgender Form zu konstruieren:

. ——— Z[E°IH, polH] z(E*M pll] —— Z[E,h] —— 0
ck_z,l cl‘pl co‘pl
S —  Fk F-lo s

(77)

Ein solcher Komplexmorphismus wiirde in Kohomologie die Abbildungen ¢, aus (75) induzieren, und wir machen
vor und nach dem kohomologischen Ubergang keinen Unterschied in der Bezeichnung. Um in Evidenz zu setzen,
auf welchen Elementen die Abbildungen ¢y, definiert sind, steht mit gewissem NotationsmiBbrauch Z[E*[*], pel¥]]
fiir die abelsche Gruppe ZKk(ﬁX), die von metrisierten exakten k—Multikomplexen E*[*] erzeugt ist.

Die Exaktheit eines metrisierten Multikomplexes bezieht sich nur auf die erste Komponente und fiihrt keine Ein-
schrankung fiir die Metriken ein.

Andert man die metrische Komponente eines formalen Erzeugenden [E’UC],hIM] in h;[k], so andert sich das Bild
crp( [E* 1*F] ) um einen Rand, da 0 — E*I*l = E*IF] — 0 als einen (k + 1)-Multikomplex aufgefaBt werden
kann, wo diese zwei nichttrivialen Schichten mit den Metriken h; und ho entsprechend versehen werden. Dies zeigt,
daB fiir kohomologische Zwecke die metrische Zusatzstruktur eingebaut werden darf.

Die hoheren CHERN—Charaktere sind fiir & > 1 mittels der Abbildungen ¢y, eingefiihrt: ([Hu], [Sch])

(78) @) =Y
T -
p=>1
Da wir spéter rationale Koeffizienten aufnehmen, ist das Studium der CHERN—KIassen c;, ;, dquivalent zum Studium
des CHERN—-Charakters ch.

3. Die hoheren CHERN—Formen

Die Konstruktion der Abbildungen ¢, aus (77) —oder dquivalent die Konstruktion von ch— erfolgt nach folgender
Strategie:

A.

Die CHERN—Charaktere von der nullten K-Theorie sind gut verstanden und liefern eine ,,Randbedingung" fiir den
Formalismus der héheren CHERN—Klassen. Dadurch ist die bekannte Abbildung cy ), festgelegt. Fiir den speziellen
Fall der de Rham—Kohomologie ist diese Abbildung nicht nur auf die Kohomologie definiert, sondern sogar element-
weise fiir Vektorbiindeln E mit einem festen Zusammenhang V (auf dem komplexifizierten Biindel), und die Werte
liegen in dem diagonalen Anteil AP? des DOLBEAULT-Komplexes. (Man kann alternativ mit einer Metrik auf dem
Biindel arbeiten und den assoziierten metrischen Zusammenhang benutzen.) Diese Werte sind also Formen und
nicht nur Klassen, ein zentraler Punkt unserer Konstruktion von héheren CHERN—Formen in der DE RHAM-
bzw. DELIGNE-Kohomologie.

Fiir den nullten CHERN Charakter der DE RHAM—Kohomologie gilt die wohlbekannte Formel:

— 1 2 pp
(79) ch(E,V) := Spur exp <—%v ) € @A

Diese Formen konnen auch fiir die DELIGNE-Kohomologie als ,,Randbedingung™ genommen werden, interpretiert

man (6D App)(fl)p als € D?r(A, p). Der Komplex D*(A, p) wird im Kapitel 8 erkldrt und in Verbindung mit der
reellen DELIGNE-Kohomologie zusammengebracht. Die wesentlichen Eigenschaften sind die Vertraglichkeit der
additiven und multiplikativen Strukturen:

(80) ch (El D Ez,vl D Vz) = ch(El,Vl) + Ch(Ez,Vz)
(81) ch (El ® Ez,vl ® 1 + 1 ® Vz) = ch(El,Vl) A Ch(Ez,Vz)
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B.

Wir versuchen des weiteren iterativ die Randbedingung co , zu einer Komplexabbildung zu vervollstandigen. Ist
C(k—1),p bereits konstruiert, so ist d o ¢y, dadurch festgelegt, und die Aufgabe ist nun die Konstruktion einer
,Stammform" beziiglich d : F2»—%F — F2p—(k=1) Dije Transgressionsformeln aus dem Theorem 1.5 des Kapitels 9
verbinden d mit dem Differential d¢ von Formen auf R ;. Dabei produziert der Parameter t € R, eine Deformation
der differentialgeometrischen Zusatzstruktur. Eine ,Stammform" zu dy ist durch Bildung eines (regularisierten)
Integrals einfach zu konstruieren. Eine ,, Stammform* zu d kann nun explizit angegeben werden.
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KAPITEL 8

Multiplikative Strukturen und die Deligne—Kohomologie

Wir zitieren Resultate iiber die reelle DELIGNE-Kohomologie aus den Arbeiten [Bu] und [Wa]. Der Komplex,
den wir gleich beschreiben werden, wurde nach meiner Kenntnis zuerst in der Doktorarbeit von XUESUNG WANG
betrachtet. Er entsteht durch Abschneiden des DoLBEAULT-Komplexes. Aus diesem Grund benutze ich dafiir den
Namen “trunkierter DOLBEAULT—Komplex". WANG hat diesen Komplex fiir den Zweck der Erklarung einer Ab-
bildung mit Werten in der reellen DELIGNE-Kohomologie eingefiihrt. BURGOS benutzt diesen Komplex allgemein
fiir glatte Varietdten, um eine ndhere Untersuchung der Multiplikation in ihrer reellen DELIGNE-Kohomologie zu
erlangen. Er gibt auch einen Beweis der Tatsache, daB dieser Komplex die reelle DELIGNE-Kohomologie berechnet,
und benutzt strukturell implizit das Oktogon—Axiom in der triangulierten Kategorie der Komplexe. (WANG gibt
dafiir einen ad-hoc Beweis, der nur im projektiven Fall gilt.)

Wir werden zuerst die multiplikative Struktur nach BURGOS beschreiben. In den weiteren Abschnitten iibertragen
wir eine HODGE—-Theorie fiir die reelle DELIGNE-Kohomologie und heben die Rolle des Oktogon—Axioms hervor.

1. Der trunkierte DOLBEAULT-Komplex

BURGOS konstruiert fiir eine glatte Varietdt X iiber dem komplexen Kérper eine Garbe Eioq(X) mit den folgenden
Eigenschaften (siehe [Bu]):

o Ciog(X) ist die Garbe der Differentialformen mit logarithmischen Singularitdten entlang eines Divisors mit
normalen Schnitten Y = X — X fiir eine entsprechende glatte Kompaktifizierung X von X . Diese Garbe
hdngt von einer speziellen Kompaktifizierung nicht ab.

o Sie besitzt eine natiirliche Bigraduierung Eio4(X) = @ &) (X), eine natiirliche Ableitung d und eine
komplexe Struktur, beziiglich der wir den reellen Anteil g r(X) bilden.

o Ciog(X) ist weich: lhre Restriktionsabbildungen sind surjektiv. Sie ist aus diesem Grund azyklisch. Der Ring
der globalen Schnitte dieser Garbe, Eioq(X) kann fiir kohomologische Zwecke benutzt werden:

HX(Xv(C) = H*(Elog(X)vd)
o B (X) ist natiirlich mit einer gemischten HODGE-Struktur eingeprégt, die durch die obige Gleichheit die
HobpGE-Struktur der Kohomologie mit komplexen Koeffizienten reflektiert.
Diese Garbe ist geeignet fiir die Berechnung der reellen DELIGNE-Kohomologie: Man definiert nach BURGOS:

ElogJR(X?p) = (27”')pElog7R(X) und

Differenz Elog(X)> )

Dabei steht s(K* — L*) fiir den “Simple—Komplex”, den einfachen oder totalen Komplex, assoziiert dem Dop-
pelkomplex - -+ — 0°* — K* — L* — 0°... .

BURGOS isoliert nun die Struktur in dem Begriff einer DOLBEAULT—-Algebra, denn kohomologische Aussagen
in Verbindung mit dem Komplex Eo5(X) sind funktoriell von der Kategorie dieser DOLBEAULT-Komplexe und
bediirfen keiner zusatzlichem Information.

(82) Elog,lR(va)D =S (E]ogR(X,p) D FpElog (X)

DEFINITION 1.1. Eine DOLBEAULT-Algebra ist eine differentiale Algebra tiber R,

(AR, +,-,d), mit einer ausgezeichneten Bigraduierung nach komplexer Erweiterung der Skalare auf Ay :=
A]E op C -

so daf$ folgende FEigenschaften erfillt sind:

o Wir bezeichnen auch mit d das Differential auf dem komplezifizierten Raum Ag. Es hat Grad 1, so
dap eine Zerlegung in Bigrade (1,0) und (0,1) kanonisch erflogt: d = 9 + 0.

e Die komplexe Konjugation induziert einen Isomorphimus von AP? nach ATP.
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Imu

ABBILDUNG 1. Das Oktogondiagramm

o Unter diesem Isomorphismus ist sind @ und 0 konjugiert.

Wir untersuchen nun die Kategorie der DOLBEAULT—-Algebren.

Sie besitzen eine kanonische HODGE-Filtration: F'PA := F? A} besteht aus Elementen vom Bigrad (s > p, *).
Die p—Twistung mit der Periode 273 ist formal definiert: A} (p) := (2mi)? A C C.

Diese wird fiir die Einfiihrung des DELIGNE—artigen Komplexes

(83) Aﬁ(p)p P (Afé(p) o FpAEE u:=Differenz AE)

bendtigt. Fiir das Studium des Komplexes (83) betrachten wir im allgemeinen funktorielle Konstruktionen zum
einfachen Komplex s = s (u : A — B) der Komplexabbildung .

2. Das Oktogon—Diagramm

Das Oktogon—-Diagramm, entsprechend dem Morphismus u aus der definierenden Relation (83), 148t sich in meh-
reren Schritten aufbauen. Wir betrachten dafiir eine allgemeine Komplexabbildung u wie im Bild (1) an der Seite
96. Wir lassen sie durch das Bild Im w faktorisieren, wie im Dreieck 4, Im w, B in dem Bild. Wir fiillen nun die
fehlenden Ecken, die folgenden Bedingungen unterliegen:

° —» B —Imu —> ist ein exaktes Dreieck. Es folgt : Cokeru.

e Das Dreieck A — Imu —>—> A ist exakt. Dabei ist —> A ein Morphismus vom Grad —1. Es folgt:
: Keru[1].

e Das Dreieck mit den Ecken Imu, [1] und [2] ist kommutativ. Die Abbildung [1]—[2] ist also die
Verkniipfung der residualen Abbildungen —> Imwu und Imu —> aus den obigen exakten Dreiecken.

e In der unteren Hailfte des Oktogons sind die Dreiecke A — B —>—> A und —>—>—> exakt.
Dies erlaubt uns| 3 | einerseits mit dem einfachen Komplex s der Abbildung uw aus dem ersten Dreieck, andererseits

mit dem (um —1 verschobenen) einfachen Komplex § der Abbildung —> zu identifizieren.
e Die anderen zwei unteren Dreiecke sind kommutativ.

Da wir das Oktogon—Diagramm in der derivierten Kategorie schreiben, sind die Komplexe s und § quasiisomorph.
BURGOS zeigt, diese Komplexe sind isomorph in der homotopischen Kategorie, gibt zwei Abbildungen ¢ : § — s
und ¥ : s — § mit ¥¢ = 1 an und berechnet explizit eine Homotopie zwischen ¢ und 1. Dann ibertragt
er die multiplikative Struktur von s auf § fiir den speziellen Fall einer Abbildung (83), die einer DOLBEAULT-
Algebra assoziiert wird. Wir bezeichen nach BURGOS in diesem speziellen Fall den entsprechenden Komplex § zu
s = Aj(p)p durch ©*(A, p) und beschreiben im nachsten Abbschnitt seine Resultate zu diesen zwei multiplikativen
Komplexen.
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obenp, :=: O := F*NF"

links, :=: L:= FP NF "
techts,) :=: R:= F*~P N F’
untenp,) :=: U 1= F*<7 NE"".

ABBILDUNG 2. Schematische Zerlegung des Dolbeault—-Komplexes

3. Die Resultate von BURGOS

Wir betrachten die Zerlegung des DOLBEAULT-Komplexes A = U & L & R & O wie in der Abbildung 2 an der
Seite 97. Dann gelten folgende Relationen:

(84) Keru = obenp,(p) , Coker u = untenp,)(p — 1) ,
i untenp,;(p — 1)[—1] (?)
D°(A,p) = (Cokeru =209, Keru[l]) [-1] = ® = ,
0 ben[p] (p) (>-1)
(85)

wobei etc(p) auf den (—1)P—Eigenraum der komplexen Konjugation andeutet. Die Verbindung zwischen dem
unteren und oberen Anteil im schematischen Bild aus (85) ist der Morphismus —> aus dem Bild 1 und gleicht
(faktorisiert iiber) —299 : AP~1Pr=1 — APP_Er bildet den (—1)P~'-Eigenraum in den (—1)P-Eigenraum. Diese
Abbildung, —200, ist auch das Differential in D*(A, p) vom Grad * = (2p—1) in den Grad * = 2p. Das Differential
in den anderen Graden gleicht dem Differential des oberen Bereiches, wenn es aus Grad % > 2p ausgeht, und dem
Differential des unteren Bereiches, wenn es in Grad * < 2p—1 landet. Das Differential des unteren Bereiches ist die
Projektion des iiblichen Differential d mit dem Vorzeichen (—1) fiir die Verschiebung von Cokeru[—1].
Dies ist ein wichtiger Punkt, der fiir die Multiplikativitdt des CHERN—Formcharakters sorgt.

Wir kopieren nun das Theorem 2.3 aus [Bu]:

THEOREM 3.1. Sei (A,+,A,d) eine DOLBEAULT-Algebra. Sei a € [0, 1]. Die multiplikative Struktur:

A(p)p @ Ay(q)p —=— Ai(p+9)p

Gibersetzt sich durch die entsprechenden Isomorphismen in der homotopischen Kategorie in eine multiplikative
Struktur:

die von dem Parameter o nicht mehr abhdngt, und das Produkt in der reellen DELIGNE-Kohomologie indu-
ziert.

Dieses Produkt ist $—kommutativ und assoziativ bis auf eine natirliche Homotopie.

Das Produkt von zwei Elementen v € D" (A, p) undy € D™(A,q) ist z-y € D(A,r) mitl:=n+m, r:=p+q
und wird durch die folgende explizite Formel erklirt:
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(=D)"rp(x) Ay +a Arg(y) falls n < 2p und m < 2g,
Projunten;,; (x Ay) falls n < 2p, m < 2q und ! < 2r,
Ty =
! Projopen;,, (1p(7) Ay) + 2Proja0((z A y) i) falls n < 2p, m < 2q und | > 2r,
T Ay falls n > 2p und m > 2gq,

wobei T, : D* (A, p) — Aj(p) die folgende Abbildung ist:

Tp(T) 1=

GpP—Lt—P _ Jyr—pp—1 falls x < 2p—1,
- falls x > 2p.

Ist v € D?P(A,p) ein Zykel, so gelten v-y=y-vundz-(y-2)=(y-x)- 2=y (x-z) fir alle y und z.

4. Pseudokomplexe

Im diesem Abschnitt werden wir den Mechanismus verwenden, wodurch mittels des Oktogon—Diagramms einem
einfachen Komplex s der einfache Komplex § zugeordnet wird. Als Motivation betrachten wir zuerst folgendes
differentialgeometrisches Beispiel:

(A(End(g))v +, v) .

V ist dabei der auf Endomorphismen induzierte Zusammenhang, ausgehend von einem Zusammenhang auf dem
Biindel E, welcher die lokalfreie Garbe von glatten Schnitten £ besitzt. Wir erhalten i.a. keinen Komplex, denn die
Relation V2 = 0 gilt nur im Falle eines flachen Zusammenhangs. Wir benutzen deswegen dafiir die Terminologie:
“Pseudo—Komplex” und nennen V “Pseudo—Differential”.

Diese Arbeit benutzt nicht wesentlich die folgenden Resultate iiber Pseudo—Komplexe, es ist jedoch im Auge des
Autors wichtig, fiir Komplexe bekannte Konstruktionen auch fiir Pseudo—Komplexe zu iibertragen.

4.1. Pseudokomplexe. Sei A eine abelsche Kategorie.
Sei A” die Kategorie der Z—Graduierten Objekte in A. Die Morphismen respektieren die Graduierung der Objekte.
Insbesondere ist der Grad eines Morphismus u, |u|, definiert.

DEFINITION 4.1. Die Kategorie der Pseudokompleze von A, ¥ Kom(A) hat
Objekte Paare:

(A,V4) A ist Objekt in AZ,
Va € Homz(A, A) von Grad 1.

Morphismen Morphismen aus A%, die vertraglich mit der zusétzlichen Struktur sind. Die Vertraglichkeit ist im Sinne
der Superkommutativitit gemeint. Fiir uw € Hom,z(A, B) und (A, V), (B,Vg) Objekte in ¥ Kom(A)
bezeichnen wir mit [V,u] den gemischten Superkommutator:

[V,u] = Vpu + (—1)“uv4
w ist Morphismus genau dann, wenn [V,u] = 0.

Die Kategorie der Komplexe in A, Kom(.A), ist eine volle Unterkategorie von ¥Kom(.A). Sie besteht aus Objekten
(A,V 1) mit V2 =0.

Zwei Morphismen sind homotop, wenn die Differenz ein (gemischter) Superkommutator der Form [V, H] ist. H
ist ein Morphismus in A% und wird Homotopie genannt. (Der Grad von H ist um 1 weniger als der gemeinsame
Grad der zwei Morphismen.)

4.2, Die Faktorisierung eines Morphismus iiber sein Bild. Sei v : A — B ein Morphismus in der
Kategorie der Pseudokomplexe von A. Die kanonische Zerlegung

w u
u=ug , A ° 5 Imu ! . B
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induziert folgende obere Hilfte eines Oktogon—Diagramms in A%:

Cokeru B
\ /
(86) RespRes; u
/ \
Keru[l A

Dabei sind wir gezwungen, den Rahmen der Kategorie ¥Kom(.A) zu verlassen. Resy und Res; sind Morphismen
in der Kategorie A%, die des weiteren konstruiert werden. Ist u : (4,V4) —— (B, Vp) sogar ein Komplexen-
morphismus (V% = V% = 0), so wird dann (86) ein oberes Oktogon—Diagramm in der triangulierten Kategorie
Kom(A) sein.

Um eine explizite Form fiir die Residuen Resy und Res; zu haben, nehmen wir an, die distingierten Triangles

Kery —— A —2 Imu —=2 Kerull]

Imu —2— B —— Cokeru —=t Imul[l]

sind split in AZ. Die Schnitte und die Retraktionen og, o1 bzw. 79, 71 sind die fehlenden kanonischen Mono- bzw.
Epimorphismen in den Diagrammen:

Imu Imu
lul lffo
o L
Cokeru —+— B —— Imu Keru —— B — Imu
T1 w0
| .|
Cokeru Keru
o1 = 1Cokeru Up0p = ]-Ilnu
T1u1 = ]-Ilnu Tolt = 1Keru
1320'17I'+U1T1 1A20'0u0+LT0

Wir definieren Resy und Res; eindeutig durch:

Res; : Cokeru ——— Imwu vom Grad 1, Resy : Imu ——— Kerw vom Grad 1,
U1 Re51 = [Ul,V] LReS() = [Uo,V]
ReSl’/T = [V,Tl] Resouo = [V,T[)]

i.e. £[o;, V] faktorisiert, und Res; ist durch eine der zwei kompatiblen obigen Relationen wohldefiniert. (i = 1,2.)

4.3. Die Pseudokomplexe s und §. Das obere Oktogon—-Diagramm 13Bt sich zu einem vollstandigen
Diagramm erweitern. Dies gilt, nur wenn u in der Homotopiekategorie betrachtet wird. Dies erklart in diesem Fall
die Kegelkomplexe der Abbildungen u und ResyRes; fiir dquivalent in der Homotopiekategorie. Der folgende Satz
versuch diesem Fakt im groBeren Rahmen der Pseudokomplexe ein Analogon zu verschaffen.
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SATZ 4.2. Seien die Morphismen ¢, ¥ und die Pseudokompleze §, s definiert durch:

e [—UoResl L:|

Coker u[—1] o1 A
§:= @ ® =:s
Keru { . T ] B[-1]
i=
T0 R650T1
mit Pseudodifferential mit Pseudodifferential
-V . \vAR
ResgResy 'V u =V

(1) ¢ ist kein Morphismus von Pseudokomplezen. Es gilt jedoch (87).

(2) ¥ ist kein Morphismus von Pseudokomplezen. Es gilt jedoch (88).

(3) ot = 1;.

(4) Yo = 1, sind “homotop”. (Vorsicht: ¢ ist kein Pseudomorphismus.) Es gilt genauer (89).

(") w6 = [T el
(88) V,¢] = {j v, R'esl]ﬁ}
(89) o —1;=—[Vs, H|,  wobei H := {: ”0_“}

BEMERKUNG 4.3. Sind (A,V a) und (B,Vg) Komplexe, so gilt dann
[V7¢] = [V7w] = 0 )

und die Morphismen ¢ und ¥ sind homotope Inversen.

Beweis von Satz (4.2):

(1)
6V, = —ogRes; ¢ -V ‘| _ |ooRes;V + tResgRes; 'V
s o1 -| |ResgRes; V - -V .
v ¢ _ A\ . —0p RES1 2 —VO’O Re51 \2
ST lu o1 .| 7 |—uogRes; — Vo  we

und nun sind die Eintrage der Matrix ¢V — V¢:

(* ): (goRes1 V + tResgRes; ) — (—VagRes; ) =
= ogRes; V + (tResg + Vog)Res;
= oogRes; V + 09 VRes;

= 0o [VRes;]
( *): ¢V = Vu, i.e. « Morphismus.
(« ): —uogRes; — Vo = —ujugogRes; — Vo, = —uiRes; — Vo, = —[01V] — Vo, = -0 V.
( * ): ur =0
Es folgt
(@7 - vo)=[o.5] = [ *IVFe] ]

(2)
WV, = . ™ v -l U -V
7 119 Resprmi u —=V| |7V +Respriu —ResqmV

Vo = -V . ™ | -Vr
7 7 |ResgRes; V| |79 Resgri| ~ |V7y ResgRes;m + VResymi
Ein Vergleich der Eintrage ergibt:
(* ): mu = 0.
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(*): =7V = —Vr. (7 ist Morphismus.)
(* )Z T()V + Resoﬁu = T()V + Re5071u1u0 = Tov + ReS()U() = T()V + [V,To] = VT().

( +): ResgRes;m + VResyr; — (—Resgm V) =
= ReSQ[V,Tl] + VReSOTl + Resoﬁv
= Resg V711 + VResgmy

= [V, Resp] 1.
Es folgt:
(wv - Vi/’) = WvV] = [ —[V, Reso]ﬁ]
(3)
. T —opRes; ¢ To . 1 -
Yo = = =
- T0 ReSQTl 1 T —T00'0R651+R650T101 Tol - 1
(4)
o = [—ooRes; ] [- T _ (179 —ogResim + tResgTi
L g1 To Resoﬁ_ L - o1
_ _|* 0071 Vv . A\ . - 0071
Vo H] = HV. + V. H = [ , ] {u _v} ; [u _V] [ | ]
_[oomiu  —oomiV + Voori| _ [ooug  [V,007]
B UoOT | ULy
Die rechten obigen Eintrége stimmen iiberein: —ogRes; 7 + tResoy = —0o[V 1] + [00, V] = —0o(VT1 — 11 V) +

(60V — Voo)m1 = [0971, V]. Die Summation ergibt nun:
GW + [stH] =15
Die nichste Sorge ist die Ubertragung der Multiplikation von s unter der Annahme, daB A und B Multiplikationen

besitzen, die vertraglich sind mit der Abbildung w und den Pseudodifferentialen. Zuerst wird diese Multiplikation
auf s nach dem bereits im Falle der DELIGNE-Kohomologie bekannten Rezept eingefiihrt.

5. Die Multiplikation auf dem einfachen Komplex einer Abbildung

A ist nunmehr eine Tensorkategorie. Sei @ der entsprechenede Produkt—Funktor.

AZ tragt die kanonische Struktur einer Supertensorkategorie. Damit ist folgendes gemeint: Ein neues Produkt, ©
kann durch einfache Twistung eingefiihrt werden. Fiir

fiA — Ay Morphismus des Grades | f],
g :B1 — Bs Morphismus des Grades |g|

setzten wir
fég:A®B; ;= A\®B; — Ay©By := Ay®By,

fog:=felayg
Wir wollen nicht explizit die Struktur einer Superkategorie isolieren, erwdhnen jedoch fiir weiteren umfanglichen
Verbrauch die fiir Supertensorkategorien charakterische Verkniipfungsregel:

(90) (F&g) - (f'Eg") = (-1 ff S,
falls die Verkniipfungen ff’ und gg’ wohldefiniert sind.
Wir bereichern Pseudokomplexe (A, V 4) zu Strukturen der Form

(A, VA, mA) ,WObei

my : (A@A,V@)z = VA®1 + 1®VA) — (A,V4)
ein Morphismus von Pseudokomplexen vom Grad Null ist. my ist assoziativ und superkommutativ bis auf Homo-
topie.
Sei (A, V 4) ein Pseudokomplex. Wir kdnnen A[—1] mit einem kanonischen Pseudodifferential versehen: Die Abbil-
dung t: A[—1] — A, gegeben im Grad n durch die Identitit t™ : A[—1]" = A" !, hat Grad —1, und wir definieren
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das Pseudodifferential V 4_1) = V[_y) durch die Bedingung, daB ¢ ein Supermorphismus wird. Der gemischte
Superkommutator [t, V] = tV[_1j + Vt verschwindet, also:

(91) Vi = —t vt

Der Morphismus ¢ ist sehr niitzlich, um Vorzeichenprobleme in Griff zu bekommen, ohne speziell mit Vertretern
expliziten Grades zu arbeiten. Fiir Komplexe erhalten wir den iiblichen Vorzeichenwechsel bei ihren Verschiebung.
Parallel zu der Definition des Deligne-Produktes in der Deligne-Kohomologie:

(apbgs  fpgq, w1y (abg+ (1 —a)gy)

(ap, foyw[=1]p) Ua (bg:gq,nl—1lg) := +(_1)|(ap,fp,w[—1]p)| ((1=a)a, +af, =1,

fiir Elemente (ap, fp, w[—1],) und (by, g4, n[—1],) aus dem einfachen Komplex der Abbildung A(p) ® FPA — A,
kénnen wir folgende Verallgemeinerung formulieren.

SATZ 5.1. Seien (A,Va,ma) und (B,V g, mpg) zwei Pseudokomplexe mit multiplikativer Struktur.

Seien w1 und us zwei Morphismen von A nach B, die vertrdiglich mit der vorliegenden Struktur sind.

Zu dem einfachen Kompler s := s(u) der Abbildung zwischen Pseudokomplexen: uw := us —uz : (A,Va) —
(B,Vpg) definieren wir folgende Abbildungen:

Ua : s(u)@s(u) — s(u)
Ua = ] ma p®p
+jt tmg ( tg(au; + (1 — a)uz)p + ((1 — a)uy + aus)pdtq )
Dabei sind i, j und p, q die kanonischen Mono— bzw. Epimorphismen zu den Summanden A und B[—1] von
s(u). Dann gelten folgende Aussagen:

e Die Abbildungen U, sind vertriglich mit den Pseudodifferentialen aus s(u)®s(u) und s(u). Sie sind
Morphismen von Pseudokomplexen.

o Die Morphismen U, und Ug sind homotop: Die Differenz ist ein gemischter Superkommutator der
Form: Uy —Ug = (a — B)[V, K].
e Die Abbildung U, ist assoziativ bis auf Homotopie, und fir o = 0,1 gilt die reine Assoziativitit.

Beweis: Das Pseudodifferential auf s(u) ist gegeben durch:
(92) Ve =iVap+ it~ up +j Vg

Wir priifen zuerst, daB U, eine Abbildung zwischen Pseudokomplexen ist.

VUq = iVa | pi|ma pp
+ gt | pi|ma pdp
+ V] t_lmB( tq®(aui + (1 — a)uz)p + ((1 — a)uy + aus)pdtq )
=iVama poOp + jt tu my pop
— jt7'Vmp tg®(au; + (1 — a)us)p
— it *Vemp (1 — @)u; + auz)pdtq
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beziehungsweise:
Uav§2 = Ua(vs®1 + 1®vs) = Ua(vs®(ip +jq) + (ip +jQ)®vs)

=ima|(pop)(i®i) | (Vapdp + p&V ap)

+jt™ mp tO(auy + (1 — a)us) | ¢&p)(j©i) ( (" up+ Vp_19)Op + ¢&V ap )

+ it mp (1 — @)uy + aus)dt | pdq)(i©7) ( VapSq + po(t up + VB[-19) )
=imag (VAO1+18VA) pop
+jt 7 'mp (t&(aur + (1 — a)uz)) - (" upSp)
+ 5t mp (1 — a)uy + auz)ot) - (pottup)
+jt7 ' mp t&(aur + (1 — @)uz) (V-1 ©1 + 16V 4) ¢Gp
+ 4t mp (1 — @)us + auz)dt (Va01 + 10V gi_1))piyg
Wir vergleichen nun separat die Terme, die in p&p, pog und ¢&p enden.
e Die Terme in p@p: Die Terme iV amy4 p@p und i ma V%Q p&p stimmen iiberein, da m4 vertriglich mit
den Pseudodifferentialen ist. Allgemein gilt fiir w der Form const.(u1 — uz) die folgende Rechnung:
jt_lmB{ u®(aur + (1 — a)uz) + ((1 — a)uy + aus)@u } pEp
= const. jt~"'mp { (1 = uz)®(aur + (1 = a)uz) + (1 = a)ur + auz)S(ur — uz) } pep
= const. jt 'mp {u1Gu; — usGus} pop
= jt_lu m4 p®p.

Wir haben dabei benutzt, daB die w;'s vertrdglich mit den Multiplikativstrukturen sind: u; my =

mp uP? = mp u;Ou;, fiir i = 1,2.

e Die Terme mit den Endungen p&q sind gleich: Da u; und ¢ Pseudomorphismen sind, superkommutiert u; &t
mit V&1 und 16V im gemischten Sinne. Es gilt also:

jt 7 mp (1 — @)ur + auz)ot (Va©1 + 10V g_1)) pig
(94) =—jt7'mp (VA1 +16V3) (1 — a)u; + aus)dt pdy
= —jt 'Vemp ((1 — a)u; + auy)pdtq

e Die Terme mit ¢©p werden analog behandelt: Die Operatoren t&(au; + (1 — a)us) und VOl + 16V
superkommutieren, d.h. sie antikommutieren.

Wir haben bereits gezeigt, daB die Morphismen U, Pseudomorphismen sind. Wir werden nun zeigen, daB sich zwei
solche Abbildungen um einen gemischten Superkommutator unterscheiden. Die Differenz zweier U-Morphismen
ist:

Uq —Ug = (a = B) jt~"'mp (tg@up — updtq)

Wir haben eine eindeutige natiirliche Art, eine Abbildung vom Grad —1 von s(u)&s(u) nach s(u) zu schreiben,
indem wir die Verschiebung im zweiten Summanden B[—1] ausnutzen:

K = jt 'mp t¢dtq
Wir berechnen den entsprechenden Superkommutator:
[V,K] = VK + KV = V,K + KV&?
=JVp t™'mp tgdtq
+jt ' mp t&t| (¢0q)(j&)) { (t " up + V—10)©q + ¢@(t  up + Vp_1jq) }
= —jtilmBV%2 tqotq
+jt7imp {—up®tq + tq@up — tVB[,l]qéi)tq + tq@tvg[,l]q}
= jt~'mp {—updtq + tqOup}
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Wir haben bereits gezeigt: U, — Ug = (o — B)[V, K].
Wir untersuchen nun die Assoziativitit der Abbildung U,. Dafiir muB der Abstand zwischen U, (U,&1) und
Ua (16U, ) berechnet werden. Wir entwickeln diese Terme explizit:

Ua (Ua®1) = Ua(Ua ©(ip + )
=ima|(pOp)(i®i) | (ma pEp)@p

+ it mp tO(aur + (1 — a)uz) | (¢Gp) (i) {flmB(tq@(aul + (1= a)uz)p

+((1 = a)ur + auz)potq) }®p

+ it 'mp (1 — a)ur + auz)&t | (p&q)(i©7) | (ma pop)Eq

(95) =ima(ma®1) popep
(96) +jt7 mp(mpd1) {tg®(aur + (1 — a)us)p

+((1 — @)ur + auz)p®tq}®(au1 +(1 - a)uz)p}
(97) + jt_lmB(mB®1) {(1 — a)u1p®u1p + auzp®uzp}®tq

beziehungsweise
Ua (10Ua) = Ua((ip + ¢j)OUa)

=ima | (pOp)(i®i) | p&(ma pOp)

1

+jt mp t&(aur + (1 — a)us) | (¢@p)(1©i) | g@(ma pOp)

+jt T me (1= a)ur + au)®t | (poq) (1©5) | p&t " mp  (tg@(aus + (1 — a)uz)p_
+((1 = @)us + auz)pdtq)

(98) =ima(1&ma) popop
(99) +jt ' mp(mp®1) {tgd(aw Gur + (1 — a)usdus)(pdp) }
(100) it ma(mstl) (1= a)u +aupe ((IOEEET )

Die Ausdriicke (95) und (98) stimmen Uberein, da m4 assoziativ ist. (96) und (97) ergeben zusammen:

)

tq ® (aur + (1 —a)u2)p & (aur + (1 — a)us)p

jt7 ' mp(mpd1) + ((1- a2u1 + auz)p ®© tq o ® (aur + (1 — a)uz)p
+((1 — ) ur1Gu1 @1 4 aue@ua@1) pdpdiq

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit dem folgenden, der die direkte Bearbeitung der Summe von (99) und (100) ist:

A A (a1®u1 Quy + (1- a)1®u2®u2> tg@p&p R
it 'mp(1dmp®) + (1 —a@)ur + au2)p © tq ® (aur + (1 — @)u2)p
+ (I=a)m +au)p @ ((1—a)ur+au)p @ tq

Unter Verwendung der Tatsache, daB mp multiplikativ ist: mp(mp®1 — 1&mp) = 0, kénnen wir die Differenz
berechnen:

(101) Ua(Ua®1 —160U,) = a(l — a) (updupdtq — tg@upSup)

Diese Differenz verschwindet insbesondere fiir die Werte o = 0, 1. O

6. Eine Variante des Deligne—-Komplexes. Motivation

Wir kdnnen die Resultate des letzten Abschnittes fiir den speziellen Fall der Deligne-Kohomologie anwenden. Sie
ist durch die Kohomologie des einfachen Komplexes der Abbildung u = u; —us : A(p)® FPA — A definiert. Dabei
sind uy : A(p) — A und uy : FPA — A die Inklusionen. Sie sind vertriglich mit den vorliegenden multiplikativen
und differenzialen Strukturen. Die Abbildung U, induziert die Multiplikation in der Deligne—Kohomologie.

Wir haben diese Struktur mit dem Ziel isoliert, um einen allgemeinen funktoriellen Rahmen zu schaffen, damit der
Deligne—-Kohomologie berechnende Komplex mit einem Komplex zu ersetzen ist, der die komplexe Konjugation

e nicht a priori in der Bildung des Komplexes

e sondern a posteriori als Aktion durch Konjugation auf diesem Komplex
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involviert. Dieser ist ein wichtiger Schritt, der im Bezug zum Formalismus der Transgressionsformeln das Auftreten
der (formalen) Adjugierten zu den Operatoren V und V¢ vermeidet. Wir werden auf eine natiirliche Art und
Weise, den Deligne-Kohomologie berechnenden Komplex in Verbindung zu dem Simpel-Komplex der natiirlichen
Abbildung FPA @ FPA — A bringen.

6.1. Der Komplex D (A, p). Wir vergleichen die Simpel-Komplexe zu den Abbildungen, welche als Dif-
ferenz der direkten Summanden des Definitionsbereichs entstehen:

FPA® A(p) — A und FPAQFPA— A

Die erste Abbildung liefert die reelle Deligne—-Kohomologie. Wir widmen unsere Aufmerksamkeit der zweiten Ab-
bildung.

DEFINITION 6.1. ©§(A,p) ist der 5-Komplex, der zum einfachen Komplex s der Abbildung FPA@FPA — A
unter Benutzung des Oktogon—Diagramms zugeordnet wird.

Wir vergleichen also die Komplexe:

(p)

@*(Avp) = (p 1) und @é(A,p) =5 (Fp EBFP Differenz A) —

D*(A,p) erscheint als der (—1)P-Eigenraum in D (A, p) beziiglich einer komplexen Konjugation, die wir im
Abschnitt 10 einfiihren. Wir konstruieren eine (gemischte) HODGE-Struktur, die auf der iiblichen HODGE-Struktur
des DOLBEAULT-Komplexes beruht, so daB die reelle DELIGNE-Kohomologie der reelle oder imaginare Anteil darin
Ist.

Die Bildung von D% (A, p) ist natiirlicher als die Bildung von ©*(A,p) auch im Bezug auf die funktorielle Ubert-
ragung der Indexverschiebung, welche durch die (mit Differentialen und Multiplikationen vertréagliche,) kanonische
Inklusion von Komplexen F? — FP~! entsteht: Das kommutative Diagramm

Inkl. )
Fr Inkl, Fr
© 7
F I3
Differenzl lDifFerenz
A A

induziert funktoriell eine Abbildung zwischen den $—Komplexen zu den senkrechten Pfeilen: D% (A4, p) — DE(A4, p—
1), die wir als “Shift—Operator” bezeichnen und im Abschnitt 9 ndher untersuchen. Eine dhnliche Abbildung
D*(A,p) — D*(A,p — 1) entsteht aus dem Diagramm:

omi.Inkl. -
F? Inkl. Frt
@ P
A(p) A(p-1)

DifFerenzl lDifFerenz

A (o). A

Sie bendtigt jedoch in ihrer Bildung die richtige Aufnahme der Periode 2.

Wir werden die weiteren Berechnungen ausschlieBlich im Komplex D¢ (A, p) fiihren. Er ist elastischer und fiihrt in
eine andere Richtung eine analoge Bildung der DELIGNE-Kohomologie fiir Unterringe von C.

Der Shift—Operator ist nilpotent und kommutiert mit dem Differential des trunkierten DOLBEAULT-Komplexes.
Wir bekommen eine Zerlegung der Differentialformen dieses Komplexes durch eine weite Analogie zur LEFSCHETZ—
Zerlegung in der HODGE—-Theorie.

7. Die explizite Struktur des Komplexes D:(A4,p)

Dieser Abschnitt ist eine Ubertragung der Berechnung von Burgos [Bu] fiir D% (A, p). Wir geben in diesem Fall
einen Ausdruck fiir die multiplikative Struktur des Komplexes $¢ = 5c(p), eine kiirzere Notation fiir D¢ (A4, p),
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oben:=: 0 := FPNF"
links :=: L .= F" N F.<p
techts :=: R := F*<P N F"

unten :=: U := F*<PnF"~F .

ABBILDUNG 3. Schematische Zerlegung des Dolbeault—Komplexes

wenn unmiBverstandlich, der homotop zum einfachen Komplex s¢ der Abbildung w :=u; —uy : FPAG FPA — A
ist. Dann ist

FPAGF A
(102) sc = @
A[-1]
und die Multiplikation zum Parameter « ist:
(103) (fi, f2;0) - (91,92;m) = (f191, fog2;  w.(agr + (1 —a)gs)

+e(H)((L = a)fi + af2).n)

7.1. Die Zerlegung des DOLBEAULT-Komplexes. Wir spalten schematisch den Dolbeault—-Komplex A
in kleinere Atome, um geeignet die Wechselwirkung der Anteile FP A, FPA und A zu untersuchen, und betrachten
dabei die Abbildung 3.

Die GroBbuchstaben O, L, R, U stehen respektive fiir den oberen, den linken, den rechten, den unteren Bereich
in der Zerlegung des Dolbeault—-Komplexes. Entsprechen legen wir die Notation fiir die notwendigen Zerlegungen
fest:

FPAG FPA (lints & oben) & (rechts & oben)
O = oben sc = s, = 5]
L = lints A[-1] (oben @ lints P vechts @ unten)[—1]
R = rechts Coker u[—1] unten[—1]
U = unten S¢ = P = b
Keru oben

7.2. Oberes Oktogon—Diagramm. Das Diagramm (86) nimmt nun eine spezielle Gestalt an. Diese ist
in der Abbildung 4 an der Seite 107 skizziert.
Die Morphismen in diesem Diagramm sind:
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oben
(104) | Coker u = unten . A= {r[el?befs}
unten
\ *
Resq u1
oben
RespRes; Imu = |: [inbEf :| u
rechts
Resg uQ
*
FrA oben
links
‘Keru[l] = oben[—1] ‘ - B | = [ o ]
FrA toec;?s

ABBILDUNG 4. Die obere Hilfte des Oktogon-Diagramms, entsprechend der kanonischen
Faktorisierung durch das Bild der rechts stehenden senkrechten Abbildung.

7.3. Schnitte und Retrakte. Die Schnitte und Retrakte in dem oberen Oktogon—Diagramm sind:

5 .
. 1
1 =00
2 oben FPA
oben : -1 links
Imuy —— |: [iné.’s :| D _— D
rechts oben -
vechts FrA
FrA [ oben 7] [1 1 _
links 5 3 ‘[F7o
b | =—— @ [oben] ——— Keru
—_— oben
FPrA L rechts
1
1 - |=n
[ oben ] - -1 - oben
A links lints f— Imu
_— techts techts
L unten J
=01
1 ?been
ints
Cokeru ——— [unten] — > |:tecbi,5:| e A
unten

7.4. Die Residuen. Wir berechnen nun die Residuen Resy und Res; bzw. ihre Verkniipfung. Die Unver-
traglichkeit der Schnitte und Retrakte mit den Differentialen der Komplexe in der Abbildung (4) ist dabei zu
untersuchen. Fiir die Beschreibung der notwendigen Differentiale beziiglich der gegebenen Zerlegungen brauchen
wir die folgenden Notationen:

Oyn i : unten — links Oun,ii = Projiines0
unten
Ore.ob : techts — oben Ore,ob := Projopend
techts
5%” : unten — vechts 5un,re = Projtecbt55
unten
5“’01, : links — oben 5li,ob = Projoben5
links
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Nun beschreiben wir die Differentiale der Komplexe Imu, A und FPA & F" A beziiglich der bereits eingefiihrten
Zerlegungen dieser Komplexe:

e Das Differential auf Im w ist:

d b Ore.ob oben oben
d — i.ob . | links | ——— | links
d — Ore,ob rechts rechts

e Das Differential auf FPA & F" A ist in Matrixform gegeben durch:

= oben oben
d Dizob [[in?ﬁ] [[in?ﬁ]
d — Ois,00 : & N o
d d arg"b oben oben
¢ T T Preob techts techts
e Das Differential auf A ist:
-@ 5li,ob are,ob
d — i o . Oun li oben oben
= links links
‘ d = Oreon un,re " | vechts techts
d—0un,ii unten unten
_5un,re

7.5. Das Residuum Res;. Dieses Residuum kann z.B. durch die Relation ujRes; = [o1, V] eindeutig
bestimmt werden. Die entsprechende Rechnung ist einfach:

[Ulvv] =01 vCokeru - vAo'l

E 5li,ob are,ob - W
d— 5li,ob . aun,li
= [d - aumli - gun,re] - d - are,ob 5un,re .
-1 d__aun,li 1
_aun,re J
ro. 1 -
= = = _aun,li y
] L 0]
und daraus schlieBen wir
(]‘05) Resl = __aun,li
L_aun,reJ

7.6. Das Residuum Resy. Fiir seine Berechnung benutzen wir die bestimmende Relation: ¢ Resy = [o9, V]:

[UO, v] =00 Vimu — vpp@fp go

-1 d 5 1
S . . — li.ob = .
2 d 8li,ob 87‘5,01) Lo 2
_ |- r - = d — Oiiob -1
=|_1 - d =00 : - 1
2 . . d—0Oreop d Ore,ob -z
: -1 ree d_are ob : . -1
r 15 1
_Eali,ob Eare,ob 1
R . . R E 15 13
- 15 1 - : —35Uli,ob 5 Ure,ob
. _§ali,ob aare,ob 1 [ 2 2 ]
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Es folgt:
(106) Resp = [ _%glimb %are,ob]

7.7. Die Verkniipfung. Sie ist gegeben durch:

ali,ob aun,li - 5 are,ob aun,re

DN =

— 15 1 .
ReSO Resl - [ _§ali,ob §are7ob] _aumlz

_aun,re
= (ga)umob = _(ag)un,ob .
Diese Abbildung bildet den Bigrad (p—1,p — 1) des unteren Anteils in den Bigrad (p, p) des oberen Anteils durch

00 = —03 (und annulliert die anderen Bigrade des unteren Anteils).
Sie ist eine Komplexabbildung: unten — oben.

8. Die Ubertragung der multiplikativen Struktur

Die Morphismen ¢ und %) aus dem Satz 4.2 sind gegeben durch:

ST

aumli
1

_aun,re

oben
links
1 J oben
unten[—1] rechts

C = &) &)
oben oben

‘ 1 [inh&i

rechts

Y= L = L unten
5 : R _Eali,ob _are,ob :

1
2 2 2

8

Wollen wir prizisieren, daB der einfache Komplex zu dem Morphismus F? & F© — A gebildet wird, so notieren
wir dies mit sc(p) und entsprechend fiir $c(p). Es gilt:
¢ |:u:| — |:(0 + aun liu) D (0 - 5un 'r'eu):|

(] u

und fir z := [ul} € 5c(p), y:= {W] € 5c(q) gilt dann
01 02

(01 + aun liul) 7 (01 - gun Teul) ° (02 + aun liu2) © (02 - gun reu2) —
(A ¢ U2
(01 + aun liul) A (02 + aun liu2) ©® (01 - 5un 'r'eul) A (02 - 5un TEUQ)

up A (a(OZ + aun liu2)+(1_a)(02 - aun Teu2)) _
+ signi((1—a)(01 + Oun 1it1)+a(01 — Oun rett1)) A us

und nun muB ¥ auf dem letzten Ausdruck angewandt werden, um die Multiplikation auf ¢ zu erklaren. Dafiir
miissen die oben, links, rechts und unten stehenden Anteile bzgl p+ ¢ isoliert werden. Dies fiirt zu einer Fallunter-

scheidung:
e Beide Faktoren unten: © = uq, y = us:

Uy O U2 = U A (aaun U2 — (]- - a)aun reu2) + SZgnl((l - a)aun U1 — Oégun Teul) A U2

Unter Verwendung der Notation von BURGOS:

Oun 1:T — Oun rex  falls € unten[—1]
rp(x) =
x falls z € oben
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erreichen wir fiir den speziellen Wert von o = % eine dhnliche Formel:

1 .
UL ® Uy = 3 [ur A rg(uz) + signiry(ur) A us] .

(Der Unterschied besteht in der Anwesendheit des Faktors 1.)
e x € unten(p) im Grad n < 2p; y € oben(gq) im Grad m > 2q. Wir unterscheiden zwei Unterfalle:

* n+m < 2(p+ ¢): Dann kann kein oberer Anteil entstehen, und im unteren Anteil befindet sich die
Projektion von x A y. Nur dieser Unterfall kommt in unseren weiteren Anwendungen vor, und zwar
fiir den Fall m = 2¢, n beliebig.

* n+m > 2(p+ q): Dann entsteht kein unterer Anteil und die Formel fiir den oberen Anteil ist:

1 . — 1—- . 1 .
EPVOJohen(p+q){(aun 4T — Qun rel) A f‘/} - 5ali obProJ[inEs(p+q) (x A f‘/) + gare obPrOJrechts(p+q) (x A f‘/)

e Der triviale Fall: beide Faktoren in den oberen Anteilen: Dannist zey =2 A y.

9. Der Shift—Operator
Die kanonische Abbildung:

e e
(107) & — @
P
induziert eine fiir uns wichtige Abbildung
sh:5c(p) — Sclp—1),
die in diesem Abschnitt berechnet wird. Dafiir bendtigen wir fiir ein Element u € unten(p) eine geeignete Zerlegung

Up—1 p—1
U5
Ure

Uynten

beziiglich der Zerlegung des DOLBEAULT-Komplexes zu (p — 1). In dem Diagramm:

Coker u(p)[—1] unten(p)[—1] FP o F"
sc(p) == @ = @ @
Keru(p) oben(p) A
[Coker u(p — 1)[~1] unten(p — 1)[~1] FrtgFY
delp—1) = ® = ® — ®
Keru(p—1) oben(p — 1) A

wird das Element [ ;] wie folgt abgebildet:

n [0 + duy; + Oup_1p-1 ® 0— e — Op-1 p—1
0 u

L

[0 + Quy; + Oup_1p-1 ® 0— Diye — Op—1 p—1

Up—1 p—1
Uynten P w P
1 3 179 * 1 * li
0+ 3(0—0)up—1 p—1 — 30uj; + 30Uy,
uTE
Uynten

Dabei sind u}; und u?, die Anteile aus u;; bzw. u,. die maximalen Gesamtgrad 2(p — 1) — 1 besitzen, so daB du;
und Ju’, in Bigrad (p,p) landen.
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10. Die komplexe Konjugation

Wir benutzen in diesem Abschnitt das Symbol ¢ fiir die {ibliche komplexe Konjugation und betrachten das folgende
kommutative Diagramm:

EP [Inkl. . ] Fr-1
® = Inkl. o
Fr 2 NP
X P \ Fr—1
[ 7] . .
—p [Inkl. - ] —p—1
F -~ Inkl. F
[1-1] [1-1]
[1—1] [1—1]
4 \ ! \
A A

Die Vorder— bzw. Hinterwand induziert den Shift—Operator, wie bereits im letzten Abschnitt gesehen. Die seitlichen
Wainde induzieren Endomorphismen von $c(p) und Sc(p — 1), die wir komplexe Konjugationen nennnen. Sie
kommutatieren (gemischt) mit dem Shift—Operator. Explizit ist diese komplexe Konjugation gegeben durch:

u —o(u)
_
0 o(o)
11. Die sh—Filtration
Wir fiihren die folgende Notation ein
DE(A,p) = Z)ép_k(A,p) = S¢c(p) oder einfach:
D% (p) =D (n)

wenn es aus dem Kontext klar ist. Wir betrachten das folgende Diagramm:

,sz—zk—2(p) ©2p—2k—1(p) ,sz—zk(p) _______ 92;,72(17) 92;,71(17) 921,(17)
shl :chl shl shl sl,l _«hl
©2p—2k—2(p_1) — D213—21\-—1(p_1) - ©2p—2k(p_1) o ©2p—2(p71) 0 0
DT (p—2) = W (p—2) — DFT(p—2) mmmmoo- 0

o o o

©2p—2k—2(p_k) N ©2p—2k—1(p_k) N ©2p—2k(p_k)

. ! |

—2k—2

DT k1) 0 0

|

0

Die Zeilen dieses Diagramms sind Komplexe, und sh ist eine Abbildung zwischen diesen Komplexen. Das Diagramm
ist (nach oben und) nach links natiirlich zu erweitern.
Parallel konnen wir die alternative Notation benutzen:
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Dspqa(p) — Dipya(p) — Dy(p) === 2;(p) 25(p) D5(p) D;(p) D5(p)
o) o o ) ) o) | |
D5, (p—1) — D5_1(p=1) & Dy _o(p—1) -=- D5(p—1) — Di(p—1) — D§(p—1) 0 0
Do 2(P=2) = D5 5(p—2) = Dy 4 (p—2) --- D5(p—2) 0 0
sh] sh] sh] Shl
X . : 0
_«hl sh.l _«hl

D5(p—k) — D, (p—k) — Dy(p—k)

L

D5(p—k—1) 0 0

|

0

Die Langen der punktierten (waagerechten und senkrechten) Pfeile konnten nicht maBstabsgetreu gegeben werden.
Das letzte Diagramm hat eine natiirlichere Indizierung, die senkrechten sh—Abbildungen sind diesbeziiglich vom
Grad -2 und verbinden nur positive Grade.

Wir richten nun unser Blick auf den Komplex ®%(p). Die Kerne der Abbildungen

id, sh, sh2,....shl8l 0, ...

bilden eine aufsteigende Filtration. Die Resultate des ndchsten Kapitels sind auch durch die Lupe dieser wichtigen
Filtration zu betrachten. Der Autor mdchte explizit das Beispiel 8.4 an der Seite 128 unterstreichen, und hat im
Rahmen dieser Arbeit keine andere Chance, fiir die Bedeutung dieser Filtration zu pladieren.



KAPITEL 9

Der Chern—Charakter

1. Die Transgressionsformeln

1.1. Multikomplexe. A\°R" ist eine $—kommutative Algebra. Ohne die Notation zu dndern werden wir
mit der erweiterten $-Spur:

$ -8 : AX(E)@)/.\]R"

arbeiten. Sie verschwindet auf $—Kommutatoren.

Wir betrachten nun Multikomplexe von Biindeln vom Grad n. Diese sind Z™—graduierte Biindel, versehen mit einer
Differentialabbildung v, die Grad Eins in der assoziierten Z—Graduierung besitzt. Sie hat eine kanonische Zerlegung
v=vy; +vy+---+v,, wobei der Z"-Grad der Komponente v; dem i-ten kanonischen Basisvektor gleicht. Die
Gleichheit v2 = 0, i.e. v superkommutiert mit sich selbst, impliziert das Superkommutieren der Anteile v;.

Wir arbeiten nur mit beschrankten Multikomplexen von Biindeln, und werden des weiteren dies semantisch unter-
driicken und den generischen Ausdruck “Multikomplex” dafiir oft benutzen.

Ein Multikomplex von Biindeln vom Grad n mit dem Gesamtdifferential v heiBt exakt, falls jeder Anteil v; exakt
(im durch die i—te Projektion Z™ — Z induzierten Z-graduierten Komplex) ist. Insbesondere ist v als Differential
im totalen (diagonal Z—graduierten) Komplex exakt. Ein ezakter Multikomplex vom Grad n wird n—Multikomplex
genannt.

1.2. Deformationen von Metriken. Eine Metrik auf einem Multikomplex E vom Grad = ist eine Split—
Metrik h = @h™, wobei h™ eine Metrik auf E™ fiir jeden Multiindex n = (ny,ns, ..., n,) ist. Deformationen von
solchen Metriken sind insbesondere Deformationen der Komponenten.

BEISPIEL 1.1. Die spezielle Deformation der Metrik ist gegeben durch den Operator:

(108) Ho:= P " ide,

n Multiindex
fiir t € R™. Dabei kiirzen wir t® := t"t3*...th». Die deformierte Metrik induziert die Deformation des
Superzusammenhanges gegeben durch Vi = (0 + v) + (0 +t - v*). Nur die Komponente V' dndert sich. Der

adjungierte Operator v* bezieht sich dabei auf die nichtdeformierte Metrik. Unter t - v* verstehen wir das
formale Skalarprodukt ), t;v;.

Die Superkriimmung dndert sich entsprechend, und wir geben zuerst die Formeln fiir ihrer Deformationen.
Wir arbeiten mit folgenden Operatoren:

dy =dt- % genauer deAd =) dt; - &%A
(109) d° =09-0 parallel zu d =90+9
ve =V"-V' parallel zu \v =V'"+V

Wir werden einen glatten Schnitt von Endomorphismen mit dem Differentialoperator nullter Ordnung identifizieren,
der durch die Multiplikation mit diesem Endomorphismus erkldrt ist. Wir geben zuerst folgendes allgemeines
Deformationslemma:

LEMMA 1.2. Sei k¢ eine Deformation der Metrik k durch Operatoren Hy. Dann ist das Differential des Zu-
sammenhanges dg(Vy) = dg(V) = [ds, V] gegeben durch:

(110) de(V) = ~ [V, N(t)],

fir einen geeigneten Differentialoperator nullten Grades N(t), genannt auch Nummeroperator, der im Laufe
des Beweises prazisiert wird.
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BEWEIS: Wir nehmen zuerst t =t € R. Die Variation der Metrik von ¢ auf ¢+ s ist gegeben durch: kyys = kHyp s =
kth_lHHs =: kG5 mit einer neu eingefiihrten eindeutigen Bezeichnung G = G s, um weitere Berechnungen
zu komprimieren. Es gilt:

0 0 —11o!
& s:OVt-I—S_&‘s:O {Vt+G [VhG]}
= (-GGG VG +G VALY
s=0
=[V,G!
AN
Der Nummeroperator ist gegeben durch:
17
(111) N(t) =D dti——(G).

1.3. Der Nummeroperator. Arbeiten wir mit der speziellen Deformation einer Metrik aus dem Beispiel
1.1, so notieren wir den entsprechenden Nummeroperator einfach durch N. Seine spezielle Gestalt und weitere
spater bendtigte verwandte Operatoren werden nun im Blockformat zusammengefaBt:

N=>N;=>" N dtt_" = d,(hHy) N; = N; dtt_"
V:ZVi:Z v; C}jtl Vi:Vi dtz
v=yvi=y e vi=v;

Diese Operatoren erscheinen natiirlich in der folgenden Berechnung. Es gilt:
(V4+N)?2 = V24 [v+v,N|

. dt; dt;
_ 2 . . J s J
= V*+ %j [vi, N;] ‘ + E,-j Nj[vi, t]-]

N dt; . dt;
+ Z[VmNJ]t—_] +ZNj[Vi7t__]]
ij J ij J

dt;

(2

v? 4+ Z(—vi +v)

= V:-V+V*
und analog

(VE+N)? = (V)2 -V-V" = V> _V_V*

Die Abhangigkeit von t wird des weiteren nicht mehr hervorgehoben. Fiir spateren Verbrauch stellen wir die
folgenden Relationen (112) bis (115) im Blockformat fest. Sie sind voneinander stufenweise offensichtlich abzuleiten.
Sie sind ein Ersatz fiir den Konjugationstrick von FALTINGS [Fa] und leisten den gewiinschten transgressiven
Ubergang auch in hdheren Dimensionen. Die Idee ist, die Konjugation wéhrend der Limesbildung wie in [Fa] durch
die Tatsache zu ersetzen, daB der deformierte Zusammenhang eine Differentialgleichung erfiillt. In [ABKS] wird
eine andere Deformation benutzt. Ein Kommentar dazu ist in dem Abschnitt 4.1 zusammengefaBt.



1. DIE TRANSGRESSIONSFORMELN 115

(112) N* =0
(113) [V,V] =0
(114) [dtv V] = _[v’7 N] [dt,vc] = [vl, N]
[dt+%N,V]=%[VC,N] [dt+%N,V°]=%[V7N]
1 1. 1 c _1
[de + 5N,V + N = S [V, N] [de + 5N, V° +N] = 5[V, N]
[de + 5N (V + N)*] = [V, [V, N] [de + 3N, (V4 N)?] = 5[V, [V, N]]
= %[VC,(V+N)2] = %[V,(VC+N)2]

1

1 1. ) 1
11 d —N - = N)*| = d —N —
(115) [t+2 2V,(V+ )’]=0 [t+2 3

V,(VE+N)’ =0

1.4. Die dd“—Transgression. Wir geben nun den Beweis fiir die dd“~Transgression. Dieses Resultat for-
mulieren wir fiir beliebige Deformationen der Metrik.

LEMMA 1.3. Sei hy eine beliebige Deformation der Metrik auf einem Multikomplex vom Grad n mit dem
Parameter t € R™. Sei N(t) der entsprechende Nummeroperator. Dann gilt:

(116) A $ f(V2) 8§ = —%ddc $ F/(V2)N(t) $

fir jedes polynomiale Funktionalkalkdl der Kriimmung, gegeben durch ein Polynom mit komplexen Koeffizi-
enten f.

BEWEIS: Die Relation (114) gilt fiir einen allgemeinen Nummeroperator: d¢(V) = [d¢, V] = —[V’,N(t)]. Ent-
sprechend gelten:

1 1 .
e + 3N(t), V] = SIN(E), V7]

[dt + %N(t)7v2] = [dt + %N(t),V]V - V[dt + %N(t)vv]
1

= _§[V7 [vcv N(t)”

Die Ableitungsformel fiir den Operator d¢, die Verschwindung der Superspur auf Superkommutatoren, das Super-
kommutieren von V und V¢ und die Ableitungsformeln fiir die Operatoren V und V¢ ergeben:

de $ V¢ $ = $ [de + %N(t),v%] $

> sV + %N(t),vﬂ vk §
k1+ko=k—1
_ —%k $ [V, [VS, ()] D
= —%ddc $ kV2E-UN(t) $

O
Die Transgression (116) gilt natiirlich fiir eine groBere Klasse von Funktionen f wegen der Stetigkeit der Superspur.

1.5. Die Transgressionsformeln. Wir fiihren nur eine Konvention ein, um einfacher die Struktur des
trunkierten DOLBEAULT-Komplexes in Griff zu bekommen.

NotaTioN 1.4 (Der Typ einer Differentialform). Seien P und K feste natiirliche Zahlen. Wir konzentrieren
uns auf @%P_K(A,P) und betrachten zuerst ein Paar besondere Fille.
e K =0 : D% (A,P) besteht aus (P,P)-Formen. Sie befinden sich auf der Diagonale des DOLBEAULT -
Komplezes. Wir ordnen ihnen den Typ (0,0]|0) zu.
o K=1:DF '(A,P) besteht aus diagonalen (P —1,P — 1)-Formen. Wir ordnen ihnen den Typ (0,0]|1)
2.
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o K =2 :DF %(A,P) besteht aus (P — 1,P — 2) bzw. (P — 2,P — 1)-Formen, welchen wir Typ (1,0|[1)
respektive (0,1||1) zuordnen.

o K allgemein : D *(A,P) besteht aus (P — 1 — ¢,P — 1 — p)-Formen aus A vom DOLBEAULT-Grad
(2P —K) — 1, K > 1, fiir geeignete positive Zahlen p,q: p+q =K — 1.

Den Formen vom Bigrad: (P—1,P—-K), (P—2,P—-K+1), ..., (P—-KP—-1)
ordnen wir respektive den Typ: (K —1,0][1), (K —2,1|1), ., (0,Kk=1J|1)
Zu.

Wir schreiben fiir den Typ (p,q||1) auch einfach (p,q), wenn unmiBverstdndlich, und benutzen die Notation
TYP(p, q) fiir alle Formen vom Typ (p, ¢||1).

Die Typen (p, q), die in Z)?CP*K(A,P) vorkommen, befinden sich im A-Bigrad gleich (P — 1 —¢,P — 1 — p), und
die Differenz p — g miBt den Abstand zur Diagonale des DOLBEAULT-Komplexes. Diese Eigenschaften werden
beibehalten, arbeitet man in der direkten Summe:

(117) D (A, 0) = P D H(A,P) = D(A) .

Die Transgressionsformel ist grosso modo eine Verbindung zweier Ableitungen beziiglich verschiedener Differentia-
len, d¢ und dp. Die Konstruktion von héheren CHERN—Formen verlangt die sukzessive Bildung einer Stammfunk-
tion fiir dp. “Die (Un)schuld in der Struktur wird transgressiv durch die Briicke der Transgression von dp auf dg
transferiert”. (Das regularisierte) Integrieren nach dem reellen Parameter t liefert dann eine Stammfunktion fiir dy.

THEOREM 1.5 (Die Transgressionsformel). Folgender Kontext sei festgelegt:

X ist eine komplexe Mannigfaltigkeit,

E ein (n+1)-dimensionaler Multikomplex von holomorphen Biindeln auf X,
mit dem Differential v = (v1,Va,...,Vpt1), und

mit einer Metrik h, die deformiert wird, durch

Hi := &, t" - idgn, selbstadjungierten Deformationsoperator,

t € R**! Deformationsparameter,

V = Vy ist der deformierte Superzusammenhang, entstanden nach Vervollstindigung zu einem
d = 9 + 0-derivativen Operator des O—derivatinen Operators vom Z—Grad gleich +1:

V" =9+ v beziiglich der (deformierten) Metrik hHy. Die Vervollstindigung erfolgt durch den
d-derivativen Operator

V'=04v§. So gilt: V = V" +V'. Wir schreiben auch v* statt vi, wenn aus dem Kontext klar
ist, ob der adjungierte Operator beziiglich der urspringlichen Metrik h oder der deformierten
Metrik hHy gebildet wird.

N = E?;l N; dttf ist der Nummeroperator. Er entsteht als Differential der Abbildung zwischen

Vektorbiindeln auf X :
X x R*""Y — Metriken auf E,

wobei nach der Wahl einer festen Metrik auf E der obige Raum der Metriken mit dem Raum
der selbstadjungierten Schnitten in End(E) identifiziert werden kann.

f:C — C ist ein Polynom mit komplexen Koeffizienten.

Dann finden folgende Transgressionen statt:
Die Transgressionsformeln mit Werten im trunkierten DOLBEAULT-Komplex:

Fir p, ¢ mit TYP(p,q) C ZD%'_”(A, o) (oder dquivalent p+q=n — 1) gelten:

(118)
. 5} Proj
d Proj $ F((VC+N))N § =3 IYPEELOSATIRTE B g f(VE+N)2N $
‘ TYP(p,g)@\" R"+1 ( y) 2] +0 Proj (( ))

TYP(p,g+1)@ A"t R+

und
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(119)
ZL_& 0 Proj
ds Proj $ F(VC+N)DN$ = ir g YPERLOSATTIRTE L g p(T° £ NY2)N $
TYP(p,g)O A" R+ + o 9 Proj

TYP(p,g+1)@ A"+ R+l

Die Transgressionsformel mit Werten im DoLBEAULT-Komplex:

(120) d, Proj $ F(V°+NP) $ —=d Proj $ F(V'+N)?) $
/\71 Rn+1 2 /\n+1 Rn+1

Die folgenden drei Abschnitte beinhalten den Beweis des Theorems.

2. Beweis fiir die DOLBEAULT—Transgression

Wir nehmen f(x) = z*. Der Beweis ist ein direktes Korollar der Relation (115) und der Ableitungsformel:

%v, (V+NPH§ =0.

<dt—%d> $ (V+N)?*8 =8 [dt+%N—
O

Unabhangig von diesem Beweis werden wir eine kurze Zwischenbemerkung iiber Konvergenzprobleme, die vorkom-
men konnen, wollen wir mit einer groBeren Klasse von Funktionen als nur mit Polynomen arbeiten.
Wir werden spéter Interesse fiir f gleich der Exponentialabbildung haben. Die Superspur ist stetig. Die Konvergenz-
probleme hidngen dann eng mit dem guten Verhalten von exp(—t[v,v*] + o(t) - St6rung) fiir t — 0o zusammen:
Der Operator [v,v*] = vv* + v*v ist faserweise streng positiv wegen der Exaktheit von v.
Aus diesem Grunde gilt die Transgression fiir die groBere Klasse von gegen oo schnell abklingenden Funktionen.

3. Beweis fiir die erste Deligne—Transgression

Wir nehmen wie im Falle der DOLBEAULT-Transgression f(z) = z* an, die Formel gilt a posteriori fiir eine groBere
Klasse von Funktionen f. Der Beweis lduft nach parallelen technischen Umformungen. Jedoch ist die Anwesenheit
des Nummeroperators N eine zusatzliche kombinatorische Verwicklung.

Seien p, g mit p+g=n—1und n > 1. TYP(p,q) ® A" R**! ist dann ein Summand innerhalb von D?* " @ A\".
Die Operatoren 9 und 9 kdnnen durch Beriicksichtigung der (0,1) bzw. (1,0) Grade des Differentials dp isoliert
werden, und wir mdchten nun ihre (gemischten Super—)Kommutatoren mit den Projektoren auf bestimmte Typen
des Komplexes D?*~"(A, ») berechnen. Es gelten:

(121) Proj 0=0 Proj
TYP(p;q) TYP(p,q+1)

(122) Proj =0 Proj .
TYP(p;q) TYP(p+1,q)

Wir starten nun die entscheidende Berechnung des Beweises:

oL . 1 1 .
d¢  Proj $ (V°+N)*N$§ = Proj {(dt - —d) + —d} $ (VC+N)*N $
TYP(p,0) A" TYP(p,) O A"+ 2 2
. 0 Proj
_ = TYP(p+1,q)@ A" ! c 2k
=34 5 o $ (VS + N)2**N $

TYP(p,g+1)@ A"

Wir haben beim zweiten Ubergang folgende einfache Bemerkung benutzt: Der Differentialoperator dy — %d kann
durch die Ableitungsformel innerhalb der Superspur transferiert werden, und dort entsteht die Bildung des Super-
kommutators
1 1 . . 1 1
[de + 5N -5V, (Ve + N)Z*N] = (V¢ + N)?*[d, + 5N —5V.N]  aus (115)

2 o
= (V° + N)Qk[—iv,N]

Im letzten Ausdruck befinden sich nur Terme, in welchen der A*-Grad (p + q) gleicht, da jedes dt; von einem
Operator [V", N] oder [V’, N] gebunden ist. Diese Terme liefern keinen Beitrag nach Projektion.
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4. Beweis fiir die zweite Deligne—Transgression

Der Anfang der Berchnung ist dhnlich dem DoLBEAULT-Fall.
oL 1 o
dt$ (V+N)?*N $ = 8 [dt+§N, (V+N)?*N] $
. 1 . .
= > 8 (V+N)* [de + 5N, (V+N)?(V4+N)?**N §
a+0G=k—1

(123) = > % - %[V [V,N]] (V+N)** N (V+N)* 8
a+pB=k—1 =

Wir haben beim ersten Ubergang die Ableitungsformel, beim zweiten die $-Po1ssoN—Gleichung und beim dritten
die Relation (115) benutzt. Die bearbeitung des Termes innerhalb der Superspur in (123) liefert:

[VIVEN]]  (V + N)?*N(V + N)%? (%)
=[V+N,[VS,N]] (V+N)>**N(V + N)*
=[V+N, [VSN|(V+N)* N (V + N)?7]
— [V, N](V + N)?*[V + N, N](V + N)**
=[V+N, [V,N](V+N)?2*N(V + N)?]
[VC, N(V + N)?*[V + N, N](V + N)?7]

=N Y (VANPVE (V4 NV + N2 [V, NJ(V + N)?*

a;jtas=a—1

-N (V 4+ N)2¥[Ve, [V, N]](V + N)?* ()

=N > (VNP [V,N|(V + N[V, (V + N)*|(V + N)*
B1+B2=p—1

Aus der $ —JAcoBI-Gleichung fiir V, V¢ und N folgt

—N(V + N)2%[V¢, [V,N]}(V + N)??
+N(V + N)22[V, [V, N]](V + N)2#
= —[V,[VE N](V + N)?N(V + N)2® + Superkommutatoren,

i.e. (xx) gleicht dem Anfangsterm (*) nach Sumation.
Auch kann [V¢,(V + N)?] durch [V¢,[V,N]] = —[V,[V¢, N]] ersetzt werden, da V und V¢ $ —kommutieren.
Wir konnen fortsetzen:

(124) 2 ) $[V,[VSNI(V +N)**N(V +N)* §
a+pB=k—1
_ d$ [VS,N](V +N)?*N(V +N)>* §
ang { —d¢ $ N(V + N)2¢[V,N|(V + N)25 }

2 [ [V, [V, NJ[(V + N)?? [V, N] .,
_a+/3-%::k—2 SNV {[V N](V+N)2ﬂ[vc [V, N]] } (V+N) 8

~
—
[\)
N
Il
-
—N
|
(oW
o
&hL L
<144

NJ(V + N)2*N(V + N)?* §
NJ(V + N)2*N(V + N)?* § }

c 2a [V,N](V-F N)zﬁN 2
(126) - MMZVZH $ [V,[VS,N](V + N) { N(T + NSV NI } (V+N)> $
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Wir suchen eine explizite Form mit Atomen VZ, V; und Vi fiir (124), (125) und (126) nach Anwendung des
Operators Projryp(, yopn+t pati-

Explizite Form fiir (124). In (124) hat [V[V¢ N]] A(End(E))-Grad (in Z) gleich Null und A* R**!-Grad
(in Z) gleich 1. Sichtbar ist noch der Operator N mit gleichen separierten Z—Graden.

Um A°® R**1-Grad gleich n+1 in (124) zu isolieren, miiBen wir aus den vielen Operatoren (V+N)? = V2 +[V N]
genau n — 1 mal den Operator [V NJ] und sonst nur V2 pfliicken. Folgende Form wird erreicht:

(127) Proj S S [VIVEN(V+N)*N(V+N)? § =
TYP(p, )@ A" TR+ 45k
= Proj > $ [V[VC N|JV2% [V N]... V2 NV?%+ [V NJV2en+t §
TYP(p.) @A™ L R+ S

Jal=(k=1)—(n—1)

Explizite Form fiir (126). In

Proj S8 [V, [V NJ(V + Ny { [V, NI(V + N)*N

(V+N)* $
TYP(P#I)@/\"+1 Rntl at+B+y=k—2 N(v + N)Q/B [vv N] }

sind genau (n — 1) Glieder gleich zu

Proj > $ [V,[VE,N]VZ* [V N]...[V N]VZ* NV2%+1[V N]...[V N]VZ*+ §
TYP(p,q) @A™ 1<j<n
la]=(k=1)~(n~1)

fiir die (n — 1) moglichen Positionierungen des Termes [V NJ aus

[V,N](V + N)?N
{ N(V + N)26[V,N] }

Zusammen mit (127) ergibt sich:

H c 2a [v7 N](V + N)ZﬁN 2y _
(128) TYP(M)ZTJHR"H W%::H $ [V,[VS,N](V + N) { N(Y + N)2[.N] } (V+N)>'§ =
=(n-1) Proj > $[VIVEN](V +N)**N(V+N)* $

TYP(p,g)@A" T R+ gk

Die Relation zwischen (124), (125) und (126) schreibt sich nun einfacher unter Beriicksichtigung von (128):

(129) Proj > $ [V.[VEN](V +N)*N(V + N)* §
TYP(p,g) O A" 1 R+
_ ! Proj { d 8 [VON|(V + N)N(V + N)> $ }
n + 1 TYP(p7q)®/\n+1 Rn+1 _dC $ [V ,N](V + N)ZQN(V + N)Zﬁ $ :
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Explizite Form fiir (125). Wir ersetzen d, d° und [V, N], [V, N] durch 940 beziehungsweise [V £V’  N]
in (125) und bemerken, daB in der Summe der Terme

{ (9+9) $ [V =V, N|(V+N)>*N(V+N)> $ }

(130) (—F+0) $ V" + V' N|(V +N)2N(Y + N2 §

nur die Gruppierungen

e zwischen 9 und [V’, N]
e und zwischen 9 und [V",N]

tiberleben, und es entsteht der Ausdruck:

(131) -2 Proj

{ 0 $ [V ,N|(V+N)**N(V+N)* 8 }
TYP(p,)@A" T R L g -0 8

[V",NI(V + N)?*N(V + N)** §

Wir verwenden die Vertauschungsregeln fiir die Projektionsoperatoren mit & und 9 (121) und (122) und leiten eine
dhnliche Uberlegung wie in dem Abschnitt 4 ein, um diese Projektionen mit den entsprechenden Projektionen des
Operators (V + N)2:N zu vergleichen. Es gelten:

Proj Y S (VHNP[VIN(V+N)™NS$ =(p+1)  Proj  $(V+N)*NS
TYP(p+1,9)0A" ! oy 3=k —1 TYP(p+1,9)@ A" +!

Proj S S (VANPVION(VHN)NS =(g+1)  Proj  $(V+N)*N$
TYP(p,a+)OA" T o4 5=k —1 TYP(p,g+1)@A" !

Dafiir die Begriindung: Im TYP(p +1,¢q) @ A" R*1 des Operators (V + N)2*N befinden sich alle méglichen
nichtkommutativen multiplikativen Kombinationen von Operatoren, fiir die gilt:

e Der Operator [V’, N] erscheint (p + 1) mal,

e der Operator [V",N] kommt ¢ mal vor,

e der Operator N befindet genau ein Mal unter diesen Faktoren, und

e bis auf monomialen Gesamtgrad gleich 2k wird der Faktor V? benutzt.

Im TYP(p+1,¢q) © A" R des jeden Operators (V + N)2[V’,N](V + N)2=N erscheinen die gleichen nicht-
kommutativen Kombinationen dieser Faktoren mit der Einschrinkung, daB sich an der (3 + 1)-ten Stelle der
Operator [V, N] befindet. Jeder Term der Projektion von (V + N)2*N erscheint aus diesem Grund (p + 1) mal,
und zwar fiir diejenigen 3, so daB die (3 + 1)—te Stelle dieses Termes vom Operator [V’, N] besetzt ist.

Der Faktor —2~! aus (123) kiirzt sich mit dem Faktor (—2) aus (131) und durch (129) folgt:

+1

b Proj $ (V+N)*N $
de Proj $ (V+N)??*NS$ = e TYP(p+1,0) A"+ R+
THeaenTE _atl g Proj $ (V+N)?>NS$
ntl TYP(p,g+1)@ A" T R7+1
(V 4+ N)? = V2 + [V",N] + [V/,N] unterscheidet sich von —(V¢ + N)? = —V°? — [V’ N] — [-V',N] =

V2 — [V" N] 4 [V’,N] durch Anderung des Vorzeichens in dem [V, N]-Anteil. Die Projektion auf TYP(p, q) ist
disebeziiglich sensibel.

$ (VE4+N)?*N$ und (=1)*(=1)¢ $ (V+N)?*N $ haben aus diesem Grund gleichen TYP(p,q) ® A" R*+1 -
Anteil. In der obigen rechten Hand werden aus ihnlichen Uberlegeungen die Vorzeichen (—1)*(—1)7 bei & bezie-
hungsweise (—1)*(—1)?t! bei & beim Ubergang von (V + N)? zu (V¢ + N)? erscheinen. Es folgt:

d Proj $ (VC+N)*N $
ds Proj $ (V'+N)*NS$ = 1l Tvp(pr1g)eAn ! ReH
n »n 1 ‘
TYP(p,q)@ A" R +1 plusq 9 Proj § (v 4+ N)ZkN s
ntl TYP(p,q+1)@A" ! Rn+1



4. BEWEIS FUR DIE ZWEITE DELIGNE-TRANSGRESSION 121

4.1. Eine Alternative Deformation. Wir haben bereits im Vorspann der Formeln (112) bis (115) die
Diskussion einer alternativen Deformation angekiindigt. Wir vergleichen zuerst die zwei Deformationen:

(132) V=V"4+V :=0+v)+@+t-v") nach FALTINGS
(133) V=V"4+V:=@+t-v)+ 0+ v") 4 la SOULE

Im ersten Fall ist ¢ ein reeller Deformationsparameter: t € R™.

Im zweiten ist ¢ € C*. Die Verdopplung der reeller Dimension hat den Vorteil, die Geometrie zu verdeutlichen.
Der Nachteil besteht darin, daB kompliziertere Formeln benutzt werden miissen, um ein Analogon des (noch
einzufiihrenden) regularisierten Integrals zu fabrizieren. Der entsprechende Integrationsprozess ist zumindest in
Dimension n = 1 das Integrieren gegen die Funktion log |¢|?.

Wir geben nun die Analoga der Formeln (112) bis (115) fiir die komplexe Deformation (133) durch ¢t € C*,
nachdem die Notation festgelegt wurde:

(134) V':i=0+t-v Vii=0+1t v*
dt; dz:

135 N” = ZNZ' N’ = — Z.Z\[i
(135) D 27

0 _ 0

136 d" = dti— d’ = dti —

(136) Vi= ) dtig b= D dhigs

Wir betrachten die Differentialoperatoren:

(137) vV.=V"+V ve=v"-V'
(138) N:=N'"+N Ne:=V" -V
(139) d :=d} +d} ds :=d} —d;

Wir stellen sukzessive folgende Relationen fest:

(140) [d7, V"] = [-N, V"] [d7, V']
(141) [}, V'] =[N, V'] [d;, V"]

N? =0
[vvvC]ZO
1 c " 1 " " " 1 " !
[dt+5N ,V]= [dt+§N ,V ]+[dt+§N , V']

1 1
)= SNV + [0 - SN V)

1 1
[_§NH7 N] + [5]\[017117 VI]

1 1
_ [§Nl7vll] + [5N17vl]

1 1
= —i[N” + N/, V”] + i[N” + N, V’]
1 [
- _i[va ]
= —%[VC,V+N] also
A+ 5N Y +N) = [29°,+N]  und schiefiich

1 1
[dt+§Nc+§VC7V+N] :0

Der Operator d; + %NC + %Vc superkommutiert mit V + N, also mit beliebigem Funktionalkalkiil von (V + N)?2.
Dies kann benutzt werden, um eine Transgression mit Werten in dem DOLBEAULT-Komplex zu erzielen.
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5. Der Differentialring = und die K—theoretische Anwendung der Transgressionsformeln

Die Transgressionsformeln erkldren differential-algebraische Relationen zwischen metrisierten Multikomplexen. Fiir
ihre Anwendung bendtigen wir eine linearisierte “metrisierte” Form — ZK(Px) - von ZK(Px), welche fiir eine
Varietit X anstelle der Kategorie Px der projektiven Biindel auf X die Kategorie Px involviert, welche als
Objekte projektive Biindel E auf X mit einer ausgezeichneten hermitischen Metrik auf E(C) iiber X (C) hat. Wir
betrachten dabei X (C) und E(C) als Objekte in der Kategorie der C>°—Mannigfaltigkeiten.

5.1. Die Kategorie Px. Sei X eine Varietit. Sei Px die abelsche Kategorie der projektiven Biindel auf
X.

DEFINITION 5.1. Die Kategorie Px hat

als Objekte: Paare (E,h), wobei E ein Objekt in Px ist, und h eine hermitische Metrik auf der kom-
plexen C*°-Mannigfaltigkeit E(C), gesehen als Biindel iber X (C), und

als Morphismen: Morphismen in Px zwischen den Biindel-Komponenten dieser Paar—Objekte. (Sie
sind an keiner Vertrdaglichkeit mit Metriken gebunden.) Es gilt also

75)([ (El,hl) — (Eg,hg) ] = Px[ E1 — E2 ] .

Wir versehen die Kategorie Px mit zusitzlicher Struktur.

Die direkte Summe zweier Objekte (Ey, hy) und (Es, he) ist das Objekt (Ey @ Es, hy ©hsy). (Unsere Sprechweise
ist formal: Kategoriell ist (E1 ® Ea,hy ® hs) eine direkte Summe, jede Anderung der Metrik-Komponente
liefert eine andere. Wir verwenden in 75X den Begriff “direkte Summe” nur fir (Ey @ E2,hi @ ha).)

Eine (kurze oder lange) Sequenz in Px

oo — (Eo,ho) — (E1,hy) — ...
heifst exakt, genau dann wenn die Sequenz in Px
-— FEy— E; — ...
im dblichen Sinne exakt ist. (Unsere Sprechweise ist erneut formal.)

Wir fiihren ein und beschreiben nun den Ring:

(142) Z=

[1]

(X) := (ZK$(75X) , + ®, 8) , mit kanonischen Basis—Elementen der Form
¢l = (Bl veld pelnly

° ZKi(ﬁX) ist die freie abelsche Gruppe, erzeugt von durch h metrisierten und beziiglich v in jeder Richtung
exakten, superkommutativen n—-Multikomplexen von Biindeln auf X, ¢ = (E°[?] vl pelnl),

Das Z™—graduiertes Biindel E*lnl = Pnezn E™ ist der totale Komplex mit Differential v = vy + vy +
-+-+4 vy, wobei v; die Komponente von v mit Z"-Grad gleich (...,0,1 auf der i—ten Stelle,0,...) ist. Es
gilt vZ = 0 wegen der Superkommutativitit des Multikomplexes. (Die Morphismen v; $ —kommutieren
untereinander.) Die Exaktheit von v folgt aus der Exaktheit jeder Richtung v;.

Die Metrik h*l"”l = @, h™ ist gegeben durch die Festlegung je einer Metrik A auf E™. Dabei ist n ein
Multiindex mit n Komponenten.

e Die Addition in = ist +, die Addition in der freien ABELschen Gruppe zur Menge der exakten Multikomplexe
in 75)(.

Wir signalisieren aber auch die Anwesendheit der Operation @, der direkten Summe von zwei Multi-
komplexen gleichen Grades.

e ® ist das Tensorprodukt zweier Multikomplexe. Diese Operation ist vertraglich mit der Z-Graduierung des
Ringes. Sie ist per Definition distributiv beziiglich 4+, und durch die iiblichen Eigenschaften der direkten
Summe und des Tensorprodukts (in einer Tensorkategorie) distributiv beziiglich &.

e 3:= > (—1)""19; ist die iibliche Bildung. Wir wiederholen sie:

Ein exakter Multikomplex wird durch 9; auf die alternierende formale Summe abgebildet, welche seine
Unter—Multikomplexe beinhaltet, worauf der Z—Grad bzgl. der i—ten Richtung jeweils konstant s ist:

o, (E.[nh velnl — th h.[n]> — Z(_l)s Eelnl, mitn; = s th pelnl, mit ni = s

s t#s
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Die Transgression mit Werten in dem DOLBEAULT-Komplex hat als direktes Korollar die Konstruktion in (149)
einer CHERN—Formen—Abbildung ch:

ch = EB (") ¢ch
(E,+,®,9) " (@n [EBlpquSn A’)’g} ,+,A,d) — (4, +,A,d)

mit Werten in dem DOLBEAULT—Komplex, welche wir im Abschnitt 7 einfiihren.

Die funktorielle Vertraglichkeit der multiplikativen und differentialen Strukturen steht im Mittelpunkt der Kon-
struktion. Wir erreichen eine Verallgemeinerung des klassischen CHERN—Charakter, welcher durch die differential-
geometrische Bildung entsteht:

(143)

(E,V) —— Spur exp (—5=V?).

5.2. (Ko)homologische Unabhingigkeit von der Wahl der Metriken. Es gibt einen kanonischen
VergiB—Funktor | : Px — Px. Eine Wahl von Metriken fiir Objekte aus Px ist ein Funktor F : Px — Px, so
daB die Verkniipfung ! o F' : Px — 75)( — Px die ldentitat ist.

Eine Wahl der Metriken F induziert einen kanonischen Komplex—-Morphismus Z(F) : ZK}(Px) — ZK¥(Px). Auch
induziert ! einen VergiB—Funktor Z(!) : ZK¥(Px) — ZK¥(Px).
Dabei ist ZK$(’PX) der Komplex erzeugt in jeder Dimension von exakten, superkommutativen Komplexen in Px.

SATZ 5.2. Fiir zwei Wahlen von Metriken F,G : Px — Px sind die Komplex—Morphismen Z(F) und Z(G)
homotop.

BEWEIS: Sei E ein Basis—Element von ZK,(Px ). Sei H(E) das Basis—Element aus ZK,,4+1(Px ), dessen Darstellung
nach der ersten Richtung

HE)=[ - =0=(ZEFENE)=(ZG)E)=0—... ]
ist. Genauer ist H(E) bestimmt durch die Relationen: Y H(E) = (Z(F))(E),0{ H(E) = (Z(G))(E), 0¢H(E ):
fiir andere Z—Grade bzgl. der ersten Richtung a, und das Vergessen der Metriken ergibt Z(!) H(E) = [ -+ —
0— E=F —0—...], den bzgl. der ersten Richtung ausgearteten Multikomplex zu E.
Die lineare Fortsetzung von H ist eine Homotopie. |

5.3. Die Ubersetzung der nichtkommutativen Diagramme in kommutative Diagramme. Sei
C eine exakte/ABELsche Kategorie.
Sei ZK%(C) der Komplex erzeugt im Grad n von exakten, superkommutativen Multikomplexen mit n Richtungen
in C. Sei ZX(C) der Komplex erzeugt im Grad n von exakten, kommutativen Multikomplexen mit n Richtungen
in C.
Das Differential in beiden Komplexen ist gegeben durch:

0:=Y (-1)*or .

Wir fithren in ZX¥(C) ein neues Differential ¢ ein, indem wir eine isomorphe Abbildung zwischen den graduierten
zu ZK%(C) und ZK(C) unterliegenden Gruppen definieren.

e Wir definieren eine Abbildung 7' : ZK,(C) — ZK(C). Sei ¢ ein Basis-Element von ZK,,(C). Dann ist fiir
jede Ecke V' € Z™ das Objekt £(V') in der Kategorie C festgelegt. Fiir jede Ecke V' und jede Richtung
1=1,2,...,n ist weiter durch £ eine Abbildung

Vi) E(V) = &V + &)
definiert, so daB kommutiert:

£(V,7)

V) §V +e)
s(v,j)l l&(v+e;7j)
E(V +ey) e EV +ei+ej)

Dabei sind e; und e; der kanonische i-te bzw. j—te Basisvektor in Z™.
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e Wir definieren T¢ € ZK3(C) wie folgt: Fiir eine Ecke V € Z™ setzen wir
(TOHV) :=&(V) -
Wir werden Vorzeichen €(V, i) € {+1, —1} in Kiirze festlegen, so daB fiir die Morphismen:
(T, i) == e(V,))E(V,1) : TE(V) = TE(V + e:)

das folgende Diagramm superkommutiert:

(V) — e te)
TE(VJ)\L lTE(V+E;J)
§(V +ej) &V +e +ej)

Dies ist dquivalent zur Relation:
eV +e;,0)e(V,5) =—e(V +e;,j5)e(V,i) .
e Wir wahlen diese Vorzeichen als:

(Vi) := (—1)[2s<i V]

?

wobei V = (Vi,...,V,,) € Z™ die kanonische Darstellung von V' als Element von Z™ ist. Diese Wahl erfiillt
die obige Relation.
e Wir definieren nun das neue Differential § auf ZK%(C) durch die Kommutativitit des Diagramms:

ZKn_1(C) ~——2— 7K,(C)

v |r

ZKS,_,(C) ~—"—— ZK%(C)

Esist § = TOT 1, und wir definieren parallel 6¢ := TO¢T 1.
Sei V € Z™, sei a := V;. Dann gilt:
(67)(0:V, §) = (TOrT~'E)(0:V, 5)
=€(0:V,9)e(V, ) - 97€(9:V,5)
B {(_1)a falls i < j

1 falls i > j .

Wir haben diesen Unterabschnitt in einer sehr detailierten Darstellung prasentiert, damit es klar wird, daB die
K pG-Konstruktion, welche kommutative Diagramme/Multikomplexe involviert, in direktem Zusammenhang mit
dem dem Ring = steht.

(Der Aufmerksame Leser wir spater bemerken, daB die CHERN-Charaktere fiir Elemente der Form 9¢ und 6¢
iibereinstimmen. Dies liegt daran, daB in der obigen Formel das Resultat nur von a abhingt.)

6. Das regularisierte Integral

Eine Anpassung des regularisieres Integrals aus [Fa] wird ohne wesentliche Anderungen dargestellt.

6.1. Das regularisierte Integral in mehreren Variablen. Sei IC die Klasse der Abbildungen f :
R.o — C, so daB fiir ein geeignetes n die Funktion ¢ — ¢™ f(t) unendlich differenzierbar, auf der Mannigfaltigkeit
mit Rand [0, co) ausdehnbar und schnell abklingenden bei oo samt aller Ableitungen ist.

Konvergenzprobleme des Integrals von f bei der unendlichen Stelle existieren nicht. Das regularisierte Integral
erweitert das Integral der Funktionen aus /C, die im Ursprung einen endlichen Grenzwert haben, auf ganz K.
Fiir f in K kann im Ursprung folgende asymptotische Entwicklung geschrieben werden:

f(t) ~ i ait' + O(t°).

l=—n
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Wir definieren eine (-Regularisierung dieser Funktion

(144) Cr(s) = (( wenn der Kontext klar ist, durch:

(145) / F(t)t* at

Diese (-Regularisierung konvergiert fur groBe Werte von s und besitzt eine analytische Erweiterung zur ganzen
komplexen Ebene. Wir definieren nun:

(146) reg /:0 f(t) dt := ¢;(0)

Speziell fiir die Funktion f(t) = t~'e™!, A > 0, ist ((s) = A™%, so daB ihr regularisiertes Integral —log \ gleicht.
Insbesondere gilt fiir f in C, so daB f(0) definiert ist:

(147) reg/ o) dt = / 1) _e_tf( )

(Fiir diese Arbeit interessieren nur Funktionen mit einer einfachen Polstelle in 0.)
(Fiir f(t) := e~** liefern die Ableitung nach A und ihre Vertauschung mit dem Integral in 147 eine direkte

= —log\.)

Berechnung fiir reg [ < :

6.2. Das regularisierte Integral in mehreren Variablen. Wir erweitern die Definition des regulari-
sierten Integrals fiir schnell abklingende Funktionen mehrerer Variabeln f : RY; — C, so daB fiir einen geeigneten
Multiindex n die Funktion t — t™ f(t) eine stetige Fortsetzung auf RZ, besitzt. Wir bezeichnen diesen Raum auch
mit C. Dabei bestehen wir darauf, daB das Analogon des Theorems von FUBINI gilt.

6.3. Das Superintegral. In diesemn Unterabschnitt beschreiben wir eine Vorzeichenregel fiir das Analogon
des Satzes von FUBINI fiir die Erweiterung des Integrals nach $-Tensorieren mit einem Superring.
Sei U eine offene Menge in R™ und seien t1, t3,...,t, die kanonischen Koordinaten.
Dann ist [, f(t) dt1dts ... d¢, fir f € LY(U) definiert.
Sei A eine Superalgebra iiber C. Wir erweitern formal das Integral zu einer Abbildung

/ s ALY, (UA) = Ao LY, (UA") = A
mit Beibehalten der gleichen Notation durch die Formel:

falls der Grad von w nicht maximal ist,

a@w =
/ {aff(t) dt;dty...dt, fallsw = f(t) dt; Adta A--- Adt,
Das Tensorprodukt ist im Sinne der Superalgebra genommen.

SATZ 6.1. Seien U € R* und V € R™ offen und w und n integrierbare Differentialformen mazimalen Grades
auf U bzw. V. Die Koordinaten werden mit t bzw. s notiert. Auf U x V' sind dann (t,s) die kanonischen
Koordinaten. Dann gilt folgende Ubersetzung des Satzes von FUBINI:

[ @owm 6one =k ([aow) ([von)

7. CHERN—Formen mit Werten im DOLBEAULT-Komplex

Im Abschnitt (5) haben wir bereits gewisse Notationen eingefiihrt, die wir des weiteren ibernehmen. Wir benutzen
fiir das metrisierte Differentialbiindel (E*"], v*l"l h*["]) die Notation ¢ (bzw. £[*1) oder E* (bzw. E*I™).

SATZ 7.1. Die Abbildung ch
Z(X) — Ax

(148) H T
@, Z [{ Menge aller (E'[”],v°{”],h°[n]) ] . |:®|pfq|§n AZ))(Q}

@n (n) Ch
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definiert auf Erzeugenden €M = (E'["],V°[n]7 h°["]) durch

(149) (™) eh(el) = 2in reg/ $ exp(-V2-V-V")$§,
R+“

wobei V := Vy der deformierte metrische $—Zusammenhang auf E*™ zur Metrik h*™ ist,
erfillt die Figenschaften:

(150) ch(E} @ E3) = ch(E}) + ch(E3)
(151) (—1)/EE ch(E} @ E3) = ch(E}) A ch(E3)
(152) ch(9E®) = O ch (E®)

reg [ ist dabei das regularisierte Integral in R? fiir schnell abklingenden Funktionen.

BEWEIS:

e Seien E'[n] und Q'M zwei Multikomplexe mit gleicher Anzahl von Richtungen, so daB die Summe E*I"l :=
é’m @Q'M wohldefiniert ist. Mit offensichtlichen Notationen gelten dann:

e =M e M e EM=EMa ER, fir alle n mit |n| = n,
V=V,&V,, also V2 = V2 @ V,2,
V=V;,&Vs, und V* =V} & Vj.

Alle Operatoren sind mit dem gleichen Parameter, t, deformiert. (150) folgt nun aus den trivialen Identitdten:
exp(A & B) = exp(A) ® exp(B)
$(A®B)S = $A48% + $BS.

e Seien nun E;*[") und E,**2) beliebig und E*I") := E;*™) @ E,*1"2) mit n = ny + ny. Wie im Fall
der direkten Summe beschreiben wir zuerst die Komponenten von E*l in Abhangigkeit von den zwei
Tensorfaktoren:

V=Vi®1+1aV,, V'=Viel+l1loV3,
v=vi?1+1® vy, vi=vi®l+1ev;,
V=V21+12V,, Vi=Vi®1+13Vj.
® steht dabei fiir das Supertensorprodukt. V, v und V beinhalten stillschweigend auch den Deformati-
onsparameter t € R} = R}' x R}* 5 (t1,t2), und V;, v; und V;, i = 1,2, hdngen nur von t; ab. Aus den
Relationen

exp(A®1+1® B) =exp(A®1)exp(l® B)
= exp(4) © exp(B),
und
$(A®B)$S =8%$A% -$BS.
folgt (151) nach Anwendung des Theorems von FUBINI (151) sofort:

1 ,
(n)Ch(E.[n]) = $ exp(—V2 —V-V")$
27 Jo
1 1 ,
= / $ exp(—V% — V1 — VI) $ . $ exp(—V% — V2 — V;) $
2n1 2n2 R, r1+n2

= (-1)mm (nl)ch(E1°[n1]) A (nz)ch(E2°[n2])_

e Das Theorem von Stokes und die Transgression ergeben die Vertriglichkeit der Differentialstrukturen, (152).

1 .
aeh(E) = / d $ exp(—V2—V_V*)§
-

__ ! / d, $ exp(—V2—V—V")$
R+7l

_2n71

+n—1 t;=0

= Y [ sen-wovovys [T
=1 R
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— Der Wert an dem i-ten unendlichen Rand verschwindet wegen des Verhaltens von

[V, v*] = ti [Vin t;=1, Vi, t,::l]- Dieser Operator kommt versteckt in V2 vor. Die Exaktheit von v
bedeutet, daB [v,v*] = vv* + v*v das Spektrum auBerhelb einer Umgebung von 0 in der positiven
reellen Halbachse hat. Alle anderen Terme in (V¢+N)? sind nilpotent, und eine iibliche Abschitzung
zeigt, daB exp(—V? — V — V*) gleiches Verhalten wie exp(—[v, v*]) fiir t; — oo hat, und zwar daB
es exponentiell gegen Null konvergiert.

— Fiir den i—ten Summanden liefern V; und V. nach der Restriktion ¢; = 0 keinen Beitrag mehr in

(153). In
V=@+v)+(@+v")=

=@+ vi)+vit @+ v+t
i#i i

ti=1

verschwindet der Term v*i = ¢;v} - in t;, = 0. v; kann dann nicht mehr in einem Produkt mit
den {ibriggebliebenen Operatoren kombiniert werden, so dal Z"—Grad gleich Null entsteht. Solche
Produkte liefern dann auch keinen Beitrag mehr in (153). Summa summarum:

R ,
dMeh(E*l) = plus > (-t / $ exp(~Vig —Voe—Vie)$
i=1 R

an—1 ot

— Z(_l)i—l (nfl)ch(algo[n])
=1

— (n—l)ch(3E°[n])

8. CHERN—Charakterformen mit Werten
in dem trunkierten DOLBEAULT-Komplex

8.1. Die héheren Formen. In diesem Unterabschnitt untersuchen wir an Hand der zwei Transgressi-
onsformeln in D5(A) die Mdglichkeit, Komplex-Morphismen =* — ©$(A) zu konsruieren. Die multiplikative
Vertraglichkeit dieser Morphismen wird in den weiteren Unterabschnitten untersucht.

DEFINITION 8.1. Ein a—Datum ist die Vorgabe von (komplezen) Zahlen (oupq)p.q>0, indiziert nach ganzen p,q,
welche wir in folgender Pyramiden—Darstellung anordnen:

Qoo
Q10 Qo1
Q20 11 Qo2
Q3o Q21 12 Qo3
Q40 a3y Q22 13 Qg
und welche folgende Relationen erfillen:
agp =1,

Qpil,q T Qpgt1 = Qpg

Qp+1,p = Qp,p+1 = iapp .

SATZ 8.2. Sei (apq)p,g>0 €in festes a—Datum. Die Abbildung

ch:Zy —— @, DF7*(A,P) =D(4) ,

definiert fir Elemente £ € 2, € = M = (B v VI bl durch die Formel:

ch(£)

$ exp ((V9)?) $ fallsn =0

neh(€l) = .
(&™) {Ep+q=n1 Qipg P"OJTYP(p,q) reg f(o,oo)" $ exp ((Vc + N)2) NS$ fallsn>0

1st eine Komplexabbildung.
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BEWEIS: Wir benutzen die Transgressionsformeln. In dem Fall n =1 gilt:
d; 'eh(€M) = ResgRes; 'ch(£l) = 99 ch(el)

. = 1
= reg/ - §ddC $ exp ((VC)2) NS$ , da ago = 1 und 99 = _Eddc

= reg/ —d¢ $ exp ((V9)?) 8, aus (116) fiir f(z) = e “ und aus (V¢)? = —V?
=+ 8 exp ((V)?) $ ¢—0 (kein Beitrag am unendlichen Rand)
= Och(aely .

In dem Fall n > 1 benutzen wir wesentlich die Transgressionsformeln (118) und (119). Seien p,q > 0 mit
p+qg+1=mn-—1. Esgilt:
Proj d "ch(¢!") = Proj duniear—1y "ch(&™)
TYP(p,q) TYP(p,q)

= Proj Proj —(9+9) "ch(¢)
TYP(p,q) unten

(—5 Proj —0 Proj )”ch(g["])

TYP(p+1,q) TYP(p,q+1)

=— (apﬂng Proj +a,q+10 Proj ) reg/ $ exp (VE+N)?)N $
TYP(p+1,q) TYP(p,q+1) (0,00)™

= —reg/ apg Proj d¢ % exp ((V°+N)’)N $
(0,00)™ TYP(p,q)

n

= —Z:(—l)i’1 ap, Proj reg/ < $ exp((V°+N)*)N $
(0,00)™—1

wegen der zwei Transgressionsformeln (118) und (119) und der Tatsache, daB (apq)p,¢>0 €in a—Datum ist,
1 TYP(p,q)

ti=o00
t; =0
n

=plus > (-1)"! a,, Proj reg/ (8 exp((VE+N)?)NS$ iy 20)
(0,00)—1

1 TYP(p,q)

n

=>"(-1)""" Proj (" Ych (9:¢l")

T TYP(p,9)
= Proj " 'ch(oag).
TYP(p,0)

BEISPIEL 8.3. Eine natiirliche Wahl eines a—Datums ist gegeben durch:

1
e T Sprq

BEISPIEL 8.4. Es gibt aber auch die Mdglichkeit, durch die grofSe Freiheit in der rekursiven Wahl der Zahlen
apq moglichst viele unter ihnen gleich 0 zu setzen. Wir geben dafir zwei Varianten:

1. Ansatz: opq = 0 fir alle p,q > 1. Die einzige Wahl der anderen Koeffizienten ist:
e ago = 1.
o ay, =3 fiir (p,q) #(0,0), pg = 0.
2. Ansatz: o = 0 fiir alle p,q, fir die gilt: |p — q| > 1. Die einzige Wahl der anderen Koeffizienten ist:
o ap, = 2% fiir diagonale Koeffizienten,
® Qpi1p = Qppi1 = gopr flir nebendiagonale Koeffizienten.
Wir erhalten auf diese Art und Weise hohere Formen, welche in den Bereichen getragen werden, die zum

“ersten” respektive zum “letzten” Filtrationsschritt bzgl. der sh—Filtration entsprechen. (Frage: Der wievielte
ist der “letzte”?)
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A-Grad (P,P); Ty (0,0/| 0)

A-Grad (P-1,P-1); TYN0,0|| 1)

A-Grad (0,P-1); Typ (O,P-1|| 1
A-Grad (P-1,0); Typ ( Ty ( I

ABBILDUNG 1. 1. Variante

Jyp (0,0]] 0)

A-Grad (P,P

ABBILDUNG 2. 2. Variante

In den Abbildungen 1 und 2 sind durch fette Striche die Bereiche markiert, wo die hoheren Formen zu den obigen

zwei Varianten getragen sind:

Man kann auch a-Daten einfiihren, welche vom Twist P aus D ~*(A4,P) abhangen.
In den nachsten Unterabschnitten untersuchen wir die Vertraglichkeit der héheren Formen mit den Produkt—

Strukturen.
8.2. Naive Betrachtung der multiplikativen Struktur.

SATZ 8.5. Die Komplex—Abbildung
ch: =0 —— @, DF *(4,P) = D5(4)

. —_

welche zu den a—Daten apg :=2"P71
1st nicht vertriglich mit den multiplikativen Strukturen, es gilt jedoch:

ch(&.§2) = ch(&1) o ch(&2)

in den folgeneden zwei Fdllen:
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o Entweder & oder & hat den Grad Null.
o &1 und & haben beide Grad FEins.

BEWEIS: Die Multiplikativitdt in dem Fall, wo beide & und & den Grad Null haben, ist der klassische bekannte
Fall. Wir haben ihn bereits im Rahmen der Multiplikativitdit des CHERN—Charakters in den DOLBEAULT-Komplex
getroffen. Hat & den Grad Null, so folgt fiir £ := &;. - &s:

(154) VE=V450l+10VS
(155) N=N;@1+1@N,
wobei selbstverstandlich Ny = 0. Daraus folgt:
(VE+N)2 = (V4N )2 @14+ 10 (V5)?
exp ((Vc + N)Z) N = exp ((Vc +N,;)? ) N; ® exp ((VE)Z) ,

und die Multiplikativitdt folgt aus dem Satz von FUBINI fiir das regularisierte Integral.

Seien & und & vom Grad > 1. Wir starten eine allgemeine Rechnung, welche die Multiplikativitat im Fall || =
|€2] = 1 liefert.

Die Formeln (154) und (155) gelten und ergeben:

(156) (VE+N)? =(V§+N)2@1+1@ (V5 + Ny)?
exp ((VC+ N)?) N =exp ((V§ + N1)?) @exp ((V5 + N2)?) (N @1+1@Ny)

= exp ((V§ +N1)2) @ exp ((V§ +N2)2)D
(157) + exp (V5 +N»)?) [ ] @ exp (V5 +N2)*)[Na].

Die leeren Boxen betonen den Unterschied. Nun werden wir die Tensorfaktoren zu den leeren Boxen bearbeiten.
Es gilt im allgemeinen folgendes

LEMMA 8.6. Fir jedes Polynom f gilt mit den tblichen Notationen:
Projd® $ f' (V°+N)’)N$ =nProj $ f((V°+N)*) $
A" A"
Fiir den Beweis des Lemmas fangen wir mit dem folgenden Ausdruck ein:
d°$ (VE+N)**NS$S = 8 [V°+N,(V°+N)**N| $
=8 (Vc +N)?*[V°,N] $

— c 2 c c 20
(158) kH > 8 (VO NV N|(VE+ N> §
a+pB=k
Die Projektion auf A" vom letzten Ausdruck (158) fiir n > 1 |38t sich einfach vergleichen mit:
Proj $ (V¢ +N)2+D) g
A

Es entstehen nach dem Ausklammern dieser Potenz von (V¢ + N)? = V¢? + [V¢ N] alle nichtkommutativen
Monome, die n Mal das Auftretten von [V, N] und sonst bis zum Gesamtgrad (k + 1) die Atome V°? beinhalten.
Jedes solche Monom befindet sich in der Summe aus (158) genau n mal, und zwar fiir diejenigen «, so daB in
diesem Monom an der (a + 1)-ten Stelle der $—Kommutator [V¢, N] steht.

Damit haben wir das Lemma 8.6 bewiesen. Der Faktor n ist eine entscheidende Storung zur allgemeinen Multipli-
kativitdt des Formcharakters. Das Zusammenwirken von (157) und dem Lemma 8.6 ergibt:

1
exp (V°+N)>)N = exp ((V{ + Nip)?) ® n_zdc exp (V5 + N2)?)

. 1 c ¢
(156 bis) + n_ld exp ((V§ +Nyp)° - ® exp (V5 + N2)?) :

Dabei sind ny und ny die Grade von &; und &5, und die Kongruenz = bedeutet, daB Gleichheit gilt, wenn wir auf
N2 projitieren. Es gilt dann
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1 1

"ch(€1.62) = 5 reg/(o L8 e (V5 + N[N ] @ =d?exp (75 + N2)?) [Na ] 8
1 1

3T reg/(0 . $ n—ldc exp ((Vf + N1)2) ® exp ((V§ + N2)2) $

{<—1>”1‘"“>id6ch<&> A ch(&) + (1) ch(&r) A idﬁch(@)}
ny n2

DN =

Es folgt:
ch(é1.6) = (—1)lElIlch(gy) o ch(&)

in den Spezialfillen: ny = ny = 1. Wir schlieBen daraus auch die letzte Aussage des Satzes. O
Die Beobachtungen aus diesem Abschnitt motivieren die Suche nach einer verdnderten Produktstruktur, so daB
die Multiplikativitat des “"Charakters” hergestellt wird. Diese neue Produktstruktur ist “reicher” als das DELIGNE-
Produkt in der DELIGNE-Kohomologie: Sie verschwindet nicht (identisch) auf Typen, wo das DELIGNE-Produkt
es definitionsmaBig tut.

8.3. Die Komplexe D und C.
8.3.1. Der Komplex D.

DEFINITION 8.7. Der Komplex (D, d) ist definiert wie folgt:

1. D ist in positiven Graden getragen: D, = 0 fiir n < 0.
2. Dg:= @ Dy (P), wobei
P

Do(P) := D (A,P) (| Kerd® = AP (| Kerd® .

Elemente aus Dg heiffen vom Typ (0,0]|0).
3. D, = @ D..(P) fir n > 1, wobei
P

D,.(P):=DF "(A,P)= (P Ao
pt+g=n—1
p,q>0

Elemente aus A*~19P=1=P heifien vom Typ (p,q||1).
4. Das Differential d : D. — D._1 in diesem Komplex ist:

d: Dy — D_; =0 ist die Nullabbildung,

d:D; — Dy ist — 99 : AP7HP7L  APP ,

d:D, — D, ist firn > 1 und z € D,, vom Typ (p,q||1) gegeben durch

dr = Loz & Pos .
n n
Die direkte Summe in letzter Zeile bezieht sich auf die Zerlegung in folgende Typen:

L™ befindet sich im Typ (p,q — 1||1) und P5x im Typ (p—1,4||1)
n n

Dabei treffen wir die Konvention, daB der Typ (p, ¢||1) gleich Null ist, ist eine der Komponenten p oder ¢ streng
kleiner 0. Landet einer der Anteile 2695 oder ng in einen solchen Grad, so bemerken wir zusatzlich die Ver-
n

schwindung des entsprechenden Koeffizienten g respektive b
n n

BEMERKUNG 8.8. Der Isomorphismus M : D, (P) — @%P_”(A,P) gegeben durch

1g!
Mz = (—1)”p'—?x fiir 2 vom Typ (p, q||1)
n!

st vertraglich mit den Differentialen.
D.(P) stimmt zusitzlich in Graden - < 2 mit D~ (A,P) dberein.

Dies erlaubt uns, die reelle Deligne—-Kohomologie mittels D zu berechnen. Wir ziehen vor, innerhalb von D zu
arbeiten, aus mehreren Griinden:



132 9. DER CHERN-CHARAKTER

1. Aus technischen Griinden: Viele Berechnungen miissen nicht mehr den Sonderfall des Typs (0, ?||1) oder
(?,0]|1) betrachten.

2. In der klassischen Formel, welche den CHERN—Charakter ch in der héheren algebraischen K—Theorie in
Abhangigkeit von CHERN-Klassen ¢, ausdriickt, erscheinen dhnliche Fakultdten—Twists.

3. d "ist” die “richtige” Antwort auch in anderen Fallen: Fiir seine Definition sind dividierte Potenzen ausrei-
chend, und im Falle der syntomischen Kohomologie bzgl. einer Charakteristik g, des kristallinen Pendants
zur Deligne-Kohomologie, wiirde seine parallele Einfiihrung die mathematisch psychologische Grenze der
Dimension g — 1 iberwinden kdnnen. (Der Autor hat in dieser Richtung (sehr) partielle Resultate.)

4. Der Hauptgrund ist aber ein direkter multiplikativer Bezug auf einen Komplex C., welcher bereits im Satz
7.1 implizit erschien, und welchen wir im nachsten Unterabschnitt einfiihren.

8.3.2. Der Komplez C..

DEFINITION 8.9. Der Komplex (C, %d) ist definiert wie folgt:
1. C ist in positiven Graden getragen: C,, = 0 fir n < 0.

2. Cy := @CO(P), wobes
P

Co(P) := Dy(P) = AP (| Kerd® .

Elemente aus Cy heifflen vom Typ (0,0]|0).
3. C, = @Cn(P) fiirn > 1, wobei
P

C.(p)= P A7
ptg=n
p,¢>0

Elemente aus A*~9F~P heiflen vom Typ (p,q||0).
4. Das Differential ist %d, wobei d das Differential in A ist.

Das Produkt A aus A induziert ein Produkt auf (C, 1d), das wir auch durch A bezeichnen.
8.3.3. Die Komplezabbildung L : (D,d) — (C,1d). Das folgende kommutative Diagramm

d d

-0
Dy D, D, D, ~—D,~— -
_dcl %dcl (—”111!"1*1 dcl l D" e
Co 14 G 14 C Cn—lT n=~
2 2 2

erklirt einen Morphismus L : (D,d) — (C, 1d), Lz := 2% a° fiir 2 € D,,.

Fiir  vom Typ (p, ¢||1) betrachten wir die Teile (7—?"510 und —(*—}L)"ax von Lz = (j)" (0x © —0x) als Elemente
vom Typ (p, ¢ + 1]/0) und (p +1,4][0).
8.3.4. Die Multiplikation x =M :D® D — D.

DEFINITION 8.10. Wir definieren eine Abbildung x = M : D @ D — D auf homogenen Elementen wie folgt:
l.zxy=M(z®vy):=x Ay, falls x oder y in Dy liegt.
2. Firxz € D, und y € D,,,, m,n/gel setzen wir

1 1
zxy=M(zoy):=(-1)"—-dcAy+azA—dy=LxAy+(-1)"z ALy .
n m
SATz 8.11. L ist vertrdiglich mit M und A: Fir x,y € D gilt
L(xxy)=Lx A Ly .

BEWEIS: Seien x € D,,, z,y € D,,,. Der Fall n = m = 0 ist trivial. Der Fall n = 0,m > 1 folgt wegen d°z = 0.

Analog, wenn n > 1,m = 0. Fir m,n > 1 gilt:

(yme
m+n

— (1)) — <1+%> d°z A dy

Lz xy) =

1" 1
dc{( ) dcx/\y—l—x/\—dcy}
n m

n+m \n
=LxALy.
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Dabei haben wir die Identitdt benutzt:

1 1 1 1 1
(159) <_+_>:_._.
n—+m\n m n m

SATZ 8.12. M ist $—kommutativ: Fir x € D,,, y € Dy, gilt: xxy = (—=1)""y * x.

BEWEIS: Ist m oder n gleich 0, so ist die Aussage trivial.
Sind beide m,n groBer 1, so sind die A-Grade von = bzw. y gleich n — 1 bzw. m — 1 in Z/2Z und die A-Grade
von Lx bzw. Ly gleich n bzw. m. Es folgt:

yxr:=LyAz+(=1)"yALe=(-1)""Yz ALy + (-1)*(-1)™" V" La Ay
=(-1)""z*xy .

SATZ 8.13. M ist assoziativ.

BEWEIS: Seien z € D,,, y € D,,,, z € Dy. Sind zwei oder drei Zahlen unter m,n, k gleich 0 so gilt (z xy)xz =
xx(yxz)=xAyAz.
Sind £ =0 und n,m > 1 so gilt:

(zxy)*z=(Le A+ (-1)"yALz)xz=LxAxzAz+ (-1)"y ALz Az,

zx(yxz)=x*x(yANz)=LexAyAz+(-1)"zAL(yAz).
Es gilt jedoch Lz Az = L(y A z), da d°z = 0. Analog kénnen die Falle behandelt werden, wo nur m bzw. n gleich
0 sind.
Firn,m,k > 1 gilt:

(xxy)*z=Llxxy) Az+ (=)@ xy) ALz = (La ALy) Az + (=1)*(z xy) A Lz
=LaALyAz+ (-1)*LoAnyALz+ (-1 ™z ALy ALz .

und z x (y x z) kann analog zum letzten Ausdruck gebracht werden. O
SATZ 8.14. M ist vertrdglich mit dem Differential d:
Md®l+1led) = dM.

BEWEIS: Seien x € D,,, y € D,,,. Der Beweis benétigt eine Fallunterscheidung:
e Der Fall m = n = 0 ist trivial.
e Der Fall n =0, m > 1:
Md®?229y=M z@dy =2 Ady und
dMzey=d(zAy)=cAdy,

dadz=0x=0in A, dz = 0 und z hat geraden A-Grad. Analog wird der Fall behandelt, wo n > 1, m = 0.
e Der Fall n = m = 1. So haben z,y gerade A-Grade.

Md®? 2@y =M (-30z @y +a ® ddy) = —Adx Ay + x A Iy
dMzoy
=d (—d°z Ay +zAd°)

=d {(ax ANy = NOY) o)1) D (-OzAy+a /\gy)(og\u)}

1 — _
:58(0x/\y—x/\8y)+58(—0x/\y+x/\8y) .

und die Bearbeitung des letzten Ausdrucks fiihrt zum Ziel.
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e Der Fall n =1, m > 2. Der Typ von z ist also (0,0]|1) und sei y vom Typ (p, q||1)
Md*? roy=M {—85m®y—x® (28y+£5y)}
n n

=-90x ANy +d°z A (%By + %53/) —zA ﬁdc (%3?; + %52/)

— 1 = 1
dMzroy=d {—c’)x/\y+8x/\y+—x/\8y——x/\8y}
m m

g+l — 1 — P = _ 1 _
—m+18< 8x/\y+mx/\8y>+m+18< 8:5/\y+m:c/\8y>

q 1 p+1_ 1
——0|0xANy——x A0 OldxANy——x A0
+m+1 <x Yomt y>+m+1 (:v Yomt y)
und die beiden Ausdriicke sind gleich zu
— - - 1 —
—99r Ay + (B — D)z A (ﬂay+ﬁay) o2 A DDy .
n n n

Analog kann auch der Fall n > 1, m = 1 behandelt werden. (Oder man nutzt die $-Kommutativitat von M aus.)
e Es bleibt der Fall: = ist vom Typ (p, ¢||1) y ist vom Typ (s, ¢||1)

4®2 q D= n t n S —
@y — —0x@y+=0ry+(-1)"z® —3dy+ (-1)"xz ® —3dy
n d m m

M, (-)m=1e. L goz Ay +0 +20z A Loy —19z A Loy

+0 —(=1)" 2. L 9dx Ay +LZ0x A Loy —29z A Loy

+10x A Loy —19z A Loy +(=)"z A L. 2100y +0
+L0x A 20y —19z A 20y +0 +(=)rz A £ - L (-00y)

m—1
1— 1 _ - - t—p= t - =
— (—1)"2B0r Ay — (1) —2 A 0Dy + LS00 N Ty + LBenoy — L o0 Aoy + 2050 ATy
n m nm nm nm n

m

1= 1 1— 1
TRY M, (-1)"=0zAy—(-1)"=0zxAy+xAN—0y—xA—0y
n n m m

4, gttty {(-1)" 20z Ay+a Loy} ZEI{(-1)"10zAy+azA Loy}

ntm ntm
%0{—(—1)”%83:/\34—:5/\%03/} %5{—(—1)”%8:5/\3/—:5/\%83;}
und man kann den letzten Ausdruck leicht berechnen. Der Koeffizient von 9z A Oy ist zum Beispiel:
<q+1+t.l_p+s+1 .i) _n—p+t p+tm-—t _t-p (1 l)
n+m n n+m m (n+m)n  (n+m)m n+m

n m

und nun kann die “wichtige” Relation (159) angewandt werden. O

8.4. Der CHERN—Charakter mit Werten in den Komplexen D und C.

DEFINITION 8.15. Sei X eine Varietit. Der CHERN—Charakter mit Werten im Komplex D. ist die
Abbildung:

chp : 2.(X) = D.(Ax) ,

welche auf Basis-Elementen vom Grad n der Form & = £} = (E*[" vel"] nel*l) durch die Relation erklirt
wird:

$ exp((VS)?) $ firn =0

1o ol = {regf Sexp((V4N?)NS  Jirn>0,

Wir benutzen dabei die tblichen Notationen aus diesem Kapitel. Das regularisierte Integral reg [ wird auf
RY, beztiglich des Deformations—Parameters t gebildet, welcher implizit in dem deformierten d°-derivativen
Operator V¢ und in dem Nummeroperator N eingeht.

Wir betrachten fiir n = 0 den Ausdruck $ exp( (Ve)? ) $ in der direkten Summe der Summanden AT,
Er liegt tm Kern von d°€ also auch in Dy.
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Der Ausdruck $ exp( (Ve + N)2 ) N $ , entsteht, nachdem wir Operationen in A(End(E)) durchfihren
und vom Resultat die Spur bilden. Er nimmt als Differentialform in A = Ax Werte in der direkten Summe
von Summanden der Form

AP—a=LP=p=1 fir alle positiven p,q mitp+qg+1=mn
und wir identifizieren den Summanden AP~9"LP=P=L mit Elementen vom Typ (p,q||1) aus D, (P).
Der CHERN—Charakter mit Werten in dem Komplex C. ist die Abbildung:
chc:2.(X)— C.(Ax) ,

welche auf Basis-Elementen vom Grad n der Form & = £ = (E'[”],v'[”],h°[”]) durch die Relation erkldrt
wird:

che(§) := reg/ $ exp((V-+N)?) $

mit den gleichen Konventionen wie oben.

Der Ausdruck $ exp ( (V¢ +N)? ) $ , entsteht, nachdem wir Operationen in A(End(E)) durchfihren und
vom Resultat die Spur bilden. Er nimmt als Differentialform in A = Ax Werte in der direkten Summe von
Summanden der Form

AP—@P-P fir alle positiven p,q mitp+q=n
und wir identifizieren den Summanden A*~9F~P mit Elementen vom Typ (p,q||0) aus C,(P).

THEOREM 8.16. Sei X eine projektive Varietit.
Die CHERN-Charakter chp und chc sind wohldefiniert (in Bezug auf Konvergenzprobleme) und haben die
Eigenschaften:

1. Sie sind Komplex—Abbildungen:
1
d chp(§) = chp(9E) und id che(§) = che(0€) .

2. Sie sind vertrdglich mit & und +: Es gilt auf Basis—Elementen:
chp(& @ &2) = chp(&1) + chp(&2) und che(é1r ®&2) = chc(&) + che(&e) -

3. Sie sind vertrdglich mit den Produktstrukturen:
cho(§1 ® &) = chp(&1) * chp(&2) und che(& @ &) = che(&r) Ache(e) -

4. chp und chc verschwinden auf ausgearteten Elementen.
5. Der Morphismus L fiihrt sie ineinander:

L chp(§) =che() .

(Insbesondere kinnen die obigen Eigenschaften von che aus den entsprechenden Eigenschaften von
chp abgeleitet werden.)

BEWEIS:

e Die Vertraglichkeit mit den Differentialen folgt aus den Transgressions—Formeln.

o Die Vertraglichkeit mit & und + folgt analog zu dem Beweis von 7.1.

e Die Vertraglichkeit mit Produktstrukturen folgt aus dem Lemma 8.6 und aus den Argumenten aus dem Abschnitt,
wo sich dieses Lemma befindet.

e Ein ausgeartetes Basis—Element aus =(X) ist der Form --- — 0 — (E*,h*) = (E*,h*) — 0 — ... fiir ein
Basis-Element von der Dimension um 1 niedriger als E in einer Darstellung beziiglich einer geeigneter Richtung.
Wir konnen annehmen, daB diese die erste Richtung ist, und fiir das obige ausgeartete Basis-Element mit der
Darstellung arbeiten:

[--—=0—= (T,hy)=(T,hy) —0—...] @ (E*,h*).

Dabei sind T das triviale Biindel auf X, das neutrale Element fiir das Produkt ®, und ht die triviale, konstante
Metrik auf T'. Es reicht zu zeigen, daB chp auf [--- — 0 — (T, hy) = (T, hy) — 0 — ...] verschwindet.

Der induzierte metrische Zusammenhang ist d : A — A und es gilt d> = 0. Auch $—kommutiert d mit dem
Differential, welches die Identitit oder eine Nullabbildung ist. Der Term exp((V¢)?)N wird zu exp(—(vv* +
v*v))N = exp(—t.ldentitdt)N.

Die Argumentation ist durch die Bemerkung beendet, daB das regularisierte Integral der Abbildung t — ¢t~ exp(—t)
verschwindet.

e [ chp =ch¢ aus Lemma 8.6.
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KAPITEL 10

Hoéhere Chern—Charaktere

Wir haben im letzten Kapitel eine Verallgemeinerung der Formel des CHERN—Charakters gegeben fiir ein Vek-
torbiindel mit Zusammenhang V durch die Spur von exp —TVZ. In diesem Kapitel skizzieren wir sehr kurz eine
T

Méoglichkeit, die parallele Formel 163 fiir die CHERN—Klassen zu iibertragen. Dies ist moglich durch den flexiblen
superalgebraischen Formalismus, wo die Betonung dieses Kapitels auch liegt.

1. Superlineare Algebra

Das Symbol @ steht auch des weiteren fiir das Supertensorprodukt. Sei k ein superkommutativer Ring. Sei H ein
k=Supermodul. Wir definieren:

$T ? H := H®”/Relationen ,
wobei die Relationen
(161) T QT2 @ DTy — €(T,0)T0(1) @ Toa) @ -+ @ To(p)
die iibliche Vorzeichenkonvention durch den entsprechenden Kozykel €(x,0) einbauen. Die Definition von € ist
induktiv. Fiir Transpositionen (i,i 4+ 1) soll gelten: e(x, (i,i + 1)) := (=1)l=illzi+1] Die symmetrische Gruppe
agiert von rechts auf Abbildungen {1,2,...,n} — H, also von rechts auch auf H®? durch 1 @ 23 @ -+ @ T, —
Ty(1) @ To(2) @ @ To(p)- Das kommutive Diagramm:

e(z,0).0

T e(x,0).27

o
e(z,oT).0T e(e?,7).7

e(z,07).20"7) = €(x,0).€(x”,7).(x7)"

kodiert die Kozykelrelation e(z,07) = €(x,0).€(z7, 7) und erklart die Erweiterung der Vorzeichenregel auf beliebige
Permutationen. Die explizite Form des Kozykels folgt unter Beriicksichtigung der Vorzeichen samtlicher Inversionen
einer Permutation o. Sie ist gegeben durch:

>zl

<g
(,0) = (~1) L70>7 )

Wir haben eine surjektive, nicht injektive Abbildung
ST"HoST'H — - STPHH
die eine $-Algebra
ST H.=S$T"H
P

definiert. Seien nun A;, Ay, ..., A, Endomorphismen von H. Die iibliche Vorzeichenregel definiert einen Endo-
morphismus:

Ai®A®--- @A, H%? — . HOP induktiv durch:

(A1 @A @ @A) (11 QT2 - B Tp)

= (_1)\A2®-"®Aprl| A1z @ (A2 @ @ Ap)(22 @ -+ @ 1)
also allgemein: = (—1)2i<1 145 [zl A1z ® Asxo ® -+ - @ Apzy

137
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Wir kénnen dies kompakt in der Form