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Uber dle c¢~Reflexivitdt von CQ(X)
von H.-P. Butzmann

Fiir einen Limesraum X Dbezeichne CC(X)~,die'ﬂl -Algebra

aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf X ,'verséhen.mit
~der Limitierung der stetigen.Konvévgénz,und P(CQ(X)) die
Menge aller stetigen Halbnormen auf CQ(X) . Die von PECQ(X)).
auf CQ(X) induziertetiopologie - die feinste lokalkonvexe
Topologie, diengrdber ist als die Limitierung der stetigen Kon-
vergenz - heiﬁ@ die zur Limitierung der étetigen Konvergenz as-
soziierte lokalkonvexe Topolégie. Wir werden im 1. Teil dieser
Arbeit zeigen{;daﬁ sie mit der Topologie der gieichmé%igen Kon-
vergenz auf kohpakten Mengen zusammenf&dllt, wenn X zu der
Klasse von Liméiréumen gehdrt, die wir nach [ 1] c-einbettbar
nennen. | |

Flir einen Limesvektorraum E bezeichne LQE die Menge aller
linearen, stetigen Funktionale auf E , versehen mit der Limi-
tierung der stetigen Konvergenz, und der Raum E soll c—reflexiv‘
heiRen, wenn der natiirliche Homomorphismus von‘ E in LCLCE |
ein HomGomorphismus ist. Im 2. Teil werden wir die Q—Reflexi~
vitdt von CC(X) flir jeden Limésraum X beweisen.

Im 3. Teil werden wir schlieRlich zeigen, daB LCLQE die (topo-
logische) Vervollstédndigung von E ist, wenn I ein lokalkon-
vexer, topologischer Vektorraum ist. Also ist E 1in diesem
Falle genau dann c—reflexiv, wenn E Volisténdig ist.

Die Resultate der Teile 1 und 2 entstammen der Dissertation des
Autors. Viele Beweise sind jedoch vereinfacht und verkiirzt

wiedergegeben. Die Anwendungen dieser Ergebnisse auf topologische
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insbesondere lokalkonvexe,  topologische Vektorriume wurden

zusammen mit E. Binz gefunden.

I. Die assoziierte lokalkonvexe Topologie von C (X)

Es sei (E,A) ein Limesvektorraum und P(E) die Menge aller

stetigen Halbnormen auf (E,A) . Die Menge P(E) induziert

auf E eine lokalkonvexe Topologie T die grober als A

ist. In der Tat ist T die feinste lokalkonvexe Topologie

auf E , dievéfébéfnist als M , und daher heiRft (E,T) der

ZU (E,A) assoziierte lokalkonvexe Vektorraum..Fﬁr

(E,N) = CQ(X) soll er CTC(X) genannt werden. Bezeilchnen wir

mit  Cp (X) dié Menge C(X) , versehen mit der Topologie der

gleichmidRigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X ,

so ist die Idenéitét von C,(X) in® Cp(X) dimmer stetig. Nun

soll in diesemtTeil gezeigt werden, daR sie fir einen C-ein-
~bettbaren Limesraum X ein Hom8omorphismus ist, d.h. in diesem

Falle ist der zu CQ(X) assozlierte lokalkonvexe Vektorraum

ck(X).'

Es sel X ein Limesraum und X ¢ X kompakt. Definiert man

CC(X)————a R

Px
durch '
pK(f)-: sup| f(x)| fir alle fe ¢c(X) ,
xeK
so ist Py eine stetige Halbnorm auf CC(X). Welterhin

erzeugt das System

'{pKl K¢ X, K kompakt }
die Topologie der gleichmiBigen Konvergenz auf kompakten
Mengen auf (C(X) . Es bezeichne P wiederum die Menge aller

stetigen Halbnormen auf CC(X) , dann ist die HomSomorphie von
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id : X X
cTQ( )—— ¢, ( )
dquivalent zu der Aussage:
Zu jedem pe P existieren eine kompakte Menge K <X und

eine reelle Zahl o > O mit der Eigenschaft:
P& opy
Es sei P die Menge aller Halbnormen peP , flir die gilt:

(1) p(r) = p(lE]) fiir alle £ e ¢(X)
(i1) p(f) gwb(%) . filr alle f und g aus ¢(X) -
| " mit |f| = f < g

~

Wir werden zunichst zeigen, daR die von P und P erzeugten
Topologien Ubereinstimmen. Dazu brauchen wir die beiden folgen-

den Lemmata:

Lemma 1 Es sei X ein Limesraum. Definiert man fir eine

beliebige Teilmenge Fec(X)
MF = {feC(X)| es existiert ein geF mit |f] < |g|},

dann konvergiert ein Filter © aquf C[(X) genau dann gegen
Null, wenn "] © gegen Null konvergiert, dabei sei ™0 der von |
{MF| Fe o} erzeugte Filter.

Den Beweils flihrt man durch einfaches Ausrechnen.

Lemma 2 Es sei Y eine posttiv homogene, in Null stetige
Abbildung von C(X) 4in R, dann ist ¢ beschrinkt, d.h.

fiir jedes fo€ C(X) st die Folgende Menge beschrankt:

w{fe Cx)| -f s £ s £}
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Beweis Es sel f_€ C(X) wund Afo = {le C(X)] ~f,s 0L}

Nehmen wir an, daR w(A$ ) nicht beschrinkt ist, dann gibt es

zu jeder natiirlichen Zahl neMN eine Funktion gne,Af mit:
. R . . ’ o)
lwig )l 2 n
also
g .
B - o

Andererseits gilt aber

-f <g < f fiir alle ne N
O n- O
r g T ,
& -2 2 fiir alle ne N
n n n ,

oo g
woraus folgt, daf die Folge (HQ) gegen Null konvergiert. Da

"y in Null stetig ist, erhalten wir daraus die Konvergenz von
En o e ‘

w(5~) gegen Null, also einen Widerspruch.

Nun definieren wir flr jedes peP

D ¢, (X)—— {09

durch:

Kol
—~
.

) = sup{p(r)] fecC(X), [f] = 1f0|}
fir alle foe c(x)

Nach Lemma 2 ist D wohldefiniert, und es ist nicht schwer zu
verifizieren, daf P eine Halbnorm auf C(X) dist. Wir bewei-
sen daher nur die Stetigkeit von P

Es konvergiere 0 gegen Null in. CC(X) , dann konvergierﬁ
nach Lemmé 1 auch 7]0 gegen Null. Da p stetig ist, gibt

es zu jeder positiven reellen Zahl ¢>0 ein Fee@ mit



den Eigenschaften:

und

‘. p(F_) ¢ (-¢e,¢)
Sei f ¢ F und -|f| < |f | , dann gilt fe€F_  und daher
. o e 0 AN €

p(f> < € s
woraus wir

'“p(fg) < e

erhalten. Also gilt:

i

%p(FE) ¢ [-¢e,€]

Daher gibt es zu jeder stetigen Halbnorm peP eine stetige

Halbnorm D e%a mit der Eigenschaft:
PP

woraus folgt, daf 'P und P in der Tat dieselbe.Topologié
auf C(X) erzeugen.

Das folgende, sehr einfach zu beweisende, Lemma bildet den
Schllssel des Beweises-dafﬁr, daR P die Topologie der Kom-

pakten Konvergenz auf C(X) erzeugt:

Lemma 3 Fiir jedes peP <st der Kern von p ein abgeschlos-

senes Ideal in CC(X).

Beweis Der Kern jeder stetigen Halbnorm auf CQ(X) ist ein
abgeschlossener Unterraum von CC(X> . also bleibt zu zeigen,

daR Ker p gegen Multiplikation mit Elementen aus C(X) abge-
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schlossen ist.

Sei also ’pe.ﬁ » £ € Ker p und g € C(X) . Definiert man

g, = (-nvg)an fir alle ne N

!
1
!

SO kopvergiert die Folgé (gn) gegenp g und die'Folge
(gnfo§ gegen - gfo, (Dabel bezelchne """ Dbzw. " " da§ 
(punktweise definierte) Supremum bzw. Infimum zweier Funkti-
onen und n die konstante Funktion mit dem Wert n.).

Weiterhin gilt: .
£ e | snlf_| fiir alle ne N
ovn (0] .
= p(foe,) € p(nf ) = np(f)) = 0

Also liegen alle fogn im Kern von p . Da p stetig ist,
folgt, dak fogé_Ker p gilt.

Fiir ein Ideal I ¢ C(X) definlere man
N(I) = {xe X| f(x) = 0 fir alle feI}

Man rechnet leicht nach, daf N(Ker p) kompakt sein muB,

wenn sich pe.? durch das Vielfache einer Supremumsnorm Uber
eine Kompakte Menge majorisieren 1i8t. Beim Beweils dieser Kom-
paktheit milssen wir uns jedoch (wegen Lemma 5) auf die Klasse
def c-einbettbaren Limesriume beschridnken, die wir deshalb
hier kurz beschreiben wollen:

Fiir einen Limesraum Y bezeichne HomCCé(Y) die Menge aller
reellwertigen, unitidren R -Algebrenhomomorphismen auf Y , ver-
sehen mit der Limitierung der stetigen Konvergenz und

i

¥ Y*-—>HomCCC(Y)

werde definiert durch iY(y)(f) = £f(y) flir alle yeY und
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alle fe Cc(Y) . Inl3] wurde gezeigt, dah iY stets surjektiv

ist. Wenn 1 sogar ein HomdSomorphismus ist, nennen wir Y ,

Y
der Terminologle von [ 3] folgendg;cﬁeinbéttbarg_Als'Beispiele
c~ei§bettbarer Limesrdume erwéhnen‘wir}bier die volléﬁéndig
reguiéren topologischen'Réume und  CC(Y) fir jedén Limesraum Y.
Fernér sind Unterrdume c-einbettbarer Limesriume wieder c-ein-
bettbar. o

Unser Ziel ist es nun, flir jeden c-einbettbaren Limesraum zu
beweisen, daf -N(Ker p) fir alle pe P .kompakt ist und

p < p(1) pN(kér D) gilt. Zum Beweis der Kompaktheit brauchén

wir die folgende Definition und die sich anschlieRenden beiden

Lemmata (s.[8]2:

Definition Ein System N ¢ XY von Teilmengen eines Limes-—
in Sy , g

raumes X  heiBt Uberdeckungssystem von X , wenn es zu jedem
xeX und jedem gegen x konvergenten Filter & ein Uy o e
’ ) ) . 5

gibt mit xe U, und U €9 ,

s ¢ X,
Lemma 4 Ein hausdorffscher Limesraum ist genau dann kbmpakt, -
wenn es zu jedem Uberdeckungssystem VUl von X ein endliches

Teilsystem w < W gibt, dessen Elemente X tiberdecken.

Lemma 5 Es sei X ein c—einbettbarer Limesraum und &€

die von C(X) auf X induzierte Topologie. Weiter sei UL
ein Uberdeékungssystem von X . Dann gibt es ein Uberdeckungs-
system W von X mit den Eigenschaften:

() WO ist Verfeinerung von Ul

(27) Ve AV e X
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Nun k&nnen wir die Kompaktheit von N(Ker p) im c-einbett-
baren Fall beweilsen:

i . . . ' . ' o~
Lemma 6 Es sei X ein c-einbettbarer Limesraum, pEFP und

K.z N(Ker p) , dann Zst K kompakt.

Beweis = OBdA sei K # @. Nach Lemma L peicht es, zu zeigen, dah

jedes Uberdeckungssystem von K eine endliche Teiliberdeckung
enthdlt. Sei also Ul ein Uberdeckungssystem von K . Da X

abgeschlossen:ist, bildet -das System
| ' WM :{UU(X\K)I UE%}_ }

ein Uberdeckungssystem Fir X. Sei nun %W  ein Uberdeckungs-
system von X , fiir das die Bedingungen (i) und (ii) des
>

Lemmas 5 geltén. Fiir jedes Ve W und jede positive reelle Zahl

e definiere man:

F = {fec(X)] £(V)ye (-e,e)}

V,e
Es gilt 0eFy _ fir alle Ve® und alle € > 0 , also ist
3
{F | ve®W. , eeR , e >0}
V,e

eine Filtersubbasis, der erzeugte Filkter heile € . Da ¥ ein

- Uberdeckungssystem von X 1st, konvergiert 0 gegen 0O ﬁnd

wegen der Stetigkeit von p konvergiert p(0) gegen 0. Also’

gibt es Mengen _ViEQO (iz1,...,n) und eine reelle Zahl €>0

" mit:

ol ~ ~nH < b 1
p(Fvl,E <o Fvn,g) [-1,17

Wir wollen nun zeigen, dap




n
U v, 2K

j=1 7t
gilt. Nehmen wir an, daR es ein X € K~ \UJ Vi gibt. Da alle

i
|
| _ N
Vi in (X,¥ ) abgeschlossen sind, existiert eine stetige

Funktion f_e€ C(X) , fir die gilt: -

fo<u Vi) = {0}

und
fo(XO) =1,
es folgt:
_ . .
lkfoﬁ FVi,e | fir 1=1,...,n
E A ' und alle ke N
y also ,
-aﬁ(kfo) <1 © fiir alle ke N
—_ p(fo> = 0O

Nach [4]), Thm 2 gilt fir jedes abgeschlossene Ideal I < C(X):
fel& £(N(I)) = {0}

Da Ker p nach Lemma 3 ein abgeschlossenes Ideal ist, folgt
wegen f_(K) # {01 also foi Ker p . Dieser Widerspruch zeigt,

daf ¥ und daher auch W  eine endliche Teillberdeckung von

K enthalten.

Das folgende Lemma beschlieft den 1. Teil:

Lemma 7 Es sei X ein c-einbettharer Limesraum,

und K- wie oben. Dann gilt:

p$ p(l)py
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Beweis Zundchst bemerken wir, da® K nach Lemma 6 kompakt

ist. Nun sei fe€ C(X) und f(K)e<l-1,17. Definiert man

g = (fal)v(-1) s
so folgt

(£-g)(X) = {0}

und

lg] < 1
Aus (f-g)(K) = {0} . folgt p(ng) = 0 und wir erhalten:
p(f) < p(f-g) + p(g) < p(l)

Da p(f) = O d&dquivalent zu pK(f) = 0 idist., folgt aus der

- positiven Homogenitidt von p die Behauptung.

Zusammenfassend kdnnen wir also sagen:

Satz 1 Es seit X ein c-einbettbarer Limesraum, dann ist
der zu CC(X) qssoziierte lokalkonvexe Vektorraum Ch(X)
Bewels Fiir pe P definiere man p und X durch:

}

- fir alle fo € ¢(X)

B(£) = sup{p(f)| fec(x) , [f] s [f |
K = N(Ker D)

Nach den obigen Ausfiihrungen ist P eine stetige Halbnorm

auf CQ(X) , die Menge K kompakt, und es gilt:

p < P(1) py
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II. Die c-Reflexivitédt von Cp(X)

Flir einen Limesvektorraum E bezeichne LCE die Menge aller
linearen, stetigen Funktionale auf E , versechen mit der Limi-
tierdng der stetigen Xonvergenz, und
L |
. E"‘_‘_)‘ . . E
IE Lch
werde definiert durch jE(f)(w) = p(£f) fir alle feE und

alle y eLCE . Offenbar ist jF ein stetiger Homomorphismus.

Wenn sogar ein HomSomorphismus ist, dann nennen wir E

jE
e-reflexiv. In diesem Teil wollen wir die c-Reflexivitdt von
{ '_ )
C (X) fiUr jeden Limesraum X Dbeweisen. Dazu betrachten wir
Q 7

die stetige Abbildung

Vg AT

s17¢ (X)
c C

definiert durcﬁ iX(p)(f) = £(p) fir alle peX und

alle fe C(X) . Unser Ziel ist es, zundchst zu zeigen, daB die
lineare Hiille von iX(X) (im folgenden kurz mit [ iX(X)] be-
Zeichnét5 dicht in LCCC(X) liegt. Dazu brauchen wir den fol-

genden, von M. Schroder bewiesenen

Satz 2 Fir jeden topologischen Vektorraum E <st | E
c
lokalkompakt, d.h. jeder konvergente Filter enthidlt eine kom-

pakte Menge.

Zum Beweis sei ¢ ein in LCE gegen O konvergenter Filter,
W der Nullumgebungsfilter in E und w:LQEXE——~9ﬂ1 die

Auswertung. Dann gibt es Mengen Ue ¢ und Fe WOl , so dak gilt:

w(UxF)ye [~1,21 ,
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woraus

U= (pelE] w(F)e[-1,1) }eo

folgt. Wir wollen nun die Kompaktheit von U zeigen. Sei
also; ¥ ein Ultrafilter auf U und fe¢E . Da F - absor-

bierénd ist, gibt es eine natlirliche Zahl ke N » 80 daR gilt:
w(Ux{£}) ¢ [-k,k] ,

also konvergiert der Ultrafilter o(¥xf) in [-k,k] .und

daher auch in' R “éegen Qine Zahl x(f). Es ist niéht schwer

zu verifizieren, daR XéLLCE glilt und dak V¥ gegen x kon-
vergiert. Da ﬁ abgeschlossen ist, folgt auch Xe.ﬁ.

Daraus leiten Qir jetzt den folgenden, filir unsere Arbeit funda-
mentalen Satz ﬁer, Der ursprlingliche Beweils verwendete eine
Integraldarste}fung flir lineare, stetige Funktionale auf CQ(X) R
die man aus deﬁ Teil (1i1i) des Beweises von Satz 3 leicht her—A

leiten kann. Der hier wiedergegebene Bewels stitzt sich auf

eine Idee von E. Binz und K. Kutzler.

Satz 3 Filr einen Limesraum X 1liegt [ iX(X)] dicht in

Lccc(X)'

Der Beweis zerfdllt in drei Teile:

(i) X sei kompakt und topologisch.

In diesem Falle stimmt die Limitierung der stetigen Konvergenz
auf CQ(X) mit der iiblichen Supremumsnormtopologie liberein, mit -
hin ist CC(X) ein Banachraum. Den Dualraum LCC(X) Versehen
wir einerseits mit der lblichen Normtopologie und schreiben

dafir LnCC(X) , andererseits mit der schwachen Topologie
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beziiglich CC(X) , was wir mit LéCp(X) bezeichnen wollen.

Flir diese RE3ume sind die folgenden Identitéten sﬁetig:

id : id .
— s C —y
anc<X) : LQCQ(X) : _LACQ(X)
? ’ ) ST "
Es sei U die Einheitskugel in LHCC(X) . Dann konvergiert der
von "‘-(~l U) erzeugte Filter in L ¢(X) . undzdaher auch in .
n nefN R -

LQCC(X) gegen O , enth#lt also nach Satz 2 eine kompakte

Menge. Folglich ist U in LQCC(X) selbst kompakt. Wir

A

schreiben im folggpdéﬁﬁ UC bzw. U s Wenn wir U als Unter-
raum von LQC;(X)A bzw. LACC(X) auffassen. Als Unterraum
eines 'c—einbeftbaren Limesraumes ist Uc selbst . c-einbettbar.
Da der Réum; Ué kompakt ist, muR er nach [2], Satz 4 sogar
topologisch sein und daher homéomorph AV UA . Nun ist aber
Ug die abgeéchlossene konvexe Hiille wvon iX(X)u(—iX(X))

(s. [61, V8.6);dhd'daher ist es auch U, . Also 1&Rt sich
jedes Y eU iﬁ LCCC(X) durch Elemente aus [iX(X)] ap-
proximieren. Da U absorbierend ist, folgt die Behauptung des

Satzes im kompakten, topologischen Fall.

(ii) X sei c-eilnbettbar
Es sei ¢ eLCC(X) , dann ist |¢y| eine stetige Halbnorm
auf CC(X) , also gibt es nach Satz 1 eine reelle Konstante

a > 0 und eine kompakte Menge X <¢X mit:
W ()| s ap (£) fiir alle f €C(X)

Daher gibt es eine lineare, stetige Abbildung ¥ , die das

folgende Diagramm kommutativ macht:
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_1um
r r N A
Cc(k) CQ(K)
P X
/(R %

|
|

Babei sei r die Restriktlionsabbildung. Weil K -kbmpakt,

‘ll ) B ‘.‘ ’ ' .
topologisch ist (s.l2]1, Satz U4), 14BRt sich x in LCCC(K)
durch Elemente aus ,[iK<K>J approximiefen und daher in 'LQCC(X)

durch Elemente aus [iX(K)J

(iii) Flr einen beliebigen Limesraum X Dbezelchne X den

Raum HomCCC(X). Wir erinnern daran, dah

iX D G

£

definiert ist durch i, (p)(f) = f(p) fir alle peX und alle
’ ) AN

fe C(X). Das folgende Diagramm ist nun kommutativ:

v T
X X s X
i 1
'l X Lc (5 l &
LQCC(X) > LQCC(X)
Nach [ 3], Satz 1 ist E& surjektiv. Da X auBerdem c-ein-

bettbar ist, folgt die'Behauptung des Satzes aus (ii).
Die c¢-Reflexivitidt von Cd(X) 18Rt sich nach diesen Vorbe-
reitungen sehr leicht beweisen:

" Satz U Fir jeden Limesraum X 1ist CQ(X) ein . c-reflexiver

Limesvektorraum.

Beweis Man definiere die Abbildung
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i UL L (X)) —m s ¢ (%)
cC ¢ C C

durch i¥ (T) = Taik fiir alle TGLLLCCC(X), d.h. man setze
¥ :=Cc<iX)lLLcca(X)‘ Mit Hilfe des Satzes 3 verifiziert man
sehr%lelcht, daB i invers zu 1ist.

!
|

Jo vy
 Cc(X/

III. Lokalkonvexe, topologische Vektorriume

Es sei E ein“topp}ogischer Vektorraum, dann ist LCE nach
Satz 2 1okalkbmpakt, und daher sind CC(LCE) und LchE
lokalkonvex, topologisch (s.[8]). Liegt weiterhin jE(E) dicht
in LCLCE s sosist Lc(jE> die inverse Abbildung zu jL B

und LCE dahe} _c"reflexiv. Ist umgekehrt jE(E) nichtcdicht
in LchE ; éo:%}bt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein nicht-
triviales Funk@iqnal w. auf LCLCE., das auf jE(E)_ ver-

schwindet. Man sieht leicht, daR wé.jL E(LCE) gilt, LCE
e

also nicht e-reflexiv sein kann. Damit haben wir bewiesen:

Satz 5 Es sei E ein topoZogischer Vektorraum, dann ist
LCE genau dann c-reflexiv, wenn jE(E) dicht in LchE

liegt.

Ist E sogar lokalkonvex, so ist E nach [7], 8.252 hombo~-
morph und isomorph zu einem Unterraum von C(X) , wobeili X
ein geeigneter lokalkompakter Raum ist und C(X) die Topo-
logie der gleichmifigen Konvergenz auf kompakten Mengen trégt,
die jedoch in diesem Falle mit der Limitierung_der stetigen

Konvergenz zusammenfdllt (s.[8]). Das folgende Lemma zeigt,
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daB jE in diesem Falle stets ein Homdomorphismus auf

(E) ist:

Lemma 8§ Es sei X ein Limesraum und_,A‘QCC(X) ein Unter-

raum. Dann st jA ein Hombomorphismus auf -jA(A)»

Zum Beweils betrachten wir das fol rende kommutative Diagramm:

A > ¢ _(X)
I | Lc (¥)
L L e
L LA cc L,L,C 00
c C

s

Die Behauptung folgt dann aus der Homdomorphie von

| €, (X)
Bevor wir dig ic—RefleXivitét von LcE beweisen, wollen wir
bemerken, danein‘Limesyektorraum vollsténdig heift, wenn in
ihm jeder Cauchy»Filter konvergiert. Abgeschlossene Unterriume
vollstidndiger Limesvektorraﬁme sind volléténdig und vollstin-
dige Unterrdume separierter Limesvektorriume sind abgeschlos-
sen. Weiterhin ist CC(X) fir jeden Limesrsum X vollstédn-
dig (s.[51, Satz 2) und daher auch LCLCE fiir jeden Limes-
vektorraum E , woraus folgt, daf c~reflexive Limesvektor-
raume vollsténdig sind. Damit kbnnenvwir den folgenden. Satsz

formulieren:

Satz 6 Ein Limesvektorraum E ist genau dann vollstdndig,

wenn die folgenden drei Bedingungen gelten:

(i) j

& 18t ein Hombomorphismus auf jE E)

(i7) E 1st vollstindig

(117) Jedes lineare, stetige Funktional auf LCE laBt sich

linear und stetig auf C E forisetszen.
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Zum Bewels betrachten wir das folgende kommutative Diagramm:

i

E =B ’LCCC(E)
\ ' .4.'
jE \\\ /ce,
\\,). [/
L L E R
c C

dabei bezeichne e die Einbettunﬁ_&dn LB in CC(E) wund

iE seil wie im ersten Teil definiert.

Da die Bedingung (iii)_équivalent mit der Surjektivitit von
Lce ist, ist die Npt&éndigkeit von (i) - (iii) Xklar. Umge-
kehrt liegt négh Satz 3 die lineare Hille von iE(E) ‘dicht in
L,C (E), mit (iii) folgt dann, daB L e(ip(E)) , also jg(E)
dient in L LE liegt. Nach (ii) und (i) ist jy(B) abge -
échlossen und éaher jE(E) = LALCE, woraus mit (i) die Be-

hauptung folét.
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Wenn nun E lékaikonvex, topologisch ist, dann ist CC(LCE)
topologisch und daher gilt filr LCE die Bedingung ~(iiil) des
Satzes 6. Da -LQE als abgeschlossener Unterraum von CQ(E)
veollstédndig ist und da jE
auf jE(E) ist, folgt aus Satz 5 und Satz 6 der

Satz 7 Es sei E ein lokalkonvexer, topologischer Vektor-
raum. Dann Zst LcE ein c-reflexiver Limesvektorraum, und jE

ist ein Hombomorphismus auf einen dichten Teilraum von LQLCE

Als Korollare erhalten wir:

Satz 8 Fiir einen lokalkonvexen, topologischen Vektorraum E

18t LCLQE die (topologische) Vervollstindigung von E.

nach Lemma 7 ein HomGomorphismus .
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Satz 9 Ein lokalkonvexer, topolcgiccher Vektorraum ist genau

davin c-reflexiv, wenn er vollstdndig 1st.
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