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Vörwort

Es ist wohlbekannt, daß für einen lokl'llkomp~kten, topol ..ogi-

sehen Hpusdorffraum T die kompakt~oo.ffene Topologie auf'

= C(T,IR.) universell charakterisierbar- ist als die

gröbste Topologie. auf C(TJ mit der Eigenscha.ft, daß die Eva-

Iuaticms 8bbild ung

CV:o.C(T) x T --~!1t

definiert durch

f(p) ( (f,p) E C(T) x T )
stetig ist •..Es ist ferner bekannt, daß sich auf C(T) keine

Topologie mit der soeben er ..•.vähn;ten Eigenschaft finden läßt,

falls T vollständig regulär:'pber nichtlokplkompakt i.st •

Als die Theorie der Limesräume im Hinblick auf eine Verallge-

m~inerung des Begriffs des topologischen Raumes pngeregt

durch eine Anzahl konkreter Konvergenzbegriffe, ..die sich nicht

in die Rubrik "Topologie" aufnehmen ließen, entwickelt wur-

o.de, stellte sich.die Frage erneut, ob sich nicht eine Lösung

des oben genannten universellen Problems in der Kptegorie

der Limesräume finden läßt, zumel immer wieder Arbeiten •.•

zurü.ckgehend bis auf Caratheödory und Hl'lhn

lichkeiten hinwiesen.

auf diese Mög•...

Im letzten Jl'lh:tzehnt definierten dann Hinz und Keller 0),
Cook und Fischer (5) und andere Autoren. I'lllgemein den Be-

griff der stetigen Konvergenz, der dasun:iverselle Problem

löste:;

Für zwei Limesräume X. und Y. existiert auf d.er Menge C(X,Y.}

aller stetigen Abbildungeo.nvon X in Y. eine gröbste Limi-
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Ac mit der EigenschRft, dpß die EVRlup.tionsRbbildung

CJ:.C(X,Y) x x:.----> y

stetig ist. Ac: wurde stetige Konvergenz genAnnt.

Hinz interessierte sich inder Folgezeit besonders für den

Fall, in dem X ein beliebiger Limesrt'lum,istund Y. IR',

gilt. Er bezeichnete C(X) . versehen mit' "c: mit C; (X) .'c
Bei seinen Untersuchungen erwiesen sich zwei volle Uhter-

kategorien der' Kptegorie der Limesräume pIs von. besonderem'

Interesse:

a) die Kategorie de;r c-einbettbpren Limesräume

und

h) die Kptegorie der vollständig regulären, topologischen

Hpusdorffräume.

In diesem Zusammenh:mg stellte sich die Frage, die unter

aDderem in dieser Arbeit behpndelt werd~n soll, welche Eigenschpf-

ten von Cc(X} charpkteristisch dpfür sind, dpß X: ein voll-

ständig regulärer, topologischer Hpusdorffrt'lum ist. Dieses

und einige pndere" Probleme, die sich bisher im Rphmen d:er

Theorie von gewissen Limitierungen Auf C(x:) ergpben, sollen

mit den Mitteln, die in dieser Arbeit entwickelt werden, ge-

löst werden. Dpbe,i wird die Verpllgemeinerung des Satzes von

Dini für C (X). c
( X beliebiger Limesrpum ), die im

ersten Abschnitt bewiesen wird, eine wichtige Rolle spielen.

Es wird sich zeigen, daß die Umkehrbprkei t.des Sptzes von Dini

in einem noch präziser anzugebenden Sinne ch?r~kteristisch

dAfür 'ist, dp,ß X ein vollständig regulärer, töpologischer

Hpusdorffrlmm ist. In diesem ZusAmmenhAng wird es pls' ratspm

erscheinen, eine, neue Limi t:1e'rung. AD ' die Dini-Konvergenz

....



auf C(~) einzuführen, deren Beziehungen zu Ac und ande-

ren a.uf e(x.) bekl'lImtenLimitierungen. ein Hpuptgegenstand der
"

folgenden Beitrachtungen iste Diese Anderen Limitierungen sind:

a.)Die lokaluniforme Konvergenz Au auf e(x) , :wobei X

ein topologischer Rpum ist, 'die npch Poppe (14) wie folgt

definiert ist :

Ein Filter auf ,e(x) konvergiert lokaluniform ge-

gen. f aUS e(x.) , wenn es zu jedem Punld p aus ~

eine Umgebung ur des Punktes p in X mit der Eigenschaftp.
gibt, daß ~ auf U gle icl'>..mäßiggegen f konvergiert •.p
e(x) versehen mit der Limitierung A werde mit

11

bezeichnet •.

b) Die Marinescu-Limitierung Ar auf e(x) , wobei X ein

vollständig regulärer, topologischerHpusdorffraum istf

die von Hinz und Feldm~m (6) wie folgt definiert wurde:

•e (ßX.' K)cind
K~ ßX..\X.
K: komtpakt

er(x) für e(x) versehen mit der Limitie-

=er(x-)

Hierbei steht

rung Ar ' wird der induktive Limes in der Kategorie der

Limesräume gebildet und ist ßX die Stone-~ech-Kompakt'i-

fizierung von X.O

Da. im ersten Abschnitt die ordnungsbeschränkten Teilmengen yon

e(x) eine wichtige Rolle spielen, erhebt sich im zweiten Ab-

schnitt die Frage, obund,wenn, welche Zusammenhänge zwischen

den ordnungsbeschränkten Teilmengen:. von e(x) und den .~Limi-

tierungs-Il beschränkten Teilmengen bezüglich Ac' Au' Ar:

und AD. bestehen. Dabei wird sich zeigen, daß erwartungs-

gemäß die AD,-beschränkten Tei,lmengen von e(x) mi.t den ordnungs-
,

beschränkten Teilmengen identisch sind. Wir werden ferner' zei.,.
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gen, daß Ao' ''u u..l'ld Ar dies!<:lbe KlAsse "Limi tierungs-"

beschränkter Teilmengen von e(x) besitzen und eufgrund eines

. Ergebnisses in (11) sehen, daß das Zusammenfellen der Fami-

Dedekindsche Vervollständ,igung von

lien der A - und derc
impliziert, daß die

AD-beschränkten Tei~mengen von
, ,

eCx)
eCx)

in der Form eCY.) darstellbar ist.,Anhpndeines Beispieles

wird zu sehen sein, daß ein Zusammenfallen der Limitierungen .Ac'

nungsbeschränkten Teilmengen von

Au. und ,\ nicht ein Zusammenfallen der Familie der: ord-

eCx)' mit der F~milie'der: A-c
beschränkten Teilmengen von eCx) implizieren muß.

Der dritte Abschnitt geht hauptsächlich auf die Limitierungen

A und
"u Ar sowie die Gültigkeit des Satzes von Dini für

diese Konvergenzstrukturen ein"die ja. in gewissem Sinne

auch Verl'lllgemeinerungen der kompakt-offenen Topologie auf

e(x] darstellen •. Es wird sich zeigen, daß der Satz von Dini

für er(x.) genau dann gilt, wenn der Umgebungsfilter von

X. in. ßX,. die Abzähl bare-Durchschn:i tts ..Eigenschaft,besitzt •.

Da sich ferner bewe,isen läßt, daß auf' den ordnungsbeschränk-

ten TeilmengeIl1 von e (x.) die Limi tierungen Ar und Au

dieselbe Relativlimitierung induzi.eren" folgt, daß der Satz

von Dini. für Au gen,au dann gilt, wenn er für!\.r.. erfüllt

ist. Auch unter diesem Gefölichtspunkt erscheint /\ ':üs diec
sinngemäße Verallgemeinerung: der kompakt-offenen Topologi.e.

Der vierte Abschnitt ist <ler Untersuchung von Ol'-~imitierun-

gen gewi.dmet. OP-Limitierungen erweisen sich als eine sinn-

volle Verallgemeinerung derjenigen Topologien auf eCx.) ,
die durch die gleichmäßige Konvergenz auf gewissen Teilmengen
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v.on X definiert sind.,~Zu fast jeder Limitierung AufC(X)

läßt sich in natürlicher Weise eine OP-Limitierung Assoziieren.

Wir werden erkennen, dAß /\c und Au OP-Limi tierungen sind.

Ferner -i,erden wir beweisen, daß "u die zu I\r, und A die''0

zu /\D ~ssoziierten OP:Limi tierungen sind. Diese Ergebnisse
. . .

führen einerseits zur Charp,kterisierung eines vollständig

regulären, topologischen Rpusdorffrpumes x::. durch C' (X.)c~ . via

CDj(X} und andererseits zusammen mit den Ergebnissen des

dritten Abschnittes sowie der Antwort auf die Fr'l'1ge",wann AI

eine OP-Limitierung ist, zu notwendigen und hinreichenden Be-

dingungen für die .ID!lptionen

reichend sind,' stimmen mit den in

Die zwei Bedingungen, die für

gefundenen überein.

/\r notwendig und hin-
"1\1

A =c:

(2.)

=;,e"u

Ein Satz und ein Beispi.el des dritten A;bschnittes' beantworten

ferner die bisher ungelöste Frage, ob diese .Bedingungen unAb-

hängig voneinl'mder sind, positiv.

Im fünften und sechsten Abschnitt wird. die Limitierung .An
weiter untersucht. Im fünften Abschnitt wird unter. anderem

gezeigt., daß C (X)c dieselben Abgeschlossenen

Algebren- und Verbl'mdsideple besitzen. Die aus diesem Grunde

naheliegende Vermutung,. daß. CD.(x.) und C:c(X) .als IR-Lfmes-

vektorräume denselben Dualraum besitzen undd.ie Vermutung,

d:aß die kompakt-<JJffene Topologie auf C(x:) die zu An. 8SS0-

c (x.)
....

ziierte lok~lkonvexe Topologie puf ist..::. was für "c

nach (4) stimmt - werden widerlegt. Es wird das Beispiel

eines lokelkompekten, topologischen Hpu~dorffrpumes X

angegeben, so daß - entgegen allen Erwartungen, die die Ab-

schnitte vier und fünf wecken der Raum eller ~tetigen,
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reellwertigeru, linep,ren Funktionp,le puf CD(X) den RAum
Aller stetigen, linepren und reellwertigen FunktionAJe Auf

Cc(X) echt umfpßt. Folglich kp,nn die zu AD Msoziierte

lokBIkonvexe Topologie Fluf C(X} nicht 'mit der kompakt-

offenen Topologie auf C(X) zusammenfallen.

Anschließend werden jedoch zwei hinreichende Bedingungen für

vollständig reguläre , topologische Hpusdorffräume X. ange-

geben, die bewirken, daß die kompAkt-offene Topologie auf
C(X) die zu "D assoziierte lokalkonvexe 'l'öpologieist •.

Notwendige und hinreichende Bedingungen hierfür sind leider

noch nicht bekannt~
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O. Bezeichnungsweisene
Die GrundlAgen der Theorie der Limesräume werden FÜS bekRIlnt

vorausgesetzt. Im Übrigen wollen wir Auf die Arbeit von Fischer

( siehe (7) ) verweisen. Sei X ein LimesrAum. Mit e(x)

werde die Menge aller auf x:. definierten,' stetigen und reell-

wertigen Funktionen bezeichnet" Wenn. auf cCx::) Addition,'

Skalarmultiplikation und Multiplikation punktweise definiert

werden, so wird C(X) zu einer unitären IR-Algebra. De-

finiert man: ferner für fund g fötUS C (x.)

ItJ f ~ g genau dann, wenn f(p)~g(p) für alle p aus X. m ,

so ist durch ~ auf e(x) eine Ordnungsrela.tion gegeben,

mit der C(x.) zu einem archimedisch geordneten Vektorverband

wird. Das Maximum von fund

f'V g , d a,sMinimum mit fA g

betrag: von f aus ecx) •.

gaus C(X) werde mit

bezeichnet. If' sei der Absolut-

Für die Begriffe einer Algebrenlimitierung Auf einer IR-Al-

gebra, der stetigen Konvergenz Ac ~uf C(X) , der Mari-
.'nescu-L:irnitierung ~. und der' lokaluniformen Konvergenz

"u auf C(X) werde der Leser auf die Arbeiten (1),(6),(7),(14)

verwiesen. Alle diese L:imitierur~en sind IR-Algebrenlimitierungen .•

Für einen IR-LimesvektorrAum E (siehe (7) ) bezeichnen E'
den Raum der (reellwertigen) stetigen, linearen FunktioMüe

auf E und E- den zu E assoziierten lokalkonvexen, topo-

logischen Vektorraum •

eine Algebrehlimitierung aufA
..,

Seien X ein Limesra,um und

C(x.) .' Dann definiert man

~, CA(X} = iM \ M:C" (x) --)IR unitärer, stetiger Algebren-

homomorphismus J ..
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induzierten stetigen Konvergenz versehen werden. Diesen, Limes-

raum bezeichnen. wir m:d.t

Es sei ferner

Horn:C(X) = iM "M:C(X) --~IR. unitärer Algebrenhomomor-

phismus} •

Sowohl Hom C"(x) als auch H01ll1C(x.) sind Teilmengen des

algebrAischen Dualraumes von C(X) ",'Deswegen können sie mi.t

der von C(X} !,!uf seinem algebraischen Dual raurill induzierten

schwa.chenTopologie versehen werden. Die vollständig. regulä-

ren, topologischen Hpusdorffräume, die man so erhält,' werden.

mit
HOillSC/\(X) beziehungsweise

bezeichnet.

Hom C(X)s

Für p aus X. definiert maß:,

1i(p):(f) = f(p) für jede Funktion: f aus C(X.l •

M~m erkenntsofot-t, da.ß. ix(p) ~ Horm C(x.) gil~, d.h., durch

vorangegangene Definition ist eine Abbil.dung

ix.:x. -->Hom C(X)

gegeben. Es ist ein bekanntes Ergebnis von Binz, d.a.ß für jeden

Lime sraum X. gilt:,

i} = Hom,C (x..)'
- c: ' •

ii.); Die Abbildung ix.:x.. ---'} ROffi6Gc(x..) ist stetig.

Ein Limesrawn x.. wird nach Binz c-€inbettbar genannt ,wenn

ständi.g reguläre, topologische Hpusdorffraum X ist c-einbett-

b er und es gilt, RomeCc;(x.) = Hom,sC,c(X.) •

Binz bewies ferner :: Für jeden Limesraum x.. ist HomcCc(X)
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c-€inbettber •.

Die Räume Hom:C(X) , HomC (X-) und HomC(X) besitzen. die--c c . --So C s.

t).

folgenden E~ensch8ften:
,L.

"~ ()x... . > Hom C. X.--c c
id

--?7 Hom 'c' (x.) t_; __ ~ HomC(x..)
---s c s

ist ein Diagramm. stetiger Abbildungen.

2) a) Zu jedem c-einbettba.ren LimesrAum . Y und zu jeder

stet.igen Abbildung f:X----> y' gibt es eine ein-

deutig.bestimmte, stetige Abbildung f' :Hom C (X) -)y--c c

g

mi.t der Eigens cha.ft, daß d8.S Diegr8JIl!lJ1

ix
x.. .. . ) HomC (X)~ ~r'

-. ~y-

kOIllJIllltiert.

b~' Zu jedem vollständig regulären, topolog'ischen Rausdorff-

raum Z und zu jeder stetigen Abbildung g:X-> Z

gibt es eine eindeutig bestimmte., stetige Abbildung

g":~Cc (X) ---> z , so daß des Diagr:1mm

x. -----:> Hom, C Cx)

1;'
z,

kommutiert •.

Im. Folgenden wollen wir f, f' und fit! identifiziere'n~

c): HomgC(x.2 ist die Reellkomppktifizierungvon HomsCc(X) •

( Für-den Begriff der Reellkompaktifizierung siehe (8).)
Wir' nennen. HomC (X) den zu X assoziierten c-einbettb1'lren---c c .

Rtmmund bezeichnen i1m mit )(1' •

.HornC (X-} wird der zu . x: assoziierte, vollständig reguläre,.--s c

to:pologische Hpusdorffraum genannt und mit X" bezeichnet.

Wenn wir für einen vollständig regulären, topologischen Haus~
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Z dessen Reellkompaktifizierung mite '.'"VZ:'_bezeich~(;,

I

nen, so haben vZ und Z nach (8) dieselben Algebren

stetiger, reellwertigel' Funktionen:

c( Z) = C ( "\) Z) •

Insbesondere gilt für einen Limesraum - Je.:

:::. ,,(~,,) .
1\ ,t\ undc u

Horn c(x)
s

Fur die Limitierungen

kompakt~offene Topologie

den Aussagen:

r.-c..co ~uf

1\1 sowie für die

C(X) gelten die folgen-

ist feiner alsaß
ob} Ar

I'Y
Ac' ~ ~co

)- Au ~ ''0 ).~o

T ) e>-co
, wenn X ein yollständig regulärer,

topologischer Ha:usdorffr:mm ist.

ist die zu"r
~

und. folglich auch die zu Aw und /\ c
assoziierte lokalkonvexe Vektorrpumtopologie auf C(X)

(siehe (6). Ferner gelten die folgenden Romöomorphien;

::: Rom,C (X.) ';;. RomC (X)
---0: U -.oe c. ..

-->. C. (XI) -_ ..•..•> C (X).
c c

tigen Abbildungen;

id id
---~ C(X")c

id id

Hi.erbei ist id::C (XI)- ---~ C (x.) ,bistetig.c.' c Sei Z ein

vollständig regulärer, topologischer Hausdorffraum. Wenn. y ein

reellwertiges, lineares und ordnungsbeschränktes (,d.h. ordnungs-

beschränkte Teilmengen von C(Z) in beschränkte Teilmengen von IR)

abbildendes))- Funktion~l puf C(Z) mit J'I: 0 ist, so. existiert

eine minimale,nichtleere, kompakte Teilmenge K von '\J Z mit

der Eigenschaft, daß

:r~ C(X) und.

stets

{p\ PEVZ, f(p)I:O]f'\K

. f Cf) = 0

implizieren. K wird Träger des Funktionl'J1s <j genFinnt:

K = : supP. r ..
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t. Die Dini- Konvergenz An •.
Fiir loklükompakte, topologische H;"usdorffräume T ist der

Sätz von Dini bekannt, der besagt, daß der Abschnittsfiiter" '2
ein.es nach unten (oben) filtrierenden Systemes F. von Funk-

tionen aus C(T), der punktweise gegen f aus' C(T) konver-

giert, auch' bezügli.ch ~ (,,; A) gegen f. konvergiert •.co c

Ersetzt man T durch einen beliebigen LimesraUIlli x.:. und sinn-

gemäa die kompakt-offene Topologie r,- durch die stetigeLlCO

Konvergenz Ac' so erhält man die folgende Veral?-gemeine-

rung des Satzes von Din! :

1.1 Satz: Seien x.:. ein Limesraum und F ein uach'ur;tten(open)

gerichtetes System ~ Funktionen aus .' C(X.) mit der. Ej.gen-

schaft, daß der Abschnitts:filter a; der F~milie.------- F punkt-

weise gegen f aus C(X) konvergiert. D~nn konvergiert

in Cc(X"j: gegen f und somit erst recht in. C (X) •.-------. . .- c

Beweis:: Wegen der Stetigkeit, der Abbildung

genügt es, die Behaulltung fiir einen vollständig regulären,

tO.llologischen Hpusdorffraum x.:. zu, beweisen •. Ferner nehmen

wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit an, daß J!' ll8ch un-

ten. gerichtet ist.

Wir wählen p aus X. und. t>O .. U sei eine Umgebung
p

von p in x.:. , so daß für q aus U gilt:p

I f(q) - f(p) 1 ~ t/4- •.
Wegen der punktweisen Konvergenz des Filters ~ gibt es

aus F mit der Eigenschpft, daß

,f C)'.' - f(p)1
P',£' P

f (p) - f(p) < £/4p,t

erfüllt ist. Sei V eine Umgebung von p mQt der Eigen-p
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f (q) f(q) = If (q) - f(q)' ~P,E P,f
Also gil t für alle Funktionen g pus F. mit'

- f.p, E. (pI \ -< £/4:
v gilt. Dann folgt für
p

g!;. fp,e, und

AUS V f\ U ::
p p

3 £/4: •.

q

""aus V rt U
p p

g(q») - f(q}

für q

. f g( q 1. '- f (p) I

woraus sich :für q a.us u "V
p P
< t

, : {

und somit die stetige Konvergenz de s };'ilters f in Cc(X!') ge-

~en die Funktion f aus .e (x.) ergibt .•

Der Satz von Dini ist eine Aussage, in der die Ord-

nungsstruktur von e(x) sowie die Topologie 'tex) der punkt-s
weisen Konvergenz auf e(x) mit der stetigen Konverg~nz

in Relation gebracht werden. Wir wollen diesen, S"chverhalt im

Folgenden näher untersuchen:

Die Funktion :t ist Infimum' der FAmilie F bezüglich der

Verbands struktur von e(x) .• Dt'lrüberhinaus ißt f sogArpunkt-

weises Infimunn der Familie F, was besagt, daß die Infima

von F in den Vektorverbänden e(x:.} und IR~C zusemtnenfallen.

D,ie Aussage des Satzes von Din:i wird falsch, wenn man die

Voraussetzung der punktweisen Konvergenz des Abschnittsfilters

~ von F fallen läßt •. In diesem Zusammenhang wollen wir

den Begriff der Ordnungskonvergenz.behachten, wie er etwa

von:$chäfer für geordnete Vektorräume eingeführt wird (15)::

Sei x:. ein Limesra.um. H bezeichne eine n~l-ch unten, gerich-

tete Familie von Funktionen aus e{x), für die (- in der-

Vektorverbandsstruktur von e(x.) - )

in! H ""' 0

gilt •. Eine solche Familie werde zulässig genannt"" Einer zu-

lässigen Fpmilie H kann man ihren Intervallfil ter ~ H
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zuordnen, indemm.an fH als den iiilter auf e(x::) definiert.,

der das System

[ [-h, hJ \ h E.R j
als R~sis besitzt. Hierbei bezeichne (.:.•h,h] das Interva.l~

aller funktionen, f aus. e:(x.) mit ..
Ein Filter p auf e(x.) heiße .~rdnungskonvergent 'gegen f,l

aus e(x.) , wenn es eine zulässige Familie Hin. e(x:} gibt-, I

~ 2 PR + f gilt •. Ohne Einschränkung der Allgemein-

heit können die zulässigen Familien im Folgenden stets als

ordnungsbeschränkt angenommenwerden.

Durch die Auszeichnung der ordnungskonvergenten Filter auf

e (x.} ist auf e (X.) eine LimitierungA definiert~ Beruck-~ 0

sichtigt man: , daß e(x.} eine archimedisch geordnete Verbands-

algebra ist, so beweist man ohne Schwierigkeiten den folgenden

Satz:

f•.2. Satz: DieOrdnungskonvergenz "0. auf e (x.) ist eine

'separierte Limitieru&, die mit der Algebrenstruktur~

c (x.) verträglich ist .'

Bemerkung: Da für einen beliebigen Limesraum X die Ordnungs-

strukturen der' Algebren c(X) , C(x.') , C(x.";) Und C(vx."')'

identisch sind, hängt die Ordnungskonvergenz auf C(X) ledig-

lich von der Bewittschen Reellkompaktifizierung vX!" des zu

X. assoziierten, vollständig regulären, topologischen Hausdorff-

r aUlllle s X" ab, •.

Eine Frage, die sich für eine Algebrenlimitierung auf C(x.)

sofort stellt ,ist die na.ch dem Spektrum der Li:mesalgebra",

also; nach den abgeschlossenen, maximalen, reellen' Algebren-

idealen, bzw•. was hierzu äquivalent ist, nach den stetigen.,

reellwertigen, unitären Algebrenhomomorphismen •. Di~se Frage
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steht in engem Zusammenhang mit dem Problem, inwieweit in

den Vorauss'etzungen des Satzes von Dini die punktweise Kon-

vergenz benötigt wird •

.Wir wollen also RomC (X.) bestimm~, wobei C CX) für die
---- 0 0

mit der Limitierung /\0" versehene Algebra C(X) steht.,

Es werde bemerkt, daß die soeben gestellte F'rageäquivalent :Lst

zu der Frage nach den: stetigen, reellwertigen Verbandshomolllor-

phismen, die für die konstante Funktion ~ den Wert t

annehmen, da alle reellwertigen Verbandshomomorphismen auf

C(X) mit der soeben genannten Eigenscha.ft auch Alg,ebrenhomo-

morphismen sind et vice versa ( siehe (tO) ) ~

1•.3, Satz: Die Algebra, C(X) trenne die Punkte von A 0 Ein--,
reeller, unitärer' AlgebrenhomomorE..hismus M:C(X} --~ IR.

ist bezüglich 1.
0

genau dann stetig, ~~ einen isolier-

ten Punkt 1\1. in X gibt,.~. daß für f ~ c(x:), gilt:

M(f) = f(I1.J •.

Beweis::. Sei M, aus Hom'C (x.) • Auf Grund von:
---- - 0

Co,(vXII) = C;o,(X)

( siehe Bemerkung nach (1.2)'), soll zuerst angenommen werden,

daß X. ein reellko.m.p8kter, vollständig regulärer, topologi-

scher Hausdorffr8um ist. N.ach De:finition der Reellkompaktheit

gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt PM. aus x., so daß

:für f aus C(x.). gilt

Wähle nun eine beliebige, p;ffene Untgebung U des Punktes PM'"

Da X. vollständig regulär ist., gibt es eine stetige'Funktion

:f :X.--> [0,1]TI mit

q =PM

q E x., U •.
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=iAfU \ U. offene Umgebung von
'1'01', I

I

eine na.ch unten filtrierende Faillili.e stetiger, reellwertiger

Funktionen, mit

0... {C. I q !=PM.
J.Ilf H(q)::' . .

, t I q =.PM •.

Wenn kein isolierter Punkt in )l

inf H == 0

ist, so gilt
.' I

in e(x) ,d~h. H. ist eine zulässige Familie. Demnach sind

der Intervallfilter ~H und folglich erst recht der feinere

Abschnittsfilter ~ von H ordnungskonvergent gegen 0 CI'

Für jede kofinale Teilmenge H' von H gilt aber

also.

,
was einen Widerspruch zur Voraussetzung MEHomie0 (Xl' be-

dewtet., Demnach ist die Bedingung der Isoliertheit von. Pr\[:

nQtwendig für die Stetigkeit vonM bezüglich Ao CI'

Es: werde nun umgekehrt angenommen, da.ß M durch einen iso,lier-

ten Punkt ~ pus X. dargestellt wird. Wir beweisen zunächst:

Sei H eine. nach unten gerichtete Fpmilie m Furiktionen

l!illL e (x.) mit.

in£ H = f , e (X) •.

i.n:f H(PM) == f(PM) •
O.ffensichtlich ist inf H(Py) ~ f(Py). Definiertman

f1 aus e(x.) durch

= {in:!' H(l\il

f(q)
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so gilt für haus H

was

Sei nun f.aus
H in e(x)

f::: inf H ~ f 1 ~ h

f = f 1 also f(PM2~ = inf H(PM) impliziert c<

f\ (0) • Dann gibt es eine zulässige Familie0,

mit i~~R .N.ach dem soeben Bewiesenen

folgt

inf H(PM) = n ,. also lim MC~H) = 0:

und somit erst recht lim M(f) =' 0 ~.

Folglich gilt M € Hom e (X.)-_. 0

..

Sei nun X ein beliebiger 1imesr'Bum, mit der EigenschAft,

daß e(x) die Punkte von. X trennt. Dlmn besteht das folgende

Diagramm aus stetigen, injektiven Abbildungen
ix.

x. ---->- X!I •.•c ~ vX"

~ ist in diesem Falle bijektiv., N.ach Vorangegangenem k8nn

M aus Hom e (X}
-- 0 '

mit einem isolierten Punkt von vXIt identi .•.

fiziert werden •. Da aber vx.~'\ x." wegen e(VX" ) = e(xlI)

.keine isolie:l:"ten Punkte enthalten kann ((8},906), muß der Punkt

t lJLt h . v..",dars e. ' , sc on ln _PM " der

sem. Vfegen der Stetigkeit von

liegen und dort isoli'ert

ist dann auch

1'M:. ein isolierter Punkt in X ,der M. darstellt 0-

Da. umgekehrt jeder isolierte Punkt in X. auch in ~t iso-

liert ist,~t der Satz bewiesen.

D.a.'man von einer Algebrenlimitierung A auf e(X) ,

die einigermaßen simwoJ1 definiert sein soll, erwartet, daß

die Punktevl'lluationen in. Punkten aus X stetige Algebrenhomo-

morphismeri liefern, doh., die Abbildung

ix. : x.. ---~ Rom e (X.}

den R-8um X in HomeA(x) I'1bbild.et,kann man sich unter diesem

Gesichtspunkt nicht mit der Ordnung:skonvergenz zufrieden geben 0
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Darübe:uhinaus haben wir erkann.t, daß die Forderung an eine

nach unten. filtrierende Familie H von Funktionen aus e(x),_

daß. sie in e(x) ein Infimum besitze, noch nicht ausreicht,

um die Voraussetzungen des Sptzes von. Dini zu erfüllen, bzw.

nicht impliziert, daß der Abschnittsfilter ~ von H stetig

gegen das Infimum konvergiert! d8 p nicht einmal,punkrtweise

zu konvergieren brpucht.,. Wir wollen aus diesem Grunde den.

Begriff der zulässigen Familie einschränken:

'Definition: Eine npch unten filtrierende Fpmilie R von funk-

tionen aus e(x:) heiße D-zulässiß..!.. ~ für r aus X stets

inf H(p) = 0

gilto

Die Motivierung für die Einführung dieses Begriffs l.iegt im Satz •

von Dini~ Wir definieren weiter~

Definition: Ein Filter ,~auf e(x) ~ Dini-konvergentKegen,

eine Funktion f ~. e(x) , wenn es eine

Familie Hin e(x} gibt, ~ d8ß..

. ~2~ * f

D'-zulässige

Ei.l t. ~ hierdurch Buf e(x) definierte, Limi tierung werde

~-Liin:itierung,' gen~mnt und mit An bezeichnet.

Bemerkung: Die Dini-KonvergenzÄD., ist universell ch,8rakte-

risierbar als die feinste Vektorraumlimitierung auf e.(X:}, für

die der Satz von Dini gilt •. Nach (1.1) besteht d'a.s folgende

Diagramm. aus stetigen Abbildungen:

id
C. (x.n,) ,~ e Cx.)idcr ~~i:
CD(X.) •.

,Di.e Frage mach den stetigen unitären, reellen Algebrenhomomor-

phismen, auf eD(X) beantwortet

1 .,4 Proposition: Sei X. ein Limesraum. D~nn ist, jeder unitäre,
;-. .~>

: \<~,':..~!>~.

"::,,-"', -".-,'-----"--'
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I

stetige Algebrenhomomorphismus. M:CD(X) --i> IR durch

einen Punkt P aus x darstellbar ::

M = ix(p) •.

Beweis: Ann:'lhme:: M. sei nicht durch einen Punkt ]p aus X

darstellbar. Dann muß es aus UXU\ X" ge ben, so daß

M durch PM dargestell t werden kann. Sei nun'lJL d'as System

aller offenen Umgebungen von p. in 1.J Xlr:. .' .l!'Ür TI aus

wähle man wieder fU .aus C(X) mit der Eigenscha.ft , daß

() {
tlq=PM

fU q =
o I er E VX!I:\ U gilt •.

Dann ist die Fp,milie TI == \~!Uj I U; E m J nach unten gerichtet.

und D-zulässig in C(X) •. Folglich konvergiert der Abschni tts-

filter ~ von H bezüglich ÄD gegen o. Andererseits

gil t aber für jede kofinale Teilmenge H" von TI

M(HI,) = H'(JlMJ = l t 1
und somit lim M(~) :: 1:

was einen Widerspruch zur Stetigkeit von M ergibt.

Bemerkung: Aus dem vorangegangenen Di8gr8lllm folgt,<iaß für

1> aus X stets :lx(p) € HOmGD.(x.} gilt. Also hp,ben wir

bewiesen, daß ix.:X :> HornCn(X.} eine surjekti.ve

Abbildung ist.

Es erhebt sich ll8türli.ch die Frage nach der Kompati1;>ili.tät

"von J)) mit der Algebren,struktur von C,(X) • Da si.ch die

Verträg1ichkeit von All: mit den algebrai.schen Strukturen

von C(X) 131s Konsequenz eines unserer folgenden Ergebnisse

zeige~ wird, werde diese Frage noch zurückgestellt.

Aus dem Vorangegangenen wissen wir, daß

> Cc(X")



fÜr jeden Limesrl'mm X stetig ist. Die Frage, wann diese

Abbildung ein. Homöomorphismus ist, läßt sich mit Hilfe' eines

einfachen Argumentes beantworten; Es genügt, sich in der fol-

genden Betrachtung auf den FAll zu beschränken, daß X ein

vollständig: regulärer, topologlscher Hpusdorffr~mm, ist •.

1.5 Proposition: Wenn X nicht kompakt ist, =~ die. Dini-

Konvergenz echt feiner ~:üs die stet].'g~ Konvergenz. "c: •. Ins-

besondere existiert auf e(x) ei~ Filter ~ ' der. bezüglich

1\ c gegen 0 konvergiert, der 8ber keine o.rdnungsbeschränkten

Teilmengen von e(x) enthält.

Beweis: Da X. nicht kOIllp~kt ist, gibt es ein Überdeckungs-

system { Up \ p ~ X 1 bestehend aus offenen Teil-

mengen von x., das kein endliches Überdeckungssystem enthält •.

Wähle nun. für P aus X. eine Nullmengenumg:ebung (siehe (a) );

z,
p

mit CU.' Ferner sei
p

={ f I f e e(xl , f('Z J:P :: taJ 1 .'
I(Z) ist ein abgeschlossenes, nichttriviales Verb1'lnds-und

p

Alg.ebrenideal in, C'c(X)
.".UZeine Nullmenge
;:.1 Pi ~

.V z
•'""p. ::L

Nun gilt

.' Für
in X-

l x. •

P1"' •••. ,p, n

mit

aus X. ist

in C (X) •. Also ist-c

ta.
(\ I(Z ) -
f ~A 1/1. Pi

Folglich ist auch (\ IC Z. )
j:qPi'

Verbands- und Algebrenideal

1/1.

leV Z )
Je .• Pi.

ein nichttrivia.les, abgeschlossenes

{ I(Z ) f nEIN. , P1' •••.•. ,p E X 1p. . n
;l...

fBasis eines Filters , der in C (X) gegen 0 konvergiert Q.

c

D.p überdies ein nichttriviales Vektorverb1'lndsideal in keiner

ördnungsbeschränkten Menge liegen k~llln, da.'~C(X}::"8rchimedisch

ist, folgt,. daß ~ keine ordnung:sbeschränkteTeilmenge

enthält •. Nach Konstruktion konvergiert f stetig gegen 0;
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offenbAr konvergiert ~ aber nicht beziiglich "n gegen 0

Aus dem Beweis zu (1 ~5) erkennt man, daß. eiIl wesentlicher

~.

Unterschied zwischen "D. und A dArauf gründet, daß es Filterc:

auf C(X.) gibt, die bezüglich A", kOIlvergieren, aber keinec. .

ordnungsbeschränkte Menge enth1'll ten. Umgekehrt allerdings ver-

muten wir:

1•.6 S::otz: Sei X ein. vollständift regulärer-, topologischer llP.us-

dorffrl'lumj •. ~ sei.ein, Fil ter auf C(X.) , ~ bezüglich Ac

£fegen f aus C ()(1 konvergiere 0 Ferner enthr-!l tep e>ine ordnungs-

bes:chränkte Menge•. Dfmn konvergiert f auch bezüglich "n: ,gegen

Bewei.s: Aus der D.efini tion. von AD_ geht hervor-" daß, ein

Filter P auf C(x..) 'genaUl. dann .. in An.(f) :ist, wenn.

p -f ~ /\nCo) gilt •. Aus diesem Grunde können wir o.hne Be-

schränkung der Allgemeinheit annehmen, daß

und zeigen, daß daraus ~E-t\1);(0) folgt •. Es muß also: die

Existenz einesD-zulässigen Systems

gewiesen. werden, 'so daß.

JI ,in C(X) nach -

hält, existiert aus C (x..) (- wobei i ~ 1: angenom_o ...,.

men werden, kann -) , so diaß

[-:f, f"1 €. 1::'o 0 'i:
erfüllt ist.

Se ien nun G mit 0"' G < 1 und P AUS X vorgegeben •. Wegen

~E /\0(0) gibt es eine Menge F aus ~ mitp,f F ~ [-f ,f JP,f.- 0 0

und eine offene Umgebung U von p derart, daß.
p

. F' (U) ~ [-t; E. ]p,€. P "

g:i.lt •.
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umgebung von p in X mit der Eigenscht'lft

eine stetige Funktion mit
I, q = p,

g- er:x.. -"-~->[os11
p '"

g (q) = r 0
p,f lt

••v ~ UP P

..
eine Rbgeschlossene Nullmengen-

l
g-;:l. ( [os 1/2] )v

p
Es ist

Sei

Wir definieren nun die stetige Funktion

gp,l. :x. -' ---~ [0, t]

('(' "- 1 \g = 2 g \/."2""': 1p,£ .' l',f '-io. .
1
2

) .•.

Dann gilt " [0 I q Ei: V
g (q) = ~
p,l 1. I q, G x..'''U

p

Weiter definieren wir eine stetige Funktion

0'

f aus' eCx}p,£.
durch

f = (f. - f)g +. E.
p,l o. -' p,.L .'

Diese Funktion. besitzt die folgenden Eigenschaften:

(al f ? i 0'p,t

fo(q) ( q~6 x.\. U
eb) f (q) = P

p,£; . f. I q, (:v •..
p

Für' eine Funk.tion. f aus

CßJJ
c.E.)

If(q) \ ~ f.. ~

I:r(q) \ ~ f Cl ( q)

~ (q) für' ,q.F'P,l ",

-~, f (q.) für
p".€.

aus U
p

q. au's x.., U
p

..
Also folgt:

..F . C [-f "f ]
PIE. -p,€. p,£

[-ff 1p,£' p,£.
Demna-ch gilt also insbesondere

Nach dem soeben angegebenen Konstruktionsverfahren ist jedem

l mit, 0"' E.< 1 und jedem p aus x.. die Funktion.

zugeordnet.. Seien nun, £1.".'".''' ~ sowie
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Wegen

Man kann nun zu der Funktionenfamilie < t<t , P6-x:. J
das; nach unten gerichtete System H der.endlichen.Infima

bilden:
'" .

H =, [Ar.
l=ip.,( .

.~ ~
Da jede der Funktionen

nEIN , 0< £:f. <: 1 " Pi. 6 X'.} c'

f nichtnegativ ist, enthält Hp,l

nur nichtnegativeFunktioneno Da aber für E >0 und p aus X.

die Funktion

gilt, folgt

fp, 1./2 in H liegt und

o < f /2(P) = e./2 < e.p,£

inf H(p) :::i 0

für p aus x.. •. Folglich ist H D-zulässig. Au:sdem soeben

Gezeigten folgt ferner p:2 ,2H ." Also konvergiertp bezüg-

lich f\D gegen 0 •

ßiert ein.Fil ter ~ auf C(X) genau d~mll bezüglich "D. ,.

~.£.!:. in .Ce(X''') konvergiert und eine ordnungsbeschränkte

T.eilmenge~' C(x.) enthält ••.

Als eine wichtige Konsequenz des soeben. bew:tesenen Satzes ergibt

sich unmittelbar:

(r ..•.7:Korollar: Sei x.. ein Limesraum. Dann stimmen auf den ordnungs-

beschränkten Teilmengen m,C(X) die von---- C (X'')e und von.

CD(x.) induzierten Limi tierunßE'n überein._

Da Ce(x.") eine Limesalgebra ist und dadas System der ordnungs-

beschränkten Teilmengen von C.(x.)

braischen Operati?nen auf C(ll)

""-. <. ',~

stabil gegenüber den. alge-

ist, ergibt. sich unmittelbar:
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1. ••8 Korollar: GD(X) ist eine vüilständ:ige LimesalgebI'R ••

Beweis: Es bleibt lediglich die Vollständigkeit n8chzuweisen~

Buch ein Cau.chy-Filterin der Lirnes-. '

a.lgebra.

gilt •. Aus der Cauchy-Fil ter •...Eigenscha.ft von

eine Funkt:ion f aus C(X) , so daß fc Ac(f) ,

S?, bezÜglich ,An

folgt, da.ß eine Menge F in ~ u.ndeine positive Funktion

f~18uS C(X) existieren mü.ssen mit

F '- F ~ [ -f 0' f01 ...
Insbesondere folgt dann für g und haus F:

\ I gl Ihl \ ~ \g hl,6' f D
0

Fixiert man. h a.us F , so folgt für beliebiges g aus F

Igl~ f '+ Ihl ,
0

also

Der Filter p enthält folglich eine ordnungsbeschränkte Menge,

konvergiert also 'bezüglich 00. gegen f •.
. "

In diesem Zusammenhang müssen wir uns die Frage nach Hom~~D(X.)

stellen. Wir erhalten:

1•.9 Satz: Für einen beliebigen Limesraum X gilt

-eHomC,D(X) = HomC (X) = X"'-sn' .
Beweis :. Wir haben bereits zuvor gesehen, daß

gilt •.

Aus der Stetigkeit;; der Abbildung id tC' (X) -'--=>C (X"') folgt
D id c

die Stetigkeit von x.1i• = ~ Cc:(X") :;;:0- Hom~GD(X.) ,

wobei XII der mit der von C(X} auf :iX(X} induzierten

schwa.chen Topologie versehene Raum ist.. Aus der Stetigkeit

der Eva.luationsabbildung.

. '."
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folgt, d8ß die timitierung von .FlomCD(X)-c feiner' als die

von C(X) auf H01JJlCD(X) induzierte schwache 1'opologie sein

muß, was äquivalent zur Stetigkeit von
id

---~ Horn C (XII) = X"'
--0 C

ist. Dpraus ergibt sich die Behauptung.,

Wir ha.benin (1~5} gesehen, daß für einen vollständig regu-

lären, topologischell- Hausdorffraum X- die Dini-Konvergenz An
feiner al.s die stetige Konvergenz 1\ auf C(X) ißt,~ fal~s

k nicht kompakt ist.

Wenn.umgekehrt X ein. komp1'lkter, topologischer H1'lusdorffr8Uffi

ist, so ist Ce;(X.} ein Ban8.chverband mit Ordnungsein}:leit .1- •.

Der Nullumgebungsfilter von Ce{X) e~thält das Ordnungs-

intervall [-1".1J, also eine ordnungsbeschränkte Menge, konver-.

giert demna.ch bezüglich "n: gegen 0 •.

Wir schließen hieraus:

1:.10 Korollar: Sei~ X. ein vollständig regulärer, .i.0pologische,E

H8usdorffr8um. Dann sind äquivalent:

e:) X. ist kompakt 0

b). I\c; = f\Th"

e) j\~ = f\D;O"

e J /\r = ADJ"

Beweis:IVIit H'ilfe von Konstruktionsprozessen-, die analog dem illr.

Beweis von (1.52 verlaufen, kann man zeigen, daß, falls X

nicht kompakt ist,_ Filter auf C(x.) eXistieren, die bezüglich

A bzw. AI 'u. I gegen 0; streben" aber bezüglich An nicht kon-

vergieren •. Wenn X. kompakt ist, so ist die Gültigkeit der

Aussagen (b) - Ce) evident.
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2. Beschränkte Meng.en•.

Eiru wesentlicher Begriff, der uns im Vorangegangenen immer

wieder beg,egnete und uns ins Kommendebeglei ten wird". ist der

der ordnungsbeschränkte:n Tei1menge von C(X}•..D~'l.sich in

Limesvektorräumen der Begriff der beschränkten Menge' in Analo-

gie zu dem in topologischen Vektorräumen o.efinieren läßt, ist

die Frage sinnvoll, von welcher Form. die beschränkten Teil-

mengen von .C(X). bezüglich Ac:" AD. ' (\ 11; , Ar: sind und.

wann .ihre Klassen übereinstimmen •• Ih diesem. Abschnitt wollen

wir - wa.s nach dem ersten Abschnitt als sinnvoll erscheint _

uns auf die Voraussetzung beschränken, daß. X ein vollständig

regulärer, topologischer' Htmsdorffraum sei.

Für das Folgende benötigen wir ein technisches Lemma:, das

aus den Arbeiten von Hinz und Feldman. ü.ber Cr:(X.) bekannt

ist. (Siehe (6) •..

2.1 Lemma:; Sei H eine ordnungsbeschränkte Teilmeng:e von

C(X) • Dann gibt ~ eine komp?,kteTeilmeng:e K von. ßX,'- X.

~ eine ordnungsbeschränkte Teilmenge . If. von C.(ßX' K)

derart, da.ß zu

Eigenschaft

existiert.

h aus H. K:stets h

h. = hKI x:
aUs If m:Ltder

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es f > 'i in C(X) mito.

der Eigenschaft, daß aus h E H stets folgt ••

Mit IR wollen wir die Einpunktkompaktifizierung von IR

bezeichnen •. Aufgrund der universellen CharFlkterisieru.ng der
v

Stone-Cech-Kompaktifizierung existieren zu haus H bzw.•.

--->~IR. ,so da.ß. die folgenden. DiagraITL'!lekommutieren:

zu f
0

fß :.ßX0,

stetige Abbildungen hß: EX --->- TII bzw •.
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..-

für alle

.•.

f o

0-

BIfo 1 ßX\ K die Behauptung des

f und die Fortsetzung

eine kompakte Teilmenge VOn

ist und wenn die Funktion f aus

W.B in. E gegen 0 konver-

-E C(ßX\K)

Ih I

B2 beschränkte 'l'e.ilmengen 'y0n E sind, ~

Je s.: Y. S BA

=[hß\ßX\K I h (;- H J
~. zusammen mit

und

K : = «.1/f~) )-1(0)

B
1

nicht durch verschiedene Symbole unterscheiden, wenn aus

sitzt,_ so wollen wir im Folgenden

auf Y.

Es ist

Lemmas erfüllt.

gil t, so, daß wir definieren können :.

ßX' X o. ]'erner gilt

f~1ßX.\K

Wegen der Relationen

Bemerkung: Wenn im FOlgenden Y ein Unterraum von ßX

C:(X) auf Y eine (eindeutig bestimmte) stetige Fortsetzung be-

trägt) , ~_ der Filter

Im folgenden Lemm8werd.en kurz einige Eigenschp.ftender Klesse

haus H, folgt mit Hilfe eines Dichte-Schlusses, daß auch

hßI ßX-\K t C(ßX' K)

s.} Wenn
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?•.2 IJelJlIIt~H: iSei E ein Limesvektorraumo Dpnngil t:-_

B' von E heißt beschränkt <. bezüglich der Limitierung, die, E

illemZusammenhang hervorgeht, WI'lS gemeint ist •.

Man sieht, daß~

Defini tioTl: Sei E ein Limesvektorraum über IR- •. Eine_ Teilnienge

b); Wenn B eine beschränkte Teilmenge von E ist,c ~ ist _auch

gefeßt:.

der beschränkten Teilmengen eines IR - Limesvektorraumes zus8nunen-

Eigenschaft

,gierto Hierbei sei \V der Nullumgebungsfilter in. IR.:
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jede Tceilmeng~. ,yyn Re beschräuKh_

o} Wenn_ B eine beschr':inkte :Feilmen~~ E. ~,; ~ sÜid .!]£-

It ~ IR die Menge lt.Bun~ die eguilibrierte Hulle

[-1,110B, von B beschrän..1d. '"

Das bede:u.tet : Die Faniilie der beschränkten Teilmengen von E bU~'_

det eine VektorrflUmbornologie.

Folgende Bemerkung ist bei -der Frpge, wa.nn' die A -und die A -c ~
beschränkten Teilmengen von C(X), übereinstimmen, von Nutzen:

4:0) Bemerkung: Eine Teilmel1ge B vone (X) ,ist genp,u ~nn

ka'lbeschränkte Funktion u:X ---~-->IR jQ,bt, E.£., daß für f

1£1 ..
Beweis~ Definiere für die beschränkte Menge Raus c (x.)c. die

untel:"ha,lbstetige Funktion durch

u(l') = su1' if(1')1
fE B,

(pEX. )

Wegen W.B E /\0 (0.) gibt es zu p aus X. eine Umgebung u
p

von l' und eine KoIist~:'11.te IvL derart, daß
p

[-( 1IM p) , (1IM PH .BeU p) ~ [-1, 11,;

B(U } ~ [-M ,M 1
p l' l'

gilt. Demnach folgt:

sUp u( q)
q.~U

p

sul' sUl' If(q)\ ~
qEU feB

p

M t,
I'

u ist lokalheschränkt.

Sei andererseits u,:x. ----) [0,+001 eine unterhalbstetige, lokal-

beschränkte Funktion. B sei eine Teilmenge von C(X) , so daß

für f aus B gilt Irl u ..

und eine Konstante M > 0
p mit derEigenschaft,da.ß

Wähle p aus X. '" Dpnn gibt es eine Umgebung U von p
p

in X



-28 -

ul . t.u ....•
P

gil t. Hienlus folgt

M \ U-p p

o
0-

M
P

sup Ir(q).l
fE B

sup_
qE:U

P
Also gilt für beliebiges c> 0

-[-(i/Mp),Ct/Mp21.B(Up) f.

was \V •.,B:E:1\ (0) impliziert.e

Fü-r die ,t\D-beschränkten Teilmengen von e(x) gilt die folgende

naheliegende und leicht zu beweisende Aussage:

2.4 BemerkuI;lg: Eine Teilmenge B von e(x) ist genl'lu d~mn.

A~:~beschränkt, ~ sie ordnungsbeschränkt. ist"

]'Ü2" die Ac-' Au-und Ar-beschränkten Teilmengen von e(x.) gilt

der' :folgende

2~5 Satz: Für einen vollständig: regulären, tonologischen H,,~

dorffraum X, sind die _FFlmilien ~ ßc- ~-Au- und "I-beschränk-

ten Teilmengen, .~ eCx) identisch.

Beweis:-Man beachte die Relationen Ar);-Au ~ /\ • Aus diesem

Grunde sind die \.- ebenso wie die A -beschränkten Teil-u

mengen von e(x): , auch /\ -beschränkt. Wenn es gelingt zu zei-c

gen, daß jede 1\ - beschränkte Teilmenge vonc: e(x) auch f\' ~be-
I

schränkt ist, so ist der Sf'tz bewiesen •.

Sei Beine A -be schränkte Teilmenge von e (X) ._ Aus (2.3.)-c
geht hervor, daß zu jedem p, 8UlS Je. eine offene Umgebung

B(Up}f:,

gilt •. Sei C1ßX-(Up}

D:pnn folgt für f aus

die abgeschlossene,Hülle von

von p und eine Konstante M > 0
p

[-M ,M]
p p

existieren, so d8ß

u~
p

in ß.,\. ".

<.•... M
P



Hierbei bezeichnet

- 2.9. -

.cß. v ß-':"
.i.. d~e Stone-Cech-Fortsetzung f:ßX. ->IR

Y:

der Funktion f t'lusC(X) 0-

D.Rs Inn ere Vp (:::. in t ßt'\..clßX (Up) J von CIßXCUp1 in ßX .18t

eine Umgebung von. p' in ßX. und es gilt

sup sup
:f~ K ~eV

p
Definiere

p"i x:. Vp S; ßX

Y ist als Vereinigung offener Teilmengen eines kompakten Raumes 10-.

kalkompl'lkt., also von der Form

..~ = ßX.'\ K

wobei. Keine kompl'lkte Teilmenge von ßX-' x:. ist.. Mpn sieht

nun unmittelbar ein, daß die Menge BK. definiert durch

Bk == {f1(. \ fK ::r :eBiy " f' E: B;1
eine beschränkte Teilmenge von C'c(Y.) ~st, d.h.,> daß, W"Bic _._. !> 0,

in Cc(Y) gilt. Dp 8ber W.R Bild von- WoBK. unter der

!nj,ektion

• I

ist, folgt
Cc.(yl ~ Cl0e}

\VoB e- Äl( o} •. D8mit ist B, "r-beschränkt •.

Es soll nun der Fall untersucht werden, wann. die Ä -beschränk-c .

. ten Teilmengen. von C(X) mit den AD:-beschr~nkten Teilmengen

zusammenf:ülen.

(a) J.ede "Dj-beschränkte Teilmenge von

schränkte.

C (x.) ist auch 1\ -be-.--.--'- c-

(b) .D.ie "c-beschränkten Teilmengen.m C(X) sind' .genaw dann

/\ :""beschränkt, wenn es zu jeder unterh?lbstetigen,lokal-, D ----- --- _.- ---.-------,-

beschränkten Funktion u:X-----~ IR eine Funktion f

~ C(X.} mit u~f
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Die Aussage (b) stimmt mit der Definition eines schwachen

cb-Raumes, wie sie von Mack und Jahnson (1:1:) gegeben wurde,

überein, so daß wir sagen können:

2.•6 Satz: Für einen yollständig regulären, topologischen Haus-

dorffraum X stimmen die .Klassen der ''0:- und .?-er "D-beSChränk-

. ten Teilmengen ~. C(X} genau de= überein,~, X. ein

schwl'1cher eb-Raum ist.

In (11) werden eine Anzahl äquivalenter Eigenschaften von

schwachen cb-Räumen hergeleitet und PermanenzeigenschF.lften unter-

sucht" Dps zentrale, mit dieser Klr>sse von topologischen Räumen

in Zusammenhang stehende Ergebnis ist der folgende

2.7 Satz (Mack & Johnson) : Sei X. ein reellkompakter~ 'yollständ:l~

regulärer, topologischer Hpusdorffr::1Um.Die Iledekindsche 'yervoll-.

ständig}mg.Y.2.!! C (X) (alS Verbr-lndsalgebra ) i8 t gen~'lUd :'llln

isomorph ein~ Algebra ~ 1U. C(y) , wenn x: ein schwacher

eb-Raum ist .'

Es werde bemerkt, daß nRch John.son und Mack die Reellkompaktifi-

zierung vX eines 'schwachen cb-Rpumes wiederum ein schwacher'

cb-~um ist •.

An dieser Stelle w.ollen. wir uns die Frage stellen, ob. unter Um-

ständen das Zusammenfallen zweier der drei Limitierung Ae ,.

Au und AI impliziert, dAß der R8um X. ein sehwl'lcher cb-R8um

ist ••.

Die Antwort hierauf ist neg.ativo Wir wollen dazu: .ein auf J~ohnson

und Mpck zurückgehendes Beispiel eines lokalkompakten, topolo.-

gischen Hausdorffraumes x. , für den dann A e~'-' tu und

auf C(x.) zus8mmenfallen, angeben" der kein schWacher cb-R8.um

ist. Für diesen Raum umfaßt' also die Familie der A -beschränkten.c

echt die Familie der An-beschränkten Teilmengen von C(x..)
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Im Folgenden bezeichne für eine' Ordin<llzahl 0(.

W(O\) = t (jJ \ 0 Ordinalzahl,. er ~ CX }

die Menge aller OrdinalzAhlen, die kleiner Als 0( sind, versehen

mit der' IntE'rv~ültO,l?ologie ••, M.it dieser T.opologie ist. W.Co<)

stets ein. vollständig regulärer, topolcigischer Hausdorffraum.

Überdies ist w(~) kompakt, wenn. <X keine Limesordinalzahl ist, •.._. ..

C Siehe (S)) ••

Im Folgenden wollen wir die kleinste OrdinAlzahl mit übera.bzälal-

barer Kard:inalität mit W
t

bezeichnen ••

Wir untersuchen nun einen Unterraum T des Rl'lumes

, der definiert ist durch

Diesen Raum kAnn mAn sich graphisch wie folgt dargestellt

T .'

und

~W(~+1 )

ist als Urbild des Punktes

T

I
I

•i
i
i

I
I
i
•I
I••. J

(-1 u.•)

w( ~+l) unter der Projektion

w{ W1.} x W( ""i +1 )

abgeschlossene und zuW( W
t
) homöomorphe Teilmenge voneine

denken:

( 1,1)

A : :: {( 6"",6")( ~ € w( w ) }
t

B : = t (6", CJ1) I 6"' <. (..)1.J •
"'1 aus

Es seien

Ebenso ist A als Graph der Einbettung

w( °1.1 G,,' ' >- w( c.J1+1 )

eine abg-eschlossene 'l'eilmenge von W( c.J
t
) x W( ""1+1) und

somit erst recht von T Cl' W{W1) x W( Wftt) ist al~ Produkt
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eines' lokalkompakten RI'JUmesmit eiiteIIl kompakten Raum !Eok!llkQl\1pakt.,

Al.t ein abgeschlossener Unterraum dieses Produktes ist T eben-,

falls 10klükoIIlpakt •• Die Stone-~ech-Kompaktifizierung ßT

von T stimmt mit der Einpunkt~Komppktifizi~rung von T iiber-

ein: ßT. :: ,T V t (Wt" w1)} , 'e-

Zu jedlerFunktion f. aus C(T} gibt es eine Ord;fuialzahl

6"0.( G,,\ derert, daß f, auf dem "Schwanz"

S = t (6"",'l;) \ 6"0 ~ 6"".( "'1 j Vi:5 't'~w1J
konstant ist. Die abgeschlossenen Mengen A und B 'können

deshalb nicht durch stetige Fun.1{.tionel1lgetrennt werden"

Wir definieren nun einen lokalkompakten, topologischen Haus-

dorffraum Y durch :

Y I:: Je. x IN .'
Da die Menge IN der- na.türlichen ZAhlen die diskrete Topologie

trägt, können wir Y auch 8,ls die IN-fa,che topologische Summe

y. = 2:
n.~IN

Tn,

interpretieren, wobei für jede natürliche Z'Ahl

eine Kopie von T ist. Y hat also die Form'

n der Raum Tn

•• e 0

•

Hierbei bezeichnen wir die den Mengen A und B entsprechenden

T.eilmengen von Tn mit A
n

bzw. Rn •. Die Räume T
n

werden

nun wie ,folgt ',"verklebtll, t.

Für k = 1,2,' •• o. identifizieren wir jeweils die Menge ,A
2k-t

mit der Menge A2k sowie die Menge B2k mit der' Menge p
'u2k+.1. ••.

M.<>nerhält p,uf diese Weise einen Quotientenraum von Y , den



wir im Folgenden mit X. bezei.chJJ.:i311_wollen und der die folgende

G~stalt besitzt:

Man beachte,> daJl X. ein lokalkompakter Raum ist .• E~e stetige

Funktion. f aus C(X) induziert aufgrund der Quo,tientena.b-

bildung

k:Y---~X

die die folgende Eigenschaft haben. muß ::

euf jedem de~Räume T
n.

eine stetige Funktion fn '"

Es gibt eine C von n. unabhängige ! J Ordinalzahl e>; derart,

da:ß: d'i:€' Eunktion.!_.f::d::.:1!AU:t'.dem",~,S:chwanzf1':

8:
n

von T konstant ist O' DA die Funktionn. fok von der, auf dem

"verklebten" Raum X- definierten Funktion f induziert wird,

n:imrrntsie auf allen "Schwänzen" S: denselben Wert. an .•
n

. Betrachtet m.eI1die folgende graphische Darstellung des RAumes

x. , so bedeutet dies, daß f auf der schraffierten Fläche kon-

stant sein muß .•.
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Wir definieren nun für n 1'lUS Ii~ unterh1'llbstetige Funktionen

Ui:T --~> IRn n
durch

U1(l') = {O I
t \

I
\

.sonst

sonst

und .für
= {2k-1 I

u2k(l') I2k sonst -

,r 2k I p E B2k+t
t 2k+1 I sonst

Diese Funktionen definieren folglich ein~ unterhalbstetige

für 2". ausdurch

ü:T =L.T ---~ IR
IN .n

ü(p) = un(l'} Tn. ..
u: ist so konstruiert, daß beim Übergang von Y zum Q.uotienten-

raum X. eine unterhalbstetige Fullktion u:JC --_._~ IR. existiert,

sind lokalbesehrä.'1kt., Dies trif.ftgil t., Die Funktionen

so daß

dam!'llna,eh

u = uok

un.

Konstruktion auch für Ü. und u zu .' Aus der

Konstruktion von u sowie aus der besonderen Form einer jeden

stetigen Funktion f:X. ----) IR folgt, daß es keine stetige

Funktion auf Je - mit Werten in IR. gibt, die u~ majorisiert e

Also ist Je ein. lokt-llkompakter,. topologiseher Hpusdorffraum,

der kefu sehw1'lcher cb-Rpum ist •.
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..2o. Der SAtz von Dini fÜr Ar und Au •

Im ersten Abschnitt hAben wir die GÜltigkeit des SAtzes von

Dini für CeCx) bewiesen, die Dini-Konvergenz eingeführt und

erste Zusammenhänge zwischen

Auch in diesem Abschnitt wqllen wir wieder I'lls G'enerAlprämisse

vorauss.etzen, daB. Xe. ein vollständig: regulärer, topologischer

Hausdorffraum ist, und untersuchen, Wal"Jlder Satz von. Dini für-

wann

bzw•. C.(X) e'rfüllt ist, d.ho, die Frage beantworten,u

bzw.
giltv

Wegen (1 •.10) können wir dAbei davon au~gehen, daß. X nicht

kompakt ist. Aus den Argumenten in den Beweisen zu (1.5} und

(1.10) geht hervor, daß. weder gröber als noch

gröber als Ar sein kann •.

Eine vollständige Antwort Auf unsere erste Prage gibt:

2;.-,1.: Satz : Sei X. ein vollständig regulärer, topologischer

Hausdorffr8um "" ~ .., ist &enr'm dann feiner' als ~[ " ~

~ ~ jeder Folge kompakter Mengen CKil) aus ß1[\ x: eine

kompakte Teilmenge K von ßX-\.X. dergest~Ü t gibt, daß.

gilt.

Beweis: 1), Zu j;eder Folge (Kn) kompakter Teilmengen von

EX \ X. gebe es eine kompakte Teilmenge K von. ßX.' X, mit
co
UK ~ K •

11'\'''' n.

Sei <I Et\D(o) •. Es mu.ß. ~ E I\reo.) gezeigt werden.

W.egen ~ E AD,Co) gibt es ein D-zuliissiges System H von.

nichtnegati.ven Funktionen aus e(x.} , so. daß ~ ~ i>H gil.t ••
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Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann angenommen werden"

daß. elle Funktionen PoliS R durch eine Funktion haus. C(x.)o

mit ho.~.1. majorisiert werden können •.

Jeder, Funktion h Pous R kann ihre Ston.e-~ech-Fort'setzung

hß:::ßlL > [0,+ 00]

Kn.

) ..

endlich s,ein
'i,;, .• " .

C pE EX.

yon ßK. \ X. durch

.'

Ko

X. verschwindet,' muß

a,uf ßX.\ Ko

inf

Familie in C(ßX.\ Ko) ist, also.

infH=o

Oberhalbstetig . ist und au:fU
H

zulässig.e

durch

gil1t, folg.t, daß d~e Funktion uH

,
Definiere ferner eine kompakte Teilmenge

:in C(ßX\, K) gilt •• Für jede na:türliche Zphl n sei. 0

muß._ Npch(2,,1) kann clie FFlIniiie ".ll als'J.leilmenge von

eine kompakte Teilmenge von ßX\ X sein.. De:finiere nun
00

K. =. c1" ..••.( U K) "
l;)A. h"ß n

Dann ist K nach Voraussetzung über x.. eine kompakte Teilmenge

von ßX\ X .,. Nach Konstruktion von K verschwindet UR

C(ßX\ Ko) aufgefaßt werden •. Es ist offensichtlich., daß. II e-ine

N~ch Voraussetzung über H gilt

uRI X. :: 0.. G'

zugeordnet werden. Sei

Man definiere nun. eine oherh?lbstetige Funktion

Da für haus R stets

Da
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auf EX'\. K , d oh••., es gilt

inf H(p) = 0

für alle P FlUS ßX", K;, was bedeutet, daß. Hin:, G (EX,\, K) .

eine D-zulässige Familie ist., Folglich konvergiert der rnter-

va.llfilter bezüglich der'D,ini_Konvergenz von C(BX,' K2
und somit erst recht in C (EX,"', K) gegen o~~, Da der Filter

Cl

,9?H das 13ild des Eil ters .~~ unter der k8nonischenAb~.,--

b'ildung

Cc:(ß2l, K) C ~ Cr(X)

ist, folgt, daß ~H AUS /\r(o) sein muß, •..Wegen p2. ~H

folgt 9?~.Ar(0) .'

2.}Sei umgekehrt AD; feiner n1-8 I\r 0'

(Kn,;' sei eine Folge kompakter Teilmengen von EX\ X: .' Fiir'jede

naturliche Zahl n, bezeichne

u :ßx., --""> [0, t]n

die charakteristische Funktion, von K 0 Als chnrakteristischen
Funktion einer abgeschlossenen Teilmenge des kompakten, topo-

logischen Hausdorffraumes

halbstetig. Definiere nun

EX ist u beschränkt und ober-
n

durch

u.(p)

für p aus EX.••.Man verifiziert sofort, daß U eine ober-

halbstetig:e Funktion 8uf EX. ist, die auf X verschwindet •.

Als beschränkte, oberhalbstetige Funktion, ist u punktweises

Infimum einer nach unten filtrierenden FFlmilie H stet~ge'r

Funktionen auf EX ••.

ulx..= 0;

Wegen

und inf Hep) u(p)
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K in. ßX,\ X geben J' so daß

feiner als f\r ist. Wir werden

muß es eine kompakte Teilm~nge

zur Bedingung, daß .AD
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für' paus ßx. folgt, daß die Familie Haus CCx) D-zu-

lässig," ist. Demnach konvergiert der Intervallfilter~H

bezüglich /\D, gegen 0.... D.a AD> feiner als /\1' angenom-

In (2.'} wurde ein 'notwendiges Ulnd hinreichendes Kriterium für

men wurde ?und d"a Ir nur aus beschränkten. Funktionen bestand ,

o~ • D.a.s aber impliziert ;für

der" Intervallfilter der Familie' Ir l'lufG:(ßX:.' K) J•. der- mit

~ ~ bezeichnet werde, in" Ce(.eX'\. K) gegen 0; konvergiert •.

Insbesondere konvergiert d,mn aber c.ler-Abschnittsfilter i von.

H in Ce(BX" K) "J' also erst recht punktweise auf BX:\. K gegen:

kompRkt~ Die Voraussetzungen des Sptzes sind folglich erfÜllt,

UH(p) = inf Hep) = 0 ••..

ßX\ K verschwindet, muß demnach
00 ~

V K ~ K. ~ ßX-' x..
"'="" n

g,el ten. Damit ist der Satz bewieseno'

und es gilt

voliständig reguläre, topologische lia.usdorffräume gibt, für

ist wieder eine Umgebung von X in ßX 11 äquivalent ist

die RelRtion

deren Algebra stetiger, reellwertigerFunktionen '''r

/\c = I\r bewiesen. Anhl3lld eines Beispieles

wurde ferner gezeigt, dRß es durchaus nichtlokalkompakte,

gilt, so daß die LokalkompBktheit von X hinreichend aber

nicht notwendig für die Üelation An ~ 1\I ist .• , Betrachtet

man in (2) das notwendige und hinreichende Kriteriun für

die Bedingung Ac = I\r. ' so erkennt man , dRB die Aussage

liDer R.bzählbt'lre Durchschnitt vonUmgebungen von X in ßX,

Vfirbemerken hierzu: W.enn x.. lokalkomp8kt ist, so. ist" ßX\, X
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dieses Thema nochmals sm Ende dieses Abschnittes anschneiden e

Nun wenden wir uns der Frage 11V{ ann. gilt AD ~l\u?1l zu.

DRZU beweisen wir zunächst:

.2 .•2. S11tZ: Sei X ein vollständig, reguliirer, topalogischer

Hausdorffr:mmo 1> sei ein Fil ter', auf C(X) ,. der eine ordnungs-

beschränkte Menge, enthal te 'und ,bezüglich Au gegen 0 kon-

vergiere.,. D,pnnkonvergiert ~ :>uch bezÜglich /'r gegen 0.,.

Beweis: Wir können ann.ehmen, daß es eine :l!unktion f ? to
gibt mit der' Eigenschaft, daß das Ordnungsintervallaus C (x.);

[-f ,;f]o. o. ein Element des Filters ist 0 Dann definieren

wir

in

.•.c

diese Teiluiengen mit Teilmengen. des Intervalles

Ko.:.= (t/f~)-teO)
Nach Voraussetzung' besitzt der Filter <:peineBRsis von

Teilmengen von [-fo,fo] .,.Wegen fo E CCßX,"Ko) können

[-f ,f 1o 0

C.(ßX.\ K) identifiziert werden C siehe (2'., t») ,; so daß io
eine Basis von Teilmengen der Algebrp C(ßX\Ko) besitzt ••..

;hN?ch Voraussetzung konvergiert, ~ bezüglich Au gegen 0 .,

Dps bedeutet: Zu, jedem Punkt p pus X gibt es eine offene

Umgebung TI
'p

dergestalt, dafr der Filter in IR

geg.en 0 konvergiert 0- Wir definieren

Y. = i.ntr,vc.It:lv(U} •P !JA.~. P

D:emn8ch ist V eine offene Umgebung von
p

p fu ßX',. Ferner

setzen wir

•...z = u V
pE X. 'P'

Als Vereinigung offener Teilmengen eines kompakten R",umes ist

Z lokalkompakt • N.;:lchKonstruktion von Z gilt X:fZ~ßX.

Folglich existiert eine ko~pakte Teilmenge

gilt •.Wir d.efinieren nun. denlokalkomp8kten Raum y.' durch
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Offensichtlich gilt •

~p sich die Algebr~ c{ax..\. Ko) in kAnonischer Weise in C{y)

einbetten läßt,. folgt, daß der Filter eine Basis £
von r.iengen aus [-fo,fol besitzt, .. die schon in C(y'} liegen.

li.ach Voraussetzung 'gibt es' zu p ~us X. und £ '> 0 eine

r.reilmenge von. [-r ,f 1 ' die zudem;Element von ;r ist,
0, o. ':t:'

mit der Eigensch~ft, d~ß

F' (U). C:g,c. . P' -

gilt.,. D!,nn folgt Aber

[-E,E]

p' (v: AY) C [-E,E] ...P,.e. . p

pE- x:.} ein Überdeckungssystem' bestehend 8US offenen

Teilmengen von Y ist,: impliziert dieS', QAßder Filter

~Y:a,.uf C(yj, der von ;g erzeugt wird, in

C (y.) gegen 0 konvergiert. Dp der Filter
c

c~(Y) 'e also in.

~ Bild~des Fil-

ters ~y unter der kanonischen Abbildung

ist, folgt, daß

C (Y) -< --:;,: CI(X)c

! bezüglich AI gegen o konvergi.ert.

Als unm;ittelb~re Konsequenz dieses Sfltzes ergibt sich:

3c3Korol18r: Auf den ordnunptsbeschränkten Teilmeng-en von. cCX)

fud.uzieren.. AI und Au dieselbe Limi tierung <>

Der Satz (3.2) gibt nun auch unmittelb~r Auskunft darüber,

wann der Sptz von Dini für Agil t :
u

wenn .er für

aus "n(o}

Wegen AI: ~ I\u gilt der Satz von Dini bestimmt fürl\u

.A I gilto Da aber ~ndererseits jeder Filter

eine ordnungsbeschränkte Teilmenge von e(x.) ent-

hält, impliziert (3.2), d[1ß ~us der Gül tigkei t des Satzes von

Dini für e (x.)
u

Auch die Gültigkeit des Slltzes von Dini für'

CI(X.) folgt.

3••.4 KorollFlr: per S<>tz~ Dini gilt. genpu. d~mn für C (X.) ,.-_._- u.

, -\:' .
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~E.!L~ ..!: für C1(X.} gilt,.s. .•.h..•" An ~;\:u. gemm dr-mn., ~. AD ~/\ ~

In (2.) wl'lr das Beispiel eines vollständig regulären, topologi-

schen HFlusdorffrr-mmes X angegeben worden, für den Cc(X) =

C:I(X.) gil t," der aber nicht lokr-ükompakt ist .. Räume mit die-

ser Eigenschpft wurden in (2.)" wie :folgt charpkterisiert:

Es gilt. Cc(x..) = CrCX) gen:'1UdAnn, ~. die. beiden folgen-

den Bedingungen erfÜllt sind:

a), Der Durchschnitt I'lbzählbpr vieler Umgebungeh:~ X
in ßX. ist wieder e,ine.Umgebung.!9E:.. X. in ex:..•• C Dps.

bedeutet: Der Sptz vonDini gitt für. Cr(X) .)

. b). Die Menge x: aller Punkte pus X., die in 'VX. keine kom---_._--
pakte Umgebung. besitzen, 1st ..eine u~omppkte freilmen~e. ~ X~..

Die sich dabei ergebende Frage, ob die Bedingung '(a.) die

Bedingung (b) impliziert, konnte bisher noch nicht

beantwortet werden. ( Ein Beispiel für 11 (b) impliziert ni.cht

(a)" werden wir noch geben. ) Wir wollen diese Frp,ge hier

wieder pufgrei:fen. Zunächst beweisen wir:

X die Menge. p,ller Punkte des
nl --- ---- ----

Raumes x.. bezeichnen" die keine kompFlkte Umgebung in

X. besitzen?und~.der Umgebungsfilter eines jeden Pu~~-

tes ~_. Xnl stabil gegenüber der Bildung'y.2E. abzähl b8ren

DUrchschnitten ist, ~ giltfÜr C (X) .. der Sptz ~. Dini,
u

.!.-E.• ,.Än ist :feiner pIs Ar"

Beweis: Sei H ein D-zuIässiges System von Funktionen pus

C(X) .. Mit

Ferner sei

bezeichnen wir den Abschnittsfilter von H .•.

die Menge aller Punkte .mit einer komppkten

Umgebung in X. Da der Satz von Dini für komp<>kte Räume

in Bezug puf die gleichmäßige Konvergenz
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f)'

gilt, kÖnnen ,vir ZLl jedem Punkt paus X1. eine re18tiv-

kompakte, offene Umgebung V von p. dergestAlt finden,
:P

d8ß. ~(Vp) >0.

in IR gilto Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt p

aus x: •..Wegen
ill

inf H(p) 0.

finden wir zu jeder natürlichen ZAhl TI. eine Funktion h
n$.p

aUS H und eine Umgebung

Eig,enschaft, da.ß

U von 11 in X.mi.t der
nd?

eine Umge bung von,

gil t 0' nAch Voraussetzung ist
co

:,c(\u:
"'='f n., p

in x. •• Dann gilt für alle h

für alle q

0. ~ h. (q) ~n,p
aus Un,p

1/n

aus H

Q ~ h(q)' .•< h (q). ~ tinn,p' . ~

mi,t h.5 h- n,p und für alle q aUs v
p

..
"

----~ OJ
d•.h. ,

in IR.. Mit

~ (Vp)

f.v.pl pEx:J ist ein.Überdeckungssystem

von Umgebungen der Punkte von X. definiert,. d8sdie' Eigenschaft

besitzt, daß der Filter ~ auf jedem Element dieses Über-

deckungssystems gleichmäßig: gegen 0 konv€;rgiert.. Also

konvergiert f bezüglich /\ gegen 0, 0 Damit ist deru
Satz von Dini für C (r) bewiesen.

u

Um:das Be ispiel eine s R-pumes .zu finden der Eigenschaft (A)

eber nicht Eigenschaft (b) besitzt ,;betrachten wir wieder

den RAum W(GJ1ti) (siehe Abschnitt 2 ),. der nach (8)

~J!!.pak;t. ist •.Jede Limesordinalzphl V von abzählbarer Kardi-

nalität ist ein G'e5-Punktund folglich eine Nullmenge •.Da
jede Konull~~enge eines reellkompakten Raumes Als Unterraum

reellkompakt ist, folgt die ReellkoJTlPAktheit des Unt'errRumes
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w( "'1+1)' ti;--J"
D~ der Durchsc~~itt von reellkompakten Räumen reellkomp8kt ist

(siehe (8)), folgt f daß der Unterraum Y von ;W(W1+1)

definiert durch

~ 6" ,l6'"< Co)t ,6" Li••.•«s-
,', oY"..l:",,,l ~o.~l J

ein reellkompakter, vollständig regulärer, topologischer Haus-

dorffraum sem muß ••.y, hat die Eigenschaft, daß jeder Punkt

p: 8US Y mit p I-'~: isolierter Punkt ist" Der Durchschnitt

von abzähl bar vieleIi Umgebungen von cJ1: in Y ist wieder

eine Umgebung von (.Jl in Y "

Da IN reellkompakt und dA dps Produkt reellkompAkter Räume

wieder reellkompakt C siehe (8)) ist, folgt, daß der Raum

reellkompakt sein muß •.Da IN die diskrete Topologie trägt,.

kann x., auch als topologisch direkte Summe

x.: = L:
nEIN

angesehen werden, wobei jedes

Y
n.

Y
n.

eine Kopie von Y ist

Alle Punkte der Form

sind isoliert, haben sich selbst also BIs kompakte Umgebung in X •.

Die Punkte, die keine kompakte Umgebung in X. besitzen, sind

die von der Form (""l,n) C nE- nr ). •. Jeder dieser Punkte

hat die EigenschAft, daß der Durchschnitt von ahzählbar vielen

Umgehungen wieder eine Umgehung ist. Ferner ist
""X = Jen1 = {(c.J1 ,.n)In E::IN J

ein abzählbarer, diskreter Unterraum von X., also. nicht kompakt •.

Da nach ()o5), der Satz von Dini fUr C (X)
u

gilt und da X

reellkompakt ist ,folgt, daß x.. die Eigenschaft (13) aber nicht

(b) erfüllt.,
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4:0 OP..::t1.:.Jliitierungen Auf C(X) ••

Im FOlgenden wollen wir den Begriff der OP-Limitierung ein-

führen " der eme VerAllgemeinerung: uniformer Konvergenze.n

darstellt.,.

Sei X ein Limesrauillo Für f aus e (X) mit. f ~o; defi-

nieren wir eine Abbildung

durch

für h 8US e(x}. Wenn g ~ f 7;, 0 g:il t, wobei g und f

aus C(X) seien, so sei die Abbildung:

gegeben durch

Tg T If =f ~,g] •
Mpnbeachte, daß für jede Funktion. haus [-f,f1 stets

gi.lt. DASSystem der Ordnungsintervalle

0- = {[':'-f ,.fJ \ f. E: C(X.} " f,~ .1 J
von e (X) bildet offensichtlich ZUSammenmit der Familie von

f ,g t e CX) , 11 ~ f S g 1
ein projektives System • Der projektive Limes dieses Systems

werde mit OP(~} bezeichnett

OP(X-) = Ilroj [-f, f ]
fE: C(x.)
f~.l

Offensichtlich induz:ieren die Abbildungen

.'

für f aus e(x) mit f ~ 1.. 1'1ufgrund ihrer Verträglichkeit

mit den Abbildungen der Rp,milie 7 eine Abbildung

T: e(x.). --> op(x.)



. I
• D:c'lUngilt wegen' obiger Bemerkung

4.1: Lemma: Die Abbildung

.'= f 2

T:C(X) ---> Opl(X) ist injektiv",
!

c.(x..) mi t[f1 und f2 ?us

T(f2}T(f1J -
f = Iftl+lf2-'+l

f1 = Tf(ftl = Tf(12l

Beweis: Sei.en

Setzte

AnmerkunB:l..MBn sieht leicht ein, daß, fa.11s

nicht surjektiv sein kann •.
I

mit [der Eigenschaft,

Tgi:l;-t"

c(x)aufeine Limitierungnun f\Sei

dRß. für f RUS CCx.) mit f::" 1. ai'e Abbildu!ng

Tf:C. (x.) ---~ [-r,r]
A. A I

stetig ist.,. Dies ist insbesondere dann der Fal~l,. wenn 1\' eine

Vektorrau.mlimi tierung ist, bezüglich der die Eletragsabbildu.."'lg

f ---=>-lf\

stetig' ist "da dann. auch die Verbandsoperationrn stetig sind.

D~mn sind die Abbildungen

.T
g
r: [-g,g]I\---~(-r,.rJ"

fiir g und f aus C(X) mit g ~ f);-1. 1'11s Einschränkungen.

stetiger Abbildungen wieder stetig. Wir erhaltein auf diese W~ise

ein prCjektives System von Limesräumen, das aus, der Limesraum-
I

familie

~ = t [-f,f1~ fE C(X) , f~ 1.]
I

zusammen mit der FAmilie stetiger Projekti.onen
I

tl\ ={T
g
f l g,fE C(X) , g~f~.L i}

besteht. Hierdurch wird OP(X) in natürliche:t-Weise zu
I

einem' Limesr:c:mm, den wir mit OPI\(X) bezeichnerr wollen •..

nie Voraussetzung' der Stetigkeit aller Abbildungen der Form

sichert, dAß die hiervon induzierte Abbildung

~[-f,fll\ C :f € C(X) I, f ~1., )
I

stetig ist.,
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Bemerkung: Wir werden später anhand des

erkennen, daß die Abbildung

immer eine Einbettung ist .•.

Definition: Die.Abbildung T:C(X)

I
Beis'pieles

I

~IOPA(X)

I

~ OP,,(X} induziert

auf C(X) eine Initiallimitierung, die wir $.i t

zeichnen wollen.

Es gilt:

A be-
:' op..--

I
Bemerkun~: Auf den ordnungsbeschränk.ten Teilmengen von

I
C(X) induzieren /\ und A dieselbe Limitierung t>-

op i

Beweis: Sei Beine ordnungsbeschränktE:' l\'lenge aus C.(X) 0

Wir wollen ohne Einschränkung der Allgemeinheit Annehmen," daß
I

gilt" wobei f o aus
11. = [-fo,fol
C(X) ist und die RelAtion

I
f ~ 1 erfüllt •..o. -

sondern sogarleine Ein:bettung"

Dann ist aber fiir f BUS C(X). mit f~ f diev 0 I

Tflr-f ,.fJ: [-fo,.folt\----. ~ [-f "f]1\
o 0

ni.cht nur eine stetige Abbild,ung

Also ist

Abbildung

T\[-fO,.fJ:; [-fo,fol"
eine Einbettung.

~ OP',,(X.)
I

Hieraus ergibt sich unmittelbar:.

A.3 Bemerkung:. Es gilt stet s 1\ "'" (/\ ) I ••op op o~
Definition: Eine Limitierung. /\ auf C(X.) mit der Eigenschaft,

!
d8ß für alle f aus C(x.) mi..t f ~ 1. die Abbildung

I

OP~Limitierun~genpnnt, wennstetig istJ werde

g11 t. Allgemein wird

tierung genl'lnnt. ( Aus

OP-Limitierun~ ist" )

I\op

(4 ..3)

_d_i_e_zu_'A pssoz~ierte

j\ op
OP-Limi-

eine
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!,..4 Bemerkung: Aop ist genAu dAnn eine TOPollO~~. die

von A Ruf den ordnungsbeschränkten. rreilmengen von C(X)
!

induzierte Limitierung stets eine Topologi~ ist~
!

Dies folgt aus der 1'l'ltsFlche, dpß die projektiven Limites
I

topologischer Räume in de:t' K",tegorie der Limes,räume homöomorph

I

zu denen in der Kategorie der topologischen Räume sind .•

Ao~ genau dann

separiert ist, .~ dies für /\ der Fpllj.st ••'

Wenn 1\ eine Algebrenlimitierung' Ruf C(X) ist, so sind

alle OrdnungsintervAlle der Form [-f, £'1 (f);-1.)
f\

homöomorph zum IntervAll [-.1,.1-1/\ unter qer Abbildung

hl•..----> f.h ".

Das bedeutet: In d.iesem FAlle ist

gie, wenn L--1, 1 J' -- f\

A geuRU dFlnn eine Topolo.-op I

topologisch ist .' Im Folgenden wird
i,

sich zeigen, daß wichtige Konvergenzstrukturen Fluf C(X,)

OP;"L:lmitierungen sind, bzw••, daß zwischen zwei u11s bekRnnten

Limitierungen die folgende Relation. besteht: Di.e eine ist die

assoziierte OP-Limitierung zur anderen.

Wir werden den .Begriff der OP-Lim:Ltierung als bine Verallg,e-

, meinerung von Konvergenzbegriffen bestimmter Chl'lr?kteristik

zu 'interpretieren hpben •. Di.es wird aus den folgenden Resultaten

zu schließen sein. • I

Es sei ~ ein nach oben filtrierendes Überdeclfungssystem

des LiIilesraumes x., wobeiÜberdeckungssysterr..indem.Sinne,
I

daß V rr- = x.. gilt, zu verstehen ist •. Die "O-Topologie
!

~ Huf 'C(X) ist dann die Topologie der gleichmäßigen Kon-

l'Jr'- _I
vergenzauf den Elementen der FAmilie 'u .L rmuß nicht

i

notwendigerweise mit der Vektorrpumstruktur von C(X) kom-

pptibel sein. Es gilt ~
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[.

4 ..5 SAtZ: Sel ~ ein nAch oben filtrierendes Überdeckungs-

Beweis: Offensichtlich 'ist T:C_(X) ---;>-01' .•.(X.) stetig ••
l..r . '"r

ist bewiesen, wenn. wir zeigen könne~, daß. jeder bezüg-

lich (Ln,-) konvergente Filter rAuf. -flOp I:J:: C(x) auch' bezüglich
.'

("["li"" )'[' konvergiert,
. u 10'I?

C(X.),; wenn für jedeaus

\ f \ +1: de~ Fil ter T.f(Q>_ )° -
konvergibrt" Wenn.dies' gilt,', .

gegen f
0.

mit f~

Tr(fo) f
0.

( Lfi )~p

aus C(X);f

"[r gegen

T-r- konvergiert" N,8ch Definition von.

~- bezüglich

bezüglich

Funktion

so folgt::

nach Definition

,,

~.
I

undE. < 1

und beliebigem €. mit 0 ~ t. <: t gibt es eine
~ I

aus~ mit der Eigenschaft, daß für haus

.-•.

auS

HA,E
g:il t:

A

-f(p) ~

von T.f

sup- lTf (h) ( p) - fo( p} I
pe:A

Hieraus folgt.wegen

Menge

Zu

für alle p au.S A und somit

Also gilt für h aus HAf. :, -

,[
I
i

sup Ih(p). - f 0 ( p), \ < t.
pEA

Demnach konvergiert der Filter ~ auf A

.'
I

gleichmäßig gegen f •o

4.6 S8tZ: Sei x.. ein topologischer:. Rpum • Dl'inn ist d.ie Limitie •..
-, [-----

rung Au d.er lokAluniformen Konvergenz auf C(IX) eine' OP-Limi-

tierung.



J.;. 49

i
I

Beweis: Ivlrm vcrifi~iert ohne große Schwierigkeiten, daß die

Abbildung f ~,---:> \fl von C(X) in den :Kegel der nicht-

negAtiven Funktionen von C(x) eine bezüglich f\ " stetigeu,

Abbildung ist" Die Verbandsoperf1tionen aufC(X) sind also

bezüglich A
u stetig, so'daß die Abbildung:

T :.C (X,)
u:

ebenfalls stetig ist" Mpn zeigt nun gpnz wie im Beweis von

(4-.•5) , daß, j!eder Filter I'lufC(X), der bezÜglich

konvergiert, auch bezüglich /\u gegen denselben Grenzwert

konvergieren muß",

Auch die stetige Konvergenz erweist sich als eine OP-Limitierung ••

vergenz Ac Buf c(x} eine OP-Limitierung"

Beweis: Man weist wieder ohne große Schwierigkeiten nach, da.ß.

die 'Abbildung f\~ --~ If\ bezüglich 1\. stetig und
c,

und Q406) hilft uns

st~tig ~st ~ DieselbeT:,C, (X)
, Co

somit auch ), OPt\(X)
Co

Technik wie in den Beweisen zu (4 ..5)

einzusehen, daa jeder auf C(X) bezüglich
I

('/\)" konver- ., c op

A == (A )c c op

gente Filter auch bezüglich f\c

konvergiert, so dAß

gegen denselpen Grenzwert
I
I

folgt ••
i4..8 Bemerkung: Man verifiziert ohne Schwierigkeiten, dAß für

einen vollständig regulären, topologischen H"tsdorffraum X

f\ =>Ifl auf C(X); bezüglich I\r stetig ist, so daß

T:Cr(X) ~ OP4X)
stetig ist.

f~.1 und i =: 1,2 stetig sind,

409 Bemerkun~ Zwei Limitierungen

bezüglich derer die Abbildungen

:für f aus C(X) mit

I
/\1 und 'i'2 auf C(X);

I

Ti:CA~X) :---~ [-f ,f1".
I ' I
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besitzeru die sel be ~ssoziierte OP~Limi tierung,. wenn sie Ruf

den. ordnungsbeschrinkten Teilmengeru von C:(X). dieselbe: Limf-

tierung induzieren. ••.Hierl"us ergibt sich wegen (3.3).:

4 •.10 Sptz :: Sei X ein vol1sb.ndig:

Hpusdorffrpum. D~mn gilt puf C(x.)

/\
u ..

regulärb',

, .-.1
I

i

topologischer

N:8ch (1 •.7,), wissen wir, 'daß für einen beliebigen Limesrpum: J[

sei - puf d.en ord~ungsheschränkten

die Limitierungen "n
Limitierung von C (x.")

c

und '1\ (X,tl' )
c; wobei "(X"} diec:

Teilmengen yon C(x.) = C(x.") libereinstimme:h ••.Ferner- wissen

wir - wie puf p. 1:0 erwähnt wurde - , dAß :f:ir einen Limes-
I

rl'lum x.:. die Algebra Cc(X) den RSsoZi.:iertfru c-einbettb8ren

Limesr'pum XI chArakterisiert, dp C CX) =1 C: ()lI) gilt •.
0': : 0'

Folglich können wir Russpgen:

/\ (X") 0-e
Ein c-~:imbettbprer Limesr:mm. X. ist Eenpu.dRnn vollständi€'i:,

regu.lä:r:., ~m ( AD)op

Limitieruhg.!9E: 'Cc(X) •

Damit ist auch die gesuchte Ch~ri:lkterisierur\.g der vollständig'

regulären, topologischen H!>usdorffräume inh~'rhRl b der K~tegorie
I

der c-einbettbRren Limesräume durch Ce;(XY :vi8 CD(X) gegeben •.

Zum Beweis von (4.,11) braucht man nur die Stetigkeit der'

Abbildung f ----:;>\fl bezügJl.ieh "DzU beAchten.

Aufgrund von (4.4)und der sich d~rpn Ansc~ließenden Bemer-

kung wissen wir wegen (4.1 't), :

(4 •.12) Bemerkung: Der ~ einem. Lim:e~~ X'I, I'lssozlierte. voll-

ständig reguläre, topologische H!>usdorffrt-1u~ X.II ist. genau

d~mn ein. lokplkompRkter RA:lm~wenn d~s ordnJngSint=~ll

[-.1,1.] D

Rpum ist._

versehen mit der Dini~onvergenz ein, topologische~
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Wir stellen uns nun die Fr8ge~ -;lnter welchen Vor1'lussetzungen

die IvIprinescu-LiJilitierung 1\1 eine OP-Liritierung ist.

Äquivl31ent d1'lzU ist wegen (40-10) die Fr1'lge n~ch demZusr-lmmen_

undf~ülen von A
I A •Die Antwort'hie~Aufliefert~

U ' ..

. 11 t.,- d' '1" I t .1 . he._~_n_e_n_vo s an 19 regu aren, opo ogJi.SC en

Hpusd.Orffr~1Um X 'sind die folgenden Ausspgen äquivl'llent~.
N

a) Die lvienge Je 1'111er Funkte ~us X. die ~n '\JX keine korn-

ppkte. Umgebung besitzen, ist !n X komP7kt 0

b) CI (X) = Cu(x.) o.

c) AI ist eine. OP-Limi tierung'o

Beweis: Annphme:: (a) •. Sei

elso die Behpuptung (b),. bewiesen werden 1 Nl'1ch Vorl'1ussetzung

so dsß der Filter
,..,

in IR gegen O.I konvergiert 0-. Da- )[

gibt es zu aus x: eine offene Umgebung

2CUp)
U vonp p in x.: ,

.•...

'..r soauskompakt ist, gibt es P.,.., .• ' •.•. ',p•. n.

[TI I i =~t;••••.,n, J
~ ~ _ i

l
~

die Menge x.. überdeckt 0' Wir setzen U = U TI
12-1 Pi.'p konvergiert auch auf U gleichmäßig gegen 0,., Es kan.n.

darüberhinaus ~mgenommen werden., daß

Umgebung' TI relativ kompakt in "x.p,

,....
fiir pi aus x:., x: di.e

!
gewähl t' wurde .•.Es ist _

eine offene Umgebung von

intß)tC1sx.CU) I

X. in ßX 0 Wir dekinieren ferner
,...,

für paus x.., X.

und

Der Rpum y ist

y::=(uV:}vv.
pe-X~P

als Vereinigung' offener Teklm.engen von
I

ein 10ka.1kompakter RAum, .der X umfaßt.Also gibt es eine

kompakte Teilmenge K von ~\X, so daß

ßX' K

gilt.
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~en.;;yerifiziert oJm.0 Schwierigkeiten,. daß der Filter

Basis .~. von Mengen allS c(r} ibesitzt •.Der von ~

i eine

erzeugte

gebildet wird, folgt, daß' ~

•. D,A unter d.er kanonischen Abbildung

8uch bezüglich

gleichmäßig gegen

a.b-

ogegen.

I, ,

8uf denFil te:r-
I
;

rw
V und auf jmdem

I .o .••.Af so gil t

Buf

~Y.der Filter

konvergiertc(y}

)

cc(y)

GI (X);

in

in.

,...
P Ex.." Y'-':

c (y)'.
c' .

(

von

Filter

V
p

.~--:>-0;

das aus offenen Umgebungen der Punkte

Wir setzen. nun vorp,us, daß

konvergiert •.

x:. be-

,

I

C CX)' gelte".u=Cr(X.}:

ein. Überdeckung:ss~stem von
; trJx: .;P 8.US ~n

tU
p Ip, 1JFerner sei

Zu jedem Punkt

mit
stehe •.Zu

,..,
paus X. wählen wir wegen der Regularität des

. I
Ieine abgeschlossene Umgebung Vp von. p in, x:

Y C. U ••. .
p. - ~ I

p aus X." x... wählen wir efne in x: a'bge-

in 'Vx. kompakt ist

schlossene Umgebung v
I?

mit der Eigenschaft 'I daß
'1

und außerdem '
,..,

V' ,A x.. :: rjJ:
I?

gilt. Wir betrachten wie in (1.5)
i

den. Fil te~ ~ auf c(x:) "

der al.sBpsis die Idealfamilie
i

{ I( V' V ••.•.•lI v)\ p. ~ X. , i :: 1, [•.••. , n , n E nrJ1 Pt Pn. .~ . I

besitzt •..Offensichtlich konvergiert der Filte~ i bezüglich

"u gegen
I

o •.Nach Voraussetzung konvergieFt er d.ann aber
I

K von ßX.'X und I von endlich vie-

aus X mit der Eigenschaft, daß

auch bezüglich I\I gegen ö ••.Dps impliziert ..,die Existenz

einer kompakten Teilmenge

len Punkten

I(V u .•.•..VVp ) <:. C(ßX' K)p n-1. .
gilt. Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt p aus X,

der nicht in der abgeschlossenen Menge V V •.• .,.UV liegi; .•.
Pr[ . Pn

I



I

ist, gibt es disjunkte Nullmengenumgebungen I Z
P

von p und

Zv von V u ••.•.•.u V 'Ulna ein.e
P1 Pn

stetige Funktion

f :X ---'~[o,1J
P

mit den folgenden Eigenschaften:

.,..flzp Vund= 1.\ z
P

f definiert uns eine mul tipiik~tive, line arep

f IzP p

Die Funktion

Abbildung

vermöge

".

Hierbei kann

F (f) ::'f.f
p p

P (f} sowohl als Eur~tion
P

I

p.u;s e (X) wie

Aufgrund ~er' Lokalkompaktheit von
••von f

p
i

könhen wir eine

aufgefaßt welrdeno Es gilt
I

Iaufgr~nd der Wahl

e(ßX.\ K)

= flz
p.

aus e(x}

auch a.ls Funktion aus

P (f)lz12 p
für jede Funktion f

vonkompakte Umgebung. W P

Yl. ~
p.

I

der?rt finden, daß

gilt. Die ,Evaluation eines jeden PUnktes

gesetzt mit der Abb.ildung Fp gibt Anl$.lß;
q aus W ZUSammen-. p

zu I einem reellen,

unitären Algebrenhomolllorphismus auf e(x.) •. D~raus folgt aber

Demnach besitzt der Punkt p die kompakte Umgebung W in ",tX ,
b J b' ..•.

P•...lieg,t also in x..\ x.. o.Da nun P als ein e~e J..gerPunkt aUS
ang.enommen wurde mit der Eigenschaft, nichtl inx.

zu liegen, folgt, daß V: u. 0 •••VV
p~ P .
. I n

die Mengel

v Vo ••. vV
P1 Pu,....

X umfaßt ••
für jeden Punkt

i
I

Da nach Konstruktion der. Vp_ .;1

V ,",X =~Pi. .

aus'

gilt, folgt, daß,

!
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Tl.E: X. 1.• J. J
'"X ist. Also erithält.

I

{v \ i ::1, ••.•,n,
Pi.

Überdeckungssystem vonein

t.V \PEk1p

und somit erst recht die gröbere Überdeckung durch offene Mengen

tu \p~X!
p

eine endliche Überdeckung von

[

_ ,I'J

X 9 Also ist x.. kompakt fI'

Da nun aber die zu Ar assoziierte OP-Limj.tierung genau

Au ist, folgt somit auch dieXquivalenz de* Aussagen Ca) und

(c) o.

I

401+ Bemerkung': Die .1\quivalenz der Aussagen 1(13) und (c)
I

wurde zuerst vorn Verfasser bewiesen, wohingeien etwas später

Butzmanndie Äquivalenz der Aussagen (a.) un~ (b) "'bewies •

Zu diesen Zeitpunkten war noch nicht bekannt,1 daß die zu Ar

a.ssoziierte OP;"Limitierung Au ist •

Bu.tzmann bewies auch unabhängig vom Ver~Hsse1 den folgenden
I

Satz, der sich im Rahmen der hier entwickelten Theorie als

Koroll .g,r ergibt, ::

Ao.15 Satz: Es gilt Cc(x.} :: Cu(x..) _g_e_ll_a,u_daJn, ~ der,~

geboogsfil ter ~ X, in. ßX. die Abzähl bare .•Durchschlli tts~,

gilt, wenn.der Satz von D.in.i für

Eigenschaft besitzt ~

Aus (4.2), (4.10)

C: (x.)' == C (x...)cu'

und (4.12)
. I

folgt unmittelbar, daß

C: (X:)
11.

gilt.

Rech (3.1) und (3.41 ist dies geneu dann dler Fall, wenn

der Umgebungsfilter von x.. in ßX die Abzählbare-Durchschni tts-.

Eigenschaft besitzt.

Aufgrund der in den Abschnitten 3 und 4

,.

I

Ia;ngestellten Be-

tra,chtungen erhalten wir a,ls Korollar das fol~ende Resultat

aus (2) ::

4.1'6 SAtZ: Für einen vollständi~ reguläre!!.., topoloe:ischen

., ~.
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C (x)
c

I
Igenau dann, wenn

die beiden folgenden Bedingungen erfüllt sind:

a) Der aozählbare Durchschnitt~ Umgebungeh von. X in ßK.

.1 ( ....
~ wieder eine Umgebun€f,vo~. X in EX..• :" Aqu~vlÜent hier-

~ : Der Satz ~ Dini gilt für. Cr(X) ••"bzw.: Cc(X) = Cu(x.) .)
i

~ . i
b) ~"Menge X. 8ller Punkte aus X , die in v X keine koin- ..

pakte Umgebung besitze~, ist. kOmpp.kt.-(-Ä1:~vnlen~ hierzu:

AI ~"eine OP-Limitierung. bzw. Cu(X) = Gr(X) • )

Wir haben im dritten Abschnitt gesehen, da.ß q.ie Bedingung (a.}
I

von (4.16) nicht notwendig die Bedingung ~b) implizieren

muß.

Umgekehrt ist zoB. der offene, euklid:Lsche Einheitskreis in
!

IR
2

ZUSarrun:enmit dem Punkt (0,1) verseheJ mit der natür-
I
I

lichen, euklidischen Topologie ein Beispiel für einen vollständig

. C" \regulären, topologischen Hpusdorffraum, .der ,b) aber nicht

Also impliziert weder

(aJ e.rfüll t .•..

allein •.

=A u

1

I

I
noch!Au=

=die Relation

t •
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5 .. Algebren-. und Verblmdsideale in CD(X) ••

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage nach den a.bge-

sch20ssenen Algebren- und Verbandsidealen von CD(X) zuwen-

I

den •• Aufgrund unserer Erkenntnisse über die pini-Konvergenz

in den voraufgegangenen Abschnitten wollen wiLl.'im Folgenden

voraussetzen, daß X ein'vollständig regUläler, topologischer
. . I

Hausdorffraum sei •• I
I

Es werde an die Definition einer soliden Teilmenge eines Yektor-

verbandes erinnert:

Eine rreilmenge Ades Vektorverbancles E heiße solide, wenn

die Relationen a E A und \b\ ~ 18\ s te t s b6 A implizieren",

A eine solide Teiln;enge von i C(x.)--- -~------'- .D8nn ist

~Menge O\D(A} aller Adhärenzpunkte ~ i A bezüglich der-

Dini-Konvergenz ADJ _i_d_'e_n_t_i_s_c_h__m_i_t_d_e_r_M_e_n_g_ej DCc (A) _8_1_1_e1.'_'

Adhärenzpunkte von A bezüglich der stetigeh Konvergenz A
CXD>(A) :: <Xc(A) -•. - i c

B'eweis: Da, .A]):' feiner 8,ls Ac ist, folgt

.0<D_(A) ~ cx.c;(A) •.

Es werde nun umgekehrt gezeigt, daß jede Funktion f aus

C(x:) , die Adhärenzpunkt von A bezüglich ist, auch

Adhärenzpunkt von. A bezüglich "'n ist •.
I

Sei 8lso P ein Filter auf C(x:}, der stetig gegen f konver-

giere und auIlerdem eine B-asis von Teilmengen von A hesitzt ft,

C(X)
-
g~lfl+ .1Wir wählen nun eine Funktion. g BUS mit ••

Mit ~A bezeichnen wir den Filter Buf A der BUS allen

Teilmengen besteht, die in .fliegen ••

konvergiert der 1!'il tel.' T (r) ::
gNach (4.7)

(Man beachte die Wahl von g ! )

T.g(~) gegen

W.egen (1:••6) konvergiert,

.",I ••.

TgC p) auch bezüglich 1\D gegen f, da X als vollständig

......,
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~': ....

senheit von I

mit T ( 4> )g -A-

"

i

bezüglic~ An e

die AussJgen über die

T (A) ~ Ag

f.g E 1.

eine Filterbasis von T. (~) • Da A
g

aus C(X) stets

gilt, Iolgt, daß

g.ilt" Da.s impliziert, daß' der Filter T (I.)'g1'

Also ist f Adhärenzpunkt von A

Mit Hilfe dieses Satzes wollen wir

CD(x.) ... Ferner seien f aus CeX) und g BU:S I " Für jede

natürliche Zahl n~ sei

f- = T (r)n. n

'feg( E: I,

und mithin, da I ein Verbandsideal ist,

folgt
I

If".g I e I ~... I .

Da (\ fn"g \) punktweise monoton, also 1m :S:mne von /\D.
I

gegen Ig ••fl konvergiert, folgt wegen-der i "n";Apgeschlos-

b) Sei umgekehrt I ein abgeschlossenes Algebrenide~ü von

abgeschlossenen Algebren- und Verbandsideale in ?n;(X) aus

den Aussagen liber die abgeschlossenen Algebrenidel11e in

eine Basis besitzt, deren Elemente Teilmenge,n von A sind.

als solide vorausgesetzt wurde~und da für jede Funktion h

regulärer, tOI.lologischer Hausd.o;L-<:ffraumvoraiusgesetzt wurde.,
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Wegen

CcP~-) gewinnen •• Dazu benötigen wir : :

5..2, Satz: Die abgeschlossenen Algebrenide:üle in CD(x.) sind.
!

mit den abgeschlossenen Verbandsideale~,~.! CD(x.) identisch •.

Beweis: a) Sei I ein abgeschlossenes, Verbandsidefll von

- Ferner ist T ( 1:. )
g l:A'
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CD(X) • Es ist zu zeigen:

1) Aus f E I folgt If I E- I •

2) Wenn f ~ 0, f E- I g E: C(XJ undl Igl ~ f gel-

ten, so folgt gE.1..

1) Ohne Einschränkung der' Allgemeinheit k8n~1 angenommen werden,

( Pn )

X-\--~lxJ

daß I fl ~ .L gilt, da man sonst (liese R[elation un,..
I

mittelbar durch Multiplikation mit der Ein~eit 11(~+ f2)
II '

aus C(X) erhalten kann. Mpn wähle nun eine' F'olge

von Polynomen aus

gleichmäßig epproxiffiieren und für die

gilt. Dnnn approximiert

p (0): =0 (nE.,IN)
n [

gleichmäßig, also

erst recht bezüglich der Dini-Konvergenz .kD: die l!unktion

(fl 0 Da für jede natürliche Zahl n stets I Pn(f) <:. 1.
i

gilt und da I /\D_-e,bgeschlOssen ist, folgt If\ EI.

2); Wir definieren eine Funktion h:JC---~IR: durch

daß.

2

{
~~ \ rex) f Ö

h(x) :: = ffi, Xl. ' "'. ,
. o. \ fex) = 9

Mpn verifiziert oh.."leSchwierigkeiten, daß h

!

o

stetig ist und

2
g = h.f E I

gilt. ü-hne Einschränkung der Allgemeinheit kann. wiederum

2 tg ~

angenommen werden. Die Funktion x •..., --. _)0 x1/2
!

ist auf

punkt

durch eine Folge (~1 von Polynomen,' die alle im, Null-

verschwinden, eIsa. keinen von Null ve~schiedenen kon-

gleichmäßig und folglich erst recht
IIgl, die a.lSO in I liegen muß~

( <rn.(g2) )

AD d.ie FU.nktion

stanten Term besitzen, gleichmäßig 8pproxim~erbaro Denn 8,ppro-
I

bezüglich

ximiert

da I. nach Voraussetzung AD-abgeschlossefl ist. Andererseits
I
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kann auch die Funktion. XI >x1/3, dil man hier' als

auf [-1,1J definiert betrachtett durch eine Folge
I,

(' r ), n

von Polynomen gleichmäßig approximieren8 Auch hier 'gelte

die Funktion,bezüglich

Die Folge

2'g.1 gi = (sgn g)...g ,E I ••.
I

approximiert gleichmäßig, also auch,

IN. c'aus,n,

C r n( g .•Ig I) )

'f\ D.

r (0) = 0 fürn,

Igl E I folgt,

wieder

Wegen:

I in e(x). 1E.i.
I

die folglich in I liegt", D""s aber implizi~rt:

g: _ Igl 1/3.:(sgn g) "g2/3 EI.

Damit ist (5.Lf bewiesen"

Aus' (50.1) und (5.2) folgt dann aber~ unmittelba.r:
!

5.3 Korol18r: a} Jedes /\ -abgeschlossene. Ide~l, in e(x) ist

,AD,-abgeschlossen und umgekehrt •.

b) Ein (Algebren- oder Verbands-) Ide 81

genau dann. An-abgeschlossen, ~ es. eine' abgeschlossene

Teilmenge N von X. ~ gibt, daß.;. !

I = t f \ fEe (x) t f (N ) = l0.l J
1

!

DieAussage (b) erhält man 8.US der Aussage (a) und dem:
I

entsprechenden The9rem für A -abgeschlossene Ideale vonc. . .

Bfuz (1) •
i

Die Übereinstimmung der Theorie der abgeschlossenen Ideale für

Cc(x..) und CD(x.) legt die Vermutung nahe,ldBß eD(x) und

e (X) denselben Dualrl'lum, ja sO.gar dieselbe assoziierte 10k81-

k:nvexe Topologie b~sitzen. Dies ist aber liCht der Fall,

. wie im nächsten Abschnitt gezeigt '\'ierden soil.
I
I
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60 Über' ehe zu '\" p,ssoziierte lokplkoinvexe Vektor-
I

rnumtopologie auf C(X) •

( \ i (',6)' erg"'ben,Untersuchungen von Eutzm8nn 4i und. Feldml':i:n '"

daß. die zu Ac und AI ( und folglich ~u.ch zu Au..) a8S'0-

ziierten lokalkonvexen ve:jc.t.orraumtoPoIOgieniA:ufC(X) die
;.

pak~en. Teilmengen von

der gleichmäßigen Konvergenz auf deI} kom-

X. isto Es liegt1nahe zu vermuten,

gilt.daß. diese Bez.iehung auch für die Dini-Konvergenz
. I

(601) soll zeigen, IdBß diese Vermu-Das folgende Beispiel

tung falsch ist, selbst wenn x ein lokal~ompakter, topolo-

gischer Iümsdorffraum ist,. pI so .eine lokal-

konvexe Vektorrl'lumtopologie Auf C(X) ist ••
I

(6.1) Beispiel: Wir betrachten den Raum

X :: = ßIR' (ßIN\. IN)
,

alsUnterraum der Stone-~ech-KomR8ktifizierung ßIR. von IR ".

Offensichtlich ist

Rehrtion

Mum pseudokompakt

I

X. lokalkompakt. • C M,p~ be achte die

= ßIN.) Dariiberhinau$ ist dieser

(siehe «.8) ,bop),), ,1 aoh., Jede stetige"

Wir definieren nun für jede natürli.che

reellwertige Funktion auf' x i.stbeschränkto

IZphl n ei.n ste-

durchCD(X.~
. I

auf

f(t)dt1
2.n ,

Idas Lebesgue-Maß auf der reellep.:Geraden ist "dt

tiges, li.neares Funktional

wobei.

Offensichtlich ist

( fE: C (:c) ),

---;>- IR.

bezüglich 1\]); steitig 0-

f f!Us'Cei\.)beschränkt is:t, ist durch
00

Cf (f) : =? 2.-n~ n.(f)

CI) ::c (X)
J 11 C:'

Tn.stetig."Also ist

Da jede Funktion.

I.



- .6t -

ein. positives,. lineares Funktiont'l1 f auf b(x) d:efiniert ••

ferner dicht in

dieses lineRren Funktionl'lls umfaß.tDer Träger'

D.s: IR

supp :1
BIR und da

IR

aIR. ~ie Hewittsche
I

••

Reellkompaktifizierung von x: ist, folgt

Wegen.

supp r =~ BIR e'

X, f. ßIR folgt, d:aß' r nicht bezügl ich ./\
c stetig

sein k:mn" Wir wollen nun. zeigen, daß

stetig ist.

Y beizüglich

i

ein positives, liJne?res Funktion13l
I
! •

ist, nachzuweisen" daß für den AbschnittsfiJJter einer beliebi.-

HierzQ genngt es" da

Abschni ttsfil ter •. Ohne Einschränkung

der Bildfilter unter
I

D-.zulässigen Fpmilie H Auf C(X..)gen,

r in IR gegen 0 konvergiert ••

Sei ill in C(X) eine D-zulässige Famil~ee ! sei

der Al~gemeinheit

ihr

können

wir annehmen, daß alle Funktionen

Funktion h
0'

aUs C(x.)

11 auS TI
Imajorisiert werdelf ••

durch eine

Zu vorgegebenemE'> 0 kann man deshalb eine natürliche

Zahl Im mit der Eigenschaft finden, daßo

2.-n<p (h.) «
J n 0

00

O~ L..
l'I1o" ..,

gilt~ Nach dem Satz von Dini

£/2 ;
I

konvergiert q.er Abschnitts-

:filter 2 auf dem kompakten Intervall

0.. Also existiertmäßig gegen

Eigenschl'lft, daß :für alle h au'S TI

L-~m ,m 1
o 0

iaus H
I
imit

gleich-

mit der

und für alle natürlichen Z.ahlen k mit 'Ik < m:
- o.i

gil t::

•........•......

Dann aber folgt. I'

ft1o. -k 00 n .

O. .{ 'f (h) ~ .LA 2. . j' k (h) i: L 2- j (h ) < E. /2. + ej2. = c ..
"'0-+ -1 . n 0.

Wir haben also mit .Cf ein line ares , positives Funk:tionpl

I'luf C(X). ge:funden, das bezüglich I\D I abir nicht mehr be,:"
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züglich Ac stetig ist .•

Aus dem soeben G.ezeigten folgt, daß CD (x..) und Ce(X) ver;'"

schiedene Du~lräume besitzen. Also können dile'assoziierten
• I .'

lokalkonvexen Vektorraumtopologien nicht übereinstimmen :

f C (L)l =C (L'
~ c' co) .1'

Wesentlich im vor;'1ngegangeneuBeispiel wa.r der Umstand, daß der

Raum x.. nicht reellkomppkt War" Wir vermutien, dpß für'
i

reellkompakte , vollständig reguläre, topologische H8usdorff;".

räume die zur Dini-Konvergenz assoziierte lolkalkonvexe Töpo-
I

I

logi.e die kompakt-offene Topologie auf e(x.:) ist.

'Um dies im Rahmen eines a.llgemeineren Ergebn;isses zu bewei-

sen benötigen wir noch einige Begriffe sowie Hilfsergebnisse.

Definition: Sei E ein Vektorverb~md. A I'---- sei eine 'l'eil--_._----
menge. von E • Wir definieren die solide HUlle (11.) der
Menge

Wenn

A durch I

I _.

CA) : -, {b \ bE: E (\ '3 a( aEA ,1\ Ib{klal ) J ••

~ ein Filter Auf dem Vektorverb~nd
I
E ist, so ist

Basis eines Fil~ers auf

Definition: Sei E ein
E , der mit (~) I bezeichnet w~rde •.
Limesvektorreum über IR, de.!:.

gleichzeitig ein Vektorverband

verband, ~ :für jeden gegen
ist. E heiße Limesvektor-

- I

o. konvergenten Filter i folgt~
daß ::luchder gröbere Filter gegen 01 konvergiert .•

sind für einen voll-

ständig regulären,

vektorverbände.
topologischen H~usdorffraum

I
I,

stets Limes-

Es werde daran erinnert, daß der zu einem timesvektorra.um E
I E'-assoziierte lokalkonvexe, .topologische Vekt0rrpum mit
I

bezeichnet wird .•Es gilt~

.. .... _~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-~~~~~--_. -- ---~
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I
602 Satz:. Sei E ein Limesvektorverbrnd. DI!>nn~ E~ e.in

lobükonvexer Vektorverb;md .•. (~liehe (t3J.j

Beweis: Es ist zu zeigen, dpß es zu jeder stletige~ Ralbnorm

1C:E ----~[O,+oo[ !

eine stetige Halbnorm.

.1't":E----~{O,+ oo[
.i •

!
mit den folgenden Eigenschaften gibt:

Für f und g I'lUS C (Je) mit Ifl~lg\ folgt

r('(f) ~ 1i(g) ".

a) 1t & n' ..
h.)

1t und

Eausffür

Wir definieren zur vorgegebenen, stetigen R~hbnorm
I
I

•1rCg)

1= + 00 , so würde

sup
~ & r-I~I,I~I]

Wäre nämlich 1t' (f)Tt'(:f)< +00.Es gilt

es aus E mit

und

\g I (1ft.n .

Tt(gn) ~ n ( n ~.IN )

geben". Dl'lnn müßte also

7t(g In) ~ 1n
gel ten •. Der Fr~chet-Fil ter 't der Folge

i
I

i(g In)n ist feiner

als der gegen 0 konvergente Filter

(\V.lfl) = w. [-I:f (, If 11
konvergiert also ebenfalls gegen o. Aus 1t(gn/n) ~ 1 folgt

aber, daß rr( 1) nicht gegen 0 konvergiert im Wider-
. I.

spruch zur vorausgesetzten Stetigkeit von 1it c.
. I

Folglich ist die Abbildung 'f'(' wohldefiniert .' M8n erkennt

sofort, daß }t' positiv ist und

sowie für jedesf AUS E stets

gilt. }i'olglich bleibt für den .N'!>chweis, daßft' eine Halbnorm



Wir brauchen, nun nur noch zu' zeigen, dnß

.'.

• lD"

konvergent1r Filter. Da

..;, : - I.
= lf ..+f2,g +g;.,ll

L ,1 t:..

E .- Dann ist

majorisierende Hplbnorm mit der Eigen-

I
gaus E mit der Eigenschaft Ifl ~ led

gegen 0

11'(f) ~ Ti (g) '.

aus

undf

=

oS sup
~,~r-lflll~l]Ihtf:[-I~III~!J

= n'(f) + rt(g) 0

e:r..ne Tl

I
sup TC (h) ~

h~C:lf1311\{t81]' I
I

sup ,1t(h)
h ~ [-Clll"t131),If:li \~I] I

= sup n(h +h ) ~
h'l~(-\tlllfi]}h!.~GIJlli~(],1 2

I . '
(Jl{h1)+ jt(h2-)

11([-lfl,lfl]) s[-E.,E.1 I'
- sup jt(g) s i

'ä I ( \~I

für

f und

n'{f+g}

also

schaft, daß

gilt. Insbesondere folgt denn für f aus

n.':E ~IR

Also ist ,.rt'

fOlgt:

stetig ist.

Sei a.lso f ein in E

Seien nun

E nach Voraussetzung ein LimesvektorverbRnf ist,. folgt, daß

Ruch ( ~) in E gegen 0 konvergiert. Folglich konver-

giert der Filter n:C(~) in IR gegen r. Sei nun E.."'> 0

beliebig vorgegeben. Dann gibt es eine Menge F~ aus

i ,so daß
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ist, nur zu, zeigen, daß. Tt' suhRdditiv' istl. Hierfür benutzen

w:iLrdie Zerlegungseigenschpft v012.. Vektorverbänden:.

Wenn f1,fz,gt,g:2 aus E sind und wenn I £1 ~g1 sowie

£2'~ g2 gelten, so folgt:

[f1 '&11 + [f2,g21
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c (X)co

ein Limesvektorverbrmd. ist,- ~~
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!tIeF ) £. (- Co, E. ]. £.

C (X) tonnel iert ist,
co ------

(CD(X)-

der R,<1umaller stetigen, linearen FLmktiionale auf E"

VerbendsideeL im_ Ordnun~uelr""!!!.. von Ei.
den :Beweis via. (6.2) siehe ((1:3), II'14•t7 ) •.

und mithin

tragen:

ein

E' ,

dorffräume

gangenen Ergebnissen wissen wir:,

I

Wir kehren nun zur Untersuchung der zu ADassoziierten,

lokalkonvexen Topologie auf C(x.:.) zurück •• A:us den vor1'1nge-

6•.4 Kol11l1ar: (cD.ex.»- ~ ein lokalkonvexer, .!£.polagischer

Vektarverbl'lnd"

t\.ber stet:iLge, lineare Funktion:31e und Polare:nbildung iiber-

geht Auf Butzmann (4) zurück, der sie beinutzte, um

Beme:r:kun~: Die Grundidee zum Beweis dieses 8,11gem~inen Satzes,

nl
( i) konvergiert in IR gegen 0 • Also ist _rt

ebgeschlossenen Teilmenge

stetig.

I
I

Für e:iinen Limesvektorverbl'lnd lassen sich nun! 13Jle Sätze aus
I
I

•. i
der Theorie der lokelkonvexen, topologischen Vektorverbände

I

(e, (X»- = ~ (X) zu berechnen.
c: 'co'

eine Funktion, f ~ C(X) gibt, die I'luf A .unbeschränkt ist.

6•.5 SAtZ: Wenn

Wir betrachten nun. vollständig reguläre, tobOlOgiSChe Hpus.•.

X. mit der Eigenscha.ft, daß 'C I CX) tonneliert.co
!

ist. Diese Räume wurden von T•.Shirota und: L. Na.chbin. i
I

(s:lehe (16) uncl (12}) wie 'folgt charakil;erisiert:

Wir behaupten nun:

60-3 Korollar:~ 'E
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Beweis: D13 die Abbildung

stetig ist, ist wegen derJ!'unktörinli tät der assoziierten lo.kal-

.konvexen Topologie auch

id:(CD(X)- ---~ C (X).. co .

von

stetig. Wir br~mchen nun nur zu zeigen, daß jede

auch eine Nullumgebung in C I (X)co

Nullumgebung

ist ••.

DaZu. betrachten wir eine beliebige, solide, abgeschlosse~e

((1.3), 11,4.4 )

(CD(X.)) -

C(X}aus

den Teilmenge von

und absolutkonvexe Nullumgebung V in (C:o(K»-... Die Polare

Va: in (CD(x.)' ist eine gleichstetige Melge; also ins-

h. sonder. schw"ch b. schränkt. Nach Shirota I (16J ist darm

K ::: supp VO ::: Cl;;x. (U ~ sUPiPJ J
1~Vo I . /. _

eine kompakte 'I'eilm.enge von '\)X.• Nun bilden (CD\x...)> und

(C]lCX»)" ein Dualsystem, wobei (CD:(X)- legulä~ geordnet isi;~

d h d. °tO Funkt" 1 f C(X)" tl d"' F ..1 t" ..• 0' JLe pos~ ~ven" JLona e au "oc-ennen J.e 'tLru::: ~onen

ist d.iepbll are einer 801i-

eine solide Teilmenge von (CD{X))' o.

I
Aus diesem Grunde können wir SChreiben:. I

K :::. supp V
O

::: cl xC l) supp Ti ) 0-

" 'H~lf"1/0
Es muß K1 = Kf'\ X eine kompakte Teilmen~le von x... sein,.

denn jede Funktion f aus C(X) = C(v,X) 1st auf der kompak-

beschränkt. Da K1ten Menge Kundmithin 8uf

abgeschlossene Teilmenge von ist, muß iK
I 1

eine

nach Voraus-

.setzung kompakt sein .•.

Es lassen sich dann. offene Umgehungen U1.

von p in. V X finden, so daß U.1. ("\ U2

Es werde nun bewiesen, daß

Dazu nehmen wir K .L Kr t

K = K1. gil t

l

•

an und wählen p 8US

Iv10n Kt.

1= y1

K' K1 ••.

und U
2

gil t und
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ferner' eine stetige Funktion
._.__ .,-~--i

--~: [0,11 existiert

mit der Eigenscha.ft, daß

gelten ••

Wegen

TI ~ sUPP VO =_C\,xC lJ'''do supp r )
'1",,0

gibt es e-in positives)Funktiou.g1 raus VO mit der Eigen.-

scheft, deß

g,ilt ••.V/ir definieren nun. ein positives, lineares Funktional

---->- IR

durch

= <P(f ef)J . p • , ( f E CCK) ) .,

Wegen 0, ~ f ~ 1. folgt
p

O;-S % ~. er .,
Da (CD;(x.»)'ein Yerbandsideal im Ordnungsdu;alraum von. CCx)
ist und da Vo; außerdem solide ist, folgt

((' 6 VO
Jp-

Daf auf
p

U2. den konstanten Wert 1 annimmt "und da

gilt, ist Cfp ein positives, lineares

auf (Cn,(x.»):-., Andererseit.s gilt wegen

und stetiges Funktional
I .

% e V
O

:.

f (q) = Oiqund

darüberllinaus

o~f ~ 1q

f q,(K2)

f
q

1')

2)

supp <P f: K
Jp

und wegen der Wphl von f
p

supp r ~K" K1 ~ "X " X. ••p

Zu. j,edem Punkt q aus X läßt sich eine stetige Funktion
I

'aus C(\JX) mit den folgenden Eigenschatten finden::

, .
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Wir betrachten nun dl'ls D-zulässige System

'""Ir : = [A f I q. t X , i,'_. q. l.
-'. 1.

KonstnU~tion gilt für jedes h aus. H 0-
o

nE:INJ

)"p(h) = fp CU ~ 0 •
Da ~ ein stetiges, positives,lineRres Fu!nktional auf C,D(1c)

ist, muß .rp(1.) '> 0 gelten, da m8n bei gegenteiliger Annahme

leicht einen Widerspruch dazu erzeugt, daß $ l 0 gilt.

Der Abschnittsfilter <.p von Fr konvergie~t bezüglich "n
gegen 0.• Andererseits gilt aber

fnUJ > 0 •

nic~t stetigSeiJ kann

I

•.Also

gelten.

Wir definieren uns nun eine reelle Zahl MJ >q durch

1/M-_ = sup I cpC1J I •
-l( ~<= ,," .:J

Aufgrund der Wahl' von V gilt nach dem Bipojla.rensatz

VQO = V •.
Also gilt v •

'.; h.

• I

Da nun nach ((13), IT, 4.3 und 4.4) gilt I::
V t f I f G C(X~' , Cf E, Vo; -~Ifl(Ifl ) ~

folgt für jede Funktion f aus C(x..) mit I
I

und für r aus VO wegen sUPP !f ~ K e-
e'

IIfl (If\) ~ I~I(MJ~ 1 •

Das aber bedeutet, daß V alle Funktionen f aus C(X.) mit

der Eigenschaft
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also eine Nullumgebung der kompakt-offenen Tiopologie, enthält
I

und folglich selbst eine Nullumgebung in

giseher Hausdorffraum

Nach (12) und (16J

c : (X) istcc'o

ist ein. vollständig tgulä!er. topolo-

X genFlU dann reellkompakt,wenn C (X)-. ! co
;

bornologisch ist. In diesem Falle ist dann aber

tonnelierl.Wir erha.l ten also:-

C (X)co auch

6 •.6 Korol18r: Wenn X ein reellkomppkter-L .vollständig~-
i

lärer, to~logische:r:- HpusdorffrAum jst, ~ g[q...i
I

= C (X)co
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