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Zusammenfassung: Fir die Aufgabe, eine durch_ihre_Poténzreihe

gegebene Funktion lUber den Rand des Konvergenikreises hinaus
fortzusetzen, wird ein klassisches éﬁﬁmiefungsvérféhren heran-
Vgezogen und auf seine numerische Braucﬁbarkeit ﬁntersucht; Ein
bekannter Satz Uber den-"Fortsetzungsbereich" des Verfahrens
liefert auch Auésagen Uber die Konvergenzgeschwindigkeit der
transformierten Reihe.»Fﬁrbgewisse Forisetzungsproﬁleme werden
in einem gewissén Sinhe optiméle Verféhren beschrieben.-Fefner
.werden flir die Berechnung aer Summierungsmafrix Rekursionsfor—v
.meln angegeben.v | | |

Summary: For thevproblém of continuihg a given TAYLOR series
beyond the circle éf convergence a ciassical.summation.method
is>proposed; numerical proberties are studied. A known theorem
about the "region-of continuation" yields ﬁesults_about the speéd
of convergence of the'transforméd‘series{ For special problems
there are described»in some sense optimal methods.'RecurSion

" formulas for the computation of the summation matrix are given.
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1. Einleitung

In dér Arbeit [1] wird von HENRICI*einé‘koﬁstrﬁktive Version_-
der bekannten Methode von WEIERSTRASS Zur analytischen Fortf _ ,‘ 5
setzung éinef Funktion f vorgestellt.'Wif wolien hier gewiséé;;. :
Summierungsverfahren : ebenfalls klassische Hilfsmittel fdf |
dieses Problem - auf ihre numerische Brauchbarkeit fir die aﬁa—
lytische Fortsetzung untersucheh;iMan»geht dabei jeweils von einer
im Nullpunkt holomorphen Funktion f'aus,'deren PQtenzreihenkoeffi;
zienteﬁ gegeben sind und die Uber déh Rand aes Konvergenzkreises |
hinaus_forﬁsetzbar ist. Wihrend bei der Methode von WEIERSTRASS

die Fortsetzung von f liéngs beliebiger Wege mdglich ist und sich
theoretisch die Fortsetzung iber die ganze RIEMANNsche Fléche.
erreichen 14Rt, eignet sich das-hier.beschriebene Verfahren héch-
stens zur Fortsétzung in dengsogenannten.MITTAG—LEFFLERschen Haupt-
stern von f;-dieser besteht éusvailen Holomorphiepunkten, die Sich
bei radialer Fortsetzung von o aus erreichen lasseh. Fﬁr die Praxis
 bedeutet dies zundchst keine Einschrinkung, denn beide Methoden
sind ohnehin4ég6erst anfdllig gegen Rﬁndefehler, insbesondere.
ﬁnumefisches Auslééchen", SO daﬁ_die Verfahren;frﬁher versagen,

als man es theoretisch érwartet. Trotzdem ist der beschriebene
Algorithmus z.B. zur Fortsetzung,#dﬂ Potenzreihenlésungen'bei

- Differentialgleichungen geeignet.

iéei derivOrgeschiag;;ég’Methode, die auf:PAINLEVE (1888) und
LINDEL@F (1898) zgrﬁckgeht,,Wiré_versuchf, durch Substitution einer:
'geeigheten, ebenfalls'als Poténzréihe gégebeneﬁ.Funktioﬁ‘p und‘
.die.daduréh_bewirkte‘kénforme Abbilduﬁg die Singularitéﬁen, die .

die Konvergenz behindern, "unschidiich" zu machen. Es ist zweck~



méﬁig, den ﬁbeféang von der urspriinglichen Potenzreihe zur
vtransformlerten Reihe als Anwendung eines Summlerungsverfahrens
mit einer Matrix %?zu betrachten (PERRON [7] KNOPP [3]); man
erhdlt so die Klasse der allgemeinen EULER-Verfahren (ZELLER- >/'£
BEEKMANN [8], S. 134 ff.; man findet dort auch»ausfﬁh#liche_” |

Literaturangaben).

In Abschnitt 2 wird die Methode beschfieben. Im nécﬂéten Abschniﬁt
gibt zundchst Satz 1, der schon bei PERRON [7] bewiesen wird,
Auskunft liber den "Fortsetzungsbereiéhﬁ des Verfahrens. Fﬁr
‘numerische Zwecke ist es notwendig?‘nichf nur Konvergenz schiecht—
hin, sondern auch eine m8glichst schnelle Konvergenz zu erhalten.
bazu wird als MaR fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der KonVer—
_genzfaktor'eingefﬁhft' ein Korollar zZUu Satz 1 gibt an, in wel-
_chen Teilen des Fortsetzungsberelchs ein bestlmmter Mindestkon-
'vergenzfaktor gewahrlelstet 1st. In Abschnltt 4 w1rd fir gewisse
.FoftsetZungsprobleme eine optimale Funktion P, bestimmt; Fir

die Progrémmierung sind Rekursionsformeln fiir die Berechnung-def
.Matfix:F’notwendig; Diése werden in Abscﬁnitt 5 angegeben.-Fﬁr
eine spezielle Klasse von Funktionen p, die sich in geschlossenev
uForm angeben lassen, erhalt man besonders rationelle Rekur51ons-
formeln. In Abschnitt 6 zeigen einfache Beispiele, daB die vor-
geschlagene Methode die Berechnung von f(z ) in Punkten Zg weilt
vauBerhalb des Konvergenzkrelses der ursprungllchen Potenzreihe

méglich macht.
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2. Beschreibung des Verfahrens

N

Gegeben sei eine in o holomorphe Funktion f durch ihre

e

..

Potenzreihe

u_z .
m

(1)  f(z) = I
' . ’ O o -

m

11 t~18
=3

Bekannt sei (mindestens) eine Singularitétbg vén f, éo da®
(1) fir |z]| < [c]lkonvéfgiert. f sei ﬁbér den Rand des Konvergeﬁé—'
kreises hinaus fortsetzbar. Alle Holomorbhiepunkte'von‘f, die.von
0 aus durch radiale Fortsetzung erreiéhbar sind, biiden bekannt-
lich den "MITTAG-LEFFLERschen Hauptstern" @L(f). Daé klassische
Verfahren zur Fortsetzung von f, das wir hier auf seine numéri—
Sche»Braﬁchbarkeit untersuchen wollen, geht auf PAINLEVE (1888)
und LINDELOF (1898) zuriick. Es ist bequem, die Methode als An-

- wendung eines Summierungsverfahrens auf die Reihe (1) zu inter-
pretieren, wie es bei PERRON [7] und KNOPP [3] geschient;
ZELLER-BEEKMANN [8] sprechen &on'"allgemeinen EULER-Verfahren"
([8], S. 134 ff.; man vergléiche auch die dortigen Literaturan-
gaben zu den erstgénanntén Autoren). Einé wéitere Beschreibung

der Methode findet sich bei HILLE ([2], S. 77 ff.).

Das Summierungsverfahren ist durch eine Funktion'p'bestimmt,
deren Eigenséhaften in der folgenden Definition zusammengefalt
sind; dabei seien D bzw. D die offene bzw. abgeschlossene Ein-

heitskreisscheibehin der komplexen Ebene.

Definition 1:>Die‘Abbildung p:D > C genligt der Voraussetzung '

genau dann, wenn

a) p(O).='0~;. p(1) =1,




b) p holomorph und schlicht in § und -
¢) Tx: = p(D) sternférmig beziiglich o ist.

p besitzt dann eine in D konvergente Potenzreihe

. =1 . : :
1pJ o S

nes-1 8

) )= Ipd mit
. ' :.1 . J

Mit p bilden wir fir ein beliebiges z_ € Oi(f) die Funktion

(3) F(¢,z ) = £(z_p(¢)) " !

‘m cqm
_ umZO,Lp(¢>]_ 5

o
Das Zeichen " soll bedeuten, daR es sich zunéchst nur um ein
formales Einsetzen handelt. Wir erhalten fiir jedes Z € G(£F)
eine Funktion F(.,zo), die wegen der Voraussetzuhgen Uber f

und p in einer Umgebung von o holomorph ist. Fihren wir

5
P

1ne~18

m

W pl™ =
| T

eiﬁ, setzen in (3) ein und'ordnen nach Potenzen von ¢ um,
so erhalten wir
(5) F(¢,2.) ~ [ vi(z_ )e? ;

. ' o j:o J. C

dabei sind die vj Polynome

R _ . k _
(6) , Vj(zo) = kgoukpjk Z, (J = o51,..4)
Insbesondere erhalteﬁ wir flir ¢ = 1
R CECAILRE

Fihren wir nun die‘aus den Gliedern von (1) und'(7) gebildeten

Vektoren

. T
44(20) , U,Z_, U.Z

170
(vo, Vl(Zo), V2(Z Y s )

(uo

4O(ZO)T




A

. ™ - . '
sowie die Matrix /%: (p.:): ein, so stellt

(8) woz) = i)

po
B

1ein Matrix-Summierungsverfahren in der sogenannten Reihe-
Reihe-Form dar (vgl. ZELLER-BEEKMANN [8], S. 6);
ist {tm<zo)}m20 die Folge der Teillsummen Vop (7)»und

4KZO)T = (tgs t4(2 )5 t,(2 )5 «.0), SO ist‘ 

: &9 N 1000 .
(9) _ ,4/(20) = 7?44(20) mit 71’ =Z7? und }== [1 100 . .
_ 1110. .
© das gleiche Verfahren in Reihe-Folge-Form. Es ist
(10) t.(z ) = %“ 2t "t. B ‘% -
| o Y3t T L Piiticte MY Pyg T Lo Py

Diese Summierungsmethode wird als "allgemeines EULER-Verfahren"
bezeichnet; wir wollen sowohl die Reihe (7) als auch die Folge
:{tj(zo)} die {;—Transformierte der Reihe ung nennen.

m=o

3, Fortsetzungsbereiche

Wir beschidftigen uns jetzt mit der Frage, fiir welche zodie'

€E;Transformierte konvergiert und als Summe- den gewilinschten

Wert f(zo) besitzt.
Genilgt die Funktion p der Voraussetzung V und ist A*: = p(D),

so fUuhren wir den Bereich
(11) b: = {z €6 | 1/z ¢ Txy

ein (wir erhalten also A als Komplément von A bezﬁgliéh C,
wobei A' das Bild von % bei Spiegelung am Einheitskreis dar-

stellt). A ist offen und enth&lt die Punkte o im Inneren und 1

:[5 -




auf dem Rand. Ferner bezeichne fir ¢ E C z.4A den Bereich

VA

zd: = {z € € | z = zz', z' € A}.

Satz 1: Hat f die Singularititen Tis =ee 5 Tp und genﬁgt P

.der Voraussetzung V, so gilt: f(zo) =

HWe~18

v.(z fir
Jj=o J< O) o

. S
ZO€ A(fsp)ﬂ = 'mgiA
Jj=1

‘Die Konvergenz ist gleichméﬁig bezliglich Z in jedem kompakten

Teilbereich von A(f,p).

Wir nennen A(f,p) auch Fortsetzungsbereich Von f bezﬁglich p.
Beweise flir diesen Satz finden sich an terschiedenen_Stelleh;A

so bei PERRON [7] oder HILLE (f2], S. 77). Dabei zeigt man Zu-
ndchst, daB A der Fortsetzuhgsbereich der gepmetriSchen Reihé g
mit ihrer Singularitit gy = 1 ist; es wird dabei ausgenutzt,daﬁ
ﬁnter den Voraussetzungen liber p die Potenzreihe (5) der Funktion
F(.,zo) - jetzt aufgestellt fiir g‘r fir jedes ZOE'A-einen Kon-
vergenzradius grdRer als 1 besitzt. Die Reihe (7) ergibt sich
fﬁf.¢ ='1;.insbesondepe konvergiert (7) absolut. Mit Hilfe der
_CAU?HYschen Intégralformel folgt die Behauptung fﬁr eine belie-
- big§$¢Aholomorphe Funktion f mit Singuiaritéten Zy> > o |
(flir unser numerisches Problem bedeutet es keine Einschrinkung,

wenn wir nur endlich viele Singularititen betrachten).

Unser Ziel ist es, zur Berechnung von Funktionswerteh>von f in
Punkten Z oo in deﬁen die Ausgangsreihe (1) langsam kohvérgiert
oder gar divergiert, die Reihe (7) heranzuziehen. Wir erwarten
also in irgendeinem Sinnéjeiné schﬁelie Konvergenz und bendtigen

zundchst ein MaR® flir die Konvergenzgeschwindigkeit. Auch hier

- ; i




nutzen wir aus; dad es sich bei der Reihe (7) um elne pPotenzreihe,
ausgewertet in dem spe21ellen Punkt ¢ = 1 handelt Die Konver—
génzgeschwindlgkelt wird davon abhangen wie weit_dieser Punkt
- ¢.= 1 vom Rand des Konvergenzkreises von F(.,zo) eﬁtfernt ist.’,é

Als Ma® wdhlen wir den reziproken Konvergenzradius;
Definition 2: FUr 2z, ¢ o(f, ) nennén wir

k = K(z y: = 1im (\v (z )\)1/3 den Konvergenzfaktor
ger Reihe 1 vj(zo)
1st R der Konvergenzradlus ger Reihe (4) fur F(.,zo),‘so iét
« = 1/R; fir 2, € a(f,p) ist R 4 und damit K(Z y < 1. In
| bekannter Weise 1&8%T S‘Ch damlt auch eine asymptotlsche Fehler-

abschitzung angeben"Ist ein € > © mit k+te < 1- gegeben, SO

existiert ein N € &, SO dah

\vj(z )\1/3 < (k+e) fUT alle J 2 N ist. Dies bedeucet

SRS S RN CRT I (cre)?
it

Umgnun'eine;Aussage {iber den Konvergenzradius von F(.,zo) und

damit {iber den Konvergenzfaktor zu erhalten, braﬁcht man stdr-
kere Voraussetzungen iiber D (dabei‘sei D. die offenevKreisscheibe

yom Radius r):

Definition 3. Die Abblldung P genugt der Vorauséetzung Vr genau
dann, wenn , |

a) p(o) = 0> p(l) = 1

b) o) holomorph und échlicht in D, fir v > 1 und

c) A;: = p(D ) sternfdrmig bezugllch o ist.




Ist dann Kr:'='{i €| 1/21? A;}; so gilt das

Korollar zu Satz 1: Hat f die Singularitdten Z, ---

 gentigt p der Voraussetzung V.., SO ist K(Zo) < 1/r fﬁr .

z, € Kr('f,p): f\cl e

Wir nennen Er(f,p) auch r—Fortsetzungsberéich von f beiﬁglich‘p.

Beweis: Ahnlich wie bei Satz 1 kann man 51ch darauf beschrénken,

die Aussage fUr jdie geometrische Reihe g ZU bewelsen Die Be-

hauptung 1autet'dann, dap fir ein Z 5 € K die zu g gehorlge Funk-
tion F(.,2 ) elnen Konvergenzradlus pesitzt, der grofer oder gleich
r ist. Dles ist dann der Fall, wenn F(. o) = f(z p(.))‘in Dr
holomorph ist, d.h. wenn die Singularitét 1}( Z A* ist. Dies
trifft fiur 20 € Kr zu. Da wir. im Beweis die Holomorphie von F(. z )
nur in der offenen Kfeisscheibe Dr benbtigen, 1aBt sich die Be—

hauptung fur den‘abgeschlosSenen Bereich Kr(f,p) aufstellen.

4. Optimale Verfahren

Wir.habeﬁ.im letzten Abschnltﬁ fur ein gegebenes P und eine
beliebige in © holomorphe Funktion f angegeben, wie der Fortsetzung
pereich A(f,P) undVSp821ell die r- Fortsetzungsberelche A(f,p)
aussehen. Jetzt soll fur eine gegebene. Funktlon f ein p gefunden
werden, das fﬁrvalle Z eines vqrgegebenen Bereichs S die ana-
lytische Fortsetzung mlt einem mogllchst giinstigen Konvergenz-

faktor 11efert Dleses Problem 188t sich zundchst nur unter ein-

schrinkenden Voraussetzungen iiber und o) 1osen 1mmerh1n sind
noch wiéhtige Fdlle eingeschlossen, wie sie etwa pei der Losung

© von Differentialgleichungen durch Potenzreihen auftreten.

T L D D




Als gegebene Funktlon f wdhlen wir vorerst die geometrlsche Reihe
g5 S sel ein kompakter, elnfach zusammenhangender Berelch in €

mit o € S und 1 € S.

Definition M:‘Eine Funktion p, die der Voraussetzung v genugt
heiBt beziiglich S zul#ssig, falls S in A enthalten ist. o
Also ist p zuléssig bezﬁglich S, wenn die gp-Trahsformierte der
geometrlschen Relhe fir Jedes Zg € S konverglert |
Ferner nennen wir flir ein p, das bezﬁgllch~8»zuléssig ist;
k(S,p): = sup k(z )
zoe S

den KonVergenzfaktor von S bezliglich p.

Definition 5: Eine bezliglich S zulass1ge Funktion D heiRt

optimal bezliglich S, wenn K(S,po) < K(S,p) ist flir alle beaugllcn

S zulédssigen Funktionen p.

Zu S gehért-nun ein Bereich ng Q'{é € l-l/z)?'Si;‘Wir er-
halten S* als Innengebiet der Kurve 33*¥, die aus dem Rand 3S von"
S durch Spiegelung am Einheitskreis hervorgeht.

Sind D bzw. Df wieder die offenen Kreisscheiben mit Radius 1

bzw. r, so gilt:

Satz 2: a) Genligt p der VorauSsetzung V, ist A* = p(D) und ist

A¥ € S*, so ist p zuldssig bezﬁglich's.

b) Genligt po.der Voraussetzung Vr und ist po(Dr.)‘ tA%® = S

- o} o T
so ist P, optimal bezliglich' S. ' '

Beweis: a) Ist A#C?S*,‘so gilt A = A(g,p)b:S, d.h. p ist zu-

ldssig bezliglich S.

- 10 -




b) Fiir eine'beiiebige, bezliglich S zulédssige Funktion p setzen

e

rd

‘wir r =.1/«(s,p). Dann ist nach Definition von «k(S,p) und nach
dem Korollar zu Satz 1 der Bereich S in Zr enthalten. Nach Vor-

aussetzung Uber Py gilt andererseits: ZP = S. Dies bedeutet
‘ S o) o s
K(S,po) = 1/ro. Wir sind fertig, wenn wir zeigen k&nnen: r, 2 r. ’

Dazu betrachten wir die Funktion h mit h(z) = pgl(z)dp(z)
(nach Voraussetzung Vr' ist P auf Dr- holomorph und bijektiv).
' _ o 0 o
Es ist dann h:Dr > Dr mit h(o) = o. Nach dem SCHWARZschen Lemma

_ : o
schlieRen wir:

In(z)| = ro|zl/r filr alle z € D,
Ferner ist nach Voraussetzung p(1) = po(l) = 1, d.h. h(1) = 1.

Damit folgt aus der letzten _Ungleichung flir 2z = 1: r < r,

Folgerung 1: Sind p1 und P, zuldssig bezliglich S, ferner

= Y Py 3 = ) A% * ; :
r. 1/K(S,pi),fur i %,2 unq Arib Arz, so ist

K(S,pi) < K(S,p2), d.h. Py ist "glinstiger" als p2

Gehen wir nun zu dem allgemeineren Problem ﬁbef, fur die aha-
lyfische Fortsetzung einer Funktion f mit Singularitéten

Ty ..., cL»in‘einen Bereich Sf eine Funktion p so zu finden,
daB K(Sf,p) mbéglichst klein wird (dabei werden die Begriffé
ik(Sf,p) und Optimalitdt von p ganz analog wie bei der geométr;f
vschen Reihe definiert). Nach dem Korollar zu Satz 1 wissen wif,
daB fﬁr_ein p:mitbﬁfbr) = A; der r-FortsetzungsBereich vbn £

beziiglich p gegeben_ist durch

v L _
Ar(fsp) = mCiAr
: i=1 ~



Es ist K(Sf,p) < 1/r, wenn Kf(f“p) den Bereich Sf umfalRt. Das
' S L .
s ein A so zu finden, daB® 121 1Ar = Sf

wird, hingt stark von der geometrischen Konflguratlon der Slngu—

Problem, .Zzu gegebenem S

1ar1ta§en ab. In einem Fall, der in Anwendung h&ufig vorkommt ,

18Rt sich jedoch aus Sf das "Grundgebiet" Kr bestimmen.

Folgerung 2: Wir nehmen an, es gebé'einen Index k € {1, ... , L},

f
Fall, wenn alle Singularitidten auf der gleichen Halbgeraden

so dab (z;/t,)S,> S, fir j = 1, .. , L gilt. Dies ist z.B. der !
vom Nullpunkt aus liegen. Unter dieser Annahme ist die nach
Sazt 2 beziglich S: = (1/ck)Sf optimale Funktion P, (fir die
\geometrisché Reihe) auch optimal fir f bezliglich S_., falls S

f
den Ubrigen geforderten Bedingungen genligt.

5. Rekursionsformeln flir die Matrigj@

Wir wenden uns nun der Befechnung von f(z ) mit Hilfe der
Reihe Z V (z ) bzw. der Folge {t (z )}m>§ ihrer Teilsummen zu.

j=o
_Dabel sind die vJ und die tm Polynome (vgl. (6))

(12) | Vj<zo) = kioukpjkzg E tm(zo)‘= g ukﬁmkzg (j, m = 0,1..).
Ohne direkte Rekursionsformel wird man in zwei Schritten vorgehen:
Berechnung der Elemente der MatrizenRFJbzw.7?LwM.anschlieﬁend
Berechriung von vj(zo) bzw. tm(zo) mit dem Horngréchema. Dabei
empfiehlf sich dieg?gyechnung der tm, wenn im voraus bekannt ist,
bis zu welchem Glied die transformierte Reihe berechnet werden soll;
weil so nur éine Anweﬁdung des Hornerschemas erforderlich ist.

Nachdem noch kelne Pehlerabsohatzung VOPlngt, wird man ein nume-

risches Abbrechkrlterlum verwenden, d.h. nach J Gliedern abbrechen,

- 12 -.




falls IVJ(ZO)[ < ¢ ist fir ein gegebenes es 0. Die asymptotische
Fehlerabschitzung (11) liefert eine gewisse Berechﬁigung fir

dieses Vorgehen.

P
I

- Winschenswert zur Berechnung von Vj<zo> wdre eine Rekursions-

formel, in die nur die gegebenen Koeffizienten u; von f. und pjk

von p sowie schon errechnete Glieder Vj-i(zo)’ ree s Vo eingehent

Eine deraftige Rekursionsformel 14/t sich nur fir ui-z 1 d.h. fir

die geometrische Reihe aufstellen. Flir unser Problem der analyti-
schen Fortsetzung spielt diese Mbglichkéit keine Rolle, doch
lassen éich die erwihnten Formeln ganz entsprechend fiir die

o«

Summierung der NEUMANNschen Reihe .2 Tj flir einen linearen ste-

" tigen Operator T in eilnem Banachraiéoverwenden; aus den Rekur-

sionsformeln fiir vj(T) bzw.’tj(T) ergebeh sich nlitzliche Iteré—

vtioﬁsverfahren zur Berechnung von Ldsungen 1inearer Gleichungen

x - Tx = f auch in F&llen, in denen T nichtvkontrahierend ist
“(vgl. [5], [6]); ‘ |

Flir die Berechnung von 7\) gilt

Satz 3: Sei p gegeben durch'p(é) = ) qunJ . Die Elemente der
. . j = 1
unteren Dreiecksmatrix K lassen sich dann berechnen gemidB

(13)  »p

00 - 1, Pro = © fir k > °
k-n , '
_(;4) : pkn = iz pi.pk—ign-l (k 21, 1 £ n £ k).

1
Die Arizahl der Muléibiikationen zur Berechnung de7?bis zur
Zeile mit dem Index m ist m>/6 + O(m2) .

Beweis': Nach Definition von 7}ergeben sich die Elemente Pyn

Caws o [p(]T = T pyge”

- 13 -
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Daraus folgt zunéchst (13) flir n = o. (14) ergibt éich durch
- Koeffizientenvergleich aus der fir |¢] < 1 und n = 1 geltenden
Identitét
n ... » 4 n-1
o)1 = [o(8)]. [o(8)]
Die Anzahl der Multiplikationen zur Berechnung der Zeile mit
k-1 - R -
Index k ist ) j = (k-1)k/2. Durch Summation bis zur Zeile mit
v j=1

Index m ergibt sich die Behauptung.

Bemerkung 1: Wegen F’= 2;7?-‘wobei ) gemdB (9) definiert ist -

erh&dlt man flir die erste Spalte von 7?

L%

. = LY >
(15) P, =1 fir k2o
Ferner gilt Prn ) pjn . Setzt man in diese Beziehung die
j =n

. Rekursionsformel (14) ein und vertauscht die Reihenfolge der
Summation, so ergibt'sich
o k-n N . v
= .. . < < .
(16) Prpn §=1p1 Py-i,n-1 (k 21, 1 £n < k)
Man erkénht, daB® sich die Elemente von P‘und.p nach der gleichen

Rekursionsformel berechnen; lediglich die Startwerte sind ver-

schieden.

 Bemerkung 2: Aus den Startwerten (13) bzw. (15) ergeben sich'noch,

“einfache Formeln fiir die Spalten mit Index 1:

(18) Bkl = Bk;1,1 *+p, (kz21)

. Es geniigt dann, (14) und (16) fir n 2 2 zu benutzen.




% )
Satz 3 dient zur Berechnung von/q, wenn die Funktion p als
Potenzreihe gegeben ist. Wir betrachten jetzt noch eine spezielle
Klasse von Funktionen p, die in geschlossener Form gegeben sind.

Satz 4: Hat p die Gestalt

- . ‘. . ._ ' J_ : N ‘.’_ -
(19) p(¢) = so¢/(1 e I I e L
so errechnet sich Z?geméﬁ

(20) p =1, Py, f o fiir k >.O,

o]e;

(21) Prn

J
SoPk-1,n-1 ~ -Z.ijpk-j,n
, Jj=1
Die Anzahl der Multiplikationen zur Berechnung von 73bis zur

Zeile mit Index m ist (J + 1)m2/2 + O(m) .

Beweis: Wir gehen wieder von der Identitétw[p(¢)]n = [p(¢)].
'[P(¢)]nf1 aus, setzen jedoch p in Form (19) ein:

6. (

© Kk

1Ne~1 8

| Io/ v o o ky ks
(1 f S, + ...+ SJ¢')<anpkn¢ ) = s pk;n-lf ) .

n-1
Ein Koeffizientenvergleich ergibt (21). Zur Berechnung der .
Elemgnte der Zeile mit Index k (k > 1) siﬁd k(J + 1) - J(J + 1)/2
Multiplikationen.notwendig (der zweite Term kgmmt hérein, wenn
man die Dreiecksgeétalt,von F’berﬁbksichtigt). Durch Summation

bis zur Zeile mit Index m ergibt sich die Behauptung.

Bemefkung 3:’Die B@peqhnuhg'von %’vo1lzieht sich nach (21) mit

Bkn anstelle von pkﬁé die Startwerte sind durch (15) gegeben.

Bemerkung 4: Zur Berechnung jeder Zeile sind nur noch die letzten

J vorangehenden Zeilen notwendig. Da filr die Anwendung vor allem

die Fdlle J = 1 und J = 2 interessant sind, ergibt sich eine



betréchtliche Reduzierung der erforderlichen Rechenoperationen

sowie des erforderlichen Speicherplatzes.

6.'Beispie1e S o - . ‘ 5

Wir woilen jetzt an zwei einfachen Beispielén die Meﬁhoqé"ért
léutern; Dazu fassen wir nbcheinmal die eingefﬁhrten'Bezeich—
nungen zusammen:.Bei gegebenem p ist.K* das Bild der ébge-
" schlossenen Einheitskreisscheibe D, also nach Voraussetzung V
einfach zusammenhingend. Geht der Rand 38A* durch Spiegelung am
IEinheitskreis iﬁ die Kurve BA Uber, so ist A das Innengebilet

von 3A. Wir erhalten 3A direkt als Bild von 3p, wénn wir die
Abbildung p* = 1/p betrachten. Analoges gilt fliir Dr’ A;‘und A?.
vFerner ist‘po optimal beziiglich eines Bereiches S, wenn fiir ein

r>1 p(ﬁr) = S wird.

Wir betrachten zunéchst das erste Beispiel

(4"
2{n—15n

—

(22)  £,(z) = (1+42)In(1+z) - 2 =

1He~18

n
(man erhidlt dieses Beispie; durch zweimalige Integration von
1/(1+z)).-Die einzige Sing&laritét ‘ist‘;1 = - 1. f1 soll im
Intervall [b,b] mit b > 1 fortgesetzt wefden. Dazu betrachten

wir zundchst versuchsweise eine Funktion vom Typ (19) mit J = 1.
‘Setzen wir S, = a und s, = 1 - a, so ergibt sich

T MUY NS S
(23) Po(0): = 90—y » PR(#) = o (5~ (1=a))

. (die zu p, gehdrige Matrix }?liefert das klassische Verfahren .
von EULER-KNOPP (vgl. ZELLER-BEEKMANN [8], S. 132 ££.)). b,
- ist eine linear gebrochene Abbildung und geniigt der Voraussetzung

Vr fir alle r > 1. Als Bilder von D und Dr ergeben sich wieder




Kreise, die wegen der 51ngu1ar1tat -1 noch am Ursprung ge-

spiegelt werden. So erhalten wir als r- Fo”tseuzungsberelche

von f1 beztiglich P, die Kreise

(Zh) - ..A_r(-fl’pa): : tz € G_l |z - (1/‘1"1)"5 r?lal} .'

ber eigentliche Forésetzungsbereich A(fl,pa) iét_die_aué (2&5
sich flir r = 1 ergebende (offene) Kreisschéibe mit Mittelpunkt
1/&-1 und Radius 1/a. Wir beschridnken uns auf pos1t1ve a.

" Dann schlieft man geometrisch: L, 1st zulédssig bezliglich S = [o b]
fir o < a < 2/(1+b). P, kann'nicﬁt optimal bezliglich S sein,

weil kein r—Fortsetzungsbereich mit. S zuéammenféllt. Innerhalb
der Klasse der P, mit o > o ist diejenige Funktion p, am gﬁn~
stlgsten bei der der Mlttelpunkt der Kreise (24) mltldem Nlttel—

punkt des Intervalls [o b] zusammenf&11t. Dies ergibt:

0 L b
(25). dl -.516 P K(S’pa)}- §:B .
. _ "
Wihlen wir z.B. b = 4, so wird K(S,pqg = 2/3, d.h. trénsformie—
ren wir die Reihe (23) mit P, » SO hat dle transformiefte Reihe

fir jedés ZOGEO,U] mindestens einen Konvergenzfakfor von 2/3,

wihrend die urspriingliche Reihe nur fir zoéfo,lj konvergiert.

Das bezlglich S optimale Verfahren ergibt sich flir ein p der

‘Form (19) mit J = 2:

s 4 - 1
(26) P(o) = ==2—— , p(4) =g (3 -5, ~5,0) ,
- . 1?81¢_82¢ . o
s, * si'+ s, = 1
Wir beschrédnksr. uns auf reelle si mit o < S, < [82!

‘Man rechnet direkt nach, daR sich als Bild des'Einheltskrelses D



“eine Ellipse ergibt; A(fi,p) wird das Innengebiet der'EllipSe
mit Mittelpunkt si/so,und'Halbachsen‘(l—s2)/sov5 (1fs2)/so .

Fiir s, <O liegt.die grofe Halbachse auf‘der'reéllen Geraden,

vfur S, >0 auf elnawParallelen zur imagindren Achse.

| A (fi,p) 81nd konfokale Elllpsen mit den Halbachsen (1- S r )/rs y

-(1+s2r )/rsO fir 1 é r<r, = 1/V/7s } (fl,p) ist ‘das Inter—
' v o ' Te
vall zwischen den Brennpunkten 81’2: fv(sl.: 2/|s2|)/so .. Filir

T, ist die Voraussetzung v, nicht mehf erfillt.

Die bézﬁglich des Intervalls S optimaie Funktion 1 ist dadurch

charakterisiert, daB das Intervall zwischen den Brennpunkten

81 und_Bz_mit S zusammenfillt. Dies ergibt die Bedingungen:

Sl/so =vb/2 s (1 + 2/ 's2|)/sQ = b fgrner ist nach Voraussetzung‘ f

s, + sl.+ 8, = 1. Daraus lassen sich die Koeffizienten flir das

-bezliglich S thimale po berechnen:

s, = b(/ITB-12/0% L s, = 2(/T-12/b , s, = -(/TF-1) /6

Der Konvergenzfaktor'von S bezﬁglich'pé'ist
Lo _- o ) 2
x(S,p.) = 1/re‘-:/|32| = (/;+b—1) /b .

Fﬁr b=l ergibt sich K(S,pO)Q{Q.BSH. Dies ist'eine betréchtliche
Verbesserung gegenﬁbef dem Wert 2/3, der sich'fﬁr dasbbezﬁglichb
S.gﬁnstigste EULER-KNOPP—Verfahren p“i ergab. Man muB dabei
allerdihgs bedenkgnéﬁdaﬁ die mit P, transformierte Reihe fir alle
Z, € S den gleicheh Konvergenzfaktor 0.384 besitzt; wahrénd.bei

der mit P, transformierten Reihe der Konvergenzfaktor vom Rand

zur Mitte des Intervalls. .vom Wert‘2/3‘bis auf o abnimmt.

 Um ein Gefihl fiir die Wirksamkeit der Methode zu vérmittéln,



wurde die transformierte Reihe fir einige Z innerhalb und

auBerhalb des Konvergenzkreises von f. ausgewertet. ~ = [

1
Fiir die beidép Funktionen .
A:_pa mit @ = 0.3,
B: p in aer Form (25) mit éo = 0.3, 5, = 1, 5, =>—o;3

wurde die AnZahl N der Glieder der transformierten Reihe (7)
 Yestimmt, die fir eine Genauigkeit von e =_10_ erforderlich
waren (es wurde mit den.exaktén_Werten fi(zo) verglichen). Die
kleinere der beiden Zahlen N wurde in Abbildung 1 im Punkt z

eingetragen; dabel beziehen sich unterstrichene Zahlen auf A,

- Uberstrichene auf B.

" Als zweites Beispiel betrachten wir f2(z) = 1/(1+z2) = z‘zzJ
R . . j:o .
mit den Singularititen Z4 = 1 und Zs = -1 . Flr P, ergeben sich

alstorﬁsetzungsbereiche gemédh dem Korollar zu Satz 1
| Ar(f23pa) = 8, (£0 )M (-0 (£,p ))

d.h. der Durchschnitt des Kreises (24) mit dem am Nullpunkt: ge-

spiegelten Kreis. Zur Fortsetzung auf dem Stilick S: = [-ib, ib]
(b reell] der imagindren Achse ist auch ein p der Form (26)

‘optimal und wird dhnlich bestimmt Wie_beivfl. Ist S nicht symme-

trisch zum Nullpunkt, so ergeben sich komplexe Koeffizienten

fir Poe AbbildungJ?_zeigt die Zahlen N fiir £, entsprechend der

2
und zwar mit den Funktionen -

Abbildung 1 fir £

Crp, mit o = 0.6 ,
D: p der Form (26) mit so = 0.6 ,s8, =0, 38, =0.4

Beim zweiten Beispiel sind die Fortsetzungsbereiche Ellipsen’



S

mit Mittelpunkt o und Brennpunkten B1-2~%gi 2.11i/.

7.-Sch1uﬁbemerkung " . - m _ -?; 

»-Dié.Méglichkéit eine Potenzreihe auch auBerhalb des Konvergenz—’?

krelses durch Anwendung eines Summlerungsverfahrens 1n ‘eine’

konvergente Relhe zu transformieren, beruht letztllch auf elnem_f

,..Mlttelungsprozeﬁ dle zum Teil stark anwachsenden Relhenglleder L

werden "abgegllchen" Es 1st<deshaib nicht Verwunderl;ch,_daﬁ-

dleser ProzeB auferordentlich anfillig ist fiir "numerisches

Ausl8schen". Dies zeigt sich darin, daf man zur Erzielung einer

hﬁheren'Genauigkeit nicht in jedem Falle Eineigréﬁere Anzahl -

ﬁ#oh Reiheng1iedern auswerten kann; mit wachsendem'N und damit
: waéhSendem Grad der Polynome v kann Olétziich”durch die Runde-- -
' f ;fehler belm Hornerschema jede Genauigkeit: Verloren gehen Bisvzu
:elnem gewissen Grad 1aBt 31ch durch Anwendung honerer Maschlnen—_v l
‘genaulgkelt noch eine Verbeqserung erzielen. Erforderllch warer

“andere Methoden zZur Auswertung von Polynomen
'Schlieﬁlich noch eine Bemefkung.zu zwequérwandten;Arbeiten;
‘Setzt man‘in (3) zy =1 und bestimmt stattdessen zu einem gege—

benen 21 aus dem Bildbereich. der Abblldung p das Urblld ¢

kann man f(z ) dlrekt durch Auswerten von (3%) flir zO 1 und:

.  ¢_—,¢1~best1mmenf.D1ese Methode_w1rd von KUBLANOWSKAYA [ﬁl vor-
geSchlagen- sie geht”weniger auf'die‘numérische Seite des Algo— , _ 
"rlthmus eln, sondern untersucht Anwendungen be1 der- Losung llne-
Harer Glelchungssysteme und bel dev Berechnung von Elgenwerten

'ZELMER f9], [10] untersucht zum Zweck der analytischen Fortset—.

-zung belm Zwei~- und Dwelkorperproblem elne andere Klasse von

 Summ1erungsmethoden5 sogenannte SONNENSCHLIN—Verfahren (ZELLER—




BEEKMANN [81, S. 185). Hier entstehen nur in.den'einfachsten

P

Fdllen Polyﬁomreihen. Es macht mehr Mihe, Fortsetzungsberéiche"

Zu bestimmen.
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