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Einleitung

- Es seien X,Z (separierte) topologische Vektorriume und
X, ein Kegel in X. Unser Ausgangspunkt ist die "deter-

ministische" Optimierungsaufgabe

Bestimme
inf {cx|Ax=b,x28},

wobei A€L(X,Z) b€Z und c GX*+. Sind nun die "Daten"
(A,b,c) stochastische Grdssen, d.h. ist (A,b,c) eine
messbare Abbildung

.
(A,b,c) & Q—=L(X,2)xZxX

wobel Q Trdger eines Wahrscheinlichkeits(W-)raumes
(Q,01,P) und ¢ GX P-fast sicher ist, so heisst (A,b,c)
ein stochastlsches Programm und (A(w),b(w),c(w)),

w€Q eine Realisierung dieses Programms.

Eine Entscheidung, d.h. die Wahl eines Elements x aus X
oder aus einer Teilmenge XO von X flihrt bei einer darauf

folgenden Realisierung dieses Programms zum Ergebnis
e = e(w,x) = (clw)x,Alw)x-blw)).
Damit stehen wir vor dem Problem der Wahl einer Entschei-
dungsregel, wozu wir zumindest eine Ordnung auf der Menge
E = {e(w,x)lw652ggexo}
der Ergebnisse bendtigen. Da wir spdter im wesentlichen
die Bayes-Regel verwenden werden, stellt sich das wei-

tere Problem der Existenz einer (zumindest) messbaren

. Nutzenfunktion der verwendeten Ordnung auf E.

Die Erliuterung der in der vorliegenden Arbeit verwende-
ten Zeichen und Begrlffe befindet sich am Schluss der
jeweiligen Seite oder im Anhang




1. Entscheidungstheoretische Grundlagen

§ 1. Ordnungen und Skalen

Jnter einer Ordnung (geordneten Menge) (X,Vv,<) verstehen
wir eine Menge X mit zwei bindren Relationen "n,<", die

den Axiomen

- 01. Fiur alle (x,y) € XxX gilt genau eine der Relationen

X<y, ¥<X, X{\’y
02. "A" ist eine Aquivalenzrelation

0%. "<" ist transitiv
‘genlgen.

Von grosser Bedeutung sind die Ordnungen filir die ein Ho-

momorphismus von (X,v,<) in (R,=,<) existiert:

Def. 1.1. Eine Skala einer Ordhung (X,v,<) ist eine Ab-

bildung m: X— R mit den Eigenschaften

x<y => m(x)<m(y)
xvy = m(x)=m(y)

Bemerkung. Ist m Skala der Ordnung (X,v,<), dann gelten

die Implikationen

X<y &> m(x)<m(y)
xvy &> m(x)=m(y)

Zur Definition von Entscheidungsregeln bendtigt man Ska-
len, die bis auf gewisse lineare Transformationen ein-

deutig bestimmt sind:

Def. 1.2. Es sei S die Menge der Skalen einer Ordnung
(X,v,<) und £ ecine Teilmenge von S ( & repridsentiert ei-~
ne gewisse fir m € S definierte (zusidtzliche) Eigen-
schaft. Eine Skala m dieser Ordnung mit me £ neisst

t - Nutzenfunktion, falls sich ein beliebiges m'€ ¢
-von m hochstens um ein Element aus T = {T!T(t):dt+8,

t € R; o,B€R, a>0} unterscheidet.

R = Menge der reellen Zahlen; Statt x<y schreiben wir
auch y>x. ' '
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Im Zusammenhang mit dem Problem der Existenz einer
Nutzenfunktion brauchen wir die folgenden Begriffe

und Aussagen (siehe[8]):

Def. 1.3. Eine Ordnung (X,=,<) helBft ordnungsvollsténdig,
‘falls jede nichtleere, nach oben beschrédnkte Teilmenge

von X ein Supremum besitzt.
Def. 1.4. Ein abgeschlossenes Intervall fa,b] ={ x| agx<b}
einer Ordnung (X,=,<) heiRt Liicke, falls a<b und das

offene Intervall (a,b)={x|a<x<bl= @ ist.

Def. 1.5. Die Intervalltopologie einer Ordnung (X,=,<)

ist die von den Intervallen{x|x>al},{x|x<al,aeX, erzeugte

Topologie (auf X).

Def. 1.6. Eine Operation o0:XxX~—+X auf einer geordneten

Menge (X,=,<) heift metrisch, falls die Axiome

M1. (aob)o(cod)=(aoc)o(bod) fiir beliebige a,b,c,deX

‘M2, xeexo0a,xeX und xweaox, xe€X sind flir jedes aeX ein-

eindeutige und beziliglich der Intervalltopologie

stetige Operatoren.

‘erfiillt sind.

Def. 1.7. Eine Operation &:XxX—=X auf einer geordneten
Menge (X,=,<) heiBt additiv, falls die Axiome

Al. & ist kommutativ und assoziativ
A2. xrex0a,x€X ist filir jedes aeX ein eineindeutiger
und bezliglich der Intervalltopologie stetiger

Opefator.

gelten.

Offenbar ist jede additive Operation metrisch.

@ = leere Menge



Satz 1.1. Eine geordnete Menge (X,z,&) ist genau dann

zusammenhingend (in bezug auf die Intervalltopologie),
falls (X,=,®) ordnungsvollsténdig ist und keine Licken
hat. | | '

Beweis: Pfanzagel, Theory of Measurement.

Satz 1.2. Es sei (X,=,<) eine geordnete, zusammenhingen-
de Menge, die mindestens zwel Elemente hat. "o" sei eine
Operation o0:XxX—eX. Es existiert genau dann eine (be-
zﬁgiiéh der Intervalltopologie) stetige Skala m der Ord-
nung (X,=,<) mit der Eigenschaft m(aob)=oam(a)+Bm(b)+vy,
wobel 0,8,y gewisse reelle Konstante sind, wenn "o" ei-
ne metrische Operation ist. Die Skala m ist eindeutig be-
stimmt bis auf positive lineare Transformationen T € T.
Die Konstanten a,B sind eindeutig bestimmt; es gilt
a=f=1 genau dann, wenn "o" assoziativ ist.

Beweis: Pfanzagel, Theroy of Measurement.
§ 2. Darstellung von Ordnungen

In dem in der Einleitung'beschriebenen Modell ist e:eﬁxz
das bestmdgliche Ergebnis (keine Kosten, keine Verletzung
der Restriktion). Man wird daher von zwei Ergebnissen e,
e, dasjenige vorziehen, das in einem im folgenden zu pri-
zisierenden Sinn "ndher" bei 6 liegt. Es sei dazu X eine
Menge, & ein festes Element von X und o eine Kette (in
bezug auf die mengentheoretische Inklusion) in X mit

8 € No. Durch
X<y (==> es gibt ein U€o mit x€U und y¢ U
Xy &= x{y und x}y ,

‘wobei x, y €X, werden zwei Relationen auf X definiert. Wie
man leicht zeigt, gilt der ' '

Satz 2.1. (X,v,<) ist eine Ordnung mit 6.x fiir alle x € X.

Wir nennen "~ ,<" die durch o erzeugte Ordnung.



§ 3. Existenz von Skalen

Es sel nun X ein 1inearer Raum, 6=6X, o eine Kette in X
mit 8€MNoc und e ein weiteres (festes) Element von X.

Durch
q(s) = sup{izo|re €S}, S€c - (1)
und
n(x) ={igf{Q(S)|XGS}:,£§ iig{# 2, xex (2)

definieren wir zwei Funktionale q : o—== R und

m: X—eR. Zur Untersuchung des Zusammenhangs zwi-

schen m und der durch o erzeugten Ordnung sei zunébhst

Xy . Wegen {Ueo|xeU} = {Veo|yeV} gilt xvy = m(x)=m(y).
Es sel nun x<y. Demnach existiert ein Uoécindt XéEUO

und yéUo. Ist V€0 mit y €V, dann gilt U CV und daher

m(x) < q(UO) g q(Vv).

Daraus folgt im Fall {Veéo|y€ V}$¢ die Ungleichung
m(x)sm(y). Da flir {V€o|y €V}=0 nach Definition m(y)=+e
ist, ergibt sich die Implikation x<y =» m(x)<m(y).
Damit m eine Skala der Ordnung (X,&,<) ist, behdtigen
wir aber die Implikation x<y =pm(x)<m(y). Wie das fol-
gende Beispiel 1 zeigt, folgt diese nicht aus den bis-

" herigen Voraussetzungen: '

Es sei dazu X = R*, 0={3(6,1), S((-1,0),2)} ( S(x,e) =

= {ye R?*| |ly-x} < € } und e=(1,0). Fir x=6 und y = (-2,0)
gilt dann x<y und m(x)=1=m(y).

Wir benttigen daher die zusitzliche Bedingung

(M) q ist streng monoton (beziiglich " gﬁ')

Leider ist, wie das folgende Beispiel 2 zeigt, (M) noch

nicht hinreichend fiir die oben verlangte Implikation.

R = [RU{-;-oo,—oo}




"Es sei X=R?, o:{Sn§n=O,1,2,...} mi.t SO={x||xll+’x21<1}
und S = [—1,1+%]X[u1,1], n=1,2,... sowie e=(1,0). We-
gen q(SO)=1 und q(Sn):1+% , n21 ist (M) erflillt. Fir

- x=(0,0) und y=(0.6,0.6) gilt dann xef%),5r¢so und

yE€ Sn’ nal, also x<y und m(x)=1=m(y). ’

* Das obige Beispiel legt nun aber die folgende Bedingung

(T) Gilt x<y, dann enthdlt {S€oc|x €3,y ¢S} mindestens
zwel Elemente.

nahe.
; Wie man nun leicht sieht, ergeben (M) und (T) zusammen
eine hinreichende Bedingung flir die gewlinschte Impli-
kation. Ist ndmlich x<y, dann existieren nach (T) zwei
Elemente U,,U, €0 mit x €U, und yﬁ?Ui, i=1,2. Es seil

U16U2. Daraus folgt dann

m(x) < q(Ul)
< a(uy,) (M)
s q(V)

fliir alle V€o mit y €V und daher m(x)<m(y).
Es gilt nun der

Satz 3.1. Es sei X ein linearer Raum und 0 eine Kette in
X mit 6X§ﬁc. Ferner sei e ein festes Element von X. Gel-
ten die zus&dtzlichen Bedingungen (M) und (T), dann ist
das in (2) definierte Funktional m eine Skala der durch
¢ erzeugten Ordnung. Ist X zusdtzlich ein messbarer Raum
(X, 01) und gilt o€0l , dann ist m messbar.

Beweis. Es ist nur noch die Messbarkeit von m zu zeigen.
Wir betrachten dazu M(a)={x|m(x)<a},0 €R. Es gilt
M(et)={x|inf{q(S) |x € S}<a}

={x|es gibt .ein S€o mit x €S und q(S)<0L}v=

. . =U{S|q(S)<a}.
Im Fall M(a)3® sei uozsup{q(s)lq(s)<a} und {Sn}’eine

Folge mit q(Sn)<a und q(Sn)+ao (existiert ein So’




‘:@
n=1 ,
- Messbarkeit von m impliziert.

] -y ! : =G s Xy .
q(SO)<a mit q(SO)—aO, dann seil Sn_uo).Nun gilt A%EQH<ZM(a),

ferner existiert zu einem S, q(S)<a ein Sn mit q(S)Sq(Sn)w

‘Wegen der Monotonie von q folgt dann S CSn’ also M(a)=

Sn' Daher ist M(a) flr jedes o €R messbar, was die

,'Im Hinblick auf das Bestimmen optimaler Entscheidungen

"sind die Konvexitdtseigenschaften von m von Interesse.Wir

:zeigen deshalb das

Lemma 5.1. Gelten die Voraussetzungen des obigen Satzes

- 3.,1. und ist o zusdtzlich ein System konvexer Mengen,

. dann 1st m schwach konvex.

" Bewels. Es sei dazu x<y und z=Ax+(1-1)y, O<igl. Flr ein

S€o mit y €S gilt dann x € S und daher z €S, was ziAy im-

- pliziert. Daraus folgt m(z)sm(y).

Von grosser Bedeutung ist, wie sich spiter herausstellen

- wird, die folgende Klasse von Ketten in X: Es sei

o = {AK|A>0};

 dabeil ist K eine konvexe Teilménge von X mit 6 €K. Wie

das folgende Beispiel zeigt, besitzt nicht jede der durch

~eine dieser Ketten definierten Ordnungen eine Skala in

der Form (2):

Es sei wieder X=R?, K={x] Ixls1IN\{(0,1)} und e=(1,0).Fir
x=(1,0), y=(0,1) gilt x<y; aus q(AXK)=X folgt jedoch
m(x)=1=m(y).

Ein positives Resultat ergibt.sich, wenn die obige Klasse
geeignet eingeschrinkt wird:

Satz 3.2. Es sei X ein linearer Raum und K, K#X, eine
konvexe, algebraisch offene oder abgeschlossene Teil-

menge von X, die 6, als algebraisch inneren Punkt ent-

X
h&8lt. Dann ist das Minkowskifunktional QK von K eine
Skala der durch o={AK|A>0} erzeugten Ordnung. Ist X zu-
sdtzlich ein topologischer Vektorraum und gilth€?3X,

dann ist QK messbar.

Beweis. Da K$X, existiert ein x €X mit QK(X)>O und da-
mit ein e €X mit QK(e)=1. Nach Voraussetzung ist K al-

ANB = {x|x€A,x¢B}; Es sei M eine konvexe Menge,. eine
Abbildung {:M-=R heisst schwach konvex, falls fur alle
X,y €M und Osisl  f£(ax+(1-A)y)<max{f(x),f(y)} gilt.




- gebraisch offen oder abgeschlossen. Deshalb gilt
_ Kz{leK(x)<1} bzw. K:{XIQK(X)sl}. Ist jetzt S=aK, a>0,
dann gilt fir (1) :

q(s) sup{Az0| e € ok}

sup1320Q, (Re)<(e)1}

]

i

sup{AaO]%<(s)1} = a.
- Daraus folgt flir ein x €X

m(x)=inf{q(8) |x € S}=inf{q(aK) |a>0, x €akK}
=inf{a>0|x @aK}:QK(X)

Von der Betrachtung im Anschluss an die Definition von
(2) wissen wir, dass xwvy =>m(x)=m(y) gilt. Es sei nun
" X<y. Es gibt also ein uO>O, so dass x euOK und y«$aoK.
Daraus folgt QK(X)saOsQK(y). Ist K algebraisch offen,
so gilt ferner QKG§J<1 und damit QK(X)<QK(y). Im andern
)

Fall ist 0L0<QK(y), denn aus ocO:QK(y) folgt yeaoK, was
nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Da m=QK, folgt
m(x)<m(y), d.h. m:QK ist eine Skala der durch o erzeug-
- ten Ordnung. Die Messbarkeit von m folgt nun aus Satz
53.1. zusammen mit dem folgenden

Lemma 3.2. Es sei X ein topologischer Vektorraum. Ist

B eine Borelmenge von X, dann ist auch AB, X €R messbar.

Beweis. Flir A=0 ist AB = @ oder ={6}, also eine BRorel-
menge. Es sei nun 140, ( = UX und 8= @, . Dann gilt
AB DAY =0 und daher A\ 823 , da A®B eine o-Algebra
ist. Daraus folgt —%33333 und damit A BCHB .

Wir erwdhnen noch eine Bedingung daflir, dass QK stetig
ist:

Lemma 3.3. Es sei K eine konvexe Teilmenge eines topo-
logischen Vektorraumes X, die 6 als algebraisch inneren

Punkt enthdlt. Eine notwendige und hinreichende Be-
dingung dafir, dass das Minkowskifunktional QK von K
stetig ist, ist, dass K mindestens einen (topologisch)
inneren Punkt enthdlit. In diesem Fall stimmen algebra-

isch Inneres und Inneres sowie die algebraische Hille




und die abgeschlossene HUlle von K lberein.

Bewelis: Kbthe, Topologische lineare R&ume.

Abschliessend bemerken'wir noch, dass QK konvex ist.
§ 4. Existenz von Nutzenfunktionen

Ist X ein linearer Raum und ¢ eine Kette in X, die die Vor-
aussetzungen von Satz 3.1 erfiillt, dann besitzt die durch o
erzeugte Ordnung (X,v,<) eilne Skala s. Nun sind durch Bayes-
Kriterien definierte Entscheidungsmodelle nur bedingt sinn-
voll, wenn nicht sichergestellt ist, dass die dazu verwende-
te Skala (Verlustfunktion) bis auf positive lineare Trans-
formationen 1 € I eindeutig bestimmt ist. Zur Untersuchung
dieses Problems betrachten wir die Ordnung (X/. ,=,<); dabeil
ist X/, = {[x]} der Quotient von X modulo "", die "Relation
"It yersteht sich dabei im mengentheoretischen Sinn und "<"

ist durch [x]<[y] &> x<y definiert. Ist s eine Skala von

(X,v,<) so ist §, §([x]) = s(x)'eine von (X/_ ,=,<) und um-

gekehrt.

Im weitern beschridnken wir uns auf den Fall o={AK|A>o0}, wo-
bei wir voraussetzen, dass K die in Satz 3.2 aufgestellten
Bedingungen erfiillt. Das Minkowskifunktional m = QU ist dann
nach Satz 3.2 eine Skala der durch ¢ erzeugten Ordnung
(X’,\J’<)‘

Wir betrachten nun ein beliebiges Element e von X mit m(e)=
=1. Fir die von (X,v,<) auf e = {xelx>0} induzierte Ord-
nung gilt
| | re<pe > m(re)<m(ue) & A<y

revue &&= m{ie)=m(ue) & A=y ,

d.h. sie ist vom Typ (g,=,<), ferner ist Ae » A ein Iso-
morphismus von (g,=,<) auf (R+,:,<).

Daher'gilt das folgende

Lemma 4.1. Die durch x @ y = x + y (Addition in X) definiert:

Opération ® auf @ ist additiv im Sinne von Definition 1.7.

R+ = Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
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sowie das

Lemma 4.2. Die Ordnung (g,:,<) ist zusammenhdngend (siehe
Satz 1.1).

Es sei nun S die Menge der Skalen der Ordnung (X,v,<), 8¢
die Restriktion von s €S auf ¢ und & = {s|s €3, 5, ist
stetig (bez. dif Intervalltopologie), se(XQy)zse(x)+se(y)
fliir alle x,y€ e :

Nun gilt der

Satz 4.1. Gelten flir o = {AK|A>0} dieselben Voraussetzungen
wie in Satz 3.2, dann ist m = Qg eine t -Nutzenfunktion

der durch ¢ auf X erzeugten Ordnung (X,v,<).

Beweis. Offensichtlich ist m stetig und es gilt me(x@y)=
= me(x)+me(y) fui_alle X,y €e. Nach Lemma 4.1 ist die
Operation @ auf e additiv, also metrisch (Def. 1.6). Da
(g,=,<) nach Lemma 4.2 noch zusammenhingend ist, folgt aus
Satz 1.2, dass ein 5 mit s€ € bis auf eine positive 1i-
- neare Transformation eindeutig bestimmt ist, es.gilt also
fir ein 54 mit s € €& die Gleichupg se:ame+8, a,BER, a>o0.

Es sel nun x ein beliebiges Element vor X und Aeeeg,mit

xvie. Flir ein s € € gilt dann s(x) = s(le) = se(Xe) =
= ame(ke) + B8 = am(x) + B, also s = om + B mit a,B8 €R und
a> o. |

Bemerkungen. Durch die zusdtzliche Bedingung der Stetigkeit
und Additivitdt fir eine Skala s € S auf einem Strahl & von
X ist diese bis auf eine positive lineare Transformation

eindeutig festgelegt.

Wird der Nullpunkt der Skalen s = am + B in ¢ durch s(0)-=
o fixiert (was in der Folge geschehen soll), dann ist m als

Element von € bis auf einen positivén Faktor eindeutig

bestimmt.




§ 4. Entscheidungsregeln

Die MdSglichkeit eine Entscheidung zu f4dllen, d.h. aus
einer Menge XO von verfiligbaren Aktionen eine in.eineﬁ
gewlssen Sinn optimale auszuwidhlen setzt voraus, dass
der Entscheidende von zwel verschiedenen Aktionen
weiss, ob er die eine der andern vorzieht oder ob sie
fir ihn gleichrangig sind. Dies bedeutet aber, dass XO

eine geordnete Menge (XO,%,<) ist.
Wir sagen .

Def. 5.1. Eine Aktion x_€ X_ heisst (3-)optimal, wenn

< e
X, n x fir alle x € XO.

In der uns hier interessierenden Ungewissheitssituation
ist einer Aktion x durch

w > e(w,x)v: (c(w)x,A(w)x-bEQ))

eine (messbare) Abbildung x(.)€ F(Q,RxZ) zugeordnet.Wir
identifizieren durch

xmy & x(.) = y(.)

diejenigen Aktionen x deren x(.) lbereinstimmen. Die Menge
XOA: bezeichnen wir wieder mit XO , ihre Elemente heissen

wieder Aktionen. Dadurch wird eine Aktion x durch das

F(A,B) = {f|f: A —> B} _ -
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ihr zugeordnete x(.) charakterisiert, was wir durch x =
~=x(.) ausdriicken. Wie in der Einleitung bemerkt wurde,

ist die Menge E der Ergebnisse eine geordnete Menge. Da
die Ordnung in E die Rangfolge in der die einzelnen Ergeb-
nisse flr den Entscheidenden stehen wiederspiegelt, ist

es zwingend, dass die Ordnung (Xo,w,<) mit der durch

(u,v) €p == u(w)gv(w) flir alle wé€ QN

definierten Halbordnung p auf F(Q,RxZ) vertriglich ist;
d.h. wir verlangen die Implikation

(x(.),y(.)) Ep ==>» x3y. (1)

Besitzt nun die oben erwdhnte Ordnung auf @ eine bis auf
einen positiven Faktor eindeutig bestimmte Skala m (sie-
he z.B. Satz 4.1), dann wird eine Aktion x auch durch
die Teilmenge '

{AM(.,x) | M(w,x) = m(e(w,x)),rA>0}

von F(Q,R) charakterisiert (wir identifigzieren wieder
-diejenigen x deren M(.,x) Ubereinstimmen), was wir durch
x(.) = M(.,x) ausdriicken. Daher erzeugt jede Ordnung
M, <" auf F(Q,R) (oder auf einer {AM(.,x)|Ar>0, x €X ]
enthaltenden Teilmenge von F(@®,R) ) mit '

uév<==» AusAv (A>0)

eine Ordnung auf X, Wir geben zwel wichtige Beispiele,

wobel wir noch voraussetzen, dass mz0 und messbar ist.

Es seil
< "X(')"oo\< n‘V(')noo
Xy ===> n
B B eplxCOl, < p?iKpny<->np ;
wobel [[x(.)f_ = ess.sup{|x(w)| | we&Q}, nx(.)"p
4

= (S ]x(w)|PaP(w))? und Kys+..,k nichtnegative Konstante

sind. Offenbar erflillen diese beiden Ordnungen die obige Ver-




trdglichkeitsbedingung (1). Eine Aktion heisst Minimax-
'lbzw; Bayes-optimal, falls sie A-bzw. B-optimal ist. Ist
uuuzess.sup{lu(w)l.l.u)éﬁ} oder ful= ‘2 o, s
u€ WMQ,R) = {u € F(Q,R)|u messbar}, paéng begteht das
Auffinden einer in diesem Sinn optimalen Aktion in dem

folgenden Minimum-Norm-Problem

Bestimme min fJul

(2)
bez.x;GXO‘ = {M(.,x)h<GXO} '

in QLR .
Wir behandeln nun etwas eingehender die Konsequenzen des
in Satz 4.1 betrachteten Falls. Es seien dazu X und Z
normierte Riume, K3#RxZ eine konvexe, algebraisch offene
oder abgeschlossene Teilmenge von RxZ (normiert durch
I(r,2)| = x| + ||z} ), die 6g,, als inneren Punkt ent-
hdlt. Nach Satz 4.1 und der Bemerkung danach ist dann das
Minkowskifunktional wvon K eine'bis auf einen positiven
Faktor eindeutig bestimmbte Skala der durch o={AK|A>0} er-
zeugten Ordnung auf RxZ. Ferner ist m stetig und konvex,
und es gibt ein >0 mit m((r,z))<uli(r,z)}.
Es zeigt sich nun, dass das Optimierungsproblem (2) im
wesentlichen konvex ist, denn es ist, falls Xo konvex 1st,

wegen der Konvexitdt von x»M(.,x) dquivalent zum Problem

Bestimme min fjull

(3)
bez. u€X1={u € Ti(a,R) |u;uoe X, '},

ber die Endlichkeit der rechten Seiten der Implikationen
in (A) und (B) gilt das

Lemma 5.1. Sind die Zufallsgrdssen ||Al, o], llcll veschrinkt
im wesentlichen bzw. p-fach integrierbar (p31), dann ist
Hg(.)ﬂw bzw. Hx—(.)ﬂpé R fiir alle x €X .

Beweis. Zundchst impliziert die Stetigkeit von m die

Messbarkeit von x(.). Die Behauptung folgt dann aus der
Ungleichung '
0 <x() = m((c(w)x,A(w)x-b(w)) <
< wlixl Ao + e (w)lf Y+ ()] 3.
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Wif'geben nun eine hinreichende Bedingung flir die Existenz

|einer LOsung von (3), wozu die Retrachtung von (2) genlgt.

Satz 5.1. Ist X, €X eine kompakte Menge und sind nat, ol ,
;ﬂc“ beschrinkt im wesentlichen bzw. p-fach integrierbar
:(pal), dann existiert eine A-bzw. B-optimale Aktion.
iBeweis. Nach Lemma 5.1 ist X,' eine Teilmenge des normier-
|ten Raumes £= £° = {u € M(2,R) |u beschriankt im wesentlichen}

bzw. = &P. Ferner folgt aus

ilM(w,x)~M(w,y)|

Im(e(w,x))-m(e(w,y)) |
pliCe(w) (x=y),A(w) (x=y) |
b=yl Cle () + Ao,

dass xPM(.,x) eine stetige Abbildung von X in & ist. Damit

IN

ist dann XO' als stetiges Bild einer kompakten Menge eben-
falls kompakt. Da das Zielfunktional von (2) stetig ist,

hat es auf XO' ein Minimum.

Eine optimale Aktion ist von zweifelhaftem Wert, wenn sie
nicht zulédssig ist: _

Def. 5.2. Eine Aktion X, heisst zuldssig, wenn kein X €X
existiert, derart dass (X(.),Xo(.)) €p und X(w)<xo(w) fir

‘mindestens ein w €Q.
Wir zeigen dazu den

Satz 5.2. Ist P(A b
b 3
Teilmenge Q von L(X,Z)xZxX" und ist X eine Bayes(K1>O)~

C)(Q)>O fiir jede nichtleere offene

n
~opti le A i 11 . = | . i
optimale Aktion mit HXO( ) péle"yo( )"p €R (siehe
Lemma 5.1), dann ist X zuldssig.

Beweis. Flr ein beliebiges x €X_ und mit wZ(A,b,c)GL(X,Z)XZXX*

ist M(.,x) : o » m((cx,Ax-b)) eine stetige Abbildung
von L(X,Z)XZXX* in R. Ist nun X, nicht zuldssig, dann
existiert ein XGIXO mit (M(.,x),M(.,xo)) €p und M(w,x)<
< M(w,x,) fir ein wOEZL(X,Z)XZXX*. Daher ist IM(.,x)[€R

“und es gibt ein €>0, so dass M(w,x)<M(w,Xe)- 1 s

n = M(wo,xo)—M(mo,x), flir alle w mit ﬂw—woﬂ<e. Daraus

folgt dann mit @I = P(A,b,c)




-

%o COf =l =

n : |
iE Klf(M(w,xo)—M(w,x)dn(m)+p§2Kp(HM(.,XO)Hp ~ HM(-,X>ﬂp )

n
2Ky 3 H{wi"w—woﬂ<€} > 0,

also X, >X, was ein Widerspruch zur Optimalitdt von X ist.

§ 6. Randomisierte Aktionen

Steht man wiederholt vor derselben Entscheidungssituation,
so kann man sich fragen, ob es nicht geeigneter wire, statt
stets dieselbe (optimale) Aktion xé)&)zu verwenden, einen

Zufallsmechanismus (Strategie)
b€0 = {¢|d ist ein W-Mass auf @X mit ¢(X )=1}

(XO wird als messbar vorausgesetzt) zu benilitzen. Wir wer-

den im folgenden zeigen, dass in einem wichtigen Fall dazu

‘keln Grund besteht, was vor allem im Hinblick auf die Be-

stimmung optimaler Strategien von grosser Bedeutung ist.

Zur Behandlung dieses Problems benttigen wir zundchst die

folgenden Hilfss&tze:

‘Lemma 6.1. Es seien X und Z normierte Riume. Werden die

Produktalgebren #By»8 @, und &,9 QL(X,Z)@J &, von der

(Norm)Topologie des entsprechenden Raumes erzeugt, dann

'ist (falls m wie in § 5 definiert ist)

M (w,x) » m((c(w)x,Alw)x-b(w))), (w,x) & QxX
messbar. ’

Beweis. Zundchst sind die Abbildungen

Sy ¢ (wyx) » (x,c(w)) } (w,x) € QXX
S2 D (w,x) » (x,A(w),b(w))
messbar. Ferner zeigt eine leichte Rechnung, dass die
vOperatoren
T1 : (x,¢) » ex (X,C)GXXX*
T2 : (x,A,b) » Ax-D (x,A,b) € XxL(X,Z)xZ

stetig und daher (wegen der obigen Voraussetzung) mess-
bar sind. Die Behauptung folgt jetzt .aus der Darstellung

-y Q
M = mo(Tloul,TgoS2).
Der folgende Hilfssatz gibt eine hinreichende Bedingung

fliir das Bestehen der im obigen Lemma bendtigten Voraus-
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setzung.

' ' . * .
S Lemma 6.2. Sind X,X ,L(X,Z),Z separable normierte Riume,
®33X¢:~ bzw. '

dann wird die Produktalgebra ﬁy

c alial . ¥#
?3X® BL(X,Z)g (BZ vom System der offenen Mengen in XxX
bzw. in XxL(X,Z)xZ erzeugt.

Beweis. Wir flihren.den Beweis flir E::&&@ %&g. Nach De~
finition der Produktalgebra wird & von der Basis '

= € » T ' 1 1 =
Q {Q1XQ2|Q16fﬁX,Q2 @X#} der Produkttopologie in R

= Xxx (normiert durch H(X,x*)"=max{”xﬂ,uxﬁﬂ}) erzeugt.
Ist U CX bzw. U*C X" eine (nach Voraussetzung existieren-
de) abzihlbare und in X bzw. in x* dichte Menge, dann

ist UXU" eine solche in R. Damit ist dann @':{S((u,u*),ﬂl
(u,u¥) € UXU*,e rational}, S((u,u®),e)={(x,x¥)€& XXX%]
“(x—u,x*—u*)n<s} eine abzidhlbare Basis der Topologie in
R, woraus m(Q'):)ﬁﬁ folgt. Anderseits gilt wegen

S((u,u*),8)=u(u,e)XS(u%,s) die Inklusion ®'C @. Die Be-
hauptung folgt jetzt aus §U G'R) Chka') cB=01(a) C OHI( ﬁ’R)'

Bemefkung. Sind X und Z endlichdimensionale normierte
Riume, dann ist die Voraussetzung des obigen Lemmas er-
fillit.

Wir kommen nun zur Behandlung der zu Beginn dieses Ab-
schnitts gestellten Frage. Es seien dazu X,X*,L(X,Z),Z
separable normierte Riume. Damit ist dann wegen der Hilfs-
‘sdtze 6.2 und 6.1 die oben definierte Abbildung M zu-
sammen mit ihren Potenzen MP messbar. Wir definieren
jetzt die Ordnung auf & durch
b <=> r(¢)sr(y),

wobei r($) = 3 « (fMpd(P®¢)%f

p=1 P -
Ist €4 das Einpunktmass in x, dann»gilt der

_ n
Satz 6.1. Ist x  Losung des Problems min{ x ()= Zleﬂx(.)“
p:

){éXb}, dann gilt e, & ¢ fir alle ¢ €2,
o
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Beweis. Zundchst gilt nach Fubini
4
n —
- p +Y\P
r(0) = I kp(f 6 M0, 0dP()de ()T,
ferner folgt aus der Ungleichung von Jensen
. 4 : 4
p s Y3 p ¥
kg (16 MP (0, )P (w) 3ap (x) F % fx (f MP (0,x)dP(0))Fd(x).

Damit ist dann wegen ¢(Xo) = 1

n
r(¢) > 2ok fxCoHlf dae(x)
p=1 p P

i ISR ETICS I ENOS] I r(e, ).

(o]
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II.Erzeugung von Ordnungen durch lineare Programme

- § 1. Einfihrung

Unter einem linearen Programm (LP) verstehen wir ein Quin-
éupel (Y,Z,Y+,M,s), wobel Y und Z lineare Réume, Y ein
Kegel in Y, M : Y=—= 7 ein linearer Operator und s : Y—=R
ein lineares Funktional sind. Die Abbildung m : Z—e R,

inf{sy|My=z,y €Y.}, z€MY,

‘m(z) = m (z) =
» (Y:Z>Y+:M:S) 400 3 Z$MY+

heisse Wert des Programms (Y,Z,Y+,M,s).
Es seien nun X und Z topologische Vektorriume, X+ ein Ke-
~gel in X und
%%
(A,b,c) : (R, 01,P) —= L(X,2)xZxX
(céjxk+ P-fast sicher) ein stochastisches Programm. Im

zwelstufigen Modell der stochastischen Optimierung wird
die Ordnung in X,CX, durch

XXy <¢=» Sm(e(w,x)dP(w) < Sm(e(w,y))dP(w)

definiert, wobei m((r,z)) = |r|l+q(z), (r,z) €RxZ und q der
Wert eines LP (Y,Z,Y+,M,s) ist. Setzt man leﬁzxz, Y1+ =
B2+XY+, Mi(tl’t2’y) = (tl,t25My) und Sl(ti’t2’y)

t1+t2+sy, (tl,tg,y)<EY1, so ist m offenbar der Wert von
(Yl,BxZ,Y1+,M1,sl). |

Wir untersuchen daher im folgenden den Wert m eines LP
(Y,RXZ,Y+,M,S); dabeil wird zunichst gezeigt, dass m un-
ter gewissen Bedingungen die Nutzenfunktion einer Ord-
nung in RxZ ist.

§ 2, Der Wert eines linearen Programms als Nutzenfunktion
Es sei.(Y,W,Y+,M,s), W=RxZ ein LP mit der Eigenschaft
(V) MY, = W, s ist positiv

Der Wert m dieses Programms hat dann die Eigenschaften




19

Lemma 2.1: a) Ogm<e, b) m(6)=0, c) m(Aw)=im(w) fir alle

WEW und A20, d) m(wi+w2)<m(w1)+m(w2) fir alle wl,w2€VL

Beweis: Klar.
Wir betrachten nun die Menge
K= {wéW/m(w) < 1}

Es gilt das

Lemma 2.2. K ist eine konvexe, algebraisch offene Menge
mit 6 €K, '

Beweis. Aus Lemma 2.1 folgt sofort die Konvexitdt von K
und 6 €K. Es sei nun p €K und w €W. Fir u=max{1,m(w),m(-w)}
und € = l:%iRl, ist dann p+tw €K fiir alle |t|<e, d.h.

p €X" und damit KT = X.
Die Bedeutung der Menge K liegt im folgenden

Lemma 2.3. m ist das Minkowskifunktional QK von K.

Beweis. Da nach Lemma 2.2, 86153 existiert das Minkows-

kifunktional von K und es gilt flir ein weéWw

Qy ()

1"
i

inf{x>0] % &K}

T inf{k>0lm6¥0< 1} =

inf{A>O|m(w)<A} = m(w),

d.h. m = Q.

Es folgt jetzt der

Satz 2.2. Ist m¥0 der Wert eines Programms (Y,w,Y+;M,s)
mit der Eigenschaft (V), dann ist m Nutzenfunktion der
durch o={AK[A>0}, K={w|m(w)<1} erzeugten Ordnung in W.

Beweis. Nach Lemma 2.2 und 2.3 ist m das Minkowski-
funktional der konvexen und algebraisch offenen Menge XK.
Da noch 6 €K und (nach Voraussetzung) Ki3W, folgt die Be-
hauptung aus I, Satz 4.1.

Im obigen Satz wird die Voraussetzung (V) gemacht; im
folgenden Abschnitt geben wir daflir notwendige und hin-
reichende Bedingungen.
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~§ 3. Lineare Programme mit der Eigenschaft (V)

Wir zitieren zunichst zweil Aussagen Uber die Existenz po-

sitiver linearer Funktionale:

Sétz 3.1. Ist Y ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum
mit einem Kegel Y , dann existiert ein yﬁ?eY*+,_y*# 6%

~genau dann, wenn Y+ nicht dicht in Y ist.

Beweis: Peressini. Ordered Topological Vector Spaces.

‘Satz 3.2. Ist Y ein normierter Raum mit einem abgeschlos-
senen Kegel Y+, dann existiert fiir jedes y 6Y+,y%6 ein
3ﬁ&GY*+ mit y%(y)>o. Ist Y zusétzlich separabel, dann
gibt es ein SG’Y*+ mit sy>0 fir alle y €Y, yie.

Bewels: Krasnoselskii, Positive solutions of operator
equations. '

Wir machen nun einige Bemerkungen zum ersten Teil von (V):

Satz 3.3. Es seien Y und Z lineare Riume, Y ein‘Kegel in

Y und e eine Ordnungseinheit in Y. Ist M : ; - 7 ein
surjektiver linearer Operator mit e €Kern(M), dann gilt
MY+ = Z.

Beweis. Es sei z €Z. Nach Voraussetzung existiert ein

y €Y mit My = z. Da Y+ eine Ordnungseinheit enthdlt, hat
man die Darstellung Y=¥q = Y5 mit.yl,y2 €Y _, ferner
existiert ein a0 mit aezy,. Flir § = y + ae ist dann

My = z und y36.

Bemerkung. Sind Y,Z endlichdimensionale Rdume und ist Y+
der positive Orthant von Y, dann ergeben sich aus dem obi-
gen Satz im wesentlichen die Sitze 2 und 3 von § 5 in [11].

Ist Z, ein Kegel in einem linearen Raum Z mit Z, -7, =Z,
. ' 2

so ldsst sich leicht ein LP mit der Eigenschaft (V) kon-

struieren:

Satz 3.4. Ist Z ein linearer Raum, Z, ein Kegel in Z mit

+
Z,~%, = Z und sind 54:5, zwel positive lineare Funktionale
auf 7, dann ist (ZXZ,Z,Z+XZ+,M,S) mit M(zl,zg):zl4zz,

_s(zl,zg)=sl-z1 t 8,525, (zi,z2)6Y=ZXZ ein LP mit der Eigen-
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schaft (V). Ist Z ein Vektorverband, dann gilt flr den
Wert m dieses Programms

4+

n(z) = s,z + s,z , z€Z.

1 2 ,
Beweis. Der erste Tell des Satzes ist klar. Es sei nun
7z €7. Ist y = (Zl’z2) eine beliebige LOsung flr z, d.h.
ist f = 2472, +?
z2;z (minimale Dekomposition von z in einem Vektorver-

band)

-z, mit Z4s%5 €7 dann gilt wegen zizz+ und

Z + S

woraus die Behauptung folgt.

Wir suchen jetzt eine Charakterisierung fiir LP mit der
Eigenschaft (V). Dazu betrachten wir zunichst den Fall
endlichdimensionaler Riume. |

Es sei also (Y,Z,Y+,M,s) ein LP mit Y:Bn, 7=R" und Y, =
=Bm+ (positiver Orthant von mm), das (V) erfiillt. Ist

wie in § 2 m der Wert des obigen Programms und K =

= {z €Z|m(z)<1}, dann gilt (zundchst noch allgemein)
K ={z €Z|inf{sy|My=z, y26} < 1}
={z|es existiert ein y26 mit My=z und sy<1}

={My |y>86, sy<i}.

Es seil nun {el,...,en} die durch ej5 = Sij(Kroneckersym—

bol) definierte natlirliche Basis von Y; wir setzen noch
1

se.>0, i=1,...,n voraus. Mit k.= Me., i=1,...,n und
1 2 3 b 1 1 5 3 3

kO:eZ folgt dann

n ' n
C{.z: a.ki|uia0, ;51,...,n,ﬂ.§ a.€1} = conV{ko,k e

conv(M) = konvexe Hille der Menge M



n .
L o.s ul

. n .
K2 {z: aiki]aizo, i=1,...,n, %3

i=z=1 i

= u conv{ko,k Sk}

12 2%y

Nun ist P = conv{kO,ki,.n.,kn} eine konvexe Mengelugd we-
, €PT. Da-
her existiert das Minkowskifunktional von P (und von uP),

~gen Lemma 2.2 und den obigen Inklusionen gilt ©

und es ist
Qp > Qg > Qp , O<us<l.

Wegen m = QK (Lemma 2.3) und QuP = QP folgt daraus

g

%QP >m 2 QP

und damit ,
Im—QPI = m"QP < (% - 1)QP

flir alle u, O<p<l, was m:QP impliziert. Der Wert eines LP
@®",R",R", ,M,s) mit der Eigenschaft (V) ist demnach das
Minkowskifunktional eines konvexen Polyeders P in R™ mit

8 €PT. Wir zeigen die Umkehrung:

Es seil dazu P =.conv{k1,.o;;kn} ein konvexes Polyeder in
7z = R™ mit © GPl, ferner Y = R” und Y+ = Bn+. Ist dann
{ei,...,en} wieder die natlirliche Basis VOH'Y, so wird
durch Mei = ki und se, = 1, i=1,...,n ein linearer Opera-
tor M : Y—e 7 mit MY = 2 und ein positives lineares

Funktional s : Y= R definiert; denn zunidchst hat jedes

z €7 eine Darstellung z‘z'kjglaikj mit A>0 und a;320,
n .- - —
. = 'ﬁ P = M 1 Tz B
igial 1. Daraus folgt aber z My mit J (Aal,...}kan)EY+

Dass s positiv ist, ist klar. Wie oben zeigt man dann wie-
der m = QP. Zusammenfassend gilt der

Satz 3.5. Ist Y, Z je ein endlichdimensionaler Raum und
Y, der positive Orthant von Y in bezug auf eine Basis in
Y, dann ist jedem programm (Y,Z,Y+,M,s) mit der Eigenschaft
(V) und sy>0, y €Y _,

GZ ept zugeordnet und umgekehrt, derart dass der Wert m

y+6 ein konvexes Polyeder P in Z mit

dieses Programms das Minkowskifunktional von P ist.
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Bevor wir uns abschliessend mit dem allgemeinen Fall be-

-.fassen, zeigen wir im folgenden Satz, dass Minkowski-

funktionale gewisser konvexer Mengen in Z durch Werte 1i-

" nearer Programme approximiert werden kénnen:

Satz 3.6. Ist Z = E” und R eine kompakte konvexe Menge in
Z mit O<Eﬁ,'dann gilt Q = 11m LI wobel QR das Minkowski-
funktional von R und T dar "Wert eines LP (Y Z,Yn+,Mn,sn)

mit der Eigenschaft (V) ist.

Bewels. Nach Valentine, Konvexe Mengen existiert zu je-
dem A, O<A<1l, ein konvexes Polyeder Pl-mit AR CPX(:R. Da
o) .
6 €P, > gilt
’ 1
woraus
- 1
IQPA Qpl < (- 1y
folgt. Ist deshalb {A } eine Folge mit 0<) <1 und Aﬁ+1,
| dann gilt:
Qo = lim Q

Die Behauptung folgt nun aus

Wir behandeln jetzt die oben
rung von Satz 3.5

Es sei dazu Z ein beliebiger
vexe Teilmenge von Z mit QZ
von P mit conv(P)

P = {, Zlulb £,%5

ein linearer Raum Y mit dimY

|uizO

epr,

= P. Da 0€P, gilt
n

’iZ a.<1,

angekiindigte Verallgemeine-

linearer Raum und P eine kon-

ferner B eine Teilmenge

b, €B,
4

n €lN}. Nun existiert

= card(B), es sei 33={ei[i€I}

~eine Basis von Y. Wir indizieren die Elemente von B der-

art, dass B = {b,|i €I}. Durch Me; = b,, se., = 1 werden
zwel lineare Abbildungen M Y= 7 und s Y-eR definiert.
' n
Mit Y = { ¥ a.e. |a.30, 1 €I, nelN} ist s positiv und
+ =1 J 1.'7]

es gilt MY

ten Programms (Y,Z,Y+,M,s) und K =

~gilt nach Lemma 2.3 m = Q

= 7. J Ist m w1eder der Wert des so definier-

{z €7Z|m(z)<1}, dann

Ferner erhdlt man

-
K= {My|lyey,, sy<i}
C {Mylyey, -sysi) =

0 v
R = Inneres von R



»&‘E"ﬁ,‘&uii.if};ﬁv% ot ¥ e B s L e

= {igiaibilaiao,iglaiél, b.€B, n€N} = P

und fir p, O<p<l wieder pP CK, woraus dann wie oben m:QP
folgt. Damit gilt der .

Satz 3.7. Jedem LP (Y,Z,Y+,M,s) mit dgr Eigenschaft (V) ‘
ist elne konvexe Menge P €Z mit GZ ept zugeordnet und um-
~gekehrt, derart dass der Wert dieses Programms das Min-
kowskifunktional von P ist. '

Nach Satz 2.2 ist der Wert eines LP mit der Eigenéchaft
(V) Nutzenfunktion einer gewissen Ordnung. Da in Kapitel I
zumindest messbare Nutzenfunktionen bendtight werden, be-

handeln wir im folgenden

§ 4. Stetigkeitsaussagen lber Werte linearer Programme

Es seien Y und Z normierte R&ume und Y, ein abgeschlos-
sener Kegel in Y. Ferner sei M&€L(Y,Z) mit MY+ = . Z und
sseY*+, s#ﬁ* (siehe Satz 3.2). Ist m der Wert des Programms
(Y,2,Y,,M,s), dann definieren wir wieder K = {z €Z|m(z)<1}.
Da m das Minkowskifunktional von K ist, liegt der Schlis-
sel unseres Problems im

Lemma 4.1. Es sei Z ein normierter Raum und K eine kon-
vexe Teilmenge von Z. Ist o, €k, dann ist das l\ilinkowski-f
funktional QK von K stetig; ferner ist QK(z)s aﬁzﬂ, z€7Z,
wobei p eine Zahl mit p>0 und S(6,p)={z| izl <p}€K ist.

Beweis: Kdthe, Topologische lineare R&ume.

Nach § 3 gilt
K = {My|y30, sy<1}

1
D {Myly=6, fivli< =i }.

Flir ein r mit O<r<-—l— folgt daraus

sl
KD {Mylyz6, fylsr} = r {My|yz6, {yl<1}
Sind Y und Z Banachrédume, dann ist M wegen MY = MY = 2
und MEL(Y,Z) eine offene Abbildung (open mapping theorem).

Nun ist aber {y|y208, y < ﬁéﬁ} i.a. keine offene Menge




(in Y), so dass dieses Theorem hier i.a. keine Aussage

-liefert. Eine Aussage lisst sich dagegen filir den Fall,
dass {My|yz0,{ylls 1} abgeschlossen ist machen. Es gilt
ndmlich der: folgende

Satz 4.1. Es sei Y ein normierter - Z ein Banachraum, Y_
ein abgeschlossener Kegel in Y und (Y,Z,Y+,M,s) ein Pro-
gramm mit der Eigenschaft (V) und MEL(Y,Z), s€Y¥ . Ist
{My|y26,llylis 1} eine abgeschlossene Teilmenge von Z,
dann ist der Wert m des Programms stetig.

Beweis. Nach Lemma 4.1 haben wir nur zu zeigen, dass 0,
innerer Punkt von K = {z|m(z) < 1} ist. Wir betrachten
dazu die abgeschlossene MengemB = {yly=0,lylls 1} . Aus

U nB =y folgt 2 = MY K6 = U nMB. Da MB nach Voraus-
n=1 L t n=1

setzung eine abgeschlossene Teilmenge eines Banachraumes

Z ist, 1&dsst sich nun der folgende Hilfssatz anwenden:

Lemma 4.2. Ist Z ein vollstdndiger metrischer Raum und

{An} eine Folge abgeschlossener Teilmengen von Z mit

Z = é?% An’ so exilstiert ein ng, , derart dass Ano
eine offene Teilmenge (von Z) enthilt.

Beweis: Bonic, Linear Functional Analysis.

Wire nun MB eine absolutkonvexe Menge, so erhielten wir
aus dem obigen Satz die Existenz eilner Kugelumgebung von
GZ in einem nOMB und damit auch in MB. Da dies i.a. nicht
der Fall ist, suchen wir eine geeignete absolutkonvexe
Teilmenge von MB. Dazu stellen wir zunichst einige Eigen-
schaften von A = MB zusammen: A ist konvex und (nach Vor-
aussetzung) abgeschlossen, enthilt BZ und es gilt é§1nA:Z;

ferner ist Az €A fir jedes z €A und |A|<p mit einem ge-
wissen p, 0<pgl. Die ersten vier Eigenschaften sind klar.
Wir zeigen die letzte. Da A konvex ist und 92 enthilt,
gilt Az €A fir jedes z €A und X mit O<A<l. Zu -z § O,
existiert wegen (V) ein y26, y 36 mit My = -z. Ist fQylisi,
dann erfillt p ={yll, im andern Fall p :'E%E die obige Be-

dingung. Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die
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Eigenschaften von
A, =z EAlrz €A flir alle X mit |A[<1}.

Zundchst liegt GZ in A1 und A1 ist konvex, denn sind Z5
Z 0 GAl und o,B20, o+B=1, dann folgt wegen der Konvexitit

von A

)\(oczl‘+ 822> = adz, +BAz, €A, Ix|<1,
also az, + 822 €A1‘ A1 ist kreisfdrmig: Es sel dazu z@Al,
ferner, u- eine feste Zahl mit |ul<1; fir ||l gilt dann

A(uz) = (Au)z €A,
also uz eAi. Da die Menge A1 konvex und kreisférmig ist,

1
Es gibt also eine Folge {zn} mit zn&!H.und z, > % Flir

ein festes A mit |i[<1 gilt dann Xz €A und Az~ Az, WO~

ist sie absolutkonvex. A, ist abgeschlossen: Es seil z@%ﬁl.

raus Xz € A und damit =z EA1 folgt, da A abgeschlossen ist.

Schliesslich ist LJi nA1 = Z. Es sel dazu z €Z; wegen
n= '

JginA = 7 existiert ein. n€W und ein a €A mit z = na. Nach

dem Obigen gibt es nun ein r, O<rgl mit pa €A fir alle u,
lu|sr. Fir a, = ra ergibt sich ra, = (rr)a €A fir alle
|x]<1, also a, €A . Damit gilt dann z = na = %alén'A

mit n'€WN und n' = g. Da Z vollsténdig ist, existiert1

nun nach Lemma 4.2 ein n,, SO dass nOA1 eine offene Menge
von Z enthilt, womit auchVA1 eine offene Menge von Z, also
eine gewisse Kugel S(a',p), a’é!ﬁjp>0 enthdlt. Da A, ab-
solutkonvex ist, gilt S(-a',p) t:’ZA1 und daher S(ez,p) CA1°
Daraus folgt aber, dass 6, innerer Punkt von A und damit
von K ist.

Flir endlichdimensionale RHume liefert Satz 4.1 das folgen-
de

Korollar 4.1. Es seien Y und Z endlichdimensionale R&ume
und Y¥ ein beliebiger abgeschlossener Kegel in Y. Erfillt
das Programm (Y,Z3Y+,M,s) die Bedingung (V), dann ist sein
Wert stetig.

Beweis. Zundchst ist B = {y|y26,fyllci} eine kompakte
Menge in Y. Als stetiges Bild von B ist auch

M = abgeschlossene Hiille von M



¥

!
My | y20, [ylls1) kompakt , also abgeschlossen in Z. Die
~.Behauptung folgt jetzt aus Satz 4.1.

Abschliessend zeigen wir noch den

éatz 4.2, Ist Z ein normierter Vektorverband (d.h. aus
0 ¢ x <y folg fxff <« flvyll ) und sind d; und d, zwei Ele-

2
mente aus Z*, dann ist (siehe Satz 3.4) m(z) = dlz+ +
d, z  ein stetiges Funktional und es gilt [m(z)| < (ﬂdlﬂ +
ﬁd bz 4.

Beweis. Da Z ein normierter Vektorverband ist, sind

+ —
zZ * 27z und z > 2z ‘
stetige Operartoren, was die Stetigkeit von m impliziert

Aus Bz¥ < Qzfluna lz"l < lzll folgt dann der zweite Teil
der Behauptung.

i
o
s
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III.Die Differenzierbarkeit der Zielfunktion bei Bayeé—Kriterien

§ 1. Einfiihrung

Es seien X und Z normierte Riume, XO ;ine Teilmeﬁge von X

und (A,b,c) : (2,01,P) =t L(X,2)x2xX (H(A,b,c)U=lal+]oll+lcl)
ein normintegrierbares stochastisches Programm. Ferner seil

die Nutzenfunktion der Ordnung in B = {(c(w)x,A(w)x-b(w))]
wEN, x:GXZ} das Minkowskifunktional Q= Q einer konvexen
Teilmenge K von W = RxZ ( lr, z)“—lr|+ﬂzﬂ) mit 0 €K
Orientiert sich der Entscheidende am Bayeskrlterlum, dann
steht man nach I, § 5 (im einfachsten Fall) vor dem Opti-
mierungsproblem

Bestimme
min f(x) = EQ@CX,Ax-bﬂ
bez. x €X . (1)

Die Lbsuhg von (1) wird in vielen F#llen erleichert, wenn
man weiss, dass f zumindest Gateaux(G)-differenzierbar
ist:

Def. 1.1. Es seien X und Z lineare Riume. Der Operator

T : X~ 7 heisét.G—differenzierbar im Punkt x €X, falls
fiir jedes h€X der Grenzwert

§T(x,h) = lim —{T(x+th) -Tx }
£-0

existiert.

§ 2. Die Géteaux—Differenzierbarkeit der Zielfunktion f

Da nach unseren Voraussetzungen K = {w €W|Q(w)g1}, kdnnen
wir Wegen QK = QK'die Menge K als abgeschlossen voraus-
s€tzen. Ist nun x ein festes und y ein beliebiges Ele-
ment von X, dann gilt.

Lir(xrey) - 200} =

= glat(e()xtte(w)y A(w)x-b(w) +tA(w)y))~Q( (e w)x,Alw)x-

-b(w))}dP(w).

Ex = /x(w)dP(w)



Wir missen daher Q auf dile G-Differenzierbarkeit an der

0
~Stelle (c(w)x,A(w)x~b(w)) untersuchen. Aus 6W €K folgt
das

Lemma 2.1. Flr beliebige w,h €W existiert der Grenzwert

Tw,n) = lin L{a@u+th) - Q(u)}
£>0
und es gilt
a) 1t(w,h) & Q(h) |
b) T‘(w,h1 + ) < T(W,hl) + T(w,h2)
c) t(w,ah) ,au(w,h) flir az0
d) -t(w,-h) < t(w,h)

oQ(w) fir o €R

i

e) T1(w,oaw)
Beweils: Dunford-Schwartz, Linear Operators I.

Mit Hilfe von T ergibt sich nun das folgende Kriterium
‘Lemma 2.2. Q ist in w genau dann G-differenzierbar, falls
fir jedes h €W die Gleichung -t(w,-h) = 1(w,h) gilt.

Bewelis: Dunford-Schwartz, Linear Operators I.

Die folgende Definition ermdglicht eine Verbindung zwi-
schen der Struktur des Randes 9K von K und der G-Differen-
zierbarkeit von Q = Qg*

Def. 2.1. Es sei W ein topologischer Vektorraum, A eine
Teilmenge von W. Ein W’ GVV heisst tangentlal zu A in

a €3K, wenn ein c€R existiert, so dass w (a) = ¢ und
w®(w) < ¢ flir alle w €A.

Es gilt nun das

Lemma 2.3. Es sel K eine abgeschlossene und konvexe Teil-

menge des lokalkonvexen topologischen Vektorraumes W mit
ew.@xz Das Minkowskifunktional QK von K ist dann und. nur
dann in w € 0K G- dlfferen21erbar, wenn in w genau ein zu
K tangentiales w*e W existiert.

Bewels: Dunford-Schwartz, Linear Operators I.
Aus Lemma 2.1. und 2.2 folgt nun das

Korollar 2.1. Ist QK in w G-differenzierbar, dann ist
*
(SQK(W, ) EW




Beweis. Die Additivit&t und Homogenitit von 6Q(w,.) er-
gibt sich wegen 8Q(w,h) = 1(w,h) (Lemma 2.2) aus (b) und
.(c) von Lemma 2.1; die Beschridnktheit folgt aus |8Q(w,h)|=
=|t(w,h)| = 1(w,sgnt(w,h)h) & Q(sgnt(w,h)h)s iﬁhg , wobei

p >0 und 5(8,,p0) CK. >

Wir setzen in diesem Fall 8Q(w,.) = gradQ(w) = VQ(w).Of-
fenbar ist flir w € 93K (Q(w) = 1) VQ(w) tangential zu K.

Nach diesen Vorbereitungen bendtigen wir nun eine Abschitzung
fir den Differentialquotienten %{Q(w+th) - Q(w)}. Da Q

subadditiv ist und S(ew,p)CK,p>O,A gilt flr W sWs EW
1 :
woraus
1 . 11 1
[lQCurth) - QG < 157 Sfenl = Slnd
folgt. Mit w = (c(w)x,A(w)x—b(w)) und h = (c(w)y,Alw)y)

- gilt daher
15{al(c(@)xrte(w)y,A(w)x-b(w) +tA(w)¥)) = Q((e(w)x,A(w)x-

Cp(@] € Ly, ay s HyliCie @+ aw]) .

Da der Betrag des Differentialquotienten demnach durch eine in-
tegrierbare Zufallsvariable majorisiert wird, gilt der
Satz 2.1. Ist (A,b,c) : (9, M,P)=w¢»L(X,Z)XZXX* ein norm-

integrierbares stochastisches Programm und NX' = {weq Q
O
ist in (c(w)xO,A(w)xo—b(w)) nicht G-differenzierbar} eine

P-Nullmenge, dann ist f(x) = EQ((cx,Ax—b)),;céX'in‘xo
G-differenzierbar.

- Beweis. Es sei'{tn}eine beliebige Folge mit tn#O und t -0.

Fiir jedes feste “)éNk und y €X gilt dann gn(w)i-%*{Q((c(w)xo+

(6] n
+§nc(w)y,A(w)Xo-b(w)+tnA(w)y))— Q((C(w)XO,A(w)xo-b(w)))} -

> VQ((e(w)x ,A(w)x ~b(w))) (c(w)y,A(w)y).
Da ferner Jgnl < %ﬂyn(HAﬂ+ﬂcﬂ) flir alle n€WlN und nach Vor-
aussetzung P(NX ) = O, ergibt sich aus dem Konvergenzsatz .

o)
von Lebesgue die Existenz einer integrierbaren Zufallsgrés-

se g mit g(w) = VQ((c(w)xO,A(w)xo—b(w)))(c(w)y,A(w)y) f.s.
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und flg_ - g|dP » 0. Wegen der Ungleichung

g - gl

o1 _ I
: {tn{f(xo+tny) f(xo)} Eg n

= |Eg, - Eg| < E

ist £ in X G~differenzierbar,:und es gilt
§£(xy,y) = JvQ((e(w)x ,A(w)x ~b(w))) (c(w)y,Alw)y)dF(w).

Im Anschluss an Satz 2.1 erhalten wir noch das

Korollar 2.2. Gf(xo,.) ist ein Element von X .

Beweis. Zunichst ist dieses Funktional sicher additiv und
homogen; die Stetigkeit folgt mit w:(c(w)xo,A(w)xo-b(w))

und h=(c(w)y,A(w)y) aus _ ,
[VQ((e(w)x ,A(w)x -b(w))) (c(w)y,A(w)y)| = [t(w,h)][<
s 290 Che (@) l+ha(wl) .

Abschliessend untersuchen wir die in Satz 2.1 definierte
Menge NX

§ 3. Eigenschaften der Menge N = {wen|qQ ist in

(c(w)x,A(w)x=-b(w)) nicht G-differenzierbar}

Zur Untersuchung dieser Menge (flir festes x €X) betrach-
ten wir

A = {weéW|Q ist in w nicht G-differenzierbar)}

: - -1 : T -

Offenbar gilt NX = (ex,Ax-b) “(A) und damit P(hx) =
P(cx,Ax—b)(A)’ falls A eine messbare Tellmenge von W

ist. Es gilt nun zunichst das

Lemma 3.1. Ist Z ein separabler Raum, dann ist A messbar.

Bewels. Nach § 2 liegt ein w €W genau dann in A , falls

mindestens ein h €W existiert, so dass t(w,h)} -t(w,-h).

Wir betrachten deshalb die durch s : (w,h) » 1(w,h),

(w,h) € WxW definierte Abbildung. Es sei'{tn} eine Folge
. . 1

mit t >0 und t _-0. Mit sn((w,h))= E;{Q<W+tnh> - Qlw)} ,

(w,h) €WxW gilt dann s = lim 5, (punktweise). Wir zeigen,
n-—-oo .

dass s messbar ist: Nach Lemma 6.2 von Kapitel I wird

die Produktalgebra @wﬁ 33w wegen der Separabilitdt von W



N
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(R und Z sind separabel) vom System der offenen Mengen in
 WxW erzeugt; daher folgt aus der Stetigkeilt der S, deren
Messbarkeit und damit auch die Messbarkeit von s. Wird
g: WxW —»R durch o((w,h)) = 1(w,h) =1t(w,~h) definiert,
dann ist A = 0—1{0} eine messbare Teilmenge von WxW, wo-
raus fir h €W die Messbarkeit des "h-Schnittes" {w € W]
(w,h) €A} von A folgt. Es sei nun {wn} eine (wegen der Se-
parabilitdt von W existierende) Folge mit {Wn} = W. Da
die Gleichung t(w,h) = - t(w,~h) genau dann flr alle h €W
gilt, wenn sie flr alle W gilt, ergibt sich

Kompl(A) = (Y {wew|o((w,h)) = O} =

hew

5l

'-hf;\l{we WIO((w,wn)) = 0} =

[ee]

{w€W|(w,w_)€A} = (YA " (w_~Schnitt)
n=1 n n=1 n

oder o
A .

"n
1K_ompl(A )

2
n=

woraus die Behauptung folgt.
Es gilt nun der

® .
Satz 3.1. Es sel (A,b,c) : (Q,01,P) e L(X,Z)xZxX ein
normintegrierbares stochastisches Programm, wobel Z ein
separabler Raum ist. Ist jede Hyperebene in L(X,Z)XZXX*

eine P -Nullmenge und liegt A in der Vereinigung von
(A,b,c) 1gul

abz8dhlbar vielen Hyperebenen von W = RxZ, dann ist NX flir
jedes x €X eine P-Nullmenge.

Bewe%s. Nach dem obigen Lemma ist A messbar, ferner gilt

A C%EﬁHn mit Hn={w<EWlwg§(w) = ¢}, wobel wgéé w¥ una
(%1€E{ist. Wir defini;ren nun fir ein festes x €X den Ope-
rator T_ : L(X,Z2)*xZXX" == W durch TX(A,b,c):(cx,Ax—b).'

Da Tx linear und stetig ist, ist (w;?oTX)—l{cn} flir je-
des n €N eine Hyperebene in L(X,Z)XZXX% und somit nach
Voraussetzung eine P -Nullmenge. Daher gilt

' (A:bogoc> ’

P(N) P(cx,Ax—b)(A) $ ngiP(cx,Ax-b)(Hn> B

- - _
- nglp(A,b,c)(wn OTX) {Cn}) =0
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~Im Fall ehdlichdimensionaler‘euklidscher R&ume folgt aus

.dem cobigen Satz der

Satz 3.2. Es sei X=E", Z=E™ und (A,b,c) : (R, 00,P)—eL(X,Z)x
xZxX* ein normintegrierbares stochastisches Progfamm mit
éiner in bezug auf das Lebesgue-Mass in L(X,Z)XZXX* abso-

- lut stetigen Verteilung P(A,b,c)‘ Ist die Nutzenfunktion

der Ordnung in € = {(c(w)x,A(w)x-b(w))|w EQ,xEIXo(:X} der
Wert m eines LP (EU,W,E“+,M,S) mit der Eigenschaft (V),

dann ist' die Zielfunktion f(x) = Em((cx,Ax-Db)) des Optimie-

rungsproblems (1) von § 1 G-differenzierbar.

Beweis. Nach II, § 3 und § 4 ist m das Minkowskifunktional
eines abgeschlossenen und konvexen Polyeders P = conV{ko,

0
kl""’ku} in W mit 6, €P. Da P beschrédnkt ist, gilt m(w)=

= 0 genau dann, wenn w = 6 ist. Daher liegt ein w # 6 ge-

. nau dann in A, falls ;ﬁ%n-mréAl = {w€dP|Q ist in w nicht
G-differenzierbar}. Nun liegen diejenigen Randpunkte von

P in denen Q nicht G-differenzierbar ist, in denen also
nach Lemma 2.3 mehr als eine zu P tangentiale Hyperebene
existiert, in der Vereinigung aller (endlich vielen) unter-
einander méglichen Durchschnitte D einer gewissen endlichen
Anzahl von Hyperebenen in W. Nach dem Obigen liegt daher
wE€A in einer der endlich Vie¥en Bw und einen der Durch-
schnitte D enthaltenden Hyperebene von W. Die Behauptung
folgt jetzt aus Satz 3.1.
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" Bezelchnungen

Es sei X ein linearer Raum; mit 6=6X bezeichnen wir das Null-
element von X. Ist M eine Teilmenge von X, dann heisst p&M
éin algebraisch innerer Punkt von M, falls zu jedem x € X
ein >0 existiert, so dass p+tx €M fir alle |t|<e. Ein Punkt
p €X heisst algebraischer Randpunkt von M,falls p weder al-
gebraisch innerer Punkt von M noch vom Komplement von M ist.
Das algebraisch Innere M™ von M ist die Menge aller alge-
braisch inperen Punkte von M, M heisst algebraisch offen,
wenn M = Ml.'Die algebraische Hille M* von M ist die Verei-
nigung von mt mit der Menge der algebraischen Randpunkte

: &, Ist
K eine konvexe Teilmenge von X mit GXéEKl, dann nennen wir
das Funktional QK(X) = inf{k>0|§ €K}, x €X das Minkowski=-
funktional von K. Es sei X, CX ein Kegel in X, d.h. eine
Teilmenge von X mit X + X, :'{X+y]x,y€X+}CX+, aX, = {ax|
X€X+}CX+ fir alle 030 und X+ﬁ(-X+) = {GX}. Existiert be-
zliglich der durch xzy <==> x—yé)&_definierten Halbordnung
in X flir jedes Paar (x,y) € XxX die Elemente sup{x,y} und
inf{x,y}, dann heisst X ein Vektorverband, wir setzen dann
xt = sup{x,ex} und x_ = (-x)7. Eine Ordnungseinheit von X
ist ein Element e €X, , derart dass zu jedem x €X ein a0

mit ocezx existiert. Ein Funktional f : X —e R heisst posi-

von M, M heisst algebraisch abgeschlossen, wenn M = M

tiv, falls £(x)20 fiir alle xzeXE'Es sei X und Z je ein to-
pologischer Vektorraum; mit X bzw. L(X,Z) bezeichnen wir
die Menge aller linearen stetigen Funktionale ¥ 1 X —— R
bzw. Operatoren A : X=—=7; sind X,Z normiért, dann ist
lall = sup{llaxf|#ixl=1}. Ist X, ein Kegel in X, dann ist X*+
die Menge aller positiven Elemente von x¥. Mit‘@k bzw. 33X
bezeichnen wir das System der offenen Mengen in X bzw. die
von ﬁixlin X erzeugte o-Algebra der Borelmengen. Die Mess-
barkeit einer Abbildung auf bzw. in einem(n) topologischen
Raum bezieht sich immer auf die entsprechende c-Algebra
der Borelmengen.
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