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Effiziente Berechnung spezieller Funktionen

mittels asymptotischer Entwicklungen

und Eliminationsprozeduren

In der vorliegenden Arbeit soll eine Methode zur Approximation
von Funktionen vorgestellt werden, die sich grundsitzlich von

den iblichen Approximationsverfahren (polynomiale & rationale
Approximation, Spline-Methoden) unterscheidet; sie ist anwend-
bar auf eine groBe Zahl von Funktionen, z.B. auf die Logarithmus-

funktion, auf arcus- und area-Funktionen sowie auf elliptische
Integrale erster Art.
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0. Einleitung

it
Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Konstruktion spezieller
@symptotischer Entwicklungen sowie deren Anwendung auf die

Approximation von Funktionen auf einem reellen Intervall. Es

&

handelt sich dabei nicht um die normalerweise vorliegenden Ent-
nut. ¢ L v
wicklungen "flir groBSes Argument" (d.h. fiir |x|»= ), sondern um
ampli-. x )

eine spezielle Art der Konvergenz einer Funktionenfolge {Gn(x)}n
N -

€N
agbén eine vorgegebene Funktion f(x), also asymptotische Betrach-

tungen fiir n-o .
Das spezielle, noch zu definierende Konvergenzverhalten von
{cn(x)}nEIN macht es méglich, aus dieser Folge durch lineare

Eliminationsverfahren neue, schneller konvergente Folgen zu

konstruieren.

ﬁefinitionen und Ausfilihrungen des ersten Kapitels diéser Arbeit
wurden weitgehend ﬁbernommen von G.Meinardus, der als erster
asymptotiéche Systeme und Entwicklungen in dieser Form
definierte ([91 ,I[10, S.156£ff1). Dabei handelt es sich im wesent-
licheﬁ um eine verallgemeinerte und gleichzeitig vereinheitlichte
Darstellung verschiedener &lterer Verfahren, etwa der "Extra-
polation vom RICHARDSON-Typ" oder des ROMBERG-Verfahrens; einen
guten Uberblick iber diese "Extrapolationsverfahren" gibt

D.C.Joyce [7].

Al

Ein Problem bei der Anwendung der im ersten Kapitel eingefiihrten
Methode auf die Approximation wvon Funktionen besteht darin,
Funktionenfolgen {on(x)}nElN zu finden, die in geeigneter Weise
gegen die Funktion f(x) konvergieren. Wir schlagen daher in

Kapitel 2 ein Verfahren vor, mit dem solche Folgen konstruiert




werden kdnnen. Ansdtze hierflir findet man schon bei H.Rutis-
hauser [12] wund A.Hurwitz [6], der in dieser 1911 verdffent-
lichten Arbeit bereits eine liberraschend modern anmutende Dar-
étellung gibt. Er geht allerdings nicht auf das spezielle
Konvergenzverhalten der Folgen {cn(x)} ein und zeigt auch nicht

Anwendungsmdglichkeiten in der Fiille, wie wir das tun werden.

Unser Verfahren ist anwendbar zur Approximation von Funktionen,
die auf dem betrachteten Intervall umkehrbar sind; wir behandeln

als Beispiele den Logarithmus sowie arcus-Funktionen.

Besonders effizient ist es, wenn die Umkehrfunktion der zu

approximierenden Funktion ein algebraisches Additionstheorem

besitzt. Dies flihrt im dritten Kapitel zur Betrachtung der
gré8ten Klasse von Funktionen dieser Art, den elliptischen

(speziell Jacobi’s elliptische Funktionen), und den elliptischen

Idégralen erster Art als deren Umkehrfunktionen.

Um dem Leser die wesentlichen Eigenschaften dieser Funktionen
wieder ins Geddchtnis zu rufen, ist die Darstellung dérselben
etwas ausfihrlicher, als dies filir die Anwendung unseres Ver-
fahrens notwendig wire.

Kapitel 3 beinhaltet ebenfalls einen (numerischen) Vergleich
unseres Verfahrens mit dem z.Zt. sehr aktuellen AGM—Verfahren
zur Approximation von elliptischen Integralen erster Art (vgl.
[21, [31, [13]). Es zeigt sich, daB fiir FehlergrtBen bis etwa

1020, wie sie fiir numerische Approximationen normalerweise

ausreichend sind, unser asymptotisches Verfahren (in Verbindung




mit. der Eliminationsprozedur) schneller zum Ziel fiihrt als die
AGM-Methode, deren quadratische Konvergenz erst bei grdBeren

Genauigkeiten zum Tragen kommt.

?ie Approximierparkeit des elliptischen Integrals F(x,k)

LY Y - i.
zptz;n wWir ansé;;ieﬁend aus, um seine Umkehrfunktion, den sinus
;;;izlldinis sn?;,k) mittels der NEWTON-Iteration zur Berech-
g;;; der inverseh Funktioh zu approximieren. Die NEWTON-Iteration
;:t hier effizient anwendbar, da die Ableitung des elliptischen’

Integrals,

‘332 F(x,k) = \/<1 - x2) (1 - k2x2)

elementar berechenbar ist. Auch hier geben wir ein numerisches

Beispiel.

Die somit gezeigte Approximierbarkeit von sn(x,k) , einer der
elliptischen Funktionen Jacobi’s, benutzen wir schlieflich dazu,

um die (zumindest theoretische) Berechenbarkeit beliebiger ellip-

tischer Funktionen mit der vorgestellten Methode zu zeigen.




1. Asymptotische Systeme und asymptotische Entwicklungen

Im folgenden werden wir die fiir diese Arbeit zentralen Begriffe
"asymptotisches System" und "asymptotische Entwicklung" definieren
und erldutern sowie damit zusammenhdngende lineare Eliminations-

prozeduren einfilhren. Man vergleiche hierzu G.Meinardus ([91 ,[10]).

ﬁefinition 1.1:

() (u) ) , uelN'

heift asymptotisches System, wenn flir alle uélN die folgenden

Aussagen gelten:

1. vn(p) # O fiir alle n€mN ,

2. v, " = ¢1)  fir n-e,

3. vn(“+1) =d(|vn(“)|) fiir n-ew.

b) Es sei I ein reelles Intervall und S = {Gn(X)}nem eine
Folge auf I definierter Funktionen. Die Folge S Dbesitzt eine

asymptotische Entwicklung der Ordnung m+1 nach dem as. System 'V,

wenn es von n unabhidngige (auf I definierte) Funktionen f(x)

und cu(x) , 1=1(1)m+1 gibt, so daB

m \
o (x) = £(x) + 3 e v gy ™2y, (1)
u=0 v

fiir alle x€1I.




Es.gilt darin also fiir alle x€T1I:

1 Ou L7
lim o _(x) = f(x)
nooo 1

¢ !
Wir wollen nun die beiden am hiufigsten vorkommenden asympto-

tischen Systeme darstellen und daran aufzeigen, wie das spezielle
Auch ¢ AN .

Konvergenzverhalten (1) der Folge S dazu benutzt werden kann,
Eliai-

im jeweiligen Fall durch lineare Eliminationsverfahren neue

Folgen zu konstruieren, die mit wachsendem n rascher gegen

f(x) konvergieren.

1.1. Geometrische asymptotische Systeme

Es seien A], A2’ ... komplexe Zahlen mit

1 > |A1[ > [A2[ >ev >0

.
’

Ein asymptotisches System heiBt geometrisches as. System

G = G(l1,A2, ..), wenn fir alle u gilt:

Besitzt die Folge {on(x)}ne also eine as. Entwicklung nach

N

einem geometrischen as. System, so hat (1) die Form

m
- —_ n n
o (%) = £(x) + %;g Curr (XA g 0%1Am+2|)

fir noe

(2)




Durch Elimination des c1—Terms kann man eine rascher konver-
gente Folge konstruieren:

Lemma_1.2: Die Folge {on(x)}nelN besitze auf I die as.

Entwicklung (2) mit m>2. Dann besitzt die Folge {oé1)(x)}

néN

definiert durch

(1)

(x) := On(.X) + -,]——:—T— (0'n+.] (x) - Gn(x)) r.

fur alle x€I die as. Entwicklung

o) = £ + 5 o Deoad s g,
=1

|
fir n-e .

Sie konvergiert also schneller gegen f(x) als on(x) (falls
c,(x) * 0).

Beispiele hierzu findet man in ([91,[10]).

1.2. Logarithmische asymptotische Systeme

Es seien 01, 02, .o komplexe Zahlen mit

< < o] < - e a .
0] Re 01 Re 5

Ein asymptotisches System heiBt logarithmisches as. System

L = L(p1,p2, ...), wenn fiir alle wn gilt:

(4)




Besitzt die Folge {on(x)} also eine Entwicklung nach einem

ne N

logarithmischen as. System, so hat (1) die Form

m -p -Re p
on(x)_;‘ = f(x) + > C o1 (x)*n w1 O(n m+2) (5)
u=0 '

a

fir noe .

Auch die Konveré@hz der durch (5) gegebenen Folge kann durch

max
Elimination des c1—Terms beschleunigt werden, etwa durch die

Vorschrift

031)(x) := on(x) + (X) - on(X))- (6)

T

A
Da das Verfahren (6) -aber fiir groBRe n numerisch instabil ist,
‘'verwandelt man meist (5) in eine Entwicklung nach einem geome-

trischen as. System; hierzuwdhlt man zwei natilirliche Zahlen n

und % mit 222 und definiert die Folge {yi(x)}iém durch
v. (x) 1= o . (x) fir i€ W, xX€1I
i i
2 ~n0 :

{yi(x)}ieIN besitzt eine as. Entwicklung nach dem geometrischen

System G(& P4, 27P2, . .)

Fir den hadufigsten Fall, ndmlich 2:=2 und no:=1 , mit dem wir
uns im folgenden beschéftigen’werden, wollen wir noch die asymp-
totische Entwicklung von yi(x) sowie die Elimination (3) explizit

angeben; da man die vorschrift natilirlich wiederholt anwenden kann,

formulieren wir das Verfahren (3) in iterativer Form.




 Lemma_1.3: Die Folge {yi(x)}

L€ besitze eine as. Entwicklung

nach dem geometrischen System G(2_m ’ 2_01, e o)

Dann besitzen die nach der Vorschrift

v{% 060 =y 0 i=0(1)
» o (k=1) . (k=1)

S S ¥ R ¢ S L TR LT
1

2Pk - g i=0(1)

gebildeten Folgen {yi(k)(x)}ie'N eine Entwicklung nach dem

geometrischen System G(2 Pxt, 27Peva ) g gilt

.

(k) (x) = f(x) + Zm c (X).z-—i-pu+1 + d(z—i.Re pm+2)
Vi e

Das Lemma folgt direkt aus den vorhergehenden Erlduterungen;

(7) ist die auf diesen Fall iibertragene iterative Formulierung

von (3).

Bemerkung 1.4: In der numerischen Praxis gibt man einen maxi-

malen Index kmax vor, so daB die Indexvorschrift in (7) lautet:

k=1(1)k und 1i=0(1)k -k ; die Ergebnisse werden in Schema-
max max

Form notiert:




Cas . YéO)(X)

nac | yé1)(x)

AnT Ao st ' .

o . » - v max) () (8)
EEIE : v )
max
die y]£0)/ (x)
max

0

Der Wert ,y(kmax)(x) dient dann als Approximation an f(x)

Wie bereits erwdhnt, wurden asymptotische Systeme in der hier
verwendeten Form erstmals von G.Meinardus eingefﬁhrt; als
Spezialfdlle enthalten sind zahlreiche numerische Verfahren,

die meist als “Extrapolationsverfahren" bezeichnet werden, etwa
die RICHARDSON-Extrapolation oder das erste iterative Verfahren,
die ROMBERG-Integration. Einen guten Uberblick iiber diese "Extra-

polationsverfahren" sowie eine umfangreiche Literaturliste findet

man

bei D.C.Joyce [7].




2. Gewinnung asymptotischer Entwicklungen

Obwohl es viele Beispiele fiir as. Entwicklungen der obigen Art
gibt, fehlt es doch an allgemeinen Verfahren zur Konstruktion
geeigneter Folgen {on(x)} mit dem gewinschten Konvergenzver-
halten.

Ih folgenden werden wir ein solches Verfahren vorschlagen; wir

beginnen mit einem illustrativen Beispiel.

2.1. Ein Beispiel: arcsin(x)

Die folgende Konstruktion ist eine Verallgemeinerung eines sehr
alten, bereits auf Archimedes zurilickgehenden Verfahrens zur

Berechnung von Tn . Man vergleiche hierzu etwa [7),0(9]1,[101,115].

Es sei x€[-1,1] gegeben; wir wollen eine as. Entwicklung fir
f(x) = arcsin(x) konstruieren.

In diesem Spezialfall kennen wir explizit die Taylor-Entwicklung

von £ 1(x) = sin(x) , es gilt
- *® -1\ H
f 1(X) = x + E %—)m-T quulr‘l . (9)
u=1 :

Fir n=1(1)e definieren wir nun

0 (x) = nesin (é,zgg&(z)_) ; | (10)
aufgrund von (9) gilt
o Cc (x)
o_(x) = arcsin(x) + Y n=1(1)w (11)
n 2v




Pgﬁ_bedeutet nun. aber gerade, daB on(x) eine as. Entwicklung

nach dem logarithmischen System L(2,4,...) besitzt.

Auf den ersten Blick macht die Approximation von arcsin(x) durch
unce = : e

(10): nicht viel Sinn, da man die Funktionen arcsin(x) und sin(x)
ja hierflir bereits auswerten miifte; gliicklicherweise kann jedoch

die Teilfolge {Ogi(x)}i€ N die nach Kapitel 1 eine Entwicklung

nach einem geometrischen as. System besitzt, rekursiv berechnet
fval.

werden:
Lemma_2.1:  Es sei x€[-1,1]; man definiere
Yo = X
. (12)
_ V2 ¥y :
y; := l i=1(1)=
7I
Yi_
[\
\2 —
Dann gilt
vy o=y (%) = 0,5 (x) 1=0 (1)
Das Lemma folgt sofort aus (10) und der Halbwinkelformel des

Sinus (s. [1], zZf. 4.3)




2.2, Asymptotische Entwicklungen fiir beliebige umkehrbare

Funktionen

Wir wollen nun flir beliebige Funktionen f(x) , die auf einem
reellen Intervall def Form [-a,a] definiert und dort umkehrbar
sind, asymptotische Entwicklungen konstruieren. Zu diesem Zweck
werden wir das in obigem Beispiel erkennbare Prinzip ver-

allgemeinern.

Gegeben sei das Intervall ‘I:=[-a,a] mit a>0 und eine Funktion
f, die I bijektiv auf [B,y] abbildet; f besitze eine fiir

alle x€I konvergente Potenzreihenentwicklung der Form
= v
f(x) = 3;1 a X mit a; # 0

Aufgrund der Bijektivitdt von f existiert eine auf [B,¥]
definierte Umkehrfunktion f_1, die eine Potenzreihenentwicklung

der Form

£l y) = 5 b y" (13)
u=1

besitzt (wegen £(0) = O ist O€[p,y] ).

An der Identitdt

[~} oo u
X = E_ bu- (E_ avxv)
n=1 v=1

erkennt man, daB die Koeffizienten bu rekursiv berechenbar sind,
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a
_ 1 __ 2
2. by = 3 ’ by = 3
L, 1 a1
und allgemein : (14)
Auicy .o Z
bnte o 1 iq i
- . .a M
bu 2u—1 Z: Yi]...i a] au
e T W :

1

(vgl. [14]1, s.160) .

Diese Uberlegungen sind Grundlage fiir den folgenden (Haupt—)Satz,

Uber eine Mdglichkeit zur Gewinnung asymptotischer Entwicklungen.

Satz 2.2: Mit den obigen Bezeichnungen und Voraussetzungen

besitzen die Funktionen oh(x) , definiert durch
o (x) = neagef ! (5151) n=1(1)e (15)
\n

eine as. Entwicklung nach dem logarithmischen System L(1,2, ...)

mit beliebigem m.

Der Beweis ergibt sich durch formales Ausrechnen von on(x)

On(x) n

n-a1-f_1 <£iﬁl>




Bemerkung 2.3: Besitzt die Taylor-Entwicklung von f_1 ‘nur
ungerade Potenzen von x , so haben die nach (15) definierten
on(x) eine as. Entwicklung nach dem System L(2,4,...) , so z.B.
in Abschnitt 2.1. .

Eine Entwicklung nach dem Systém L(2,4,...) kann aber auéh andern-

- falls gewonnen werden, und zwar durch die Definition:

n-+a |
o_(x) := ! {f—1 (————f(X)) - ¢! (——f(X)>}
n 2 n -n

Wie wir oben flir arcsin(x) =zeigten, kann die Folge {cn(x)}

(oder eine Teilfolge, z.B. {czi(x)} ) hdufig rekursiv berechnet
und somit sinnvoll zur Approximation von f benutzt werden, vgl. -
die folgenden Beispiele und Kapitel 3 (das erste Element der Folge,
d](x) , 1st gerade der Linearteil der Téylorreihe von f und

kann somit immer explizit angegeben werden)

Bemerkung 2.4: Die vorangegangenen Uberlegungen einschlieBlich
Satz 2.2 kdbénnen auch fiir den komplexen Fall formuliert werden;

die hierzu ndtigen S&tze liber die Umkehrung von Potenzreihen _

findet man etwa in [4,S.135ff] oder [6,S.159ff].




2.3 Weitere Beispiele

. o T
2.3.1. f(x) := arctan(x) = > (=1) x2U+1
—= 2u+1
u=0
Aufgrund der Beziehung £(x) = < - f(l) genligt es, das
AUty . 2 X
Intervall [-1,1] 2zu betrachten. Es gilt dann [B,Y] = [- E,E] .
duru:i € JR o 4 4
on(x) ist definiert durch
o_(x) := n-tan (259522151>
n'> n
©_ ¢, x)
= arctan(x) + §=1 n2V n=1(1)e .

Mit Hilfe der Halbwinkelformel des Tangens [1, Zf.4.3] erhalten

wir die Rekursionsformel

yo 1= X
2+y._.
y, := i1 i=1(1)e (16)
i 51
Yi-1
1 + 1 + 9
_ 2
und wiederum ist
y; = y;(x) = ozi(x)

Elh kleines numerisches Beispiel hierzu: Approximation von
arctan(1) = 7 = 0-78539381633974483... mittels der Rekursion (16)

und der Elimination (7).




Die erste Spalte von Tabelle I zeigt in der i-ten Reihe den
Absolutbetrag des Fehlers von Yy (beginnend mit i=0). Die folgen-

dén Spalten zeigen die Fehler von yik) in Form des Schemas (8).

i \ 0 1 2 3 4 5 6 7
0
0.21E 00
. 0. 14E-01
0.43E-01 0.22E-03
R 0.67E-03 0.88E-06
0. 10E-01 0.26F-05 0.86E-09
0. 40E-04 0.26E-08 0.21E-12
3 0.25E-02 0.39E-07 0.63E-12 0.13E-16
‘ 0.24E-05 0.95E-11 0.38E-16 0.208-21
0.63E-03 0.60E-09 0.58E=15 0.59E-21
0.15E-06 0.36E-13 0.88E-20
3 0.16E-03 0.93E-11 0.56E-18
) 0.95E-08 0.14E-15
6 0.39E-04 0.14E-12
0.59E-09
’ 0.99E-05
Tabelle I
)
‘ o (_1)u+1 '
2.3.2. f(x) := log(l+x) = S L ¥
. =7 B

Es sei I:= [-a,a] mit O<oa<1 . Wir haben
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(oﬁ(x): ist somit definiert durch

Au T PR '

. . log (1¥x)\ _ o _ - :
Die 8. n14‘°n(x) : n s (exp < ~ 1) n=1(1)e . (17)
Aufgrund.der Funktionalgleichung von- exp k&nnen alle an(x)

durch elementare Operationen berechnet werden, es gilt

nend. - dre

p1 e

on(x) =' n ((1+x)

Satz 2.2 besagt in diesem Fail, daB

RRY o c, (x)
o (x) .= log(l+x) + Y _
n cv=] n

\Y

Durch die Transformation . t:=1+x erhalten wir

< §

o, = n-.(t" - 1.) , - (19)

eine weithin bekannte Formel zur Berechnung von 1log(t)

Nach Bemerkung 2.3 k&nnen wir nun noch die Funktionen

T (t) = % -(t% - t::%) (20)
'n T2 ' " : '
bilden, die eine Entwicklung nach dem as. System L(2,4, ...)

besitzen "‘(s. auch [10, s.170]) .

- 1) ; (18)




Als ndchstes wollen wir einen Vergleich durchfiihren zwischen

unserer‘Methode der Approximation durch Elimination, angewandt

auf (20) mit n = 2i » und polynomialer sowie rationaler Appro-

ximation mit gleichem Zihler- und Nennergrad. Dies soll beispiel-
1

haft an der Funktion 1log(x) auf dem.Intervall [Z’%] vor-

gefihrt werden,

Um einen ersten Eindruck zu gewinnen, betrachte man zunichst
Tabelle II ; Spalte 1 enthdlt die durch die Approximation zu

~ erreichende Genauigkeit ej = Z_j , Spalte 2 gipt den Index
kmax’ d.h. anschaulich die Anzahl der Spélten an, die das Eli-
minationsschema (8), angewandt auf (20), haben muB. In Spalte 3
wird der Grad des Approximationspolynoms, dessen Abﬁeichung erst-

mals aj unterschreitet, angegeben, in Spalte 4 entsprechend

der Zdhler- und Nennergrad der rationalen (n,n)-Approximation.

Tabelle II
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Um einen auséageféhigen Vergleich zu erhalten, muB man.nuh den
Aufwand bestimmen, den die jeweilige Methode erfordert:
ﬁie-Béredhnung der Werte der ersten Spalte nach (20) |,

b e » 1 .

) A
. #r -5
y, (x) = 2 1-(x‘ - x° ) i=0(1)k

—“

ﬁéngéigt .E‘ Quéﬂ%atwurzel—Operationen (x% = V£§:1) ’
sowie je (k + 1) Additionen, Divisionen und Shifts (=Division
durch eine Zweierpotenz). |
Ein Eliminationsvorgang (7) besteht aus einer Addition, einef

' Division und einem Shift, so daB wir den folgenden Gesamtaufwand

zZur Berechnung der Approximation yék) haben:
k L
jeweils k+1+> 3
J=1
= x+ 1+ B gnifes, additionen
und Divisionen
sowie , k Quadratwurzeln

Die Auswertung eines Polynoms n-ten Grades erfordert je n
Multiplikationen und Additionen, entsprechend die AusWertung
einer rationalen Funktion mit Z&hler- und Nennergrad n je  2n
Mulfiplikationen und Additionen sowie eine Division.

Um also etwa im obigeh Beispiel eine Genauigkeit von 2_]3

zu erhalten, muB8 man die folgenden Operationen dufchfﬁhren

(vgl. Tabelle II)




Iteration (20) mit 6 Shifts
Elimination (7) 6 Additionen
6 Divisionen
2 -Quadratwurzeln
Polynom-Approximation : 9 Additionen
Multiplikationen .
Rationale (n,n)- 6 - Additionen
Approximation : Multiplikationen ‘
1 Division

Zieht man-in Betracht, daB auf modernen Rechenanlagen das Aus-
werten einer Quadratwurzel kaum ldnger dauert als z.B. eine
Division, so sieht man, daB bereits bei dieser kleinen Genauig-

13 4) das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren

keit (2 ~ 10
mit den beiden klassischen vergleichbar ist, zumal man sich ja

vor Anwendung von (20) keinerlei Koeffizienten o.4. verschaffen

muB, im Gegensatz zu beiden anderen Verfahren, wo dies zumindest

im rationalen Fall hdufig Schwierigkeiten bereitet.

Nicht pur'gleichwertig, sondern deutlich vorteilhafter ist aas
Eliminationsverfahren bei hdheren Genauigkeiten: So hat z.B.
yé4) in obigem'Beispiel eine.AbWeichung von weniger als 10—22.
" Um einen Fehler dieser GrdBenordnung mit polynomialér Approximation
zu erreichen, muf man ein Polynom etwa 60-ten Grades (!) aus-
werten (Halbachsensumme der Regularititsellipse = %'(4 + V7)) ~

2.215), was -ganz abgesehen von numerischen Schwierigkeiten-

sehr aufwendig und speicherplatzintensiv ist.



§§9g%bt zahlreiche weitere Beispiele betreffend elementare
Funktionen, etwa area-Funktionen oder exp(x) ; wir .leiten diese
hier.nicht _explizit ab, sondern wenden uns einer Klasse von
hSheren transzendenten Fﬁnktionen zuz |

& 7,

Vil o : hea
3. Elliptische Funktionen und elliptische Integrale

-y N

2.2 ) " A
Die Methode (15) =zur Gewinnung asymptotischer Entwicklungen ist

besonders effizient, wenn die Funktion f-1 ein algebraisches

Additionstheorem besitzt.

Mit'Funktionen, die diese Eigenschaft haben, hat sich ausfiihrlich

K.WeierstraB beschiftigt [16]. Es gilt der

Satz_3.1 (K.WeierstraB): Es sei ¢(z) eine eindeutige analy-

tische Funktion, die ein algebraisches Additionstheorem besitzt.
Dann ist @ (z)

1. eine rationale Funktion von =z oder

2. eine rationale Funktion eines Arguments der Form

zgl-z) (= ¢ ist einfach periodisch) oder

exp(

3. eine elliptische Funktion (= ¢ ist doppelt-periodisch)

Auch die Umkehrung hiervon ist richtig: Eine Funktion, die zu
einer dieser drei Klassen gehdrt, besitzt ein algebraisches

Additionstheorem.

1. und 2. konnen als Spezialfall von 3. aufgefaBt werden; diesem

dritten Fall wenden wir uns nun zu.
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3.1. Eigenschaften elliptischer Funktionen und Integrale

Zunichst geben wir einen kurzen Uberblick_ﬁber die wichtigsten

Eigenschaften diéser Funktionen, der zwar etwas ausfiihrlicher
ﬂst, als es flir die anschlieBende Anwendung von Satz 2.2 ndtig
ware,‘jedoch natﬁrlich keinen tiefen Einblick in die Theorie der
elliptischen Funktionen geben kann. Hierfiir verweisen wir auf

die entsprechende Literatur ([1]1,[4],{61,[81,011]1,[141,[161,[171),

wo man auch die Beweise der nachfolgenden Aussagen findet.

Definition 3.2:

a) Eine Funktion ¢: € — ¢ heiBt.elliptisch, wenn gilt:

1. ¢ 1ist meromorph und

2. es gibt zwei von Null verschiedene komplexe Zahlen w

17 72
© :

mit 1 ¢ R, so daB
@2

w(z+w1) p(z) und

.w(z+w2)_ = @(z)

fiir alle zE€C€. w, und w, heifen primitive Perioden von «.

b) Es sei 2z, eine beliebige, aber fest gewdhlte komplexe Zahl;

die Menge

Pw(zo) :=  {2€Q; 2 =z + A1w1 + Azwz; OsA1,A2$1}

-heiBt Periodenparallelogramm von ¢ (bzgl. zo)
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Die. elementare Theorie (s. obige Literaturhinweise) besagt, daB
~eine elliptische Funktion ohne Pole eine Konstante ist (Liouville)
‘und daB dig, Residuensumme einer elliptischén Funktion ¢ in

jedem Periodenparallelogramm gleich Null ist. Daraus folgt, daBi
wn-p}gdestens zwe; Pole (mit Vielfachheit gezdhlt) in Pw(zo)

babgn muB. Die beiden eiﬁfachsten MSglichkeiten, diese Forderung
zu erfiillen, sind

1. ® hat genau einen Pol der Ordnung zwei in Pw(zo) (WeierstraB),

2. @ hat genau zwei einfache Pole in P,(z,) (Jacobi) .

Im folgenden werden wir uns mit Jacobi’s elliptischen Funktionen

beschdftigen, speziell mit dem sinus amplitudinis

Fiir reelle Zahlen o wund k , Osk <1 , bezeichnen wir mit x

& - o
X = de : (21)
'J1 - k2.8in2g
0]

das Integral

man = nennt die Funktion «a(x,k) , die man durch Umkehrung des
Integrals (21) erhilt, Amplitude von x ( am(x,k) ), und

definiert den sinus amplitudinis durch

sn(x,k) := sin(a) := sin am(x,k)

Es gilt sn(x,0) = sin(x) und sn(%,1) = tanh(x); der sinus ampli-

tudinis ist somit eine natlirliche Verallgemeinerung der trigono-

metrischen Funktionen, die in Kapitel 2 behandelt wurden.
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Unsere Definition von sn(x,k) gilt zunichst nur fiir x€ R, denn
mit diesem Fall werden wir uns ausschlieBlich befassen. Die
Funktion kann jedoch auf die ganze komplexe Ebene'fortgesetzt
werden (s. [11, S.17]).

Diese (fortgesetzte) Funktion sn(z,k) ist eine elliptische

Funktion; sie hat die primitiven Perioden w, = 4-K(k) und ’
Wy = Zi?K(k‘) und einfache Pole genau in den Punkten
Zoom T 2n-K(k) + (2m+1)-i-K(k,) , n,mEZ . ,
14 i
Dabei ist k! := 1 - k' und K(k) das vollstindige ellip-

tische Integral erster Art, definiert durch

1
K (k) i dt — ; (22)
\/(1 - £2) (1 - k2t?) :
o .

sn(z,k) hat also in jedem Periodenparallelogramm genau zwei

einfache Pole.

Als elliptische Funktion besitzt der sinus amplitudinis nach
Satz 3.1 ein algebraisches Additionstheorem (s. z.B. [1, Z2f.16.17]
oder [11, S.22]), aus dem man die folgende "Halbwinkel-Formel"

ableitet:

sni(g,k) = ) (23)
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3.2. Berechnung elliptischer Integrale erster Art

Aufgrund von (23) k&nnen wir nun Satz 2.2 sinnvoll auf sn(x,k)

-

anwenden und somit eine as. Entwicklung fiir die Umkehrfunktion

von sn(x,k) konstruieren (bei Anwendung des Satzes ist
Fivke o ’
1

sn(x,k) = £ (x) )

J R I

Diese Umkehrfunktion ist ihrerseits von gréftem Interesse, es

handelt sich um das elliptische Integral erster Art, definiert

durch

F(x,k) = _dt | (24)

V (1 - £2) (1 - k2t2)

(le. (22)). F(x,k) hat eine Reihenentwicklung der Form

F(x,k) = x + cx\)(k)-xzv+1 .

v=1

Nach Satz 2.2 wund Bemerkung 2.3 haben wir somit das folgende

Ergebnis :
Die Funktionen o = on(x,k) , definiert durch
F(x,k
o, 3= n-sn(—igL—l, k> n=1(1)e | | (25)

-

besitzen eine as. Entwicklung nach dem logarithmischen Syétem

L(2,4, ...), d.h.

o ‘ o CQ(X,k)v
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Mit Formel (23) ergibt dies den

Satz 3.3: Fir O0<€x<1 und O=ks1 sei
Yo = X |
N2 !
Y P EE T ,
o | 5ET (26)
y; = 20 | i=1(1)e
2!
k Yi-1
1+ /1 - = |
L 2
Dann ist
yl = Yl (Xlk) = Gzi(xrk)

mit cn(x,k) aus (25); dies bedeutet, daB Y eine as. Entwick- %

lung nach dem geometrischen System G(4—1, 4_2, ...) besitzt, also

o cv(x,k)

yi(x,k) = F(x,k) + z RV (27)
v=1 4
Bemerkung 3.4: Fir k = O lautet (26)

i

: 2" Nl
g = 22 oo [ (Yi-1) 2 Y5y |
. = - ) o ’
* V2 2"t L Y 51
| | i—1j E

d.h. lim y, {x,0) = arcsin(x) (vgl. (12)); dies ist ein neuer
joce T

Beweis daflir, daB sn{x,0) = sin(x) .
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Eine elementare Umformung zeigt, daB

Doy o%(x,k) = F2(x,k) +
G L v
cAus Stabilitdts~ und Schnelligkeitsgriinden sollte man daher die

Iteration

- (28)

benutzen, die ebenfalls eine as. Entwicklung nach dem System

L(2,4, ...) besitzt (mit Grenzwert F2(x,k)), jedoch in jedem

Schritt eine Quadratwurzel-Auswertung einspart.

' In der Praxis wendet man die Elimination (7) auf die ?i an und
: . : ~ (kmax)

zieht am Ende der Prozedur die Wurzel aus Yo .

Wieder ein kleines numerisches Beispiel: Approximation von

F(0.5,0.2) durch (28) und (7). Die Egebnisse zeigt Tabelle III

in Form von Schema (8); wir sehen die berechneten Werte ;£k)

fir k=0(1)5 wund 1=0(1)5-k. sz’é5) stimmt mit F2(0.5,0.2)
auf 17 Dezimalstellen i{iberein! Der resultierende Wert flir v
F(0.5,0.2) ist V§>) = 0.52450880529443994  (auf 17 Dezi-

malstellen genau) .




L (o] 1 2 3
0’.25000000000000000
.27482991447770532
1’.26862243585827899 - .27510887759559904
. +27509144240073068 <27510948648328087
2’.27347419076511776 .27510947696941084 -27570948681135072
.27510834980886833 .27510948682999108 -27510948683140070
3,.27469981004793069 .27510948667591951 L2751094R68314006%
.27510941562172881 .27510948683139514
~..27500701422827928 .27510948682896584
+275109482378511352
5‘.27508386534095496

Tabelle III

3.3. Numerischer~Vergleich mit der AGM-Methode

Die wohl &dlteste und zugleich bekannteste Methode zur numerischen
Berechnung (vollstidndiger) elliptischer Integrale ist die von
C.F.GauB entwickelte Methode des arithmetisch—-geometrischen Mittels

(AGM-Methode), die auf folgendem beruht (vgl. [11,[21,[31,[131) :

Es seien zwei reelle Zahlen a, b mit azb>0 gegeben; die durch

(a, + b)) (29)
V:O(])m

definierten Folgen {av} und {bv} konvergieren monoton gegen
einen gemeinsamen Grenzwert AGM(a,b). Diese Konvergenz ist quadra-

tisch, d.h. es gibt eine Zahl ¥y>0, so daB
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_ 2 .
b ) < Y(av bv) fiir alle v

- ' (av+1 - v+

9&;&Wert AGM(a,b) kann ausgedriickt werden durch das vollstan-

gigs elliptischg Integral erster Art
X
2

I(a,b) = de ' (30)

\/azcos(e) + b2sin(8)

das durch die Substitution t:=sin(6) auf die in (22) bzw. (24)

definierte Form

1. dt (31)

2 4
/(1 - £2)(1 - (1 - 25y.e2)
0 a? ,

I(a,b) =

gebracht werden kann.
Es gilt

Lt

AGM(a,b) = -z-*—my ) . (32)

Dies fassen wir zu einem Algorithmus zur Berechnung des vollstdn-
digen elliptischen Integrals erster Art K(k) = F(1,k) nach der

AGM-Methode zusammen:

1. setze a, = 1 ’ bO = 1 - k

2. v o= oyt
qy T % (av—1 * bv—1) , (33)
bv =V av—l'bv—11
Genauigkeit erreicht ? ?zin : g:

3. F(1,k) :=




Die Iterationsvorschrift des Verfahrens (33) ist sehr einfach;
wegen der quadratischen Konvergenz ist es daher allen anderen
Verfahren zur Berechnung vollstédndiger elliptischer Integrale

bzgl. des Verhdltnisses Genauigkeit/Schnelligkeit {iberlegen.

Anders ist das bei der Berechnung des Integrals F(x,k)
fir OsEx<1
Die Iteration (33) mufB hier folgendermaBen modifiziert werden

(s. auch [1, Zf.17.6])

i

1. setze a 1 , b = 1 - k2

O

9 _ = arcsin(x)

(o]
2. v =  y+1
_ 1 ‘
a, = 3 (av—1 * bv—T)
- = . 1
b := Va b _4

@ ist implizit definiert durch (34)

tan ((D - ) = ..bi\.):_‘]_. < tan (q-) ) .
v Py y—1 v—1" ,
dabei ist ©, SO zu wihlen, daB ¢ - @\)_1;- 0.

nein -» 2.

Genauigkeit erreicht ? .
ja - 3.

@,

3. F({x,k)
2V a

Vv
Dieser Algorithmus ist wegen der Tangens— bzw. Arcustangens-Opera-
tionen relativ aufwendig. Flir Genauigkeiten,wie sie etwa flr
(Micro-) Computer-Approximationen bendtigt werden, ist (34) daher

langsamer als unser Verfahren ((28) & (7))
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Tabelle IV zeigt die durchschnittliche CPU-Zeit (in msec), die

gie beiden Verfahren bendtigten, um F(x,k) mit der in Spalte 1
angegebenen Genauigkeit zu berechnen (auf der SIEMENS-Anlage der
Universitit Mannheim).

i o o

wort N

Zelt in msec

zu erreichende AGM-Verfahren (24f) Eliminations-
Genauigkeit . Verfahren (24)&(7)

10 ' 1.62 0.71
1074 1.98 1.02
10'6 2.30 1.46
1078 2.61 1.70

10 ' 3.02 2.18
107 3.23 2.66
107 3.39 2.98
10 3.47 3.10

10 3.62 3.46

10 3.81 3.92

Tabelle IV

An der Tabelle erkennt man, daB unser Eliminationsverfahren bis

=20

zu einer Genauigkeit von 10 dem AGM—-Verfahren zeitlich

Uberlegen ist.
Da auch andere Methoden, z.B. Potenzreihen-Auswertung, nicht
sehr effizient éind, kann das Eliminationsverfahren also durchaus

als geeignet 2zur praktischen Berechnung elliptischer Integrale

bezeichnet werden.




3.4. Berechnung von sn(x,k)

Wie wir oben sahen, kann das elliptische Integral erster Art

F(x,k) mit unserer Methode berechnet werden.-
F(x,k) hat die Ableitung

-1
F(x,k) = V (1 - x2)(1 - k?x?) ,

a_
dx

die durch elementare Operationen berechnet werden kann.

Daher ist es mdglich, das Newton-Verfahren zur Berechnung der

Umkehrfunktion zur Approximation von sn(x,k) anzuwenden.

Die Newton—Iteratioﬁ lautet in diesem Fall

fO = X
| (35)
£ = £ - \/(J — F2) (1 - k2£2) - (F(f ,k) - x)
v+1 ° v vt v v’
v=0(7)e
Fiir x€[0,1] konvergiert die Folge {£,} gegen sn (x,k) .
‘Mit Hilfe der Formel
. _ 2 71 - Lk2an? '
on(2x,k) = 2 sn(x,k)-V (1 sn? (x,k)) (1 - k2sn? (x,k)) (36)

1 - kZsn" (x,k)

k6bnnen wir, zumindest theoretisch, sn(x,k) flr beliebig groBes

X approximieren.

Der ganze Prozess mag bei dieser Schilderung etwas aufwendig wir-
ken, wie wir im ndchsten Beispiel jedoch sehen werden, ist er

das, vom zeitlichen Aspekt her, keineswegs.
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Numerisches Beispiel: Abbildung I =zeigt das Bild von

sn(x,k) im Bereich

B := {(x,k)€ R2; O=x=n, O=k <1} .

e

Fir die Zeichnung wurde mit der oben beschriebenen Methode der
Wert von sn(x,k) in den 231 diskreten Punkten (xv,kp) mit

X 1= vl v=0(1)20 , k :=

T ' _
v 36 p T fp ¢ w=0(MI0

auf 9 Dezimalstellen genau berechnet; filir die Berechnung von
F(f,k) wurde dabei die Iteration (28) und die Elimination (7)
mit kmax= 5 "benutzt. Die gesamte Rechenzeit betrug nur 0.78

CPU~-Sekunden (auf der SiEMENS-Anlage der Universitdt Mannheim),

'das‘sind im Durchschnitt weniger als 0.0035 CPU-Sekunden fiir

eine Auswertung von sn(x,k) !

sn(x,k)

Abbildung I




3.5. Beliebige elliptische Funktionen

Zu Beginn dieses Kapitels waren wir bei der Suche nach Funktioneﬁ
mit einem algebraischen Additionstheorem auf die élliptischen
»Funktionen getoBen. Die weiteren Untersuchungen bezogen sich auf
eine spezielle Funktion dieser Art, ndmlich sn(x,k) .

Dies ist natiirlich zun&chst. eine gewisse Einschrinkung, aber das
folgende Lemma wird zeigen, daB unsere Ergebnisse auf beliebige

~elliptische Funktionen {ibertragbar sind.

Lemma_3.5: Jede elliptische Funktion ¢ mit primitiven Perioden

© 4 und o kann als rationale Funktion von sn(z,kK) und

%E sn(z,k) dargestellt werden.

Beweis: Ein bekannter Satz von K.WeierstraB (z.B. [6, S.1721])

besagt, daB ¢ darstellbar ist in der Form
0(2) = Ri(gR(z) + L(2)Ry(gp(2) ; (37)

dabei sind R1 und R2 rationale Funktionen und 1Q(z) ist die

WeierstraB® sche 4R -Funktion

Man definiere die Zahlen e, » v=1,2,3 wie folgt:

S R R C

Dann ist




_36_

mit

u o= zeVe, - e,
und
\
e., - e
K i= ez _ e3
1 3

Zusammen mit (37) Dbeweist dies die Aussage.
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