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Eihleitung: Das sog. 3n+1-Problem, auch Collatz-Problem

oder Syracuse—Problem_genannt,'hat in der letzten Zeit
an Aktualitdt gewonnen. Eine Reihe von Ubersichts-

artikeln macht dies deutlich.

Die vorliegende Note stellt die Zusammenfassung einiger
Ideen dar, die im Zuge des Nachdenkens iber dieses
Problem entstanden sind. Die wesentliche Vermutung
~wird zwar nicht bewiesen, jedoch werden Beziehungen
zu einer Behandlung des Problems mit analytischen
Methoden aufgedeckt. Natiirlich liegen weitere Versuche !
vot, z.B. mit L-Reihen oder mit Summationsmethoden dem -
Problem ndherzukommen. Auch sind bereits viele Verall-

gemeinerungen bruchstilickhaft untersucht worden.

_Vielleicht kénnen die hier ein wenig ungeordnet auf-
geschriebenen Gedanken zu weiterer Beschéftigung mit

dieser Fragestellung anregen. i




§ 1. Problemstellung. Vermutungen.

Die Abbildung
T: N-N

sei'fﬁr neélN definiert durch

% flir gerades n,

t(n) = | (1) -

3n+1 fir ungerades n .

Offenbar gilt auch die Darstellung
1 n 1

T(n) = T (Tn+2)-(-1) (5n+2)j.. (2)

Wir interessieren uhs fir die Iterierten:

.11'(n) A=.T(n) ’
(3)

Im(n) = t(Tm_1(n)) fir m>2..

Gibt es zu einer natiirlichen %ahl n, eine natirliche

Zahl m

o! SO dag

1 (n.) = n
o
m _

o]

ist, und ist m  die kleinste natiirliche Zahl dieser

Art, so sagen wir, daB die Zahlen

no,11(no) roeee Tmo—1(no)




einen Zyklus der Lange m bilden. Zwei Zyklen} die

durch zyklische Permutationen auseinander hervorgehen,

werden als gleich betrachtet.

Offenbar bilden die Zahlen 1, 4, 2 beziliglich unserer

Abbildung T einen zyklus der L&nge 3:
1———%4

N/

Die folgenden beiden Vermutungen bestehen seit

lingerer Zeit:

‘Vermutuﬁg‘1: Die Abbildung T besitzt nur den

bbigen Zyklus.

Vermutung 2: Zu jeder natirlichen Zahl n gibt es eine

(kleinste) natirliche Zahl m(n) mit der

- Eigenschaft

)(n) =1 . | (4)

Tm(n

und' O m(27) = 111.




Ferﬁer ist
ky, _ .
m(27) = k flir keN.
Die Vermutung 2 besagt, daB die Iterierten einer beliebig
vorgegebenen Zahl n€lN stets in den Dreierzyklus (1, 4, 2)

einmiinden. Diese Vermutung ist mit Hilfe von Computerh

fiir alle n<3.10'2 bestitigt worden.

Zwei weitere Vermutungen sollen noch formuliert werden:

Vermutung 3: Es existiert eine positive Konstante vy,

. g0 daB fiir die in der Vermutung 2 eingefihrte

Zahl m(n) die Ungleichung

m(n)<y.log n , n>2 : (5)

besteht.

Offenbar nimmt der Quotient

m(n .
léa)n ' nzZ,
seinen kleinsten Wert, ndmlich 1%547 , flir n = 2k, k€N,

an (und nur fir diese n).




Vermutung 4: Der Quotient

. nimmt seinen grdBten Wert fir n = 27 an, d.h.

es gilt fir alle n>2 die Ungleichung

111
m(n)§T6§—§7 . log n. (6)

Rechnungen zeigen das Ph&dnomen, daB zwei aufeinander-

folgende Zahlen h&ufig den gleichen Wert m(n) besitzen.

- Beispiele:

Il
W
-

12-6-3>10-5>16-8-4-2-1 , d.h. m(12)
13-40-20-10-5-16-8-4-2-1 , d.h. m(13) = 9,
odei

14-7-22-511-34-17-52-26-13-40-20-10-5-16-8-4-2-1, .

d.h. m(14)

17,
15+46-23-70-35>106-53-160-80-40-20-10-5-16-8~4-2-1,

d.h. m(15) = 17.

Vermutung 5: Es gtbt unendlich viele Zahlen né€N

mit der Eigenschaft:

m(n) = m(n+1). (7)




§ 2. Elementare Eigenschaften der Iterierten.

Die Abbildung. v definiert auf'jeder der beiden Rest-
klassen modulo 2 ein Polynom vom Grad 1 in der

diskreten Variablen n. Fir die Iterierten T wird
damit eine analoge Eigenschaft auf den Restklassen

modulo 2m induziert.

" Satz 1: Zu jeder Zahl mEN gibt es eindeutig bestimmte

Zahlen am,vEN und bm,veNo , VEN , die nur von

der Restklasse v mod 2™ abhéidngen, so daB fir

alle n€EN die Darstellung

' 1 ‘ ) e _ S i
Tm(n) = ;ﬁ {am,v'n+bm,v} fir n _vv mod’ 2 (8)

gilt.
Es 1st stets

a =1,Db =0 - (9)

und fir v ¥ O mod 2

‘bm,vEN

sowile

O mod 2

ol
0

und

O mod 2.

o
]




Ferner besteht fiir m€N die Rekursion:

a - fir v

m, v = 0 mod 2,
2
Cmt,v | (10)
Sam,3v+1 fir v = 1 mod 2,
und
me'X fiir v = 0 mod 2,
5 ,
r : 2am,3\)+1 + 2bm,3v+1 Ffilr v = 1 mod 2.

Beweis: Wir flihren ihn mit Hilfe vollst&ndiger
Induktion nach der Iterationsordnung m. Fiir m = 1

ist nach (1) die Behauptung mit

offenbar richtig. Wir nehmen an, sie sei bereits

fir die Zahl m bewiesen. Ist

n = 0 mod 2m+1'
so ist
Tm+1(n) = T(Tm(n))
- (%)
= T P e B
m
_ =N
okl !
d.h. fir v = 0 und 2™ ist die Behauptung wahr.




Nun sei allgemein

n = v mod 2m+1.

Ist v gerade, so ist auch n gerade, und es folgt
‘n _ v _ m
5 = mod 27 .

Dann ergibt sich

a1 (1) = T (1)) = Tﬁ(§>

[3®)

Die Behauptung ist richtig mit

a =
m+1,v m,

m+1,v = m,v
2

Ist aber v ungerade, so ist auch_n ungerade, und
es folgt '

m-1

3n+1 3v+1 mod 2

3v+1 mod 2™ .




In dieéem Fall ergibt sich

rm+1(n) = Tm(r(n)) = rm(3n+1)

;ﬁ {am,3v+1(3n+1) + bm,3v+1f

-

: |
o {6am,3v+1 - B 23y 3y4q T 20

- 2 m,3v+1f

Die Behauptung ist richtig mit

am+1,v = 6am,3v+1 !
b1, v T %3m,3v+1 T 2Py 3y4q -
Die Eindeutigkeit der Zahlen a und b ist
v m, v m,v

offensichtlich. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Béi§pielé: Es ist

n ~ flir n=0 mod 4 ,
12(n) _ % . 6n+2 flir n=1 mod 4.,
6n+4 fiir n=2 mod 4 ,
6n+2 fliir n=3 mod 4 ,

und
n fir n=0 mod 8 ,
6n+2 filir n= mod 8 ,
6n+4 fiir n=2 mod 8 ,
ey (n) = % _ 36nf20ifﬁr n=3 mod 8 ,
: é6n+8 fliir n=4 mod 8 ,
6n+2 flir n=5 mod 8 ,
6n+4 flir n=6 mod 8 ,
mod 8 .

36n+20 fiir n

1]
BN




Die diskrete Fourier-Transformation liefert eine

Verallgemeinerung der Darstellung (2).

Satz 2t Zu jeder Zahl m€N gibt es eindeutig bestimmte

_ m
komplexe Zahlen — und Bm’u y ¥ =0,1,...,2

14

...1 ’
so daB fiir alle neN die Darstellung
M1
_ 1 :E:: . un

gilt. Hier bedeutet iz _ die folgende 2T -te
“Sm

Einhettswurzel:

Beweis: Es ist offensichtlich, daB es h&chstens eine
solche Darstellung gibt. Wir definieren mit den
Bezeichnungen von Satz 1 fiir u = O,1,...,2m—1 die
Zahlen: '

~In

27 -1 , “Au
o = a g
m,u 20: mlk m

und i (13)

m
2 -1
S byt
m,u =5 m, A™m

w
H
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‘Dann folgt fiir nsv mod 2™ nach kurzer Rechnung:

201 2™ -1
1 mn _ 1~ ~ . v _
T nn ) IR S e, n )
21 2™ -1
n /1 uv) , 1 (1 uv) _
1
- ;ﬁ (amyp 4 bm,V) B rm(n).

Beispiele: Es ist

o

rz(n) = 7 {(19n+8) - in(5n+4) - (—1)n.5 - (n—i)n(5n+4)}‘

B 2 ) . ‘
15(n) = g% {(103n+60) - ;g(5n+8) - ?3n((5—601)n - 361i) —'Egn(5n+8)—

= 55" (65n+28) - ©3"(5n+8) - 87 ((5+601)n¥364) - ;gn(5n+8)}

Bemerkungen: 1. Es ist sicher nicht schwer zu zeigen, daB

a_ . und B ganze algebraische Zahlen des Kreis-
m,u m,Ll . . -

k&rpers P(cm_1) sind.

2. Auf Besonderheiten der Darstellung (12) , wie sie in den

Beispielen hervortreten, gehen wir spdter ein.
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Die Abbildung t kann durch die gleiche Vorschrift (1)
fir alle n€Z erkldrt, d.h. zu einer Abbildung von &
nach £ fortgesetzt werden. Dabei wird die Null auf
die Nﬁll und die Menge der negativen Zahlen auf sich
abgebildet. Wir bezeichnen daher diese Fortsetzung
wieder mit 1. Die Iterierten von T besitzen die
gleichen Darstellungen (8) und (12). Es sei aber

bemerkt, daB es dann mehrere Zyklen gibt: .

1. Den Zyklus der Ldnge 2:




Es ist nicht bekannt, ob dies alle>Zyklen sind, und
ob zu jeder negativen ganzen Zahl n die Folge der
Iterierten stets in einen dieser Zyklen einmﬁndet.—
Wir benutzen die Fortsetzung von Tt hier zun&chst
nur zur bequemeren Darstellung der folgenden
Rekursionsformel (und spdter an einigen Stellen

bei der Diskussion der erzeugenden Funktion).

" Satz 3: Fir alle n€l gilt:

Tm(n) = 2Tm(n—2m) - fm(n—2m+1)

Beweis: Wir fassen die Beziehung (14) als lineare

a+1

homogene Differenzengleichung der Ordnung 2 auf.

Das zugehdrige charakteristische Polynom lautet

o |
(z2 -1)2 .

Die allgemeine LOsung ist von der Form

21 . o
E (A:.n+B )¢
“<5 i u’ "m

Da nach Satz 2 die iterierte Abbildung Tm(n) von

dieser Form ist, folgt die Gliltigkeit von (14).
. Man kann das Bestehen von (14) auch durch Nach-

_ rechnen aus der Darstellung (12) beweisen.

12

(14)
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§ 3..Erzeugendé.Funktionen.

Wir benutzen manchmal fiir die identische Abbildung

die Abkirzung Toe Zur Einflihrung erzeugender Funktionen

bendtigen wir eine elementare Abschdtzung von Tm(n).

Satz 4: Fiir alle m,n€lN g7lt

m
2

bR | T (n) g6 (%) (n+2) - *(15)

Beweis: Zundchst sei m = 2r , rENo. Aus (1) folgt die

Ungleichung

_ 3
;Tm+2(n)§7;m(n)+1\.

Hieraus ergibt sich induktiv die Abschidtzung

E
2
T (n)g (%) (n+2)-2 . | (16)

.

Ist aber m = 2r+1 , rGNo so wird nach (1) und (16) sicher

14

,Tm(n) = f(er(n))§312r(nY+1}

r
<3 ((%)*(n+2)—2)+1',

also

Nig -

T (n)g/6 . (%) (n+2)-5 . S an
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ZusammengefaBt ergibt sich aus (16) und (17) die

Behauptung von Satz 4.

Wir definieren zweli Typen von erzeugenden Funktionen

durch die Potenzreihen:

oo

£ (2): = g Tm(n)zn , mEN_ ; . (18)
g (w): = > (v, new, (19)

Satz 5: 1. Die Potenzreihe (18) konvergiert fir
alle z€C mit lzl<1.

2. Die Potenzreihe (19) konvergiert fir
2

alle Wwe€C mit lwl<¥[% (=0.816...).

Beweis: Dies folgt per Majorantenkriterium unmittelbar

aus der Abschiatzung (15).

Satz 6: FEs set m€NO Dann stellt fm(z) die Potenz-—

rethe einer rationalen Funktion von der Form

_ Ea?) o
(z% -1)

m+1 _

dar. Hier ist pm(z) ein Polynom vom Grad 2 1,
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Po(z) = = __ o iz’ (21)

mit Koeffizienten c JEN ;v o= 1'2’_..;2m+1;1j.
14
Ferner gilt:
T (v) . fir v =1,2,...,2",
m .
“m,v © ‘ (22)

T (v)=2t (v=2")  fur oMy, ..., 2 g,

<
Il

" Beweis: Fiir |zl|<1 betrachten wir das Produkt

2™ 2 omti o1 ©_ .y
(z= =-1) fm(z) = (2 -2z +1) Ei? Tm‘n)z =
2m ( 2m+1
n nm n
= E Tm(n)z + E (rm(n) - 2'rm(n—2 )z o+
n=1 n=2m+1
- = _ _ _,m ' m+ 1 n
+ :? s (rm(n) 2Tm(n 27) + rm(n—z Y)Yz .
n=2 +1 : :




Die an dritter Stelle stehende Reihe verschwindet
wegen (14) identisch. Im zweiten Summanden braucht
m+1 1

-1

nur (z.B. wegen t (™) =2, t_(2") = 1) bis 2™

summiert zu werden. Es bleibt zu zeigen, daSB

Tm(v)—2Tm(v—?m)>O

ist fir v = 2M1,.. ., 201

1. Dies folgt aber ebenfalls
aus (14), denn es gilt fir diese Werte von v, wenn wir

unter T die Fortsetzung auf Z verstehen,

T (v)=21 (v-2") = -t (v-2™T) .
‘Hier ist
v—2m+1<0 ,
‘ also
T (v—2m+1)<0 .
m

"Vermutung 6: Es sei n€lN. Dann stellt»gn(w) die Potenz-—

rethe einer rationalen Funktion

Q
Z
I
W

dar. Hier 4, (W) ein Polynom in w, dessen

Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind.

\
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" Beispiele: Es ist

£,(2)

£,(2)

gO(W)

g1(W)

92(W)

93(w)

i

4z+22+2z

3

14

(z2-1)2

2z+422+523+z4+425+2z6+z7

(24—1)2 '

1
(z5-1)

6 7,8

5 {z+222+16z3+4z4+425+52 +34z ' +2 +

+529+4z1o+20211+2z12+2z13+z14+2z15} .

1+ 4w+ 2w

4
1—w3

2+w+dw

1-w

2+w+4w2

T+Owtw o+ 14w +Tw" + LA

=W
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(w) = ’4'+2w+‘w2
g4 1—w3 14

2 4+2w+w2

gs(w) = 1+14w+7w™ + —?——5—— ’
-wW

2. 3 4 5 4+2w+w2

gG(W) = 24+w+9w H+w +14dw +7w” + —F
‘ 1-w
g, (W) = 5+1Tw+Tw+32u +16w +48w +24w’+12w +36w® +
, ’ 2
+ 18w9+9w1o+w11+14w12+7w13 +-Zﬂiﬁ%_ ’
1-w
L 1+ 4w+ 2>

gs(w) = 7 + —_— -

1-w

Satz 7: Die Abbildung Tt besitzt nur einen einzigen
Zyklus der Lidnge 3, ndmlich den bereits

- bekannten Zyklus

(1,4,2) .

Beweis: Wir diskutieren die Gleichung
13(n) =n

in Z fir n*0 mod 8
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Fiir n=1 mod 8 lautet sie: _ _ . |
6n+2 = 8n

mit der einzigen L&sung n = 1 .

- Fir n=2 mod 8 lautet sie:
6n+4 = 8n

mit der einzigen L&sung n = 2 .

Fir n=3 mod 8 lautet sie:
36n+20 = 8n .

Hier gibt es keine L&sung in Z .

Fiir n=4 mod 8 lautet sie:
6n+8 = 8n

mit der einzigen L&sung n = 4

Fiir n=5 mod 8 lautet sie:
6n+2 = 8n .

Hier gibt es keine L&sung in der Restklasse 5 modulo 8.

Fﬁr.nEG mod 8 lautet sie:
6n+4 = 8n .

Hier gibt es keine L&sung in der Restklasse 6 modulo 8.

- Fir n=7 mod 8 lautet sie:
36n+20 = 8n .

Hier gibt es keine ganzzahlige L&sung.

Jetzt folgt die Behauptung unmittelbar.




Bemerkung: Natiirlich kann dieser Beweis betrdchtlich

verkiirzt werden. Auf die Frége nach der Existenz von

Zyklen kommen wir im allgemeineren Zusammenhang

zurick.

- satz 8: Die Vermutungen 2 und 6 sind dquivalent.

" Beweis: Es sei n€lN. Wenn es eine Zahl m(n), die -

wir jetzt mit k bezeichnen, gibt, so daB

Tk(n) = 1
ist, so wird
: k-1 ok k+1,, k+2
LS +4 42
g, (w) = > Tm(n)wm + L2 3 W
=0 : 1-w

mit einem Polynom q, -

Gibt es umgekehrt eine Darstellung

S g (w)
gn(w) = = 3

mit einem Polynom

qn(w) = E ’dev ,
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so wird
2 v 3, .6
gn(w) =1§io de (1w HwW L)) .

Hieraus ergibt sich nach Definition von gn(w) sofort:

Es ist

T_(n) d_+d +d +.o..
r r

r-3 "r-6

> = Tre3(n) o
d.h. es entsteht der zZyklus der L&nge 3:
(), v )y T 5(n)) .
Nach Satz 7 gilt, daB

Tr(n) =1, 4 oder 2

sein muB. Somit ist die Existenz einer Zahl (m(n)

gefolgert mit
m(n) = r, r+2 oder r+1 ,
sodaf

)(n) =1

T
m(n

ist. Dies sollte aber gezeigt werden.



22
Wir filhren noch die bivariate erzeugende

Funktion F(z,w) fir lzl<1 und iwl< Jg ein durch

F(z,w): = E T (n)znwm;. (23)

m
m,n=0

Offenbar gilt sowohl

F(z,w) = > fm(z)wm ; lwl<ycg ' ‘ (24)
m=0 »
als auch
F(z,w) = > gn(w)zn , lzi<1 ; (25)

n=o
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§ 4. Funktionalgleichungen.

Wir verstehen unter n die 6-~te Einheitswurzel

2ni '
_ 76 _1+iv3
n=e -T2 ¢

Satz 9: Fir m€N und O<|zl<1 gilt die Rekursionsformel:

| _,e1/3 5
fm(Z) — fm_1(2?) +. Z 4]me 1(nu 1/3 . (26)

Hier wdhlen wir einen beliebigen aber

festen Zweig der Funktion 21/3

Beweis: Es ist

r'(%ji fiir n=0 mod 2 ,

rm(n) = Tm_1(r(n)) =94
tm(3n+1) fiir n=1 mod 2 .

Somit wird

[oo]

£.02) = >t (mz" = >« (k)2 + 2{: T

n=1 k=1 r=0

6r+4)z2r+1
m-1

Offenbar ist

= 2k 2
> 1t (k)z" = £ _(z%) .
=i m-1 m-1 .
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Weiter wird

Wegen

1
EZ“

5 (n-a)u _ {1 fir n=4 mod 6 ,
H=0

0 flir n*4 mod 6

folgt mit n = 6r+4 weiter

1 u,1/3y _ ,1/3 - 2r+1
€ uz n- 1(n = z r2=o Tooq (6T+4)z

Hieraus ergibt sich die Behauptung sofort.

In diesem Zusammenhang ist folgendés interessant:
Es sei A der Vektorraum der auf dem Kreisgebiet [|zl<1

holomorphen Funktionen. Mit he€A sei die Abbildung
T: A-A

durch

z—1/3

5
(Th) (z): = h(z?) + > Bray 3y en

definiert.
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Ist h durch die Potenzreihe

— i v
h(z) = E hvz . (28)
V=0
. gegeben, so wird
(Th) (z) = 2;: h z?T & jS:.h 22T+ (29)
= ©° = 6r+4 :

Einige spezielle Werte der Abbildung T seien hier

aufgefﬁhrt:

h | _ , . cTh

1 1

1 1

1-2 1-z

'z : z
(1—22)2 (1_24)2

22 ' . 22%523+z4+425+z7
(1-22)2 C(1-zhH?

3 .

-z . _z
(1-2%)2 » o (1-2hH?
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Die folgende Vermutung ist dquivalent zur Vermutung 2.

»

Vermutung 7: Die Fixpunkte der Abbildung T haben

alle die Form

YotYq

Y
I
N

Die behauptete Aquivalenz sieht man so: Aus (29)

folgt zundchst

\

(Th)(z) = h_+ > hT(v)z (30)

°© v=1

Ein Fixpunkt h(z) von T in der Form (28) ist also

durch die Eigenschaft

v o T(v) ' VEN ,

gekennzeichnet.

Wire nun die Vermutung 2 richtig, so gdbe es zu

jedem h€lN eine Zahl m€N mit Tm(n) = 1, d.h. es wire

= ... = hTm(n) = h1 .

n - Prmy T hrz(n)

Damit h&dtte h notwendigerweise die Gestalt

—. ' 4
h(z) = ho+h —-— .




Nun sei umgekehrt die Vermutung.7 richtig.
Wir nehmen an, daBf es Zahlen vEN gibt, zu
denen es keine natiirliche Zahl m der obigen
Form gibt, d.h.. |

Tm(V)#1 flir alle m€N

Die Menge dieser Zahlen v sei mit M bezeichnet.
Sicher gehdrt die Zahl 1 nicht zu M. Nun be-

trachten wir die nicht-identisch verschwindende

Potenzreihe
h(z) = E Z\) = E hvz\) ,
vEM v=1 .
also
1 flir veM ,
h =

O flr veN , vgM
Dann ist auch
1 flir veM ,

b
O fUr veN , vgMm ,

d.h. es ist nach (30) sicher

~

Th =.h .



28

Andererseits ist h nicht von der in der Vermutung 7

angegebenen Form. Die indirekte Annahme, daB
M%¢

ist, fihrt daher zum Widerspruch.

Bemerkung: - Mit

kann man die Fixpunktgleichung auch in der Form

h(z) = bz) + — {00022/ 02 02:2/3) )
3z -

schreiben.
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§ 5. Ein Zusatz.

Das in den Formeln (20) und (21) eingefiihrte Polynom

pm(z) kann an den relevanten Einheitswurzeln C;

berechnet werden. Dies ist in Verbindung mit der
Darstellung (12) von Interesse. Wir geben hier

nur die Werte fiir z = +1 an.

Satz 10: Es gilt:

p_ (1) - L {10.45—3(—3)‘“} : (31)
und

p(-1) .= & {—5.4m+5 (.—3)m} . (32)
fiir m = 1,2,...

Beweis: Man verwende die rationale Darstellung

(20) wvon fm(z) in Verbindung mit der Rekursions-

formel (26). Weﬁn man mit dem Nénner

o _
(22 —1)2

multipliziert und dann z-1 und z--1 streben last,

erhilt man fir m;2 die Rekursionsformeln

p (1) = Tp,_, (1) + 6p_,(-1) ,

P (1) = =Sp 4 (1) = 6p, 4 (-1)
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Mit
p1(1) =7 7 p1(_1) = =5

erhdlt man (31) und (32) .
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