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1 EinfUhrung: Finanzrisiken

Risiko liegt begrindet in der unvollsténdigen Information Uber zuklnftige Zustdnde. Das
Phanomen des Risikos durchdringt praktisch alle Bereiche des menschlichen Lebens. Risiko
berthrt eine Vielzahl 6konomischer, politischer, sozialer und technologischer Fragestellungen
und Problemkreise. Entsprechend wurden Ansdtze zur Messung von Risiken in unterschiedli-
chen akademischen Disziplinen® entwickelt. Im vorliegenden Beitrag konzentrieren wir uns
dabei auf Finanzrisiken. Diese spielen eine zentrale Rolle fir alle institutionellen und privaten
Teillnehmer an den Finanz- und Versicherungsmérkten, den Finanzintermedidren (Kreditinsti-
tute, Versicherungen, Investmentgesellschaften) ebenso wie den ,, Endnutzern” (private Haus-
halte, Unternehmen, 6ffentliche Hand). Ziel des Beitrags ist nun die VVornahme einer systema-
tischen Aufarbeitung von Ansdtizen zur Messung von Finanzrisiken. Eine solche Messung

erfolgt dabei in Form der Konstruktion von (finanzwirtschaftlicher?) RisikomalZen.

Intuitiv kann dabei Risiko als negative Veranderung bzw. adverse Entwicklung der finanziel-
len Position eines Entscheidungstragers oder einer Institution verstanden werden. Hierzu g
hort insbesondere das Erleiden finanzieller Verluste, aber auch die Nichterreichung angestreb-
ter Mindestrenditen oder Mindestvermdgensstande fallt hierunter. Aus entscheidungstheoreti-
scher Sicht ist eine adverse Entwicklung dabel eine solche, die den Nutzen der finanziellen

Position fur den Entscheidungstréger mindert.

Beispiele fur finanzielle Riskken sind zum einen Risiken der Finanzmérkte. Hierzu gehoren
Marktrisiken (Risiken aus der Verdnderung des Marktwerts von Finanzpositionen, insbeson
dere etwa Aktienkurs-, Zins- und Wahrungsrisiken), Ausfall- bzw. Kreditrisiken (Risiken aus
dem Ausfall eines Schuldners bzw. einer Partei eines Finanzvertrages) und operationale Risi-
ken (z.B. Betrug, Ausfall der EDV, Softwarefehler). Weitere Beispiele fur finanzielle Risiken
sind Versicherungsrisiken (Verluste einer Privatperson oder eines Unternehmens aus einem
Versicherungsereignis). Schliefdlich sind auch die Finanzintermedidre selbst spezifischen Ri-
siken ausgesetzt. Kreditingtitute und Versicherungen tragen Liquiditatsrisiken sowie Uber-

! Pedersen/Satchell (1998, S. 89) nennen hier Psychologie, Operations Research, Management Science,

Economics und Finance.

Dawir uns auf finanzielle Risiken und dabei auf 6konomische Aspekte konzentrieren, erfolgt im Weite-
ren weder eine Behandlung der entscheidungstheoretischen Literatur zur Messung der von Personen (in
der Regel im Zusammenhang mit der Beurteilung einfacher Lotterien) wahrgenommenen Risiken (per-
ceived risk), vgl. zu einer Ubersicht Brachinger/Weber (1997), noch der Literatur, die sich mit den psy-
chologischen Aspekten und Hintergriinden von Risikobeurteilungen beschéftigt, vgl. hierzu etwa Sovic
(2000) sowie Diacon/Ennew (2001).



schuldungsrisiken (Solvabilitétsrisiko; Risiko, dass die Verpflichtungen das Vermdgen Uber-
steigen). Schliefdlich sind Versicherungsunternehmen artspezifischen Risiken ausgesetzt (ver-
sicherungstechnisches Risiko®, underwriting risk). Hierzu gehéren die Gefahr, dass die Sché-
den einer Versicherungsperiode die vereinnahmten Pramien Ubersteigen (price risk) sowie die
Gefahr, dass die gestellten Schadenreserven nicht zur Finanzierung der sich in der Zukunft

ergebenden Schadenzahlungen ausreichen (loss reserve risk).

Ausgangspunkt der weiteren Analysen sind 6konomische Handlungen, deren finanzielle Kon-
sequenzen sich durch eine Zufalsvariable X quantifizieren lasser’. Beispiele fir solche Zu-

fallsvariable sind etwa:

1) die Hohe eines aus einem Finanzinvestment resultierenden Endvermdogens,

2) die absolute Veranderung des Marktwerts oder die Rendite eines Finanzinvestments
Uber eine Periode,

3) der Periodenerfolg oder die Kapitalrendite eines Unternehmens (Industrie, Versiche-
rung, Bank),

4) die Veranderung der anfanglich gestellten Schadenreserve fir einen Versicherungsbe-
stand Uber eine Periode,

5) die Veranderung der Verpflichtungen eines Unternehmens relativ zum vorhandenen
Vermogen,

6) der aggregierte Gesamtschaden eines Bestands von Versicherungsvertrégen tber eine
Periode,

7) der aggregierte Ausfallbetrag eines Portfolios von Kreditrisiken Uber eine Periode,

8) die Hohe des Gesamtschadens fir ein Unternehmen aus der Realisierung operativer
Risiken in einer Periode.

Die genannten beispielhaften Situationen weisen einen strukturellen Unterschied auf. So kann
in den ersten funf Beispielen die zugrundeliegende Zufallsgréfze sowohl negative als auch
positive Werte annehmen und die negativen Werte sind mit Verlusten verbunden. In den Bei-

spielen 6) — 8) kann die zugrundeliegende Zufallsvariable dagegen nur nicht-negative Werte

3 Vgl. allgemein Albrecht (1992a, S. 7 ff.).

4 Im Vordergrund steht damit die Beurteilung des Risikos von Finanzpositionen bzw. der Anderung von

Finanzpositionen Uber bestimmte Zeitintervalle. Dies entspricht dem Stand der Literatur, die nur verein-
zelte Resultate hinsichtlich dynamischer Risikoaspekte bzw. der Beurteilung von Finanzprozessen auf-
weist, so z.B. im Zusammenhang mit der Ruinwahrscheinlichkeit eines Versicherungsunternehmens,
vgl. Abschnitt 8.6.



annehmen, wobei der Verlust (Schaden) umso hoher ist, je hdher dieser Wert ausfélt. Im
Rahmen der weiteren Ausfihrungen gehen wir in der Regel von Positionen aus, die sowohl
Gewinne a's auch Verluste zulassen. Fir reine Schadent bzw. Verlustpositionen sind entspre-

chende Modifikationen vorzunehmen.

Die Spezifikation einer Zufallsvariablen geht in der Regel einher mit der (vollstandigen) Spe-
zifikation einer Verteilungsfunktion (Vertellungsannahme). Die Betrachtung des Risikos be-
schrankt sich dann auf das reine Zufallsrisiko® (process risk), d.h. auf das Risiko, das aus der
Zufallsbestimmtheit der Realisationen der zugrundeliegenden Zufallsvariablen resultiert. In
(einigen wenigen) allgemeineren Fallen ist auch das Irrtumsrisiko® (parameter risk), das sich
seinerseits aus Diagnose- und Prognoserisiko zusammensetzt, nicht aus den Betrachtungen
ausgeschlossen’. Artzner et al. (1999, S. 207) unterscheiden in diesem Zusammenhang no-
dellabhéngige (model-dependent) Risikomalie fur Situationen, in denen die Verteilungsfunk-
tion (bzw. das Wahrscheinlichkeitsmal?) konkret spezifiziert ist auf der einen Seite, und mo-

dellfreie (model-free) Risitkomalie auf der anderen.

Zur Vereinfachung der Notation gehen wir bel der expliziten Darstellung von Risikomal3en
dabel stets von Zufalsvariablen X aus, die eine Dichtefunktion f(x) besitzen. Der diskrete
Fall lasst sich in der Regel in weitgehend analoger Welise berandeln.

2 Risiko als eigenstandige K onzeption

Risiko wird in der Regel behandelt im Kontext von Entscheidungen unter Risiko, d.h. der
Beurteilung von Handlungen, deren (finanzielle) Konsequenzen risikobehaftet sind. In diesem
Zusammenhang ist es wichtig, zwischen der Konzeptualisierung von Risiko einerseits und
Entscheidungsmodellen unter Risiko andererseits zu unterscheider®. Bei Entscheidungsmo-
dellen unter Risiko steht die Messung von Praferenzen (Hohent und Risikopréferenzen) im

Vordergrund, d.h. die Feststellung der Vorziehenswirdigkeit von Handlungsalternativen unter

° Vgl. allgemein etwa Albrecht (19923, S. 8).

6 Ebenda.

! Generell ist mit der Verwendung von Modellen per se ein Modellrisiko verbunden, vgl. im Risk Mana-

gement-Kontext etwa Crouhy et al. (2001, Chapter 15).
8 Vgl. etwa Sarin/Weber (1993, S. 139).



Risikobedingungen. Explizite Risikokonzeptionen kdnnen dabel Eingang finden in Entschei-
dungsmodelle unter Risiko, z.B. im Rahmen von Risiko-Wert-Modellen®, dies muss aber
nicht der Fall sein. So wird etwa Risiko im Rahmen des traditionellen Ansatzes fir Entschei-
dungen unter Risiko, der Erwartungsnutzentheorie (Bernoulli-Prinzip), nicht explizit gemes-
sen, sondern Risiken und Chancen einer Handlungsalternative werden hierbel simultan beur-
teilt.

Im Weiteren gehen wir dabel von einer eigenstandigen Risikokonzeptualisierung (,risk as a
primitive“*®) aus. Dies setzt voraus, dass eine bindre Ordnungsrelation xr existiert, die es
erlaubt, die (finanziellen Konsequenzen der) Handlungsalternativen A und B hinsichtlich in
res Risikogehalts zu vergleichen. A xr B impliziert somit, dass A mindestens so riskant ist
wie B. Diese Risikoordnungsrelation kann, aber muss nicht in einer Beziehung zur Préferenz-
ordnung x des Entscheidungstrégers stehen, auf deren Grundlage er die Handlungsalternati-
ven insgesamt beurteilt. Bezeichnen X, und Xy die beiden Zufalsvariablen, die die finan
ziellen Konsequenzen der Handlungen A und B quantifizieren, so sind wir gemaf3 der Stan
dardvorgehensweise der Messtheorie an Funktionen R interessiert, die eine numerische Rep-

réasentation der Risikoordnung xr erlauben. Es soll dabei gelten:

AxrB U R(Xp)® R(Xg). (1)

Jede solche Funktion R werde als Risikomessfunktion bzw. kurz ds Risikomald bezeichnet.
Formal ist also ein Risikomal3 eine reellwertige Funktion R, die auf einer bestimmten, im Ein

zelfall feszulegenden, Menge von Zufallsvariablen definiert ist.

Wie bereits ausgefihrt, kann zwischen den Ordnungsrelationen xr und x bzw. zwischen den
sie reprasentierenden Risiko- bzw. Préferenzfunktionalen R und F eine Beziehung bestehen,

dies muss aber nicht der Fall sein. Es stellt sich dann allgemein die Frage, unter welchen Be-
dingungen eine konsistente Beziehung zwischen R und F etabliert werden kann. Eine Stan-
dardvorgehensweise hierfir besteht darin, neben einem Riskomald R(X) auch ein Wertmal}

° Vgl. erneut Sarin/Weber (1993) oder Maurer (2000, S. 30 ff.) sowie Albrecht/Maurer (2002, S. 171 ff.).

10 Vgl. zu einem solchen Vorgehen generell Brachinger/Weber (1997).



V(X) einzufithren (in aller Regel*! gilt dabei V(X) = E(X), d.h. der Erwartungswert wird
als geeignetes Wertmal? angesehen) und die Gesamtprdferenz durch eine Funktion
H[R(X), V(X)] zu speifizieren (,Risiko-Wert-Modell*). Das Risiko-Wert-Modell ist dann
konsistent mit einem Praferenzmodell (etwa: Bernoulli-Prinzip), wenn gilt*?:

F(X)3 F(Y) U H[R(X), V(X)]® H[R(Y), V(Y)]. @

Da der Fokus des vorliegenden Beitrags auf Risikomal3en liegt, werden wir entsprechende
Konsistenzfragen nur am Rande streifent®. Es ist aber offensichtlich, dass solche Konsistenz-
untersuchungen nur in der Verbindung von einem Risikomal3 mit einem Wertmal3 sinnvoll
sind, nicht bel Vorlage eines Risikomal3es alleine.

Eine separate Konzeptualisierung von Risiko ist aus mehreren Griinden notwendig™®. Zu-
néchst basieren viele Standardtheorien im finanzwirtschaftlichen Bereich auf einer getrennten
Konzeptualiserung von Risiko und Wert. Das bekannteste Beispiel ist die Markowitzsche
Portfoliotheorie (Risiko = Varianz bzw. Standardabweichung, Wert = Erwartungswert) bzw.
deren Veralgemeinerungen (allgemeinere Risikomalie). Das Entscheidungsproblem beinhal-
tet dabei die Auswahl unter aternativen Risiko-Wert-Kombinationen und es ist entweder das
Risiko fur ein fixiertes Wertniveau zu minimieren oder der Wert fir ein fixiertes Risikoniveau
zu maximieren'®. Des Weiteren gibt es empirische Evidenz dafiir, dass etwa Entscheidungs-
tréger durchaus in der Lage sind, Lotterien konsistent hinsichtlich ihres Risikogrades anzu-
ordnen'®. Risiko ist dabei nicht einfach so etwas wie eine negative Praferenz, sondern ein &-
genstandiges K onstrukt*’.

= Fir eine Ausnahme vgl. etwa Albrecht et al. (1998, S. 262 f.), hier werden Exzess-Chancenmalie als
Wertmal3e betrachtet.
12 Ebenda, S. 260.

13 Generell sei hierzu auf Sarin/Weber (1993) verwiesen, die systematisch die Frage behandeln, wann die

durch ein Risiko-Wert-Modell induzierte Rangordnung konsistent mit einem geeigneten Erwartungs-
nutzen- oder Nicht-Erwartungsnutzenmodell ist.

14 Zur Rechtfertigung einer expliziten Risikomessung vgl. ausfihrlicher Brachinger/Weber (1997, S. 235

f.) sowie Maurer (2000, S. 32 ff.).

» Diesfihrt in Investmentanwendungen auf das Konzept des effizienten Randes, in Anwendungen auf die

Steuerung von Versicherungsunternehmen auf die Konzeption des Asset/Liability-Effizienzrandes
(ALEF), vgl. zu Letzterem etwa Albrecht (2003, S. 438).

16 Vgl. etwaKeller/Sarin/Weber (1986).
1 Vgl. etwa Brachinger/Weber (1997, S. 235).



Schliefdlich und endlich existieren fir Unternehmen eine Reihe von relevanten Entschel-
dungskontexten, in denen eine eigenstandige Risikokonzeptualisierung unabdingbar ist. Hier-
zu zéhlen insbesondere regulatorische Vorschriften fir Versicherungen und Kreditinstitute
Uber die notwendige Eigenkapitalausstattung in Abhangigkeit von der eingegangenen Risiko-
exponierung (Solvabilitét, Risk Based Capital).

3 Strukturierung von Risikokonzeptionen

Zum Zwecke einer systematischen Aufarbeitung der in der Literatur in einer extremen Viel-
zahl entwickelten RisikomalRe unterscheiden wir'® im Weiteren zwei idealtypische Konzepti-

onen von Risiko:

) Risiko als Ausmal’ der Abweichungen von einer ZielgrofRe (Risikokonzeptualisierung
Typusl),

1) Risko as notwendiges Kapita bzw. notwendige Pramie (Risikokonzeptualisierung
Typus l).

Dabei besteht fiir zentrale Falle ein einfacher intuitiver Zusammenhang'® zwischen Risikoma-
3en des Typus | und Risskomal3en des Typus II. Wendet man ein Risikomald des Typus 1|
nicht auf die Zufallsvariable X, sondern auf die zentrierte Zufallsvariable X - E(X)an, so
resultiert ein — nun lageunabhangiges — Risikomal’ des Typus I. Entsprechend kann man die
umgekelrte Transformation vornehmen, um von einem lageunabhéngigen Risikomald des
Typus | a1 einem Riskomald des Typus Il zu kommen. Der entsprechende formale Zusam-
menhang wird in Abschnitt 5 aufgegriffen, konkrete Zusammenhange fir einzelne Risikoma-
[3e in den Abschnitten 6 und 7.

18 Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002) unterscheiden zwischen Deviation Measures und Risk Meas-

ures, wobei ,,a risk measure evaluates the overall seriousness of possible losses*. Diese Unterscheidung
ist aber nicht ausreichend, da es Abweichungsmalle gibt — insbesondere die in Abschnitt 6.2 behandel-
ten Shortfalrisikomalile — die ebenfalls rein auf Verluste (relativ zu einer Zielgréfie) abstellen. Die De-
viation Measures im Sinne von Rockafellar et al. sind dabei beschrénkt auf (zweiseitige) Risikomalie
relativ zur ZielgroRe Erwartungswert.

19 Vgl. zu diesem Zusammenhang Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002).



Da Risikomal3e des Typus Il nicht lageunabhéngig sind, d.h. auch die Hohe des Erwartungs-
wertes elnen Einfluss auf das Risikomal3 nimmt, kann man Risskomal3e des Typus Il auch als
eine Variante risikoadjustierter®® Performancemalie auffasser?’.

Die weitere Struktur des Beitrags ist wie folgt. Nach einer kurzen Diskussion moglicher Zu
sammenhénge von Risikomal3en und der Erwartungsnutzentheorie (Abschnitt 4), gehen wir
ausfuhrlich (Abschnitt 5) auf axiomatische Charakterisierungen von Risikomal3en und deren
Zusammenhange zu den Risikokonzeptualisierungen des Typus | bzw. 11 ein. In zwei weiteren
Hauptabschnitten behandeln wir dann eine Rethe von Risikomal3en, die dem Typus | (Ab-
schnitt 6) bzw. dem Typus |1 (Abschnitt 7) zuzuordnen sind sowie deren Vor- bzw. Nachteile.
In einem Schlussabschnitt (Abschnitt 8) gehen wir schliefdlich noch auf ausgewahlte weitere

Ansétze zur Gewinnung von Risikomalen ein.

4 Riskomalie und Erwartungsnutzentheorie

Da die Erwartungsnutzentheorie Bernoulli-Prinzip) die Standardtheorie zum Treffen von
Entscheidungen unter Risiko ist, stellt sich die Frage, inwieweit auf Basis der Erwartungsnut-

zentheorie Konzeptualisierungen von Risiko abgel eitet werden kénnen.

Zunéchst erfolgt die Bewertung einer Zufallsgrof3e X im Rahmen der Erwartungsnutzentheo-
rie durch die Préferenzfunktion F (X) = E[u(X)], wobei u die (fur jeden Entscheldungstrager
spezifische) Risikonutzenfunktion bedeutet. Die quantitative Form der Bewertung macht
deutlich, dass hierbei Risiko und Wert nicht getrennt konzeptualisiert werden, sondern (impli-
zit) smultan in die Bewertung einflief3en. Kann nun aber im Rahmen der Erwartungsnutzen-

theorie auf Basis einer fixierten Nutzenfunktion ein explizites Risikomal} abgeleitet werden?

Rothschild/Stiglitz (1970) entwickeln alternative &guivalente Charakterisierungen fur das Vor-
liegen von ,mehr Risiko* (increasing risk), z.B. das Hinzufligen von mehr Wahrscheinlich-
keitsmasse zu den Verteilungsenden, ohne dass der Erwartungswert durch diese Transforma-
tion verandert wird (, mean preserving spread”). Allerdings lasst sich diese Konzeption nur

zum Vergleich von ZufallsgrofRen mit identischem Erwartungswert verwenden. Implizit liegt

2 Wobei hier nun ein Risikobegriff im Sinne der Konzeptualisierung | unterstellt wird.

2 Fir entsprechende Anwendungen auf das Risikomal3 Value-at- Risk vgl. Albrecht (20023, b).
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damit die Annahme zugrunde, dass die Risikomessung (und damit das Risikomal}) lageunab-

héngig sein sollte, wobei hierbel der Erwartungswert als Lagemal3 verwendet wird.

Im Falle identischer Erwartungswerte ist die Konzeption von Rothschild/Stiglitzdabel aquiva

lent zur Konzeption der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung, d.h. %2
Xeg Y O Hu(X)]? E[u(Y)] fir alleumit uc3 0, uc£0. ©)

Weder die Rothschild/Stiglitz Konzeption noch die Konzepte der stochastischen Dominanz?
im Allgemeinen beinhalten aber ein explizites Risikomald. Zudem dienen stochastische Do-

minanzkonzepte der Anordnung von Préferenzen, nicht von Risiken.

Ein explizites Risikkomald im Zusammenhang mit der Erwartungsnutzentheorie beinhaltet
dagegen die Arbeit von Jia/Dyer (1996), die das Standard Measure of Risk

R(X) = - E[u(X - E(X))] (4)

einfihren. Risiko ist damit der negative Erwartungsnutzen der transformierten Zufallsvariab-

len X - E(X). Diese Transformation dient wiederum dazu, die Riskomessung lageunabhéan-

gig zu machen.

Konkrete Risikomal3e erhalt man dann durch konkrete Spezifikation der Risikonutzenfunktion

u. So ergibt sich etwa fur die quadratische Nutzenfunktion u(x) = ax- bx? das Risikomal?

Varianz

Var(X) = E[(x - E(X))z] . (5)
Aus der kubischen Nutzenfunktion u(x) = ax - bx* +cx® resultiert das Risikomal’

Var(X) - cM3(X), (6)

Die Zufalsvariable X wird somit von allen Entscheidungstrdgern mit monoton steigender und konkaver
Nutzenfunktion der Zufallsvariablen Y vorgezogen.

z Vgl. allgemein etwa Levy (1972).
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bei dem die Varianz um die Hohe des dritten Zentralmoments M, (X) = E[(X - E(X))3]
korrigiert wird. Bei Ansatz der Nutzenfunktion u(x) = ax- |xl ergibt sich das Risikomal? mitt-

lere absolute Abweichung (mean absolute deviation, MAD)

MAD(X) = E[|X - E(X)|]. @)

Schliefdlich resultiert aus der linear-exponentiellen Nutzenfunktion u(x) = ax+b(1- € %) das

Riskomal}

R(X) = bE[exp{- c(X - E(X))?- 1}] . )

Dieses Risikomal3 wurde auch von Bell (1995) betrachtet. Varianten dieses Risikomalies he-

ben vor allem in der Literatur zum , perceived risk“ Bedeutung erlangt®.

Ein weiterer Vorteil des Ansatzes von Jia/Dyer besteht darin, dass die vorgenommene expli-
zite Riskomessung — unter der zusétzlichen Annahme einer Bedingung Uber Risikounabhan-
gigkeit (risk independence) — auch konsistent mit einem aus der Erwartungsnutzentheorie ab-
geleiteten Risiko-Wert-Modell ist.

5  Axiomatische Charakterisierungen von Risikomal3en
5.1 DasAxiomensystem von Pedersen/Satchell

In der Literatur wurden eine Reihe von Axiomensystemen fur Risikomalde entwickelt, die
Anforderungen an ,gute” bzw. ,vernunftige® Risikomalle stellen. Ein erstes solches Axio-
mensystem wurde dabel von Pedersen/Satchell (1998) in leichter Verallgemeinerung eines
entsprechenden Systems von Kijima/Ohnishi (1993) formuliert. Die Axiome lauten:

(PS1) (Nichtnegativitat) R(X)3 0

(PS2) (Positive Homogenitdt) R(cX)=cR(X) furc3 0
(PS3)  (Subadditivitét) R(X1+ X5) £R(X1)+R(X5)
(PS4) (Shift-Invarianz) R(X +c¢) £ R(X) fir alec.

2 Vgl. hierzu Jia/Dyer (1996).
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Risiko wird dabei von Pedersen/Satchell grundsétzlich als Abweichung von einem Lagemal3
verstanden, insofern gilt stets R(X) 3 0. Die Homogenitét (PS 2) impliziert, dass das Risiko
eines Vielfachen einer bestimmten Basisfinanzposition das entsprechende Vielfache des Risi-
kos dieser Basisposition ist?®. Die Subadditivitétseigenschaft (PS 3) besagt, dass das Risiko
von in einem Bestand zusammengefassten Einzelengagements nicht héher sein soll as die
Summe der jeweiligen Einzelrisiken. Im Investmentkontext korrespondiert®® diese Forderung
mit dem Vorliegen eines Diversifikationseffekts, im Versicherungskontext mit dem Vorliegen
eines Ausgleich-im-Kollektiv- Effekts (pooling of risks). Die Shift-Invarianz (PS 4) bedeutet,

dass die Hinzufligung einer sicheren Grof3e nur die Lage, aber nicht das Risko andert.

Die Axiome (PS 1) und (PS 4) wurden bereits von Bell (1995) als notwendige Eigenschaften
eines Risikomalies postuliert. (PS 2) und (PS 3) zusammen implizieren, dass Konstanten (si-
cheren Ereignissen) stets ein Risiko von null zugeordnet wird. (PS 2) und (PS 4) bewirken,
dass das Riskomal3 R(X) konvex ist. Damit kann gesichert werden, dass R(X) £ R(Y) gilt,

wenn Xy Y geméR der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung?’.

Aufgrund des Risikoverstandnisses von Risiko als lageunabhangiger Eigenschaft, ist das Axi-
omensystem von Pedersen/Satchell (1998) ideal geeignet, um Gliteeigenschaften von Risiken
des Typus | gemal3 den Ausfihrungen in Abschnitt 3 zu Gberprifen. Wir kommen hierauf in
Abschnitt 6.4 zurtck.

5.2 DasAxiomensystem von Rockafellar/Uryasev/Zabarankin fir Abwechungsmalle

Das von Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002) fur Abweichungsmal3e (Deviation Measu
res) postulierte Axiomensystem ist fast vollstandig identisch mit dem System von Peder-
sen/Satchell, enthdt aber leichte Verscharfungen. So wird die Shift-Invarianz zur Bedingung
R(X +c) = R(X) verschérft, die Nichtnegativitatsbedingung zu R(X) >0 fir ale nicht de-

% Z.B. beinhaltet der Kauf von zwei Wertpapieren doppelt so viel Risiko wie der Kauf nur eines Papiers.

Ausgleichseffekte kénnen nur bei Investments in unterschiedliche Papiere zustande kommen. Des Wei-
teren wird damit ausgeschl ossen, dass die reine Positionsgréfle das Risiko beeinflusst.

% Hinsichtlich weiterer Argumente fir die Forderung der Subadditivitétseigenschaft vgl. etwa Artzner et

al. (1999, S. 209).
2 Vgl. Pedersen/Satchell (1998, S. 107).
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generierten Zufallsvariablen und R(X) =0 fir ale Konstanten sowie schliefdich die positive

Homogenitét R(0) =0 und R(cX) =cR(X) furale ¢ >0.

Es folgt hieraus insbesondere R(X) = R(X - E(X)), d.h. das Riskomal} ist exakt |ageunab-

hangig. Die vorgenommene Verscharfung ist notwendig, um die noch zu behandelnde Aqui-

valenz von bestimmten Klassen von Risikomal3en des Typus | bzw. |11 etablieren zu kdnnen.

5.3 DasAxiomensystem von Artzner/Delbaen/Eber/Heath

Ein Axiomensysten?® 2°, das in der Literatur starke Beachtung gefunden hat, wurde von Artz
ner et al. (1997, 1999) postuliert. R(X) ist dabel generell ein reellwertiges Riskomald. Die

Axiome lauten

(ADEH 1) (Trandationsinvarianz) R(X +c¢) = R(X)- c furalec
(ADEH 2)  (Subadditivitét) R(X{+ X5) £R(X1)+R(X5)
(ADEH 3) (Positive Homogenitdt) R(cX) =cR(X) furale c® 0
(ADEH 4) (Monotonie) XEYP R(Y)E£R(X).

Ein Riskomal3, das diese vier Axiome erfillt, wird als koharentes Risikomal bezeichnet. Im
Falle®® R(X)3 0 kanndabel R(X) als (minimales) zusitzliches Kapital interpretiert werden,
das der risikobehafteten Finanzposition hinzugefiigt werden muss, um eine , risikolose* Posi-
tion zu erreichen (und damit etwa den regul atorischen Anforderungen zu geniigen). In der Tat
folgt aus (ADEH 1):

R(X +R(X)) =0.

Eigenschaft (ADEH 1) beinhaltet in dem dargelegten Kontext die Forderung, dass die Hinzu-
fligung eines sicheren Betrages das notwendige Kapital um diesen Betrag reduziert. Schlief3

2 Zur Vereinfachung der Darstellung gehen wir abweichend von Artzner et al. (1999) von einer sicheren

Verzinsung vonr =0 aus.

2 Das Axiomensystem von Artzner et al. existiert in verschiedenen Varianten. Wir folgen hier Artzner et

al. (1999).

30 Ist R(X) <0, sokann hingegen Risikokapital in Héhe von |R(X)| abgezogen werden, ohne die regula-

torischen Anforderungen zu verletzen, bzw. die Sicherheit zu geféhrden.
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lich beinhaltet die Monotonieeigenschaft, dass, wenn fir jeden Zustand w der Welt Y stets
hohere Werte als X aufweist, X ein grof3eres Risiko aufgrund des jeweils hoheren Verlustpo-
tenzials beinhaltet.

Im Gegensatz zum bisherigen Kontext, in dem implizit stets von einer bekannten Wahrschein-
lichkeitsvertellung ausgegangen wurde, analysieren Artzner et al. (1999) auch den allgemei-
nen Fall modellfreier Risikomal3e, in dem keine A priori-Information Uber die vorliegende
Verteilungsfunktion (allgemeiner: das vorliegende Wahrscheinlichkeitsmald) existiert. Artzner
et al. konzentrieren sich®® dabei auf den Fall endlich vieler Zustande der Welt (endlicher
Wahrscheinlichkeitsraum) und gleichméldig beschrankter Zufalsvariablen X. In diesem Kon
text sind sie in der Lage, ein allgemeines Reprasentationstheorem fur koharente Risikomale
zu etablieren. Es muss eine Menge M von Verteilungsfunktionen F geben, so dass
R(X) = ap{Eg(- X); F1 M} gilt.

Generell erfiillen insbesondere die RiskomaRe R(X)=E(- X) und®** R(X) = max(- X), der
»Maximalschaden®, die Anforderungen an ein koharentes Riskomal3. Dies zeigt, dass zwar
ggf.>® die Koharenzbedingungen , verniinftige® Anforderungen an RisikonaRe stellen, aber

nicht jedes koharente RisikomaR auch ein , verniinftiges* Risikomal ist>*.

Die partiell unterschiedliche Axiomatisierung von Pedersen/Satchell und Artzner et al. ist auf
das unterschiedliche Verstandnis von Risiko — Risiko als Abweichung von einer Zielgroile
einerseits und Risiko als (minimal) notwendiges (zusétzliches) Risikokapital andererseits —
zurtickzufihren. Diese unterschiedlichen Auffassungen von Risiko sind auch zu berticksichti-
gen, wenn ein Risikomal3 mit dem einen Axiomensystem kompatibel ist, das andere hingegen
verletzt.

Einen expliziten Zusammenhang zwischen diesen beiden Risikoauffassungen stellen die Aus-

fUhrungen des néchsten Abschnittes her.

31 Fir den allgemeinen Fall, d.h. beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und beliebige Zufallsvariable, vgl.
Delbaen (2002). Es bestehen inshesondere enge Beziehungen von koharenten Risikomallen zur Theorie
der kooperativen Spiele sowie zur Theorie der verzerrten Wahrscheinlichkeitsmal3e (distorted probabili-
ty measures).

32 Vgl. hierzu Fischer (2001, S. 8).

B Zu einer generellen Kritik an kohérenten Risikomaf3en vgl. Goovaerts et al. (2001, 2002).

3 So wirden etwa im V ersicherungszusammenhang solchermaflen festgelegte Risikopramien 6konomisch

unsinnig sein, vgl. die entsprechenden Ausfiihrungen in Abschnitt 5.3.
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5.4 DasAxiomensystem von Rockafellar/Uryasev/Zabarankin flr erwartungswertbezo-

gene Risikomalde

Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002) stellen ein zweites Axiomensystem fir Risiken im
Sinne von notwendigem Risikokapital auf. Sie fordern dabei die Bedingungen® (ADEH 1-3)
und stellen die zusitzliche Bedingung®.

(RUZ) (Erwartungswertbegrenzung) R(X) > E(- X) fur alle nicht-degenerierten Zufalls-
variablen und R(X) = E(- X) fur ale degenerierten
Zufallsvariablen.

Ein solches Risikomal? wird als erwartungswertbegrenztes (expectation bounded) Risikomal3
bezeichnet. Ist zusétzlich noch die Monotonie (ADEH 4) erfillt, so liegt ein kohérentes e-

wartungswertbegrenztes Risikkomal3 vor.

Die Basisidee ist dabei, von einem Riskomald R, (X) des Typus Il durch Anwendung auf
X - E(X), d.h. Betrachtung von R, (X - E(X)) =R,;(X) - E(X) auf ein lageunabhangiges
Risikomal? des Typus | zu gelangen®” und vice versa. Formal gilt der Zusammenhang, dass
die Malke R, (X), die den Bedingungen unter 5.2 gentigen und die erwartungswertbegrenzten
RisikomalRe R}, (X) einer 1:1-Korrespondenz geniigen, wobel R, (X) =R, (X - E(X)) und
R;(X)=R,(X)- E(X). R}, ist im Rahmen dieser Relation genau dann kohérent, wenn
R, (X) £ E(X) - inf X fir alle betrachteten X. Ein Standardbeispiel®® *° fir diese Korrespon
denzist R, (X) =as (X) fur a>0 und R, (X) =as (X) - E(X).

= Mit der bereitsin Abschnitt 5.2 dargel egten leichten Verscharfung der positiven Homogenitét.

3% Diese Bedingung schliefit — im Gegensatz zu ADEH — R(X) = E(- X) als RisikomaR aus.

3 Nur R(X)3 E(- X) garantiert dann die Erfullung von (PS 1).

8 Man beachte, dass fir reine Schadenvariablen S:=-X30 die Korrespondenz lautet

R, (S)=E(S)+R,(S) bzw. R,(S) =R ,(S)- E(S). Dies ist die intuitivere Variante der Korrespon-
denz.
3 R, (X) ist dabei nicht koharent, da die Monotonieeigenschaft verletzt ist, vgl. Artzner et al. (1999, S.

210). Diesist zugleich die Motivation fir Rockafellar/Uryasev/Zabarankin, zunéchst nur die Bedingun-
gen (ADEH 1-3) fur erwartungswertbegrenzte Risikomaf3e zu fordern.
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5,5 Axiome fur Pramienprinzipien und das Axiomensystem von Wang/Y oung/Panjer

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf die speziellen Verhdtnisse von Versicherungsunter-
nehmen und hier insbesondere den versicherungstechnischen Bereich, d.h. Betriebskosten und
Kapitalanlageertrage werden ausgeklammert. Zwel zentrale Aufgaben des Risikomanage-
ments von Versicherungsunternehmen sind die Kalkulation von Risikoprémien p einerseits
und die Bestimmung des notwendigen Risikokapitals C andererseits. Im Gegensatz zum Ban
kent bzw. Investmentfall stehen damit dem Versicherungsunternehmen nicht nur Risikokapi-
tal (Sicherheitskapital), sondern auch Pramien zur Finanzierung der akkumulierten Schéden
S3 0 enes fixierten Versicherungsbestandes zur Verfligung. Insofern muss hier bei der Ana-
lyse etwas differenzierter vorgegangen werden. Betrachtet man die Pramie p des Bestandes
als (etwa durch die Verhdltnisse des Versicherungsmarktes) vorgegeben, so ist rur das (zu-
sétzlich) notwendige Risikokapital zu bestimmen und wir sind in der Situation des Abschnitts
53 mit X=p-S, bzw., wenn bereits ein anfangliches Kapital C, gegeben ist, mit
X =Cy+p- S Ein Riskomal3 des Typus Il liefert dann das (minimal) notwendige (zusétz-
liche) Risikokapital “°.

Eine zweite Anwendung betrifft die Kalkulation der Risikopramie, wobei typischerweise die
Betrachtung des Risikokapitals ausgeklammert wird**. Gesucht werden dann Pramienprinz-
pien p, diejeder Schadenvariablen S3 O ene (Risko-)Préamie p(S)2 0 zuordnen. Versteht
man Risiko im Sinne des Risikotypus Il und interpretiert R(X) als (minimal) notwendige
Pramie zur Tragung des Riskos X =- S, so gelangt man systematisch zu Pramienprinzi-
pien*? durch die Betrachtung p(S):=R(- S). Versteht man Risiko hingegen im Sinne des
Risikotypus | als Abweichung von einer Zielgrof3e, insbesondere cem Erwartungsschaden
E(S), so gelangt man zu Pramienprinzipien der Form p(S) = E(S) +aR(S) mit einem noch

festzulegenden Parameter a > 0.

In der versicherungsmathematischen Risikotheorie existieren eine Reihe von axiomatischen

Anforderungen zur Uberpriifung der Giite von Pramienprinzipien™. Elementar sind dabei die

40 Vgl. hierzu auch Artzner (1999).

4 Das Risikokapital ist eine Grofe, die sich sinnvollerweise auf den Gesamtbestand des Unternehmens

bezieht, wohingegen Prémien auch fur Teilbesténde und Einzelrisiken kalkuliert werden.

42 Vgl. hierzu Delbaen (2000, S. 734).

43 Vgl. allgemein Goovaerts et al. (1984, Kapitel 3) sowie etwa Kaaset al. (2001, S. 117 f.)
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Forderungen p(S) > E(S) und p(S) <max(S), d.h. die Risikopramie sollte einerseits den
Erwartungsschaden iibersteigen® und andererseits niedriger als der Maximalschaden sain®
(no-ripoff- condition). Des Weiteren werden auch die bereits angesprochenen Eigenschaften
der Trandationsinvarianz und der (positiven) Homogenitdt gefordert. Schlief3lich wird auch
die Subadditivitét betrachtet, allerdings mit dem wichtigen Unterschied, dass diese nur fir
unabhéngige und nicht fur beliebige — ggf. vollstandig positiv korrelierte bzw. algemein co-

morotone — Risiken gefordert wird“®.

Neben Katalogen von Einzelaxiomen existiert auch im Bereich der Pramierkalkulation ein
geschlossenes Axiomensystem. Wang et al. (1997) postulieren das folgende System von Axi-

omen fiir Versicherungspramien in einem kompetitiven Versicherungsmarkt*’.

(WYP1) Die Versicherungspramie hangt nur von der Verteilungsfunktion des Sche-
dens ab.

(WYP2) (Monotonie) XEYP p(X)E£p(Y)

(WYP3) (Comonotone Additivitét*?) Fiir comonotone*® ZufallsgroRen X und Y

gilt p(X +Y) = p(X) + p(Y)

(WYP 4) (Stetigkeit™) dl(i@n?) p[max( X - d, 0)] = dnén¥ p[min( X, d)] = p(X).

Unter bestimmten weiteren Bedingungen kénnen Wang et al. (1997) dann nachweisen, dass

die folgende Reprasentation fur p giiltig ist®*:

a4 Im Falle p=E(S) ist — bei Ausklammerung des Sicherheitskapitals — keine ausreichende Unterneh-

menssicherheit gewéhrleistet, vgl. etwa Albrecht (1992a, S. 20).

® Sonst wére kein Versicherungsnehmer bereit, einen Versicherungsvertrag abzuschlief3en.

a6 Dieser Unterschied wird in Goovaerts et al. (2001, 2002) betont.

4 Man beachte, dass die involvierten Zufallsvariablen nun nicht-negative Schadengréfien sind.

48 Die Eigenschaft der comonotonen Additivitat wurde von Wang et al. (1997) als Reaktion auf die Kritik
von Albrecht (1992b) an der Verwendung (strikt) additiver Pramienprinzipien im Versicherungsai-
sammenhang eingefhrt.

49 D.h. es gibt eine ZufalsgroRe Z, so dass X und Y monotone Transformationen X = f(Z) bzw.

Y =9g(Z) vonZsind.

%0 Die Forderungen beinhalten, dass eine geringfiigige Stutzung der Schadenvariablen nur eine geringfi-

gige Pramienanderung zur Konsequenz hat und dass p bestimmt werden kann, indem man X durch be-
schrénkte Variable approximiert.

51 Es bestehen damit enge Verbindungen zur Theorie der Choquet-Integrale bzw. nicht-additiven Mal3e,

vgl. etwa hierzu generell Denneberg (1994) und zu den Erweiterungen der Erwartungsnutzentheorie
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¥
pP(X) = PA- F(¥) dx. ©
0

Dabel ist F die Verteilungsfunktion von X und g eine steigende Funktion (Verzerrungsfunk-
tion, distortion function) mit g(0) =0 und g(1) =1. Die gemas (9) generierten Préamienprin

Zipien erfilllen eine Reihe von weiteren Giiteeigenschafterr?.

Ein weiteres zentrales Resultat besteht dahingehend, dass bei einer konkaven Verzerrungs
funktion g(X) fur das Pramienprinzip p(X) die Anforderungen an ein kohérentes Risiko-
maR erfiillt sind® >4, Damit ist zugleich eine explizite Konstruktionsvorschrift fiir kohérente
Risikomal3e gefunden.

Abschlieffend wollen wir noch auf eine dritte denkbare Konstellation im Versicherungsau

sammenhang eingehen, namlich eine Pramienkalkulation unter Berlicksichtigung eines gege-
benen Risikokapitals C,. Dies ist formal gleich zu behandeln, wie der Eingangsfall der Be-

stimmung des Risikokapitals bel fixierter Prémie, erlaubt aber eine intuitive Herausarbeitung
einer Situation, in der auch eine ,, super-additive” Préamienfestlegung denkbar und sinnvoll ist.

Das gegebene Risikokapital C, begrenzt grundsétzlich die Kapazitét des Versicherungsun

ternehmens zur Zeichnung von Risiken. Insofern ist es vorstellbar, dass im Rahmen dieser
Kapazitdt eine bestimmte Menge identischer Risiken zu identischen Preisen gezeichnet wer-
den kann, die Hinzufligung eines weiteren Risikos die gegebene Kapazitét aber sprengt und
dies — etwa bel fixiertem Sicherheitsniveau des Unternehmens — nur aufgefangen werden
kann, indem man eine entsprechend erhdhte Pramie fordert. Insgesamt stiitzt dieses Beispiel
die Warnungen von Goovaerts et al. (2001, 2002), Axiomensysteme nicht pauscha anzuwen
den, sondern insbesondere zu Uberprifen, ob dies im Einzelfall sinnvoll und konsistent mit
"Best Practice Rules* des Versicherungsgeschéfts ist.

von Schmeidler (1989) und Yaari (1987). Chateauneuf et al. (1996) betrachten eine entsprechende
Preishildung auf Finanzmérkten mit Friktionen.

52 Vgl. Wang et al. (1997, S. 178).

3 Vgl. etwa Wirch/Hardy (1999, S. 339) und Delbaen (2002, S. 15).

>4 Ein entsprechendes Resultat existiert auch fur beliebige Gewinn/V erlust-Positionen, vgl. Abschnitt 7.4.
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6 Risiko als Ausmald der Abweichungen von einer Zielgr6l3e

6.1 Zweiseitige RisikomaRe®

Als Zielgroiie dient im Welteren zunéchst der Erwartungswert E(X) als Mal3 fur die Lage der

betrachteten Verteilungen. Als Mal3 fir das Ausmal? der Abweichungen (, Streuung“, Disper-
sion) vom Erwartungswert (in beide Richtungen) kdnnen verschiedene Abstandsmalie zum
Ansatz kommen. So fuhrt die Erfassung quadratischer Abweichungen (, Volatilitdt*) auf das
Riskomal’ Varianz gemal3 (5) bzw. auf die Quadratwurzel hieraus, die Standardabwei chung

s (X) = Nar(X) . (10)

Zurtickgehend auf die Pionierarbeiten von Markowitz (1952, 1959) und Tobin (1958) sind die
Varianz bzw. die Standardabweichung die traditionellen Risikomal3e im Bereich 6konomi-
scher Anwendungen. Sie sind lageunabhéngige Riskomal3e und weisen lediglich sicheren
Ereignissen (einwertigen Zufallsgréf3en) einen Wert von null zu. Daneben bestehen eine Rei-
he von technischen Vorteilen. Bel einer Portfoliobildung lasst sich die Varianz al's Summe der
Varianzen sowie der Kovarianzen der einzelnen Titel im Portfolio bestimmen. Die Varianz
lasst sich ferner technisch gut als Zielfunktion in Optimierungsproblemen (,, quadratische Op-
timierung®) verwenden. Aus statistischer Sicht ist schliefdich ein etabliertes Instrumentarium
verflgbar, mit dessen Hilfe die Varianz bzw. Varianz/Kovarianzmatrix aus historischen Zeit-

reithen geschétzt werden kann.

Auch aus theoretischer Sicht erfillen die Varianz bzw. die Standardabweichung eine Reihe
wichtiger Eigenschaften. Im Falle der Normal- und Lognormalverteilung ist eine hohere
Standardabweichung (bei gleichem Erwartungswert) aguivalent®® zum Vorliegen von , mehr
Risiko" im Sinne’ von Rothschild/Stiglitz (1970). Ferner wird zur Rechtfertigung der Varianz
als Riskomal} auch angefiuhrt, dass die Risikopramie in erster Naherung gleich dem Produkt
aus der halben Varianz und der Riskoaversionsfunktion nach Pratt ist. Generell gibt es a+

s Zweiseitige Risikomal3e (two sided risk measures) messen den ,, Abstand” der Realisierungen zur Ziel-

gréfe, wobei sowohl vorteilhafte als auch unvorteilhafte Realisierungen betrachtet werden, vgl. z.B.
Goovaertset al. (2002).

%6 Vgl. hierzu Levy (1972).

57 Vgl. die entsprechenden Ausfiihrungen in Abschnitt 4.
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dem eine ganze Reihe von Aussagen™® hinsichtlich der Konsistenz von Erwartungswert-
Varianz-Ansdtzen und der Erwartungsnutzentheorie. Schliefdlich erflllt die Standardabwei-

chung alle Bedingungen des Axiomensystems von Peder sen/Satchell.

Insgesamt haben diese vorteilhaften Eigenschaften dazu gefihrt, dass Varianz bzw. Standard-
abweichung in finanz- und versicherungswissenschaftlichen Fragestellungen eine dominante
Stellung hinsichtlich Risikomessung und -steuerung besitzen.

Trotz weiter Verbreitung und vorteilhaften Eigenschaften ist eine volatilitétsbasierte Risiko-
messung aber auch der Kritik ausgesetzt. Als zweiseitige Risikomal3e erfassen sowohl Vari-
anz as auch Standardabweichung negative wie positive Abweichungen vom Erwartungswert.
Verbindet man hingegen Risiko — wie intuitiv naheliegend — nur mit adversen finanziellen
Entwicklungen, so wiirde man nur in einer Unterschreitung des Erwartungswerts eine Gefahr
sehen, in einer Uberschreitung dagegen eher eine willkommene Chance.®® Solange die
zugrundeliegende Zufallsgréfe X symmetrisch vertellt ist, ist dies weniger problematisch, da
eine Erhdhung der Varianz bzw. Standardabweichung zu einer symmetrischen Erhéhung -
wohl der Uber- als auch der Unterschreitungen fuhrt. Es gibt aber ausreichende empirische
Evidenz, dass Verteilungen sowohl im Finanz- als auch im Versicherungsbereich oftmals fette
Vertellungsenden (fat tails) aufweisen und damit nicht-symmetrischer Natur sind. Inder Tat
ist damit ein weiterer zentraler Kritikpunkt an der Varianz bzw. der Standardabweichung,
dass diese unterschiedliche Gefahrlichkeitsgrade bedingt durch die Verteilungsenden (Right
Tail Risk) nicht angemessen berticksichtigen. Dies legt in einem ersten Schritt die flankieren
de Erfassung hoherer Zentramomente (bzw. normierten Versionen hiervon, wie z.B. Schiefe

oder Kurtosis) nahe, um die Gréflenordnung des Risikos besser abschétzen zu kdnnen.

Entsprechend wird z.B. vorgeschlagen, die Schiefe

_M3(X) _ E[(X- E(X))°]
s(X)®  Var(x)%¥?

g(Xx) (11)

%8 Vgl. etwa Borch (1969), Feldstein (1969), Hanoch/Levy (1969, 1970), Tsiang (1972), Chipman (1973),
Klevorick (1973), Baron (1977), Ross (1978), Meyer (1979), Levy/Markowitz (1979), Epps (1981) so-
wieAivazian et al. (1983).

%9 Hierbei wird die Beurteilung einer Gewinn/Verlust-Position vorausgesetzt. Bei reinen Schadengrofen

beinhalten hingegen nur Uberschreitungen des Erwartungswerts Risikoelemente.
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explizit in die Risikomessvorschrift zu inkorporieren. Auch nutzentheoretische Uberlegungen
(, skewness preference) stiitzen diese Vorgehensweise®®. Allerdings weist die Schiefe eine
Reihe von Problemen auf. So gelingt etwa die Zerlegung der Schiefe eines Portfolios nur in
technisch aufwendiger Art unter Zuhilfenahme der Konstruktion®® der , Koschiefe“. Auch
sind Schiefe bzw. drittes Zentralmoment als alleiniges Risikomal3 eher ungeeignet bzw. nur in
Kombination mit Varianz bzw. Standardabweichung aussagekréftig. Ein Beispiel hierflr bie-
tet das Riskomal3 (6) von Jia/Dyer (1996). Das Risiko steigt mit zunehmender Varianz und
wird durch eine positive Schiefe verringert bzw. durch eine negative Schiefe erh6ht®. Die
technischen Probleme des ditten Zentramoments, z.B. bei der Portfoliobildung, Ubertragen
sich auf dieses Risikomal3. Auch ist das resultierende Risikomal3 nur schwer interpretierbar,

denn wird X in Geldeinheiten (GE) gemessen, dann besitzt das Risikomal3 die Dimension

GE?2 - GES,

Betrachtet man nicht quadratische bzw. kubische Abweichungen von Erwartungswert sondern
den Absolutbetrag der Abweichung, so gelangt man®® ®* zum Risikoma MAD gemaR (7).
Auch hinsichtlich des absoluten Abstandes konnen hohere Potenzen betrachtet werden, dies

fuhrt z.B. auf

R(X)= E[l X - E(X) |'<] bzw. (12a)

k
R(X)= E[l X - E(X)lk]l/ . (12b)
Das letztere Risikomal? wird von Kijima/Ohnishi (1993) betrachtet.

Eine weitere Veralgemeinerung nehmen Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002) vor. Sie

definieren eine Funktion f(x)=ax fir x3 0 und f(x)=b|X fur x£0 mit Koeffizienten

a3 0 und b3 0 und betrachten das Risikomal}

&0 Vgl. etwa Hanoch/Levy (1970) und Kraus/Litzenberger (1976).

61 Vgl. etwaMaurer (2000, S. 55f.).

62 Wiederum quantifiziert hierbei X eine Gewinn/Verlust-Position. Im Falle einer reinen Verlustposition

istin (6) c <0 zuwéhlen.

&3 Bereitsin Markowitz (1959, S. 286 ff.) findet man diese VVariante eines Risikomales.

64 Auch aus Sicht der Optimierung besitzt das Risikomal MAD Vorteile, da man auf Ansétze der linearen

Optimierung zurtickgreifen kann, vgl. etwa Konno/Yamazaki (1991).
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R(X) = Elf (X - E(x)*[", (13)

fur k 3 1. Dieses Risikomal3 vom Typus | erlaubt eine unterschiedliche Gewichtung der posi-
tiven und negativen Abweichungen vom Erwartungswert und wurde ebenfalls bereits von
Kijima/Ohnishi (1993) vorgeschlagen®™.

6.2 Shortfallrisskomafle

Wahrend die in Abschnitt 6.1 besprochenen Risikomal3e Abweichungen von der Zielgrofie
Erwartungswert in beide Richtungen berticksichtigen und damit — wie bereits ausgefihrt —
einem intuitiven Risikoversténdnis widersprechen, konzentrieren sich Shortfallrisikomalie auf
das Shortfalrisko bzw. Downside Risiko relativ zu einer ZielgrofRe. Diese ist dabel nicht
mehr notwendigerweise mit dem Erwartungswert identisch, sondern kann eine beliebige de-
terministische ZielgrolRe z (Ziel- Endvermdgen, Zielrendite (target return), mindestens ange-
strebte Rendite (minimal acceptable return®®, MAR)), aber auch allgemein eine stochastische

Benchmark sein.®”: 8

Eine breite Klasse von ShortfallrisikomafRen bilden die Lower Partial Moments®® vom Grade
k(k=0,12..),dh

LPM, (z; X):= E[max(z- x,o)k]

z 1
= Jz- x)* f(x) dx (43

& Das entsprechende Pendant vom Typus |1 ist (nur) koharent fir a=0 und b3 1 sowiefir k =1, vgl.

Rockafellar/Uryasev/Zabarankin (2002).

66 Zu dieser Begriffshildung vgl. etwa Sortino (2001, S. 5) oder Messina (2001, S. 78).
67 Zu dieser Moglichkeit vgl. etwa Balzer (1994, S. 51).
68 So betrachten etwa Albrecht/Maurer/Ruckpaul (2001) den Rentenindex REXP als Benchmark fir die

Renditeentwicklung des deutschen Aktienindex (DA X).
&9 Vgl. etwa Fishburn (1977).
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bzw. in entsprechend normierter Form™ (k 3 2)
R(X) = LPM, (z; X)¥~. (14b)

Einfache Spezialfdlle dieser Klasse, die auch in der Anwendung eine wichtige Rolle spielen,
ergeben sich fur k =0, 1 und 2. Es sind dies die Shortfallwahrscheinlichkeit

SW,(X)=Pr(X £2)=F(2), (15)
der Shortfallerwartungswert '

SE,(X) = E[max(z- X, 0)] (16)
sowie die Shortfallvarianz

SV, (X)= E[max(z- X, 0)2] (17a)

bzw. die Shortfall standar dabweichung

S, (X) = Elmax(z- X, 022"

(17b)

Das Ausmal3 der Gefahr der Unterschreitung des Targets wird dabel in verschiedener Weise
berticksichtigt. Bei der Shortfallwahrscheinlichkeit spielt nur die Wahrscheinlichkeit der Tar-
getunterschreitung eine Rolle. Beim Shortfallerwartungswert wird dagegen die mittlere Un
terschreitungshohe berticksichtigt und bei der Shortfallvarianz die mittlere quadratische U

terschreitungshéhe.

0 Vgl. etwa Bawa/Lindenberg (1977) fir z = E(X).

n Im Bereich der Schadenversicherung korrespondiert hierzu die Netto-Stop-Loss-Pramie, der Erwar-

tungsschaden eines Stop-L oss-Vertrages mit Prioritét z, vgl. etwa Goovaerts et al. (1984, S. 13).
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Varianten ergeben sich fir den Fall z=E(X), zB. die mittlere Unterschreitung des Mittel-

wertes’> 3

R(X) = E[max{E(X)- X, d}], (18)

die Semivarianz’

R(X)= E[max{E(X) - X, 0}2] (19)

sowie entsprechend die Semistandar dabweichung

R(X) = E[max{E(X)- X, 0}2]]/2. (20)

Eine weitere interessante Variante ist der Ubergang zu bedingten Shortfallriskomalen. Ein

zentrales Beispiel hierfiir ist der Mean-Excess-Loss’ (bedingter Shortfallerwartungswert)

MEL, (X ) = E(z- x|X£z):%Z((>;—)), (21)

d.h. die mittlere Unterschreitung der Zielgrélie unter der Bedingung, dass ein Shortfall eintritt.
Der MEL kann as eine Art Worst-Case-Risikomal? angesehen werden, denn er misst nur die
durchschnittlichen Konsequenzen im Worst-Case-Fall, dass der Shortfall tatséchlich eintritt.

Im  Vesicherungszusammenhang wird der MEL auch in der Form

MEL,(S) = E[S- z|S>Z] fur Schadenvariable S:=- X 3 0 zur Messung des Right-Tail-

” Im Bereich der Schadenversicherung korrespondiert hierzu der Uberschaden tiber dem Mittelwert, vgl.

etwa Sterk (1979, S. 65).

IS Das Risikomaf3 (18) wird von Ogryczak/Ruszczynski (1999, S. 34) und Gotoh/Konno (2000, S. 291 f.)
unter der Bezeichnung Lower-Semi -Absolute Deviation (LSAD) betrachtet.
& Auch die Semivarianz wurde bereits von Markowitz (1959, S. 286 ff.) selbst as Alternative zur Vaianz

asRisikomald diskutiert.

s Der Mean-Excess-Loss bzw. die Mean-Excess-Funktion ist eine Grof3e, die in der Extremwerttheorie

betrachtet wird, vgl. etwa Embrechts et al. (1991, S. 161). Albrecht/Maurer/Ruckpaul (2001) verwen-
den den MEL as (Worst-Case)Risikomald zur Quantifizierung von Langfristrisiken eines Aktienin-
vestments.
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Risikos eingesetzt’®. Ein weiteres MaR fir das Right-Tail- Risiko ergibt sich im Kontext der
Ausfuhrungen in Abschnitt 5.5 unter Anwendung der Verzerrungsfunktion g(x) = Jx (und

anschlieflender Subtraktion des Erwartungswertes zum Ubergang von Risikomal3en des Typus
Il auf Risikomalie des Typus |):

¥
R(S) = §/1- F(9) ds- E(S). (22)
0

Dieses Risitkomal? entspricht dem Mal3 Right-Tail-Deviation von Wang (1998) und kann e

benfallsin die Klasse einseitiger Risikomal3e eingruppiert werden.

Generell entsprechen die Risikomal3e des Shortfalltypus zwar eher einem intuitiven Risiko-
verstdndnis, sie ziehen jedoch ebenso generell grofiere technische Probleme z.B. bei der Port-
foliobildung, der Optimierung sowie der statistischen Identifikation nach sich. Zu Resultaten
Uber die Konsistenz von Shortfallriskomal3en (im Rahmen von Risk-Vaue-Modellen) zur

Erwartungsnutzentheorie verweisen wir auf die Literatur 7’

6.3 Klassen von Risikomaf3en

Sone (1973) definiert eine allgemeine dreiparametrige Klasse von Risikomal3en der Form

6z ok
R(x)=&{Ix- c|) f(x) dxa (23)
By 8]

mit den drel Parametern z, k und c. Die Stonesche Klasse enthdlt z.B. die bereits bekannten
Risikomal3e Standardabweichung, die Semistandardabweichung, die mittlere absolute Abwel-
chung sowie das Risikomal3 von Kijima/Ohnishi gemal3 (13b).

Pedersen/Satchell (1998) betrachten algemeiner eine flnfparametrige Klasse von Risikoma
[3en der Form

e Vgl. etwa Wirch (1999, S. 110).
L Vgl. etwa Fishburn (1977), Albrecht/Maurer/Méller (1998) und Plantinga/De Groot (2001).



26

, b
e’z u

R(X) =gd|x- c|)* WHy) f(y) dyg , (24)
¥

die die Sonesche Klasse umfasst, des Weiteren die bereits behandelten Risikomalde Varianz,
Semivarianz, Shortfallwahrscheinlichkeit, Lower Partial Moments gemal? (14a) und (14b)
sowie weitere Risikomalde aus der Literatur enthalt.

6.4 Guteeigenschaften

Das Axiomensystem von Pedersen/Satchell (1998) gemald Abschnitt 5.1 ist — wie bereits aus-
gefiihrt — geeignet zur Uberpriifung von Gittesigenschaften von Risikomalien, die auf das
Ausmal3 der Abweichungen von einer Zielgrolie abstellen. Die folgenden in diesem Beitrag
behandelten Risikomal3e erfillen die vier Axiome: Sandardabweichung, mittlere absolute
Abweichung, dasMaR LPM, (z; X)¥* gemaR (14b) fir z = E(X), Semistandardabweichung,
die Riskomal3e von Kijima/Ohnishi gemald (12b) und (13). Ferner geben Pedersen/Satchell
(1998) eine allgemeine Charakterisierung der in 6.3 betrachteten Familien von Risikomalden

hinsichtlich der Erfullung ihres Axiomensystems.



27

7 Risiko als notwendiges K apital bzw. notwendige Pramie
7.1 Quantile und Value-at-Risk

Quantile’ liefern einen differenzierteren Einblick in die Wahrscheinlichkeitsbelegung und
damit in die Risikostruktur (aber auch die Chancenstruktur) as einzelne Momente der Vertei-
lung. Wir gehen im Folgenden aus von einer Gewinn/Verlust-Position X mit zugehoriger Ver-
teilungsfunktion F. Des Weiteren existiere wiederum zur Vereinfachung der Darstellung eine
Dichtefunktion. Damit ist die Vertellungsfunktion F streng monoton und invertierbar. Das a -

Quantil Q, =Q, (X) der Verteilung von X ist dann definiert’”® durch die Forderung

Pr(X £Q,)=a undesgilt Q; =F (a). Das a -Quantil ist also derjenige Wert, unterhalb

dessen eine Wahrscheinlichkeitsmasse der Hohe a liegt. Dies illustriert die folgende Abbil-
dung 1.

Q.

Abbildung 1: Quantil einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

Zwischen der Konzeption der Shortfallwahrscheinlichkeit und den Quantilen einer Verteilung
besteht ein dualer Zusammenhang. Bel der Shortfallwahrscheinlichkeit wird ein spezifischer
moglicher Wert vorgegeben und die zugehdrige Unterschreitungswahrscheinlichkeit be-
stimmt, bel den Quantilen wird die Unterschreitungswahrscheinlichkeit vorgegeben und die
zugehdrige Auspragung bestimmt. Allgemein gilt:

8 Vgl. etwaAlbrecht/Maurer (2002, S. 112 ff.).

. Im Allgemeinen gilt Q, =inf{x; F(x)3 a}.
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Q. =F'(a)=sup(z SW,(X) £a).

Als Riskomal3 dient dann allgemein

R(X):=-Q, (X), (25)

wobe sinnvollerweise0 <a <05 zu wahlen ist, ansonsten wird eher der Chancenbereich

einer Vertellung erfasst.

Im Falle der Normalverteilung, dh. X ~N(ms), glt Ny(ms)=m- Ny ;s
=E(X)- Ny, s (X), dabel bezeichne N, , >0 das (1- a )-Quantil der Standardnormal-

vertellung. Als Riskomal3 ergibt sich damit

R(X):=Ng, s (X)- E(X). (26)

Dies verdeutlicht nochmals an einem konkreten Beispiel die in Abschnitt 3 getroffene Aussa-
ge, dass Riskomal¥e des Typus Il auch as spezifische risikoadjustierte Performancemalie
interpretiert werden konnen, da sowohl das ,Risiko® (im Typus I-Sinne) s (X) als auch der

Erwartungswert E(X) asLagemald die Hohe von R(X) gemal} (26) beeinflussen. Fasst man
nicht das Quantil as Risikoindikator auf, sonderr® den Abstand E(X)- Q, (X)
=-Q, (X)- E(X) vom Erwartungswert zum a -Quantil, d.h. nimmt die Tramsformation
R(X)- E(X) gemda?3 der Korrespondenzbeziehung von Rockafdlar/Uryasev/Zabarankin
(2002) vor, dann gelangt man zu einem Riskomal3 des Typus I. Im Normalverteilungsfalle

entspricht dieses Riskomald N4, s (X), d.h. ist proportional zur Standardabweichung.

Ein spezifisches Quantilmal? von zentraler Bedeutung fir die Risikosteuerung ist der Value-
at-Risk®! (VaR). Im Folgenden konzentrieren wir uns dabei auf den Zusammenhang mit der

Quantifizierung von Marktrisikerf?. Bezeichnet dabei allgemein V, die Hohe des Marktwer-

8 Diese Gleichung ergibt sich dabei aufgrund der Symmetrie der Normalverteilung.

81 Zum Value-at-Risk vgl. etwa Albrecht/Maurer (2002, S. 115 ff. und S. 673 ff.), Dowd (1998), Duf-
fie/Pan (1997) , Jorion (1997) und Wilson (1998).

82 Zum Zusammenhang mit Kreditrisiken vgl. etwa Dowd (1998, S. 166 ff.) oder Wilson (1998, S. 103 ff.).
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tes einer Finanzposition zum Zeitpunkt t, so beschreibt DV, =V, - V; die entsprechende
Marktwerténderung tUber das Zeitintervall (Haltedauer) [t,t +h], wobel der Marktwert zum
Zeitpunkt t a's bekannt angenommen werde. Daim Vordergrund des Interesses Verlustrisiken
stehen, betrachten wir alternativ den potenziellen Periodenverlust L =-DVy, = v, - V,,, der
Finanzposition Uber die betrachtete Haltedauer. Der Value-at-Risk VaR, (L) zum Konfidenz-

niveau 0 <a <1 Uber einen Zeitraum der Lange h ist dann definiert durch
PlL>VaR, (L)]=a. (27)

Der Vaue-a-Risk zum Konfidenzniveau a ist somit digenige Auspragung der Verlusthohe,
die mit der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit nicht Uberschritten wird. Interpretiert man —
dies ist eine der zentralen Anwendungen des VaR-Konzepts — den VaR als Hohe eines den
eingegangenen Risiken zu unterlegenden Kapitals, dann impliziert (27), dass die Wahrschein-
lichkeit der Aufzehrung dieses Kapitals durch ein negatives Investmentergebnis (Periodenver-
lust) kontrolliert klein ist.

Offenbar entspricht der VaR gerade dem (1- a )-Quantil Q, , (L) der Verteilung der poten-
ziellen Verlusthohe L =V, - Vi,p,, forma VaR, =Q_, (L) =F *(1- a), wobe F die Vertei-

lungsfunktion von L bezeichnet. Eine Illustration dieses Sachverhalts beinhaltet die folgende
Abbildung.

/

VaR Vi —Vish

Abbildung 2: Value-at-Risk als(1- a )-Quantil der Verteilung der Verlusththe
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Eine anschauliche Deutung des Value-at-Risk ist damit digjenige eines Probable Maximum

Loss (PML), konkret eines 100(1- a )%-Maximalverlusts, dennin 100(1- a )% aller Félleist
der redlisierte Verlust kleiner oder gleich dem VaR. So kann z.B. der 5%-VaR as 95%-
Maximalverlust interpretiert werden: In durchschnittlich 95 von 100 Perioden wird der reali-

sierte Verlust den 95%-M aximal schaden nicht Uberschreiten.

Gehen wir davon aus, dass der Periodenverlust L einer Normalverteilung mit den Parametern

E(L) und s (L) folgt, so ergibt sich der zugehdrige Value-at-Risk zum Konfidenzniveau a

entsprechend der Bestimmung des (1- a )-Quantilsim Falle der Normalverteilung zu:
VaR, =E(L) + N5 s(L). (28)

Dieses Resultat verdeutlicht, dass auch der Value-at-Risk as risikoorientiertes Performance-
mal3 angesehen werden kann®, da die Héhe des Erwartungswertes die Hohe von VaR, beein
flusst. In den typischen Anwendungen im Bankenfall tritt dieses Problem nicht auf, da man
fur kurze Haltedauern h hier approximativ von E(L) =0 ausgeht. Aquivalent hierzu ist die
Betrachtung® des RiskomaRes R, (L) =VaR, - E(L), d.h. die Korrektur um den Lagepara-

meter, um von einem Risikomal3 des Typus Il auf ein Riskomald des Typus | zu glangen

(Transformation nach Rockafellar/Uryasev/Zabarankin).

Der Value-a-Risk erfilllt eine Reihe von Giiteeigenschaften®™. Hinsichtlich des Axiomen-
systemsvon Artzner et al. (1999) sind dies die Eigenschaften der Monotonie, der positiven
Homogenitdt und der Trandationsinvarianz. Dartiber hinaus gilt die Eigenschaft der Vertei-
lungsinvarianz (Law Invariance) Fy (t) =R/ (t) P R(X)=R(Y), wobei Fy bzw. K, die
Verteilungsfunktionen von X bzw. Y bezeichnen sowie die Eigenschaft der comonotonen Ad-
ditivitdt, d.h. R[f(X)+g(Y)]=R[f(X)]+R[g(Y)] fur zwe nicht-falende Funktionen f und

g.

8 Vgl. zu entsprechenden Anwendungen Albrecht (2002a, 2002b).

84 Teilweise wird der Value-at-Risk in der Literatur auch direkt so definiert, vgl. etwa Zagst (2002, S.
252). Dowd (1998, S. 40 f.) spricht dhnlich wie Jorion (1997, S. 87 f.) von VaR “relative to the mean”
im Unterschied zum VaR ,,in absolute dollar terms*.

8 Vgl. Tasche (2002, S. 1521).
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Zentraler Kritikpunkt® am VaR-Risikomal} ist aber die im algemeinen Fall nicht vorhandene
Subadditivitat. Damit ist der VaR auch kein generell kohérentes RisikomaR®’. Allerdings exis-
tieren Klassen von Verteillungen, innerhalb derer der VaR subadditiv und damit kohérent ist.

Dies gilt etwa fiir die Klasse der Normalverteilungen, solange a < 0,5 ist®®.

Des Weiteren berticksichtigt der VaR nicht das Ausmal® der Verluste in den 100a%
schlimmsten Féllen. DarUber hinaus existieren eine Reihe von weiteren Kritikpunkten am

VaR, wir verweisen hierzu auf die Literatur®®.

7.2 Expected Shortfall und Conditional Value-at-Risk

Zur besseren Vergleichbarkeit mit der Darstellung des Value-at-Risk in Termen der Verlust-
variablen L3 0 in Abschnitt 7.1 formulieren wir auch die weiteren Ergebnisse in Termen von
L.

Das Risikomald Expected Shortfall®® zum Konfidenzniveau a ist dann definiert durch™
1° 1 3
ES, ()= = ¢/aR () du== @R, (L)du. 29)
0 l-a

Dieses Riskomal3 entspricht somit dem Durchschnitt der Value-at-Risk-Werte VaR, fur

Ofu£fa. Ausgehend von der Interpretation des VaR as 100(1- a )%-Maximalschaden,
kann der Expected Shortfall als ,durchschnittlicher Maximalschaden in den 100a %

schlimmsten Féllen* interpretiert werden®2. Es |asst sich zeigen™, dass der Expected Shortfall

8 Vgl. Artzner et al. (1997, 1999).

87 Entsprechend verletzt auch VaR, - E(L) das Axiomensystem von Rockafellar/Uryasev/Zabarankin

gemald Abschnitt 5.2.

88 Allgemeiner gilt dieses Resultat fir die Klasse der elliptischen Verteilungen, vgl. Embrechts et al.

(2002, S. 190).

8 Vgl. etwa Szegd (2002, S. 1260 ff.).

% Diese GroRe st dabei nicht identisch mit dem Shortfallerwartungswert SE gemal (16).
o Vgl. etwa Hirlimann (2002, S. 239) und Tasche (2002, S. 1525).

92 Vgl. entsprechend Acerbi/Tasche (2002, S. 1488).

% Vgl. etwa Acerbi/Tasche (2002, S. 1491).



32

e n kohéarentes Risikomall ist.
Das Riskomal? Conditional Value-at-Risk zum Konfidenzniveau a ist definiert durch®
CVaR, (L) =EL|L>VaR, ]=E[LIL>Q,,(L)]. (30)

Der CVaR fallt mit dem Expected Shortfall dann zusammen®, wenn die zugrundeliegende
Verteilungsfunktion eine Dichte besitzt und ist damit in diesem Falle koharent®®. Entspre-
chend Ubertrégt sich die Interpretation als ,durchschnittlicher Maximalschaden in den
100a % schlimmsten Falen®. Im allgemeinen Fall, insbesondere fir diskrete Zufalsvariable,
ist der CVaR dagegen nicht koharent. Im allgemeinen Fall ist daher zumindest unter Kohé
renzgesichtspunkten mit dem (alerdings schwerer handhabbaren) Expected Shortfall bzw.

hierzu aguivaenten Risikomafen zu arbeiten®’.

Unter Beschrénkung auf stetige Zufallsvariable (Existenz einer Dichtefunktion) sei noch an+

gefiigt, dass der CVaR die Zerlegung® %°

CVaR, (L) =VaR, (L) +E[L - VaR, | L >VaR, ] (31)

besitzt. Hierdurch wird zunéchst deutlich, dass der CVaR stets zu einem hoheren Risiko (ei-
ner htheren Kapitalunterlegung) fhrt als der VaR. Ferner berticksichtigt der CVaR nicht nur
die Verlustwahrscheinlichkeit, sondern auch die mittlere Hohe des Verlustes (relativ zum
VaR), wenn ein solcher Verlust eintreten sollte. Insgesamt ergibt sich der CVaR damit in an-
schaulicher Weise als Summe des Value-at-Risk und der mittleren Uberschreitung im Uber-

schreitungsfall (mittlere bedingte Uberschreitung).

% Vgl. etwaArtzner et al. (1999, S. 223).
% Vgl. etwa Acerbi/Tasche (2002, S. 1498).
% Vgl. hierzu bereits Delbaen (2000, S. 734).

o In der Literatur sind eine Reihe von eng verwandten Risikomal3en wie Expected Shortfall, Conditional

Tail Expectation, Tail Mean und Expected Regret entwickelt worden, fur die zudem eine Reihe von un-
terschiedlichen Charakterisierungen bestehen. Zu Details hierzu sowie zum Vergleich mit dem Value-
at-Risk verweisen wir auf Acerbi/Tasche (2002), Hurlimann (2001, 2002), Pflug (2000), Tasche (2002),
Kusuoka (2001), Rockafellar/Uryasev (2002), Szeg6 (2002) und Yamai/Yoshiba (20023, b).

%8 Vgl. etwa Albrecht/Maurer (2002, S. 675) oder Panjer (2001).

% Der zweite Term entspricht offenbar dem Risikomal? Mean-Excess-Loss gemdl3 (21), relativ zur Ziel-

groRe VaR.
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Interpretiert man den CVaR als notwendiges Risikokapital, so setzt sich dieses damit aus drei

Komponenten zusammen:

Notwendiges Risikokapital =
Erwarteter Verlust E(L)
+ Quantilkapital VaR, - E(L)

+ Exzesskapital E[L- VaR | L >VaR].

Die erste Komponente des notwendigen Risikokapitals deckt den mittleren Verlust ab, die
zweite  Komponente anschaulich gesprochen die Differenz zum 100(1- a )%-
Maximal schaden'®. Das Exzess- oder Stress-Kapital schlieRRlich deckt den mittleren Bxzess
Verlust in denjenigen Féllen ab, in denen der realiserte Verlust den 100(1- a )%-
Maximalschaden Ubersteigt. Die nachfolgende Abbildung 3 dient der Illustration des darge-
legten Sachverhalts.

E(L) VaR CVvaR
k J \ J
' Y
Quantilkapital Exzesskapital

Abbildung 3:  Zerlegung des notwendigen Risikokapitals

Im Falle normalverteilter Verluste, d.h. L ~ N(m,s) existiert die folgende explizite Ldsung

100 Man vgl. die entsprechende I nterpretation des VaR in Abschnitt 7.1.
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fir den CVaR'%*:

CVaR, (L) = E(L)+j(':—“‘)s (L), (32)

dabei ist wiederum Nq., das (1- a )-Quantil der Standardnormalverteilung und | bezeich-

net die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

Ein Vergleich mit dem VaR geméal} (28) ergibt damit als Hohe des Exzesskapitals

E[L- VaR, |[L>VaR,] = s(L).

j (Nl-a) -a Nl—a
a

Das Resultat (32) verdeutlicht, dass auch der CVaR als risikoadjustiertes Performancemal3

angesehen werden kann bzw. ein weiteres Mal, dass eine Subtraktion von E(L) ein Risiko-

mal3 des Typus |1 auf ein Risikomal? des Typus | transformiert'?. Im Falle der Normalvertei-

lung ist dieses Risikomal3 wiederum proportional zur Standardabwel chung.

Auch der Conditional Value-a-Risk ist nicht frel von Kritik. So stellt Hurlimann (2002, S.
245 ff.) in einem umfangreichen numerischen Vergleich fur unterschiedliche Verteilungs-

funktionen fest, dass (wenn auch in geringerem Mal%e als der VaR) der CVaR sich nicht kon

sistent zu einem Ansteigen des Tail- Risikos verhalt'%3,

7.3 Lower Partial Moments

Fischer (2001) weist nach, dass die folgenden Risikomalie kohéarent sind (O£ a£1, k3 1):

R(X)=-E(X) +aLPM, (E(X); X))¥*. (33)

101 Vgl. Albrecht/Koryciorz (2003).

102 Da der CVaR in stetigem Falle koharent ist, erfiillt das entsprechend transformierte Risikoma3 das

Axiomensystem von Rockafellar/Uryasev/Zabarankin gemal3 Abschnitt 5.2.

103 Hurlimann (2002, S. 245) berichtet etwa, dass fiir bestimmte Konstellationen die betrachteten Vertei-

lungen mit dem héchsten Tail-Risiko geringere VaR und CVaR-Werte aufweisen als im Falle einer
(vergleichbaren) Normalverteilung.
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Dies entspricht der in Abschnitt 6.4 getroffenen Aussage, dass das Riskomal

LPM,,(z; X)Y" gemaR (14b) fir z = E(X) dem Axiomensystem von Pedersen/Satchell ge-

nigt und verdeutlicht en weteres Ma die Transformation gemald Rockafd-

lar/Uryasev/Zabarankin in eéinem konkreten Fall.

7.4 Vezerte Riskomalie

Wir knupfen im Folgenden an den Ausfuhrungen des Abschnitts 5.5 zum Axiomensystem
von Wang/Young/Panjer (1997) an, wobei nunmelr Gewinn/Verlust-Positionen anstelle rei-

ner Verlustpositionen betrachtet werden.

Istdann g[0,1] ® [0,1] eine wachsende Funktion mit g(0) =0 und g(1) =1, so definiert die
Transformation F* (x) = g(F(x)) eine verzerrte (distorted) Verteilungsfunktion. Wir betrach-

ten nun das folgende Risikomal fur eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion F:

0 ¥
E*(X)=- Qp(F(x)) dx+@1- g(Rx))] dx. (34)
-¥ 0

Das Risikomal3 entspricht somit dem Erwartungswert der Zufallsgréf3e unter der transformier-
ten Verteilungsfunktion F*. Es gilt nun die Aussage®®, dass das Risikomal? gemaR (34) insbe
sondere dann kohérent ist, wenn die Verzerrungsfunktion g stetig ist. Der Conditional Vaue-
at-Risk zum Konfidenzniveau a ergibt sich as Seziafall von (34) be Wahl der Verzer-

rungsfunktion

0, u<a

Diese Verzerrungsfunktion ist zwar stetig, aber in u =a nicht differenzierbar. Generell gehen

104 Vgl. Wang (2002).
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in die Riskomal3e VaR und CVaR nur Informationen aus dem Verteilungsende (Tail) von X
ein und nicht die Informationen aus der gesamten Verteilungsfunktion'®. Alternative kohé
rente Risikomal3e kann man nun systematisch durch Verwendung alternativer (differenzierba-
rer) Verzerrungsfunktionen konstruieren. So betrachten Wirch/Hardy (1999, S. 341) eine all-

gemeine Familie von Beta-Transformationen, die auf der unvollstandigen Betafunktion beru-
hen. Diese schlief3en etwa die Proportional Hazard- Transformation g(x) = x¥", r31von

Wang (1996) sowie die Dual Power-Transformation g(x) =1- (1- x)]/ ", r31miten.

Wang (2002) propagiert dagegen die Wang-Transformationt®® g(u) = F[F "*(u)- | ] mit
| =F (@) fir ein gegebenes Sicherheitsniveau a und gelangt somit zum WT-RisikomaR
WT,, . Fur normalverteilte Zufallsvariable reduziert sich das WT-Risikomal3 allerdings wieder
auf den Value-at-Risk, WT, =VaR, .

Eine komplexere Variante von Verzerrungsfunktionen wird in Van der Hoek/Sherris (2001)
betrachtet und fuhrt zu Risikomal3en, die ,,upside risk“ und ,downside risk* verschieden g

wichten.

8  Ausgewahlte weitere Ansatze
8.1 Sensitivitatsmale als Risikomafie

Den bisherigen Riskkomal3en R(X) lag jeweils eine Zufallsvariable X zugrunde, die Uber

einen finiten Zeitraum definiert war und finite Werte annahm. In einem alternativen Kontext
interessiert man sich'®’ fir die Konsequenzen (typischerweise hinsichtlich des Preises oder
Barwerts einer Finanzposition) infinitesmaler Realisationen einer oder mehrerer Zufallsvari-
ablen (typischerweise Anderungen von sog. Risikofaktoren tiber infinitesimale Zeitraume).

Gehen wir zur Illustration aus von einer Wertgleichung V =V (X4, ..., X,;,), So sind die Sensi-

tivitaten erster Ordnung oder Deltas in Bezug auf infinitesimale Anderungen des Risikofak-

tors X J- definiert durch:

108 Eine entsprechende Kritik &uRert Wang (2002).

106 Dabei bezeichnet F (x) die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.

107 Vgl. hierzu allgemein Zagst (2002).
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-V
D;(V):= i (X, ooos Xpn) -

Entsprechend werden die Sensitivitéaten zweiter Ordnung oder Gammas definiert durch

Y
Xqy oy X)) .
ﬂxl ﬂXj ( 1 m)

Glj(v)::

Durch Vornahme einer Taylor-Approximation'®® erster oder zweiter Ordnung kann man dann
algemein die Preis- oder Wertwirkungen kleiner Anderungen in den Risikofaktoren tber

kleine Zeitintervalle approximativ abschétzen.

Beispiele!® fiir entsprechende Sensitivitaten sind*1° Durationsmalie (Macaulay-Duration, Key
Rate Duration) und Konvexitétsmale im Zusammenhang mit der Analyse von Zingtiteln -

wie Optionssensitivitaten'! (Greeks), wie Delta, Gamma, Rho, Theta und Vega

8.2 MalRefir die Einkommensverteilung
Malde fur die Einkommensverteilung, z.B. Konzentrationsmal3e wie der Gini-Koeffizient,
messen die Streuung des Einkommens innerhalb einer Bevdlkerung und sind daher als Streu-

ungsmalie ebenfalls Kandidaten fir potenzielle Risikomalle des Typus |. Zu einer Ubersicht
vgl. Pedersen/Satchell (1998, S. 91 ff.) sowie aktuell Pfingsten et al. (2000).

8.3 Konvexe Riskomafie

Follmer/Schied (2002a) betrachten'!? die folgende Modifikation des in Abschnitt 5.3 behan

108 Ebenda, S. 230.

109 Fir einen ausfuhrlichen Uberblick Uber die Anwendungen von Sensitivitdtsmallen vgl. erneut Zagst

(2002).
110 Vgl. etwa Albrecht/Maurer (2002, S. 366 ff., S. 410 ff., S. 419 ff.).

11 Vgl. etwa Albrecht/Maurer (2002, S. 523 ff.).

112 Vgl. zu einem entsprechenden Ansatz auch Follmer/Schied (2002b) sowie Frittelli/Rosazzia Gianin

(2002).
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delten Axiomensystems von Artzner et al.:

(FS1) (Konvexitét) R[I X+@-1)Y]ElI R(X)+(@-1)R(Y) fur OE£I £1
(FS2) (Monotonie) XEYP R(X)3 R(Y)
(FS3) (Trandationsinvarianz) R(X +¢)=R(X)- ¢

Ein Riskomal3, das diesen Bedingungen geniigt, wird konvex genannt. Aufgegeben wird da-
mit insbesondere das Axiom der positiven Homogenitat**3. Mit anderen Worten wird zugelas:
sen, dass die Positionsgrofie das Risiko beeinflusst, etwa bei Vorliegen eines Liquiditétsrisi-

kos.

Follmer/Schied setzen einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum voraus und betrachten die
Situation der Unsicherheit, d.h. es wird kein Wahrscheinlichkeitsmal3 spezifiziert. In diesem
generellen Rahmen erhalten sie eine im Vergleich zu den Resultaten von Artzner et al. (1999)

erweiterte Reprasentation fur konvexe Risikomalie.

8.4 Kapitalmarktbezogene Riskomalie

Im Rahmen des Capital Asset Pricing-Model (CAPM) gilt fur ein beliebiges Wertpapier bzw.
Portfolio des betrachteten Gesamtmarktes die zentrale Aussage, dass nur das sog. Systemati-

sche Risiko r (R, Ry ) s (R) und nicht das Gesamtrisiko s (R) vom Markt bewertet wird.
Dabel bezeichnet Ry, die Rendite des Marktportfolios (in empirischen Anwendungen typi-
scherweise ersetzt durch einen den Markt reprasentierenden Index) und r den Korrelations-

koeffizienten. Formal geht in die CAPM-Gleichung*'* fiir den Gleichgewichtspreis unter R-
siko der Betafaktor

13 Liegt zusétzlich die Eigenschaft der positiven Homogenitét vor, so ist das Risikoma3 koharent. Die

Konvexitatsbedingung ist dann dquivalent zur Subadditivitétsbedingung.
114 Vgl. hierzu etwa Albrecht/Maurer (2002, S. 258 ff.).



39

Cov(R, Ry ) _T (RRy)s (R
Var(Ry) s (Ry)

b(R, Ry) = (35)

ein, bel dem das systematische Risiko noch durch Divison mit dem ,Marktrisko” s (Ry)
normiert wird. In einem Kapitalmarktkontext kann daher der Betafaktor als zentrales Risiko-
mal3 angesehen werden. Das CAPM beinhaltet einen Einfluss auf den Gleichgewichtspreisin
Form eines einzelnen erklérenden Faktors, dem Gesamtmarkt bzw. Marktindex. Im Rahmen
von Multifaktormodellen und der damit verbundenen Preistheorie, der Arbitrage Pricing-
Theorie'*® (APT), iiben mehrere Faktoren F einen Einfluss auf die Preisbildung aus, entspre

chend ergeben sich hier mehrere relevante Risikomal3e b (R, F).

In Weiterentwicklung'® des traditionellen (Mean Variance-)CAPM, das Investoren voraus:
setzt, die die Varianz bzw. die Standardabweichung als Ristkomal’ verwenden, existieren Ve
rianten des Lower Partial Moment-CAPM und in diesem Kontext auch entsprechende Verall-

gemeinerungen des Betafaktors.

8.5 Tracking Error und aktives Risiko

Im Zusammenhang mit passivem (Tracking) oder aktivem Investmentmanagement relativ zu

einem Benchmarkportfolio mit der Rendite Ry bezeichnet''” s (R- Rg) den Tracking Error

bzw. das aktive Risiko eines beliebigen Portfolios mit Rendite R Das verwendete Risikomal3

ist somit die Standardabweichung, nur das Anwendungsfeld ist ein spezifisches.

8.6 Ruinwahrscheinlichkeit

Das Risikomal? Ruinwahrscheinlichkeit''® entstammt der versicherungsmathematischen Risi-

kotheorie. Im Zentrum steht der Risikoreserveprozess R, = Ry + P, - S§; eines Versicherungs-

unternehmens, wobel R, die anfanglich bestehende Reserve, R die Uber den Zeitraum [O, t]

15 Vgl. ebenda, S. 258 ff.

116 Vgl. etwa Bawa/Lindenberg (1977), Hogan/Warren (1974) sowie Satchell (2001).
17 Vgl. etwa Grinold/Kahn (1995, S. 39).

118 Vgl. hierzu allgemein etwa Bihimann (1970, S. 133).
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akkumulierten Pramien und S; die Uber den Zeitraum [0, t] akkumulierten Schaden bezeich-
nen. Die Ruinwahrscheinlichkeit entspricht dann der Wahrscheinlichkeit, dass wahrend eines
bestimmten (endlichen oder unendlichen) Zeithorizonts der Risikoreserveprozess einen negg-
tiven Wert annimmt, d.h. das Versicherungsunternehmen aus technischer Sicht ruiniert ist.
Die Ruinwahrscheinlichkeit ist damit eine dynamische Variante der Shortfallwahrscheinlich-
keit (relativ zum Target null).
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