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Zusammenfassung

Diese Arbeit pr�asentiert einen systematischen Zugang zu der Worst-Case-Analyse des

Kreditrisikos eines Portfolios aus Finanzderivaten wie Optionen und Swaps. Der wichtige

Ein
u� von Marktrisikofaktoren (wie z.B. des Zinsniveaus) auf das Kreditrisiko dieses Port-

folios wird ber�ucksichtigt. Durch die Verwendung von Risikoma�en, die gegen�uber Value-at-

Risk fortentwickelt wurden, kann das Kreditrisiko in au�ergew�ohnlichen Marktsituationen

pr�azise quanti�ziert werden. Die neuartige Methodik wird in einer numerischen Studie an-

gewandt und �uberpr�uft.
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1 Einf�uhrung

Die Krise der Finanzm�arkte in Ostasien im Jahr 1997 und ihre drohende Ausdehnung auf andere

Emerging Markets f�uhrte zu einer schweren Bew�ahrungsprobe f�ur das Risikomanagement vie-

ler Finanzinstitutionen. Die Ausdehnung der Krise auf Ru�land, das ein Zahlungsmoratorium

im August 1998 verk�undete, traf das Risikomanagement vieler Unternehmen unerwartet. Der

spektakul�arste Fall war die Beinahe-Insolvenz des Hedge-Funds Long-Term Capital Manage-

ment (LTCM) im Herbst 1998 (vgl. Edwards (1999)). Aus Sicht eines der Gl�aubiger von LTCM

w�are es zu einem Forderungsausfall gekommen, der auf die durch Ru�land verursachte extre-

me Marktsituation zur�uckzuf�uhren gewesen w�are, die die gro�en �nanziellen Schwierigkeiten von

LTCM ausgel�ost hatte. Das Risikomanagement des Gl�aubigers mu� daher den Ein
u� potentiell

ung�unstiger Marktsituationen auf das Kreditrisiko der Schuldner (hier LTCM) ber�ucksichtigen.

Im Falle von LTCM wird deutlich, da� selbst das Kreditrisiko eines Portfolios von einfachen An-

leihen schwierig zu handhaben ist. Bislang gibt es keinen Standardzugang, aber mit CreditMe-

trics von J.P.Morgan (1997) und CreditRisk+ von CreditSuisse (1997) wurden zwei Methodiken

pr�asentiert, die prim�ar die Probleme bei der Bestimmung des Kreditrisikos eines aus Anleihen

bestehenden Portfolios adressieren1.

Wenn das Portfolio neben Anleihen jedoch auch Finanzkontrakte wie Optionen und Swaps ent-

h�alt, deren Marktwert besonders stark von der Entwicklung der Finanzm�arkte abh�angig ist,

vergr�o�ern sich die Schwierigkeiten des Kreditrisikomanagements. Im Gegensatz zu Anleihen

sind die Auszahlungen solcher Finanzkontrakte abh�angig von der Entwicklung von Marktgr�o�en

wie Aktienkursen, Zinss�atzen und Wechselkursen, so da� das Kreditrisiko von der Entwicklung

dieser Marktrisiken abh�angig ist. Beispielsweise kann der Marktwert eines Zinsswaps je nach

Zinsentwicklung einen positiven oder negativen Wert annehmen. Nur im Falle eines positiven

Exposures kann eine Zahlung des Vertragspartners �uberhaupt durch dessen Insolvenz gef�ahrdet

sein.

Selbst wenn neben dem Ein
u� der Entwicklung der Finanzm�arkte auf das Marktrisiko der

Finanzkontrakte auch das zeitlich variable Kreditrisiko des betre�enden Vetragspartners be-

r�ucksichtigt wird, wird meistens angenommen, da� diese Risiken voneinander unabh�angig sind.

Jedoch ist diese Einteilung bei ausfallbedrohten marktabh�angigen Finanzkontrakten nicht an-

gebracht, im Gegenteil, es scheint eine direkte Verbindung zwischen den beiden \Risikokate-

gorien" zu geben: Zum Beispiel kann ein Anstieg der Zinsen zur Zahlungsverweigerung oder -

unf�ahigkeit eines Vertragspartners f�uhren. Bei R�uckgri� auf die Verm�ogenswerte des Schuldners

k�onnte dann festgestellt werden, da� durch das hohe Zinsniveau der Wert dieser Verm�ogenswert

stark reduziert ist (Hellwig (1994)). Selbst wenn in \normalen" Marktsituationen die Un-

1 Weitere Modelle stellten McKinsey & Company (\CreditPortfolioView", vgl. Wilson (1997)) und KMV (\Port-

folioManager") vor.
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abh�angigkeitsannahme gerechtfertigt sein sollte, in extremen Situationen ist der Zusammenbruch

dieser Annahme nicht zu vermeiden. Allerdings wirft die Aufgabe der Unabh�angigkeitsannahme

weitreichende Probleme auf, da ein Zusammenhang zwischen Markt- und Kreditrisiken aus prak-

tischer und theoretischer Sicht schwierig in das Risikomanagement zu integrieren ist.

In dieser Arbeit wird eine Methodik f�ur das Risikomanagement eines Portfolio von ausfall-

gef�ahrdeten marktabh�angigen Finanzkontrakten vorgestellt, die den Ein
u� von Marktgr�o�en

auf das Kreditrisiko der Kontrahenten ber�ucksichtigt, aber einige der Probleme vermeidet, die

bei der Aufgabe der Unabh�angigkeitsannahme entstehen. Dabei wird die Modellierung ei-

ner Korrelation zwischen Markt- und Kreditrisiken durch die Modellierung einer \einseitigen

Abh�angigkeit" umgangen. Die zentrale Frage, die mit Hilfe dieser Methodik beantwortet werden

soll, lautet: Wie hoch ist das Kreditrisiko eines Portfolios, gegeben eine �xierte Marktsituati-

on? Dieses Modell erlaubt somit eine Beein
u�ung der Kreditrisiken durch die Marktrisiken,

vernachl�assigt aber den umgekehrten Ein
u�. Aufgrund dieser Eigenschaft wurde dieses Modell

mit MICR f�ur \Market-In
uenced Credit Risk" bezeichnet.

Das Ziel der MICR-Methodik ist die Berechnung des Eigenkapitals, das dieses Portfolio auch

in extrem ung�unstigen Marktsituationen absichern soll. Im Rahmen von MICR kann folgen-

des numerisches Vorgehen ausgef�uhrt werden: Mittels Monte-Carlo Simulation werden viele

verschiedene Marktszenarien generiert. F�ur jedes Marktszenario wird der Portfolioverlust be-

stimmt, der in dieser Situation erwartet wird. Um aus diesen Verlustdaten das Eigenkapital zu

bestimmen, k�onnen verschiedene Risikoma�e angewandt werden, deren Ziel auch die Erfassung

des Risikos besonders schwerer Ausf�alle beeinhaltet. Durch die Anwendung solcher \Worst-

Case-Verlustma�e" auf die Daten, die durch den Verlustproze� generiert worden sind, soll eine

systematische Methodik entwickelt werden, mit deren Hilfe man das notwendige Eigenkapital

ermitteln kann, das auch in Stre�-Situationen ausreichend ist. Dadurch k�onnen Stre�-Tests des

Eigenkapitals mittels ad-hoc gew�ahlten Crash-Szenarien vermieden werden. Somit soll durch

MICR eine Vereinheitlichung der Bestimmung des Eigenkapitals und der Ausf�uhrung von Stre�-

Tests erreicht werden.

Um die MICR-Methodik anzuwenden, wird das Eigenkapital f�ur ein Portfolio, das nur aus

Zinsswaps besteht, numerisch bestimmt. Die Ergebnisse zeigen, da� extreme Realisationen

der Marktrisiken das Ausfallpotential des Portfolios stark ansteigen lassen k�onnen. Unter der

Annahme der Unabh�angigkeit von Markt- und Kreditrisiken f�allt die H�ohe der Verluste deutlich

geringer aus. Dies ist ein Hinweis, da� gerade in extremen Marktsituationen das Ausfallpotential,

das durch die Marktrisiken induziert wird, den entscheidenden Beitrag zum Kreditrisiko des

Portfolios liefern kann. Jedoch sind dies gerade die Szenarien, f�ur die das Risikomanagement

ben�otigt wird.

In Abschnitt 2 wird das Modell MICR kurz vorgestellt. Eine ausf�uhrliche Darstellung �ndet sich

in Barth (2000), wo das Modell MICR auch ausf�uhrlich mit anderen Kreditrisikomodellen wie
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CreditMetrics von J.P.Morgan (1997) und CreditRisk+ von CreditSuisse (1997) verglichen wird.

In Abschnitt 3 wird die Response-Funktion modelliert, die die Beein
u�ung der Kreditrisiken

durch die Marktrisiken wiedergibt. In Abschnitt 4 werden die Verlustma�e diskutiert, die f�ur die

Worst-Case-Analyse geeignet sind. Schlie�lich wird in Abschnitt 5 die ausf�uhrliche numerische

Studie zum Worst-Case-Verhalten eines Portfolios aus Zinsswaps beschrieben.

2 Modell MICR

Wir wollen ein Modell f�ur die zeitliche Dynamik des Portfoliowertes einer Finanzinstitution FI

entwerfen, in dem sowohl \Marktrisiken" als auch \Kreditrisiken" eine Rolle spielen. Das Ziel

ist die Berechnung des Eigenkapitals, das Verluste decken soll, die unerwartet hoch ausfallen.

Die Finanzinstitution FI kann beispielsweise eine Bank, eine Versicherung oder eine Investment-

gesellschaft sein. Institutionelle Details der Abwicklung dieser Kontrakte �nden in dieser Arbeit

keine Beachtung.

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (
;F ; P ). Durch ! 2 
 sind die m�oglichen \Zust�ande

der Welt", durch F eine Filtration und durch P ein Wahrscheinlichkeitsma� wiedergegeben.

Wir betrachten einen vektorwertigen Di�usionsproze� X der Dimension M auf (
;F ; P ). Der

Proze� X modelliert die systematischen Risiken, die vom Marktgeschehen gegeben sind. Wir

bezeichnen die Komponenten von X = (X1; : : : ; XM) auch als Marktrisiken und denken an

Aktienkurse, Wechselkurse und Zinss�atze. Die Realisationen von X = (X1; : : : ; XM) bezeichnen

wir durch x = (x1; : : : ; xM).

Aus der Sicht einer Finanzinstitution FI wird ein Portfolio von Finanzkontrakten mit einer fe-

sten Anzahl N von Vertragspartnern a = 1; : : : ; N im Zeitintervall [0; T ] betrachtet. Kredite

bzw. Anleihen sind Beispiele f�ur Finanzkontrakte, aber insbesondere sind Finanzderivate wie

Optionen und Swaps adressiert. Die Abbildung V i
a : R

M �R! R; (X(t); t) 7! V i
a(X(t); t) gibt

die Vorschrift, wie bei einer Realisation der Marktrisiken X zur Zeit t der Wert des Kontrak-

tes i = 1; : : : ; Ka zu bestimmen ist, den FI mit Kontrahent a abgeschlossen hat, wobei Ka die

Anzahl der Kontrakte mit a bezeichnet. Der Marktrisikenproze� X , der die zeitliche Entwick-

lung des Wertes der Finanzkontrakte V i
a im Zeitintervall [0; T ] beein
u�t, kann aus Sicht der

Finanzinstitution FI als exogen aufgefa�t werden.

Neben den Gewinnen und Verlusten des Portfoliowertes, die der Finanzinstitution FI durch

die Ver�anderungen der Marktrisiken X entstehen, k�onnen weitere Verluste durch Ausf�alle der

Kontrahenten auftreten. Wir modellieren das Ausfallverhalten des Kontrahenten a durch einen

Poissonproze� Na mit Intensit�at �a. Ein Ausfall des Kontrahenten a zur Zeit t = � wird durch

einen Sprung von Na bei � dargestellt. Die Intensit�at �a(X; t) des Poissonprozesses Na soll

von den Marktrisiken X abh�angig sein, wobei die funktionale Form von �a(X; t) = Sa(X; t) in

Abschnitt 3 spezi�ziert wird.
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Wir nehmen an, da� im Falle eines Ausfalls von a der positive Teil des Nettowertes der Kontrakte

V +
a =

 
KaX
i=1

V i
a

!+

(1)

mit Kontrahent a der Finanzinstitution vollst�andig verloren geht2. Das Kreditrisiko des Port-

folios wird somit einerseits durch das Volumenrisiko bestimmt, das durch den Nettowert des

Exposures V +
a gegeben ist, und andererseits durch das Ereignisrisiko, das durch die M�oglichkeit

des Ausfalls eines Kontrahenten gegeben ist.

Wir setzen im folgenden das Volumenrisko und das Ereignisrisiko zusammen, um den Portfolio-

verlust dL aufgrund von Kreditausf�allen zu modellieren. Unter der Annahme, da� bei Eintreten

des Ausfalls von Kontrahent a der Nettowert Va f�ur FI vollst�andig verloren geht, wird in Barth

(2000) gezeigt, da� der erwartete diskontierte Kreditverlust des Portfolios, gegeben eine Kon�-

guration der Marktrisikofaktoren X zur Zeit t sich als

dL(t) =
1

B(0; t)

NX
a=1

V +
a (X; t)Sa(X; t)dt (2)

schreiben l�a�t, wobei Sa(X; t)dt die Ausfallwahrscheinlichkeit von Kontrahent a in einem in�-

nitesimalen Zeitintervall [t; t + dt] darstellt. Durch die Multiplikation mit 1=B(0; t) wird der

Gegenwert zur Zeit t = 0 eines Verlustes der H�ohe V +
a (X(t); t) zur Zeit t ermittelt. B(t1; t2)

bezeichnet den Wert einer Geldeinheit zur Zeit t2, die zum Zeitpunkt t1 < t2 auf ein Konto

deponiert wird, das zu jedem Zeitpunkt t 2 [t1; t2] mit der aktuellen Zinsrate r(t) verzinst wird:

B(t1; t2) = exp

�Z t2

t1

r(s)ds

�
: (3)

Der Zinssatz r bezeichnet den risikolosen Zinssatz.

Wenn der Portfolioverlust dL nicht mehr durch liquide Mittel gedeckt werden kann, mu� das

Eigenkapital V0 der Finanzinstitution zur Deckung des Verlustes verwendet werden. Es gibt

verschiedene M�oglichkeiten, das notwendige Eigenkapital V0 aus einem gegebenen Verlustproze�

dL zu bestimmen. Beispielsweise k�onnte V0 durch

V0 = max
t2[0;T ]

V0(t) (4)

mit dem kumulierten Verlust �L(X; t) =
R t+�t
t

dL(X; t0) und der Forderung

Prob f�L(X; t) > V0(t)g = � (5)

bei einem Vertrauensniveau 1�� de�niert werden. Es gibt weitere M�oglichkeiten, das Eigenkapi-

tal V0 zu de�nieren, die wir in Abschnitt 4 besprechen. Doch zuvor m�ussen wir die M�oglichkeiten

diskutieren, die Responsefunktion Sa(X; t) zu modellieren.

2 Wir verwenden die Notation (�)+ = max(0; �).

5



3 Reaktionsverhalten

Das Kreditrisiko-Modell MICR ber�ucksichtigt den Ein
u� der Marktvariablen X auf die Aus-

fallintensit�at �a einzelner Kontrahenten a durch Sa(X; t). Um Sa modellieren zu k�onnen, m�ussen

wir die Marktrisiken X genauer spezi�zieren. Wir spezialisieren uns auf den Geld- und Ren-

tenmarkt. Wir sehen den Marktzinssatz r, der die kurzfristigen Einlagen im Geldmarktbereich

betri�t, als einzige Marktvariable X an, die den Wert der Kontrakte und die Ausfallwahr-

scheinlichkeit der Kontrahenten beein
u�t. Sicherlich m�u�ten in einem realistischen Risiko-

managementmodell weitere Ein
u�gr�o�en (wie zum Beispiel Aktienkurse, Wechselkurse oder

makro�okonomische Gr�o�en wie das Bruttosozialprodukt) ber�ucksichtigt werden. Das hier vor-

gestellte Modell stellt einen ersten Schritt zu einem realistischeren Modell dar, der sich auf den

wichtigen Bereich des Zinsmanagements beschr�ankt.

3.1 Modellierung

Ob die Insolvenzwahrscheinlichkeit eines Unternehmens a0 durch einen Zinsanstieg steigt oder

sinkt, h�angt ab von den Kontrakten, die es abgeschlossen hat3. Wenn a0 eine kurzfristige Anla-

geform gew�ahlt hat, ist es dem Reinvestitionsrisiko ausgesetzt: F�ur a0 ist es vorteilhaft, wenn die

Zinsen steigen, da bei der Reinvestition des kurzfristig angelegten Kapitals eine h�ohere Rendite

erzielt werden kann. Fallen die Zinsen jedoch, dann ergibt die Reinvestition einen niedrigeren

Ertrag. Die Funktion Sa0 sollte in diesem Fall fallend im Zinssatz r sein, da f�ur h�ohere Zinsen

eine niedrigere Ausfallwahrscheinlichkeit des Unternehmens a0 folgt.

Als typischen Fall sehen wir jedoch ein Unternehmen a an, das langfristige Investitionen get�atigt

hat. Beispielsweise k�onnte a eine Bank sein, die langfristige Kredite gew�ahrt hat, die kurzfristig

re�nanziert sind. Auf kurze Sicht ist der Wert dieser Kredite unsicher (Bewertungsrisiko):

Wenn die Zinsen steigen, sinkt der Marktwert dieser Kredite. Ein unerwarteter starker Anstieg

der kurzfristigen Zinsen kann dazu f�uhren, da� die Re�nanzierungskosten f�ur diese Kredite die

Rendite �ubersteigen, die a durch die langfristigen Kredite erh�alt. Der Marktwert der Kredite

sinkt unter die Zur�uckzahlungsverp
ichtung, die a gegen�uber den Kapitalgebern eingegangen

ist. Es besteht die Gefahr der Insolvenz von a, wenn a eine gro�e Zahl solcher Kredite begeben

hat. Steigende Zinsen f�uhren in diesem Fall zu einer Erh�ohung der Ausfallwahrscheinlichkeit

von a, so da� Sa eine steigende Funktion sein sollte.

3 Aus der Sicht eines Unternehmens k�onnen die Zinsen als exogene Variable angesehen werden, vgl. Hellwig

(1994). Wir setzen die Kontrakte, die das Unternehmen eingegangen ist, als fest gegeben voraus. Wir unter-

stellen weiterhin, da� ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den Zinsen und der Ausfallwahrscheinlichkeit

des Unternehmens existiert. Diese Unterstellung basiert auf der Annahme, da� die �Anderung anderer (makro-)

�okonomischer Gr�o�en, die sich zusammen mit den Zinsen �andern (vgl. Hellwig (1994)), keinen wesentlichen

Ein
u� auf die Ausfallwahrscheinlichkeit haben.
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Aufbauend auf diesen �Uberlegungen schlagen wir folgende Eigenschaften vor, die die Response-

Funktion Sa des langfristig engagierten und kurzfristig �nanzierten Kontrahenten a qualitativ

erf�ullen sollte4. Die Ausfallintensit�at Sa soll eine steigende Funktion des Zinssatzes r sein. F�ur

r ! 1 nehmen wir an, da� Sa(r) ! 1 gelten wird, da bei sehr hohen Zinsen die Re�nanzie-

rungskosten so hoch werden, da� eine Insolvenz von a nicht vermeidbar ist. F�ur r ! 0 soll das

Ausfallrisiko Sa(r) nur noch durch einen idiosynkratischen Beitrag ca gegeben sein, der die vom

Zinssatz unabh�angigen Anteil der Ausfallintensit�at Sa angibt, d.h. Sa(r) ! ca f�ur r ! 0. Die

Response-Funktion Sa0 eines anderen Kontrahenten a0, der kurzfristig investiert hat, sollte f�ur

steigende Zinsen fallen.

Die einzige uns bekannte Untersuchung, in der eine funktionale Form f�ur eine Response-Funktion

explizit angenommen wird, wurde von Hull (1989) ausgef�uhrt. Hull w�ahlt einen exponentiellen

Ansatz f�ur Sa und benutzt eine zeitabh�angige a�ne Funktion des zeitlich gemittelten Zinssatzes

im Exponenten. Er merkt an, da� die genaue funktionale Form willk�urlich gew�ahlt ist. Im Ge-

gensatz zu Hull (1989) nehmen wir an, da� die Ausfallintensit�at Sa(r(t); t) nur von dem Wert des

Zinssatzes r zur Zeit t abh�angig ist. Damit ber�ucksichtigen wir nicht, da� es zeitlich verz�ogerte

Auswirkungen des Zinssatzes r(t0) f�ur t0 < t auf Sa(r(t); t) geben k�onnte. Diese schwerwiegen-

de Annahme steht im Gegensatz zu Beobachtungen, da� sich Ver�anderungen der Zinsstruktur

nur verz�ogert auf die Insolvenzwahrscheinlichkeiten auswirken. Zum Beispiel f�uhrte der starke

Zinsanstieg am Ende der achtziger Jahre erst drei bis vier Jahre sp�ater zu �nanziellen Schwie-

rigkeiten der schweizerischen Regionalbanken (vgl. Staub (1998)). Jedoch zeigt der Fall des

Hedge-Fonds LTCM, da� auch eine pl�otzlich auftretende extreme Situationen (in diesem Fall

das russische Zahlungsmoratorium auf Staatsanleihen) eine sofortige Wirkung auf die Bonit�at

eines Kontrahenten haben kann. Da wir uns auf die Untersuchung von \Worst-Cases" spezia-

lisieren werden, halten wir die Annahme einer instantanen Auswirkung f�ur tragbar. Wir sehen

die Aufgabe dieser Annahme als eine Erweiterungsm�oglichkeit der hier vorgestellten Arbeit an.

Wir modi�zieren den Ansatz von Hull (1989) und erhalten5

Se
a(r(t)) = Se

a(r(0)) exp [ka (r(t)� r(0))] ; (6)

mit einer kontrahentenspezi�schen Konstante ka und dem Startwert Se
a(r(0)) f�ur die FI bekannte

Ausfallintensit�at Se
a(r(t)). Wir nennen ka den Response-Koe�zienten. Er stellt den einzigen

Parameter dar, der bei der Annahme der Form Gl. (6) gew�ahlt werden mu�.

4 In Abschnitt 5 untersuchen wir numerisch ein Portfolio mit den Kontrahenten a = 1; : : : ;N aus Sicht der

Finanzinstitution FI. Wir nehmen an, da� wir die Responsefunktion jedes Kontrahenten a in diesem Portfolio

unabh�angig von den Positionen w�ahlen k�onnen, die zwischen a und FI bestehen. Somit vernachl�assigen wir

das �nanzielle Risiko, das diese Positionen f�ur die Bonit�at von a bedeuten. Mit anderen Worten, wir klammern

das durch die Finanzkontrakte mit FI bei a induzierte Kreditrisiko aus. Dies ist �aquivalent zu der Annahme,

da� die Restpositionen von a die wichtigsten Ein
u�gr�o�en f�ur die Bonit�at von a sind.

5 Eine Untersuchung anderer funktionaler Formen der Response-Funktionen �ndet sich in Barth (2000).
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Bei der Wahl ka > 0 w�achst f�ur steigende Zinsen die Ausfallintensit�at Se
a. F�ur r ! 1 gilt

Se
a ! 1, f�ur r ! 0 gilt Se

a ! ca = Se
a(r(0)) exp [�kar(0)]. Dieses Verhalten entspricht einem

Kontrahenten, dessen �nanzielle Situation von steigenden Zinsen geschw�acht wird. Hull (1989)

betrachtet ausschlie�lich den Fall ka � 0 und argumentiert, da� eine Erh�ohung des Zinssatzes

die Liquidit�at des betrachteten Kontrahenten verringert und somit die Ausfallwahrscheinlichkeit

erh�oht. F�ur ka < 0 kehrt sich dieses Verhalten um, so da� steigende Zinsen eine fallende

Ausfallintensit�at zur Folge haben. Somit wird durch einen Response-Koe�zienten ka < 0 ein

Kontrahent spezi�ziert, bei dem der Zuwachs der Verm�ogenswerte aufgrund des Zinsanstieges

die �nanzielle Situation festigt.

3.2 Empirische Sch�atzungen

Die Verwendung der Response-Funktion Gl. (6) setzt voraus, da� der Response-Koe�zient ka

bekannt ist. Wir beschreiben im folgenden die zur Verf�ugung stehenden Erkenntnisse, die zur

Bestimmung von ka verwendet werden k�onnen. Zuerst beschreiben wir empirische Untersuchun-

gen des Zusammenhangs zwischen Zinsniveau und Ausfallwahrscheinlichkeit.

Longsta� und Schwartz (1995), Du�ee (1996b) und D�ullmann et al. (1999) untersuchen em-

pirisch die Beziehung zwischen dem Corporate-Spread Y (der Renditedi�erenz von Corporate

Bonds gegen�uber Staatsanleihen), der als Ma� f�ur das Ausfallrisiko des die Bonds emittierenden

Unternehmens angenommen wird, und der aktuellen Marktzinsrate r. In allen drei Arbeiten

wird die Korrelation zwischen Zinssatz r und Corporate-Spread Y durch eine Regression der

�Anderung des (absoluten) Spreads �Y auf die �Anderung des Zinssatzes �r ermittelt. Longsta�

und Schwartz (1995) und Du�ee (1996b) betrachten den US-amerikanischen Anleihenmarkt,

w�ahrend D�ullmann et al. (1999) den deutschen Rentenmarkt untersuchen. Du�ee (1996b) und

D�ullmann et al. (1999) addieren eine Proxy-Variable f�ur die Steigung der Zinsstrukturkurve.

Allerdings ist der Corporate-Spread Y nicht allein von der erwarteten Ausfallwahrscheinlich-

keit des betrachteten Unternehmens bestimmt. Um den Corporate-Spread Y als Proxy-Variable

f�ur die Ausfallwahrscheinlichkeit anzusehen, m�ussen Liquidit�atsein
�usse, Steuern und industrie-

sektorspezi�sche E�ekte eliminiert werden. Du�ee (1996b) und D�ullmann et al. (1999) sind

sorgf�altiger als Longsta� und Schwartz (1995) bei der Elimination anderer Determinanten.

Wir beschr�anken uns auf die Verwendung der Ergebnisse von Du�ee (1996b). Du�ee ermittelt

einen signi�kant negativen Regressionskoe�zienten b. Wir f�uhren in Tabelle 1 nur die Ergeb-

nisse des Koe�zienten der Untersuchung langfristiger Bonds auf. In Tabelle 1 wurden die �uber

die Industriesektoren gemittelten Werte aufgelistet, die jeweils getrennt f�ur verschiedene Indu-

stiesektoren bestimmt worden sind.

Die in Tabelle 1 wiedergegebenen Ergebnisse k�onnen wie folgt interpretiert werden: Bei einer

Erh�ohung von r um 100 Basispunkte wird der Spread Y im Mittel um �Y = b�100 Basispunkte
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Rating Aaa Aa A Baa

lang -0.112 -0.155 -0.194 -0.338

mittel -0.068 -0.117 -0.098 -0.172

kurz -0.094 -0.077 -0.098 -0.192

Tabelle 1: Ergebnisse von Du�ee (1996b) f�ur den Regressionskoe�zienten b. Die Sch�atzung bezieht sich

auf Bonds mit lang-, mittel- und kurzfristiger F�alligkeit, gemittelt �uber verschiedene Industriesektoren.

Der betrachtete Zeitraum ist die Periode von Januar 1985 bis M�arz 1995.

verringert. Eine Erh�ohung des Zinssatzes hat damit eine Verringerung des Ausfallrisikos, das

durch den Spread gemessen wird, zur Folge. Dieses Ergebnis konnte f�ur ein Unternehmen a,

das langfristige Anleihen emittiert hat, erwartet werden, da die Rendite des durch die Emission

der Anleihen erhaltenen Kapitals bei wachsenden Zinsen steigt, die H�ohe der zu leistenden

Couponzahlungen jedoch konstant bleibt. Somit verbessert sich die �nanzielle Situation von a.

Ein Bewertungsrisiko besteht f�ur a im umgekehrten Fall, wenn die Zinsen sinken sollten. Jedoch

sollte sich die Situation f�ur ein Unternehmen a0, das kurzfristige Anleihen begeben hat, bei

steigenden Zinsen verschlechtern, da nach dem Ablauf der Fristigkeit der kurzfristigen Anleihen

Kapital zu schlechteren Konditionen bescha�t werden mu�. Dieser E�ekt spiegelt sich allerdings

nicht in den empirischen Untersuchungen von Du�ee (1996b) wieder: F�ur kurzfristige Anleihen

ergibt sich auch ein negativer Koe�zient in Tabelle 1.

Jedoch k�onnen wir nicht unmittelbar von b auf ka schlie�en, weil b sich auf absolute �Anderungen

des Zinssatzes der Bonds bezieht, w�ahrend ka sich auf relative �Anderungen bezieht. Dies ist

leicht ersichtlich, wenn wir die �Anderung �r in dem Zeitintervall [t; t + �t] als klein ansehen

und die exponentielle Response-Funktion Gl. (6) in faktorisierter Form darstellen und den Ex-

ponentialterm entwickeln:

Sa(r(t+ �t); t+ �t) = Sa(r(t); t) (1 + ka�r+ : : :)

, �Sa(r(t); t) = 1 + kaSa(r(t); t)�r+ : : : : (7)

Durch die Form des Koe�zienten kaSa bezieht sich ka auf die relative Ver�anderung von �Sa.

Wir behaupten nun, da� f�ur die Ver�anderung der Corporate-Spreads �Y nur der Marktpreis

des Ausfallrisikos verantwortlich ist (vgl. obige Diskussion und Du�ee (1996b)). Wir identi�-

zieren6 daher die Spreads �Y und �Sa. Dies f�uhrt zu der Beziehung kaSa(r(t); t) = b. Wir

nehmen an, da� a eine durchschnittliche Firma des entsprechenden Industriesektors darstellt.

Wenn wir einen durchschnittlichen Wert f�ur Sa w�ahlen, k�onnen wir aus b eine grobe Sch�atzung

6 Wir sehen den Corporate-Spread als Proxy-Variable f�ur die Ausfallwahrscheinlichkeit �Sa an. Durch diese

Identi�zierung �Y = �Sa tre�en wir implizit die Annahme, da� die Term-Struktur der Corporate-Spreads


ach ist, da die Ausfallwahrscheinlichkeit �Sa nicht von einer F�alligkeit der Bonds abh�angig ist. Diese Appo-

ximation ist gut f�ur Bonds mit l�angeren Laufzeiten, vgl. Longsta� und Schwartz (1995).
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von ka angeben. Wir benutzen als typische Werte f�ur Sa die Ausfallintensit�aten, die in Fons

(1994) f�ur jede Ratingklasse von Moody's aufgef�uhrt werden. Die Resultate sind in Tabelle 2

wiedergegeben.

Rating Aaa Aa A Baa

Sa (bp/Jahr) 7.3 9.1 19.6 49.6

b -0.112 -0.155 -0.194 -0.338

ka -153 -170 -99 -69

Tabelle 2: Grobe Sch�atzungen des Response-Koe�zienten ka, basierend auf den Ergebnissen f�ur b f�ur

langfristige Anleihen der Untersuchung von Du�ee (1996b) und den mittleren Ausfallraten pro Jahr (siehe

Fons (1994), verwendet wurde die kumulative Ausfallwahrscheinlichkeit in 10 Jahren, die auf ein Jahr

umgerechnet wurde).

Wir werden in den numerischen Untersuchungen in Abschnitt 5 f�ur ka Werte verwenden, die

in dem Intervall [�32; 32] liegen. Der absolute Wert von ka ist damit in allen F�allen niedriger

als der von Du�ee (1996b) gesch�atzte Wert. Diese vorsichtige Verwendung der Sch�atzung von

Du�ee (1996b) ist dadurch begr�undet, da� wir nicht nur einen linearen funktionalen Zusammen-

hang f�ur die Response-Funktion Sa verwenden, sondern auch st�arker ansteigende Funktionen wie

die Exponentialfunktion. Die Annahme einer funktionalen Form, die nicht einer linearen Form

entsprechen, kann auf Basis der verwendeten �okonometrischen Untersuchungen nicht gerechtfer-

tigt werden. Da bei einem quadratischen oder exponentiellen funktionalen Zusammenhang eine

�Anderung �r zu einer gr�o�eren �Anderung �Y f�uhren kann, ist diese vorsichtige Verwendung

der Sch�atzungen f�ur ka notwendig.

4 Messung von Worst-Cases

Wenn die Kontrakte und Konditionen des Portfolio der Finanzinstitution FI festgelegt sind, kann

sich FI gegen Kreditausf�alle nur durch die Unterlegung mit Eigenkapital sch�utzen. Im Falle eines

Verlustes durch den Ausfall eines Kontrahenten m�ussen n�otigenfalls aus dem Eigenkapital Mittel

entnommen werden, um den Verlust zu kompensieren. Dadurch kann die Wahrscheinlichkeit

der eigene Zahlungsunf�ahigkeit verringert werden, die aufgrund der von Ausf�allen verursachten

Verluste eintreten k�onnte. Die H�ohe des Eigenkapitals mu� so bescha�en sein, da� ein Aufzehren

des Eigenkapitals auch in ung�unstigen Ausfallszenarien unwahrscheinlich ist.

Wir sehen die Berechnungsvorschrift f�ur das Eigenkapital als ein Risikoma� an, das dem Aus-

fallpotential des Portfolios eine Ma�zahl zuordnet. Es gibt vielf�altige M�oglichkeiten, ein solches

Risikoma� zu de�nieren. Nicht nur das angestrebte Sicherheitsniveau spielt dabei eine Rolle,

sondern auch die gew�unschte Art der Vorsorge geht entscheidend ein. Wir diskutieren im fol-
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genden verschiedene Risikoma�e auf ihre Eignung, das notwendige Eigenkapital zu bestimmen,

das auch in extremen Marktsituationen ausreichend ist. Wir nennen ein solches Ma� daher ein

Worst-Case-Risikoma�.

Den gemeinsamen Ausgangspunkt stellt der Verlustproze� des Portfolios dar. Wie der Verlust-

proze� modelliert wird, ist in diesem Abschnitt nicht entscheidend. Im Rahmen von MICR

wurde Gl. (2) abgeleitet, was ein Beispiel einer Vorschrift darstellt, wie die Positionen verschie-

dener Kontrahenten zu einem (diskontierten) Kreditverlustproze� dL zusammengef�ugt werden

k�onnen. Im Modell MICR wird der Kreditverlustproze� durch die Marktrisikofaktoren gesteuert.

Somit beziehen sich die Verlustma�e auf die Marktrisiken, d.h. ein Worst-Case-Verlustma� be-

zieht sich im Rahmen von MICR auf eine extreme Realisation der Marktrisiken, die f�ur extreme

Realisationen des Kreditverlustes verantwortlich sind. Jedoch stellt die Verwendung des Mo-

dells MICR keine notwendige Voraussetzung f�ur die Anwendung der im folgenden entwickelten

Verlustma�e dar.

4.1 Quantil-Ma�e

Wir diskutieren verschiedene De�nitionen des Eigenkapitals, die sich aus Quantilen ableiten

lassen. Wir w�ahlen zwei dieser Ma�e aus, die f�ur eine Worst-Case-Analyse geeignet erscheinen,

wie sie in Abschnitt 5 ausgef�uhrt wird. Anschlie�end werden qualitative Eigenschaften dieser

beiden Ma�e untersucht.

Value-at-Risk Ma� MQ: Die \klassische" De�nition des Value-at-Risk basiert auf dem

kumulierten Verlust7
R T
0 dL(s) im Zeitintervall [0; T ]. Nach Vorgabe eines Sicherheitsniveaus

q 2 [0; 1] wird das Eigenkapital V VaR
q [0; T ] als die Kennzahl de�niert, die der kumulierte Verlust

nur mit Wahrscheinlichkeit 1� q �uberschreitet8:

Prob

�Z T

0

dL(s) > V VaR
q [0; T ]

�
= 1� q: (8)

In einer alternativen Interpretation kann V VaR
q [0; T ] als diejenige Zahl angesehen werden, von der

im Mittel erwartet werden kann, da� sie im Zeitraum T=(1� q) einmal �uberschritten wird. F�ur

die typische Wahl T = 10 Tage und q = 0:99 kann somit erwartet werden, da� das Eigenkapital

V VaR
0:99 [0; 10d] in ungef�ahr vier (Handels-) Jahren einmal aufgezehrt sein wird.

7 Der Value-at-Risk f�ur Marktrisiken wird meist auf die Pro�t-Loss-Verteilung bezogen, in der auch die Gewinne

ber�ucksichtigt sind. Im hier untersuchten Fall eines Value-at-Risks f�ur Kreditrisiken ist jedoch nur der Bezug

auf die Verluste sinnvoll.

8 Im Falle eines allgemeinen Prozesses X mu� das Quantil Xq de�niert werden durch die allgemeine Inversen-

bildung V X
q = inffxjProb[X > x] � 1� qg. Wir nehmen der Einfachheit halber an, da� der Verlustproze� dL

die einfachere De�nition Gl. (8) des Quantils zul�a�t.
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Der kumulative Value-at-Risk V VaR
q [0; T ] wird gew�ohnlich benutzt, um Marktrisiken �uber einen

kurzen Zeitraum (typisch sind zehn Tage, die in dem Basler Abkommen zur Bankenregulie-

rung, vgl. Basle (1996), gefordert werden) einzusch�atzen. Allerdings m�ussen Kreditrisiken �uber

l�angere Zeitr�aume betrachtet werden, die sich beispielsweise �uber zehn Jahre erstrecken k�onnen.

In einem Zeitraum dieser L�ange kann nach einem Kreditausfall, dessen Deckung einen Teil des

Eigenkapitals ben�otigte, das Eigenkapital wieder aufgef�ullt werden. Die Verwendung des ku-

mulativen Value-at-Risk Gl. (8) ist somit bei Kreditrisiken im Gegensatz zu Marktrisiken nicht

mehr sinnvoll, da die Kreditrisiken �uber einen viel l�angeren Zeitraum verfolgt werden m�ussen.

Statt den Verlust dL �uber das ganze Zeitintervall [0; T ] zu kumulieren, k�onnte man auch den

Value-at-Risk �uber ein k�urzeres Zeitintervall [t; t+ �t] � [0; T ] mit �t > 0 de�nieren durch

Prob

�Z t+�t

t

dL(s) > V VaR
q [t; t+�t]

�
= 1� q: (9)

Allerdings w�urde �t eine weitere (�rmenspezi�sche) Variable darstellen, die exogen vorgegeben

und gesch�atzt werden mu�. Um dieses Problem zu umgehen, approximieren wir �t durch die

in�nitesimale Zeiteinheit dt. In dieser Approximation de�nieren wir das Eigenkapital V Q
q [t]

durch9

Prob
�
dL(t) > V Q

q [t]
�
� 1� q; (10)

wobei V Q
q [t] das q-Quantil der Verlustverteilung zur Zeit t darstellt. Das Quantil V Q

q [t] stellt

eine obere Schranke f�ur die Verluste zur Zeit t dar, die nur mit einer Wahrscheinlichkeit 1 � q

�uberschritten wird. In einer praktischen Implementierung, die notwendigerweise diskrete Zeit

unterstellt, m�ussen wir anstelle von dt von einem endlichen Zeitintervall �t ausgehen. Wir

werden in Kapitel 5 �t = 1 Monat w�ahlen.

Wenn wir das Eigenkapital V Q
q [t] mittels Gl. (10) de�nieren, m�ussen wir eine Aussage tre�en,

an welchem Zeitpunkt t 2 [0; T ] die Finanzinstitution FI den Wert V Q
q [t] auswerten soll. Um

�uber das gesamte Zeitintervall [0; T ] mit einer Wahrscheinlichkeit q sicher zu sein, m�ussen wir

das Eigenkapital VMQ
q [0; T ] durch

VMQ
q [0; T ] = max

t2[0;T ]
V Q
q [t] (11)

w�ahlen10. Wir bezeichnen V
MQ
q [0; T ] als den Spitzenverlust (\peak loss", vgl. Du�ee (1996a)).

Der Spitzenverlust VMQ
q [0; T ] kann mit Hilfe der Monte-Carlo Simulationstechnik numerisch

ermittelt werden.

9 In Barth (2000) wird gezeigt, da� Gl. (9) wohlde�niert ist.

10 Wir gehen davon aus, da� das Eigenkapital eine konstante Gr�o�e auf [0; T ] sein soll. Wenn wir eine zeitliche

Variation des Eigenkapitals erlauben w�urden, k�onnten wir zu jeder Zeit t 2 [0; T ] fordern, da� V Q
q [t] als Ei-

genkapital unterlegt sein soll, was eine kontinuierliche Anpassung des Eigenkapitals in [0; T ] erfordert. Wir

untersuchen diesen Fall nicht, da uns der Worst Case im Zeitraum [0; T ] interessiert.
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Nat�urlich f�uhrt V
MQ
q [0; T ] zu gr�o�eren Eigenkapitalanforderungen als ein zeitliches Mittel �uber

V Q
q [t] f�ur t 2 [0; T ], das einen Durchschnittsverlust ergibt (vgl. Abschnitt 4.2). Aber im Ge-

gensatz zu dem Durchschnittsverlust k�onnte V MQ
q ein Ma� sein, das emp�ndlich auf seltene

Ausfallereignisse reagiert. Wir sehen VMQ
q als Worst-Case-Ma� an und untersuchen quantita-

tive Eigenschaften dieses Ma�es in Kapitel 5. Ein Worst-Case-Ma� wie VMQ
q mu� nicht nur

in Verbindung mit Eigenkapitalanforderungen gesehen werden, sondern auch im Kontext von

Stre�-Tests, die Eigenkapitalanforderungen in solchen Worst Cases �uberpr�ufen sollen.

Worst-Case Ma� QM: Das Verlustma� V MQ
q stellt nicht die einzige M�oglichkeit dar, ein

quantilbasiertes Ma� f�ur das notwendige Eigenkapitals zu de�nieren. Wir k�onnen ebenso eine

grunds�atzlich andere Art der Zeitauswertung vornehmen. Statt zu jedem Zeitpunkt das Quantil

der marginalen Verteilung des Prozesses zu berechnen und dann das Maximum dieser Quantile

zu betrachten, k�onnen wir den maximalen Verlust jeder Realisation des Verlustpfades dL(t)

auf t 2 [0; T ] untersuchen (Albrecht (1998)). Wir betrachten die Verteilung des pfadweisen

Maximums des Verlustprozesses und bilden das Quantil dieser Verteilung:

Prob
�
dL(t) > V QM

q [0; T ] f�ur ein t 2 [0; T ]
�
� 1� q

, Prob

�
max
t2[0;T ]

dL(t) > V QM
q [0; T ]

�
� 1� q: (12)

Auf einem Sicherheitsniveau q sollte der Verlust dL f�ur jede Realisation nicht gr�o�er sein als

V QM
q . Dieser ruintheoretische Zugang zum Eigenkapital wurde bislang im Kontext des Risiko-

managements im Finanzmarktbereich nicht verfolgt.

Ebenso wie V MQ
q sehen wir V QM

q als ein Worst-Case-Ma� an, da es sich durch die Maximums-

bildung auf ein schlechtestes Ereignis bezieht. Der grundlegende Unterschied zwischen V MQ
q

und V QM
q ist das Subjekt, auf das sich das Attribut \schlechteste" bezieht: Im Falle von V MQ

q

erstreckt sich die Maximumsbildung �uber die Quantile der Marginalverteilungen im Zeitraum

[0; T ]. Dem gegen�uber bezieht sich die Maximumsbildung von V QM
q auf die einzelnen Pfade der

Realisationen des Verlustprozesses.

Grob gesprochen sind die Maximumsbildung und die Quantilberechnung beim ruintheoretischen

Zugang Gl. (12) gegen�uber dem Spitzenverlust (Gl. (10) und Gl. (11)) vertauscht. Dies ist der

Grund f�ur die Bezeichnungen V
QM
q und V MQ

q , die wir im folgenden durch QM und MQ abk�urzen.

Da unterschiedliche mathematische Objekte addressiert sind, mu� der unterschiedliche Charak-

ter der Maximumsbildung und der Quantilberechnung beachtet werden. Wir diskutieren und

interpretieren die unterschiedlichen Eigenschaften von MQ und QM im folgenden Abschnitt.

Eigenschaften von MQ und QM: Durch die Ma�e MQ und QM haben wir zwei Worst-

Case-Ma�e de�niert. Wir untersuchen in diesem Abschnitt die qualitativen Eigenschaften dieser
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beiden Ma�e. Eine quantitative Untersuchung mit �okonomischer Interpretation k�onnen wir erst

in der numerischen Untersuchung in Abschnitt 5 durchf�uhren.

Die Hauptschwierigkeit beim Umgang mit QM besteht in den Schwierigkeiten, die Maximumver-

teilung eines stochastischen Prozesses zu ermitteln. Nur im Falle des Wiener-Prozesses existiert

ein analytisches Ergebnis, vgl. z.B. Karatzas und Shreve (1988). Aber auch numerisch ist die

Maximumverteilung nicht einfach zu bestimmen, da eine hohe zeitliche Au
�osung der Diskreti-

sierung des stochastischen Prozesses erforderlich ist.

Eine hohe zeitliche Au
�osung ist auch bei der Bestimmung des Ma�es MQ erforderlich. Diese

Anforderungen stehen im Gegensatz zu der im Kreditrisikomanagement �ublichen Praxis (siehe

z.B. J.P.Morgan (1997)), den Kreditverlust nur in j�ahrlichen Intervallen zu betrachten. Um

MQ zu bestimmen, m�ussen wir die marginalen Verlustverteilungen an viel mehr Zeitpunkten

auswerten. In Barth (2000) wird die minimale zeitliche Au
�osung charakterisiert, die notwendig

ist, um im Rahmen der m�oglichen Rechengenauigkeit die Ma�e MQ und QM numerisch genau

zu bestimmen.

Ohne exakte mathematische Beweise zu geben, diskutieren wir heuristisch im folgenden einige

qualitative Eigenschaften von V QM
q und VMQ

q :

(i) Das Quantil der Verteilung des pfadweisen Maximums V QM
q ist gr�o�er als das Maximum

der Quantile VMQ
q : Im Falle von VMQ

q ist das q-Quantil bestimmt durch die Werte des

Verlustprozesses zu einer festen Zeit, bei der der Quantilwert maximal ist. Die Wahrschein-

lichkeitsmasse q bezieht sich auf eine marginale Verteilung. Dem gegen�uber bezieht sich die

Masse q im Falle des Ma�es V QM
q auf die Verteilung des pfadweisen Maximums im gesam-

ten Zeitintervall [0; T ]. Jede Ziehung aus der Maximumverteilung stellt ein Maximum des

Prozesses dar, w�ahrend eine Ziehung aus der marginalen Verteilung in der Regel kein Pro-

ze�maximum darstellt, auch wenn die marginale Verteilung mit dem gr�o�ten Quantilwert

ausgewertet wird.

(ii) Aus demselben heuristischen Argument von Punkt (i) folgt, da�

V QM
q [0; T ] � max

�
V QM
q [0; t]; VQM

q [t; T ]
	

(13)

f�ur alle t 2 [0; T ] gilt11.

(iii) Um das Ma� V MQ
q [0; T ] zu bestimmen, m�ussen wir alle Quantile V Q

q [t] der marginalen

Verteilungen zu allen Zeiten t 2 [0; T ] berechnen. Dies hat den Vorteil, da� das Ma�

V MQ
q [t1; t2] auf einem kleineren Intervall [t1; t2] � [0; T ] ohne numerischen Mehraufwand

11 Die Notation ist nicht pr�azise, da die explizite Notation einer Konditionierung auf den Startwert des Prozesses

fehlt, auf den sich V QM
q [t;T ] bezieht. Das Argument ist jedoch sowohl g�ultig, wenn V QM

q [t; T ] auf einen Wert

von dL(t) konditioniert ist als auch wenn V QM
q [t;T ] ohne Konditionierung betrachtet wird.
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berechnet werden kann, indem einfach das Intervall eingeschr�ankt wird, aus dem das Ma-

ximum �uber die Quantile bestimmt wird. Dies ist nicht m�oglich im Falle des Ma�es V QM
q ,

da nur die Maximumverteilung eingeht, die keine Informationen dar�uber enth�alt, wann ein

pfadweises Maximum angenommen wurde. Mit anderen Worten, aus der Maximumvertei-

lung des Prozesses auf [0; T ] kann nicht die Maximumverteilung desselben Prozesses auf

[t1; t2] abgeleitet werden. Eine neue Monte-Carlo Simulation wird daf�ur ben�otigt.

(iv) Der letzte Punkt (iii) stellt klar, da� es nicht m�oglich ist, aus dem Ma� V QM
q einen kumu-

lativen Verlust oder eine obere Grenze f�ur den kumulativen Verlust auf einem gegebenen

Intervall [t; t+�t] abzuleiten. Im Falle des Ma�es V MQ
q kann dies leicht ausgef�uhrt werden,

in dem man �uber die Quantile V
Q
q integriert.

(v) Eine triviale Beziehung zwischen V QM
q und V MQ

q kann durch die Betrachtung in�nitesimal

langer \Pfade" gewonnen werden:

lim
�t!0

V QM
q [t; t+�t] = V Q

q [t] = lim
�t!0

VMQ
q [t; t+�t]: (14)

Die Ma�e MQ und QM stimmen in diesem Limes �uberein.

(vi) Das pfadweise Maximum ist subadditiv12, d.h. f�ur zwei Prozesse X und Y gilt

max
t2[0;T ]

(X(t) + Y (t)) � max
t2[0;T ]

X(t) + max
t2[0;T ]

Y (t); (15)

weil die Maxima der einzelnen Prozesse X und Y zu unterschiedlichen Zeiten angenommen

werden k�onnen. Allerdings �ubertr�agt sich diese Eigenschaft nicht auf das Quantil der

Verteilung des pfadweisen Maximums V QM
q , weil die Quantilbildung die Subadditivit�at

nicht unterst�utzt. Das Ma� QM ist daher nicht koh�arent, vgl. Artzner et al. (1997).

(vii) Im Spezialfall einer konstanten Ausfallintensit�at kann f�ur \�ubliche" Verlustma�e der Ver-

lust als Produkt eines Exposurema�es mit der kumulativen Ausfallwahrscheinlichkeit in

dem betrachteten Zeitintervall ausgedr�uckt werden. Dies ist f�ur QM und MQ im allgemei-

nen nicht m�oglich.

Wir erhalten aufgrund dieser Beobachtungen keinen Hinweis, ob das Ma� QM sensitiver auf

extreme Realisationen des Verlustprozesses reagiert als MQ, d.h. das QM gegen�uber MQ unter-

schiedlich starke Belegungen der Verteilungsenden zuverl�assiger und genauer mi�t. Eine gr�o�ere

\Emp�ndlichkeit" in Bezug auf Worst Cases kann zu konservativeren Eigenkapitalforderungen

f�uhren. Wir �uberpr�ufen die Sensitivit�at der Ma�e QM und MQ numerisch in Abschnitt 5.

12 Das pfadweise Maximum konstituiert eine Norm auf dem Raum der m�oglichen Pfadrealisationen.
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4.2 Andere Ma�e

Wir betrachteten im letzten Abschnitt das Quantil als spezielles Funktional, das der De�nition

der Verlustma�e MQ und QM zu Grunde lag. Wir stellen in diesem Abschnitt Ma�e vor, die

nicht auf der Verwendung von Quantilen beruhen. Diese Ma�e sollen ebenfalls f�ur eine Worst

Case Analyse geeignet sein. Dazu diskutieren wir andere Funktionale F (z.B. den Erwartungs-

wert), die analog zu der Behandlung der Quantile auf die marginalen Verteilungen oder die

Maximumverteilung angewendet werden k�onnen.

Wie im Falle des Quantils gibt es auch bei der Betrachtung eines allgemeinen Funktionals F zwei

Mechanismen, mit denen man die Worst Case Eigenschaft implementieren kann, wenn man einen

kumulativen Zugang (analog zu Gl. (8)) ausschlie�t. Die beiden Mechanismen unterscheiden sich

in der Art der Zeitaggregation bzw. der Maximumsbildung: Die erste M�oglichkeit besteht in der

Betrachtung der marginalen Verteilungen des Verlustprozesses dL(t) zu allen Zeiten t 2 [0; T ].

Wir wenden das Funktional F jeweils auf die marginale Verteilung zu jeder Zeit t 2 [0; T ] an und

w�ahlen aus den ermittelten Werten das zeitliche Maximum aus. Die zweite M�oglichkeit resultiert

aus der Anwendung des Funktionals F auf die Maximumverteilung des Verlustprozesses.

Im letzten Abschnitt w�ahlten wir das Quantil als Funktional. Das Quantil V Q
q bezieht sich auf

den kleinen Teil 1 � q der Wahrscheinlichkeitsmasse, die die schwach besetzten Au�enbereiche

der Verteilung bestimmt. Da die Au�enbereiche der Verteilungsfunktion die H�ohe und Wahr-

scheinlichkeiten der gef�ahrlichen Verluste bestimmen, kann das Quantil Anhaltspunkte �uber die

Gefahr ung�unstiger Realisierungen geben. Andere Funktionale wie der Erwartungswert oder die

Varianz beziehen sich auf den (in der Regel) stark besetzten Mittelteil der Verteilung und sind

daher als Ma�e f�ur die seltenen Ereignisse in den \Tails" der Verteilung nicht geeignet. Auch

wenn die Kurtosis Hinweise geben kann, da� die Verteilungsenden gegen�uber der Normalvertei-

lung st�arker belegt sind, arbeitet dieses Ma� nicht zuverl�assig bei der Messung gef�ahrlicher Tails

(vgl. Embrechts et al. (1997)).

Erwartungswert-Ma� EM: Wir f�uhren in den numerischen Untersuchungen in Kapitel 5

zus�atzlich zu den Ma�en MQ und QM ein Erwartungswert-Ma� auf, um die Worst-Case-Ma�e

an einem konventionellen Risikoma� als Referenz messen zu k�onnen. Wir w�ahlen das Ma� \EM",

da� durch

V EM[0; T ] = max
t2[0;T ]

E [dL(t)] (16)

de�niert ist. Dieses Ma� nimmt Bezug zu der Frage: Wie hoch kann der h�ochste erwartete

Verlust f�ur ein t 2 [0; T ] ausfallen? Der erwartete Verlust spielt eine wichtige Rolle im Risiko-

management, obwohl der erwartete Verlust keinen Anhaltspunkt �uber die Wahrscheinlichkeit

und H�ohe au�ergew�ohnlicher Verluste gibt, da der Erwartungswert prim�ar durch den zentralen

Teil der Verlustverteilung und nicht durch die Tails gegeben ist.
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Shortfall-Ma� TCE: Wir diskutieren ein Shortfall-Ma� als letztes Beispiel f�ur ein Funktional.

Das Shortfall-Ma� verwendet einen Erwartungswert, der sich durch eine Konditionierung nur auf

den Au�enbereich der (marginalen oder Maximums-) Verteilung bezieht. Dieses Shortfall-Ma�

bezeichnen wir durch \TCE" (Tail Conditional Expectation, vgl. Embrechts et al. (1997)). Wir

untersuchen den Fall, bei dem wir das Shortfall-Ma� auf die marginalen Verteilungen anwenden

und anschlie�end das Maximum �uber t 2 [0; T ] bilden:

V TCE
q [0; T ] = max

t2[0;T ]
E
�
dL(t)jdL(t) > V Q

q [t]
�
: (17)

Wir wenden das TCE-Ma� nicht auf die Maximumverteilung an. Zu einem vorgegebenen Sicher-

heitsniveau q stellt in Gl. (17) das Quantil V Q
q [t] der marginalen Verteilung des Verlustprozesses

dL die obere Grenze dar, bis zu der Verluste als \normal" bezeichnet werden. Alle Verluste, die

gr�o�er als V
Q
q [t] sind, werden als au�ergew�ohnliche schwere Verluste angesehen. Das TCE-Ma�

bildet den Erwartungswert nur �uber diese schweren Verluste.

Die Wahl der oberen Grenze als Quantil kann durch andere De�nitionen ersetzt werden. Jedoch

erg�anzt das TCE-Ma� mit einem Quantilwert V Q
q [t] als oberer Schranke in sinnvoller Weise den

(im Risikomanagement oft verwendeten) Value-at-Risk-Zugang, der hier durch das Ma� MQ

modi�ziert wiedergegeben ist: Das TCE-Ma� gibt an, wie schwer ein Verlust ausfallen kann,

wenn er eine vorgegebene Schranke �uberschritten hat. Diese f�ur das Risikomanagement wichtige

Information kann durch ein quantilbasiertes Value-at-Risk Ma� nicht erhalten werden. Das

TCE-Ma� kann somit als Synthese zwischen dem rein quantilbasierten Value-at-Risk Zugang

und dem Erwartungswert-Ma� angesehen werden.

Aufgrund dieser Eigenschaft stellt das TCE-Ma� ein Worst-Case-Ma� dar, das sensitiv die Ver-

teilungsenden messen kann. Man kann mit Hilfe des TCE-Ma�es f�ur ein festes t die Mean-

Excess-Funktion (vgl. Embrechts et al. (1997)) q ! V TCE
q [t]�V Q

q [t] de�nieren, die alle f�ur eine

Untersuchung der Verteilungsenden notwendigen Informationen enth�alt. Wir werden die Mean-

Excess-Funktion nicht weiter diskutieren, da wir uns auf einen festen Wert f�ur q konzentrieren.

Artzner et al. (1997) zeigen, da� quantilbasierte Ma�e (wie das konventionelle Value-at-Risk

Ma�, aber auch QM und MQ) nicht koh�arent sind, d.h. im wesentlichen, da� sie eine Subad-

ditivit�atseigenschaft verletzen: Es kann im Falle der Quantilma�e QM und MQ m�oglich sein,

durch die getrennte Verbuchung von Subportfolios eine kleinere Eigenkapitalforderung zu erhal-

ten als bei der Betrachtung des Portfolios als Ganzes. Dagegen kann gezeigt werden, da� das

Shortfall-Ma� TCE ein koh�arentes Ma� bildet. Artzner et al. (1997) zeigen weiterhin, da� TCE

das Ma� mit der kleinsten Eigenkapitalforderung ist, das auch koh�arent ist. Somit erscheint das

Shortfall-Ma� TCE besonders f�ur das Risikomanagement geeignet.

Allerdings verwendet die De�nition des quantilbasierten Ma�es QM das pfadweise Maximum.

Wie wir in Abschnitt 4.1 bemerkt haben, stellt das pfadweise Maximum eine Norm dar, so

da� die Subadditivit�atseigenschaft folgt. Analytisch k�onnen wir nicht �uberpr�ufen, ob durch
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die Verkn�upfung des nicht-subadditiven Quantils mit der subadditiven Maximumsbildung ein

Ma� folgt, das subadditiv ist. Wir erwarten jedoch keine Subadditivit�at des Ma�es QM und

best�atigen dies durch numerisch ausgewertete Beispiele in Abschnitt 5, in dem die Ma�e QM,

MQ, EM und TCE eingehend verglichen werden.

5 Numerische Studie

Auf Basis des Modells MICR und der Response-Funktionen f�ur die Ausfallintensit�at Sa wenden

wir in diesem Kapitel die Worst-Case Risikoma�e an, um das Ausfallpotential eines Portfolios

aus Zinsswap-Kontrakten numerisch zu untersuchen.

5.1 Motivation

Wir untersuchen in diesem Kapitel ein Portfolio, das nur aus Zinsswaps besteht. Warum betrach-

ten wir Zinsswaps und keine anderen Finanzkontrakte? Zinsswaps bilden eines der wichtigsten

Finanzderivate, die im ungeregelten Freiverkehr (OTC) gehandelt werden. Das Zinsmanagement

basiert zu einem gro�en Teil auf der Verwendung von Swap-Kontrakten. Daher ist ein e�zientes

Kreditrisikomanagement dieser Kontrakte erforderlich.

Weiterhin w�ahlen wir Zinsswaps, weil die Bestimmung des Kreditrisikos eines Zinsswaps aus

drei Gr�unden repr�asentativ ist f�ur weitere derivative Finanzkontrakte: Erstens ist der Mark-

to-Market-Wert eines Zinsswaps von der Entwicklung von Marktvariablen (hier des Zinssatzes)

abh�angig. Zweitens bestehen nur Forderungen auf die Zinsen des Nominalbetrages, so da� der

alleinige Bezug des Eigenkapitals auf den Nominalwert nicht sinnvoll ist. Drittens kann der

Wert des Zinsswaps positive und negative Werte annehmen: Bei Vertragsabschlu� eines Swaps,

der zu Beginn der Laufzeit den Wert Null haben soll (\zu par"), ist nicht bekannt, welche Seite

gegen�uber dem Ausfall der anderen Seite exponiert sein wird. Da ein Portfolio aus Zinsswaps

alle wesentlichen Eigenschaften eines realistischen Portfolios aus Zinsderivaten beinhaltet, ist die

Ber�ucksichtigung anderer Zinsderivate f�ur eine exemplarische Studie des Modells MICR nicht

n�otig.

Wir nehmen an, da� sich alle Zinsswaps des Portfolios auf einem Zinssatz r beziehen. Durch

diese Annahme ber�ucksichtigen wir nicht, da� es verschiedene Risiko- bzw. Bonit�atsklassen

gibt, die unterschiedliche Risikoaufschl�age erfordern. Man kann sich unter r den Marktzins auf

eine sichere Anleihe mit unendlicher Laufzeit vorstellen. Diese Interpretation ist jedoch nicht

notwendig, da im vorliegenden Kontext durch r(t) der zur Zeit t zu zahlenden Zins r(t) der

paying-
oat Seite der Zinsswaps de�niert ist.

Ein Zinsswap ist ein Beispiel f�ur einen Kontrakt, bei denen der Kontrahent oft dann ausf�allt,

wenn der Kontrakt f�ur die betrachtete Finanzinstitution FI einen gro�en Wert darstellt. Da-
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mit ist die Verwendung des Modells MICR sinnvoll, das diese Reagibilit�at der Ausfallwahr-

scheinlichkeit des Kontrahenten auf den Zinssatz durch die Modellierung der Response-Funktion

ber�ucksichtigt.

Ist die Betrachtung eines Zinssatzes als einzigem Marktrisikofaktor zu speziell? Wir k�onnen das

Portfolio aus Zinsderivaten als Bestandteil eines gr�o�eren Portfolios ansehen, dessen Positionen

wir nicht betrachten. Wir beschr�anken uns somit auf die Beobachtung eines Subportfolios und

zeigen, welche Sch�aden durch das Kreditrisiko dieses Subportfolios verursacht werden k�onnen.

Wir betrachten die Zinsswaps, die das Subportfolio bilden, somit nicht als Hedge-Instrumente,

die andere Positionen des Portfolios absichern sollen.

Wir verfolgen durch die numerische Implementierung des Swap-Portfolios verschiedene Ziele:

� Welches Eigenkapital resultiert aus der Anwendung der Risikoma�e QM, MQ und TCE?

Welches Ma� reagiert am sensitivsten auf das Vorhandensein stark belegter Au�enbereiche

der Verlustverteilung?

� Welches Eigenkapital mu� f�ur einen Kontrakt zur�uckgehalten werden, der zu einem schon

bestehenden Portfolio hinzugenommen wird? Mit anderen Worten, um welchen Betrag

mu� das Eigenkapital f�ur das Portfolio erg�anzt werden? Ist das hinzuzuf�ugende Eigenka-

pital f�ur den zus�atzlichen Kontrakt gr�o�er oder kleiner als das Eigenkapital, das ben�otigt

wird, wenn der Kontrakt isoliert betrachtet wird? Wie h�angt in dieser Situation die H�ohe

des zus�atzlichen Eigenkapitals ab von der Anzahl der schon bestehenden Kontrakte und

der Anzahl der Kontrahenten? Spielt die Subadditivit�at der Risikoma�e eine Rolle?

� Wie wichtig ist die Ber�ucksichtigung der Reagibilit�at der Ausfallwahrscheinlichkeit auf den

Zinssatz durch das zugrundliegende Modell MICR?

Bevor wir diese Fragestellungen untersuchen, besprechen wir im n�achsten Abschnitt die Spezi-

�kation der der Simulation zugrundeliegenden Modelle.

5.2 Spezi�kation

Zinsstrukturmodell: Wir w�ahlen als Zinsstrukturmodell, das die Dynamik des Zinssatzes r

beschreiben soll, das Cox-Ingersoll-Ross Modell (\CIR", siehe Cox et al. (1985a) und Cox et al.

(1985b)). Dieses Modell ist durch die folgende stochastische Di�erentialgleichung charakteri-

siert mit den Konstanten � (Volatilit�atsparameter), � (\Pullback"-Niveau) und � (\Pullback"-

Konstante):

dr(t) = �(� � r(t))dt+ �
p
r(t)dW (t): (18)

Dabei stellt W den Standard-Wiener-Proze� dar.
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Wir verwenden die Sch�atzung der Parameter �, � und � von Du�ee (1996a), die sich auf US-

amerikanische Treasury-Bills im Zeitraum von 1959 bis 1992 st�utzen. Es resultierten folgende

Werte: � = 0:268; � = 0:063 und � = 0:082. Ein weiterer Parameter � (der \Marktpreis des

Risikos"), der im Modell von Cox et al. (1985b) notwendig ist, um das Modell vollst�andig

zu spezi�zieren und eine Bewertungsformel f�ur die Zero-Bonds zu erreichen, wird von Du�ee

(1996a) auf Null gesetzt. Wir verwenden durchgehend als Startwert das langfristige mittlere

Zinsniveau r(0) = �. Wir legen der Untersuchung des Swap-Portfolios eine Zeitperiode von

T = 8 Jahren zugrunde, wobei die Startzeit als t = 0 de�niert wird.

Verwendete Swaps: Wir beschr�anken uns auf vier verschiedene Swaps, deren Charakteristi-

ken in Tabelle 3 zusammengefa�t sind. Die halbj�ahrlichen Zahlungen erfolgen f�ur alle Swaps zu

denselben Zeitpunkten. Der Nominalwert der Swaps ist auf 1 normiert. Das Portfolio besteht

aus Positionen, die ein ganzzahliges Vielfaches dieser Kontrakte darstellen. Die Par-Rate ist die

Swap-Rate �r, die als derjenige Zinssatz de�niert ist, den die Zahlungen der paying-�xed Seite

haben m�ussen, wenn der Swap zu Beginn der Laufzeit t = 0 den Wert Null haben soll. Wir

modellieren Swap-Kontrakte, die schon vor dem Zeitpunkt t = 0 abgeschlossen worden sind,

durch einen willk�urlich gew�ahlten O�set der Par-Rate, so da� diese Swaps bei t = 0 nicht den

Wert Null haben.

Swap Par Rate O�set F�alligk. Nom. Zahl.Per.

# 1 6.35% +0:5% 4 Jahre 1 halbj�ahr.

# 2 6.32% 0 6 Jahre 1 halbj�ahr.

# 3 6.29% �0:4% 8 Jahre 1 halbj�ahr.

# 4 6.36% +0:2% 3 Jahre 1 halbj�ahr.

Tabelle 3: Spezi�kation der Zinsswaps, die in den numerischen Simulation des Portfolios benutzt werden.

Wir nehmen an, da� der Wert des Swaps nicht von der Bonit�atseinstufung des betrachteten

Kontrahenten und der Finanzinstitution FI abh�angt. Da bei einem Zinsswap der Nominalbetrag

nicht ausgetauscht wird, ist diese Annahme f�ur Zinsswaps gut zu rechtfertigen (vgl. Du�e und

Huang (1996)).

Portfoliowahl: Wir betrachten verschiedene Portfolios aus diesen vier Swap-Kontrakten. Wir

beschreiben hier das Verfahren, mit dem wir den einzelnen Kontrahenten die Swap-Kontrakte

zuordnen:

Das Kreditrisiko jedes Kontrahenten a = 1; : : : ; N ist charakterisiert durch die Angabe seiner

Bonit�at und des Response-Koe�zienten ka, der die Sensitivit�at der Ausfallwahrscheinlichkeit von
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a gegen�uber den Zinsen bestimmt. F�ur jeden Kontrahenten wird das Rating und der Response-

Koe�zient unabh�angig zuf�allig festgelegt.

Wir unterscheiden sechs Rating-Klassen, die den Bonit�ats-Einstufungen Aaa, Aa, A, Baa, Ba

und B der Rating-Agentur Moody's entsprechen sollen. Wir ordnen dem Kontrahenten a die

seiner Rating-Klasse entsprechende Ausfallintensit�at Sa(r(0); 0) zu, die die Ausfallintensit�at zur

Zeit t = 0 darstellt. In Abh�angigkeit der Entwicklung des Zinssatzes r(t) wird die Ausfallin-

tensit�at Sa(r(t); t) nach Gl. (6) zeitlich variabel sein. Wir benutzen die Ausfallintensit�aten, die

in Du�e und Singleton (1998) verwendet werden und auf Sch�atzungen von Moody's f�ur den

Zeitraum 1920-1997 beruhen. In Tabelle 4 sind diese Sch�atzwerte aufgef�uhrt.

Rating Aaa Aa A Baa Ba B

Intensit�at (bp/Jahr) 0 9 9 32 146 442

Tabelle 4: Gemittelte Ausfallintensit�aten in Basispunkten pro Jahr. Sch�atzung von Moody's f�ur die

Zeitperiode 1920-1997.

Jedem Kontrahenten a wird eine zuf�allige Anzahl jedes der vier verschiedenen Swap-Kontrakte

zugeordnet, wobei short-Positionen (entsprechen der paying-�xed-Seite) und long-Positionen

(entsprechen der paying-
oat-Seite) m�oglich sind. Eine vorher festgelegte Anzahl von Kontrak-

ten darf bei jedem Kontrahenten a nicht �uberschritten werden. Wir w�ahlen als diese Schranke

sieben Kontrakte. Au�erdem wurde die Prozedur darauf abgestimmt, da� nur wenige Kontra-

henten gegen�uber allen vier verschiedenen Swap-Kontrakten exponiert sind.

Die Prozedur verteilt die Kontrakte unter der Nebenbedingung, da� die Summe der Nominal-

werte der Swap-Kontrakte einer Sorte �uber das gesamte Portfolio Null ergibt. Dabei z�ahlen

wir long paying-�xed Positionen mit positiven Nominalwert und long paying-
oat Positionen

(entsprechen short paying-�xed Positionen) mit negativen \Nominalwert". Wir k�onnen somit

die Finanzinstitution FI als Finanzintermedi�ar ansehen, der keinen Marktrisiko ausgesetzt ist.

Daher ist die hier angestellte ausschlie�liche Betrachtung des Kreditrisikos sinnvoll.

Simulationsverfahren: Wir berechnen auf Basis der nach dem Ito-Taylor-1.5-Schema13 dis-

kretisierten stochastischen Di�erentialgleichung Gl. (18) einen zeitdiskreten Pfad fr(tj)gj=1;:::;ND

�uber den Zeitraum [0; T ] mit der Anzahl der Disketisierungspunkten ND = T=�t. Dabei

entspricht T = 8 Jahren. Wir verwenden durchgehend eine monatliche Au
�osung14, d.h.

�t = 1=12.

13 vgl. Kloeden und Platen (1992) und Barth (2000) f�ur die Darstellung der numerischen Techniken.

14 In Barth (2000) wird detailliert untersucht, da� eine solche Au
�osung nicht ausreichend ist, um ohne ein

geeignetes Korrekturverfahren eine gute Approximation der Quantilma�e QM und MQ zu liefern. Aufgrund

der starken Einschr�ankungen durch die Rechenleistung k�onnen wir jedoch keine h�ohere Au
�osung w�ahlen.

Jedoch wurde in Barth (2000) im Falle des CIR-Prozesses festgestellt, da� die Werte, die f�ur die Verlustma�e
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Nachdem ein Pfad des Zinssatzes fr(tj)gj=1;:::;ND simuliert worden ist, k�onnen wir auf Basis

einer zeitdiskreten Version des Modells MICR

�L(r(tj); tj) =
1

B(0; tj)

NX
a=1

V +
a (r(tj); tj)Sa(r(tj); tj)�t: (19)

den Verlustpfad des Portfolios ermitteln. F�ur jeden simulierten Pfad des Zinssatzes fr(t)g be-

rechnen wir (i) die monatlichen Werte der vier Swaps Zi(tj ; T ) (mit i = 1; 2; 3; 4) und (ii) den

Wert der Response-Funktion Sa(r(tj); tj). Wir bestimmen das Exposure V +
a jedes Kontrahen-

ten a durch Bestimmung des Nettowertes Va der Summe aller Positionen, die mit a eingegangen

worden sind. Anschlie�end wird das Exposure V +
a (r(tj); tj) mit der monatlichen Ausfallwahr-

scheinlichkeit Sa(r(tj); tj) multipliziert, um den Verlustpfad von Kontrahent a zu bestimmen.

Die Verlustpfade aller Kontrahenten a werden addiert, um den Verlustpfad des gesamten Port-

folios �L zu erhalten.

Dieses Verfahren wird wiederholt, wobei bei jedem Simulationslauf die monatlichen Werte des

Zinssatzes, der Swaps und des Verlustprozesses gespeichert werden. Nachdem eine vorher fest-

gelegte Anzahl von Simulationsl�aufen ausgef�uhrt worden sind, werden aus den Daten die Ver-

lustma�e EM, QM, MQ und TCE sowie die Kon�denzintervalle bestimmt.

5.3 Simulationen ohne Response

In diesem Abschnitt stellen wir alle Simulationsergebnisse vor, bei denen die Response-St�arke

ka f�ur alle Kontrahenten a auf Null gesetzt worden ist, d.h. es gilt Sa(r(t); t) = konstant.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit ist somit unabh�angig von der Realisierung des Zinssatzes. Die

Ergebnisse dieser Untersuchungen werden als Referenzfall betrachtet, wenn wir in Abschnitt 5.4

die Auswirkungen der Reagibilit�at der Ausfallwahrscheinlichkeit auf den Zinssatz diskutieren.

Abh�angigkeit von der Portfoliowahl

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Verlustma�e ME, MQ, QM und TCE, wenn sie auf vier

verschiedene, durch denselben Mechanismus zuf�allig generierte Portfolios angewandt werden.

Wir untersuchen vier Portfolios mit jeweils 50 Kontrahenten. Die Portfolios #1 bis #4 k�onnen

als verschiedene Realisationen der zuf�alligen Generierungsmethode angesehen werden. Nach

1000 Realisationen des Zins-Prozesses werden die Risikoma�e berechnet. Die Ergebnisse sind in

Tabelle 5 aufgef�uhrt15.

ME, MQ, QM und TCE auf monatlicher Basis bestimmt worden sind, zwischen 5% bis 10% unter den Werten

liegen, die bei der Verwendung einer hinreichend genauen Au
�osung ermittelt wurden.

15 Die Kon�denzintervalle berechnen sich nach der in Barth (2000) beschriebenen Methodik.
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Port. ME tmax MQ tmax Konf. QM Konf. TCE tmax #Real.

#1 0.15 18 0.33 18 [0.31, 0.34] 0.39 [0.37, 0.42] 0.38 24 1000

#2 0.09 24 0.23 24 [0.21, 0.26] 0.28 [0.26, 0.30] 0.28 24 1000

#3 0.16 18 0.38 23 [0.34, 0.43] 0.52 [0.49, 0.56] 0.50 24 1000

#4 0.08 18 0.21 18 [0.20, 0.23] 0.25 [0.24, 0.27] 0.26 18 1000

Tabelle 5: Risikoma�e angewandt auf den Verlust verschiedener, zuf�allig generierter Portfolios (ohne

Response). Die Werte sind in Basispunkten des Brutto-Nominalwertes des Portfolios angegeben. Die

Ma�e MQ, QM und TCE beziehen sich auf ein 95%-Quantil, die aufgef�uhrten Kon�denzintervalle auf

ein 98% Vertrauensniveau. Die Zeit tmax gibt den Zeitpunkt an, an dem der Erwartungswert bzw. das

95%-Quantil bzw. der TCE-Wert der Marginalverteilung maximal ist.

Die Ergebnisse in Tabelle 5 sind folgenderma�en zu interpretieren, vgl. die detaillierte Be-

schreibung der Verlustma�e in Kapitel 4: ME gibt den h�ochsten erwarteten monatlichen Verlust

innerhalb der Laufzeit [0; T ] an. Beispielsweise ist im Falle des Portfolios 1 der h�ochste erwartete

monatliche Verlust 0.15 Basispunkte des Bruttonominalwertes des Portfolios. Der \Peak Loss"

MQ ist eine obere Schranke f�ur den h�ochsten monatlichen Verlust, die nur mit einer Wahr-

scheinlichkeit q = 0:05 �uberschritten wird: Mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit ist der h�ochste

monatliche Verlust im Falle von Portfolio 1 nicht gr�o�er als 0.33 Basispunkte. QM ist eine obere

Schranke f�ur den h�ochsten monatlichen Verlust pro Realisation der Zinspfades. F�ur jeden Zins-

pfad �uberschreitet der h�ochste monatliche Verlust den Wert QM nur mit der Wahrscheinlichkeit

q = 0:05: Der maximale monatliche Verlust ist f�ur jede Realisation des Zinspfades mit einer

Wahrscheinlichkeit von 95% nicht h�oher als 0.39 Basispunkte. TCE gibt an, welcher Verlust

erwartet wird, wenn er gr�o�er als das obere 95%-Quantil der Verlustverteilung ausf�allt. Dabei

wird der maximale monatliche Verlust bei �Uberschreitung des Quantils aufgef�uhrt. Wenn der

Portfolioverlust eines Monats das 95%-Quantil der Verluste dieses Monats �uberschreitet, wird

im Falle von Portfolio 1 erwartet, das dieser Portfolioverlust maximal 0.52 Basispunkte betr�agt.

Nach dieser Untersuchung identi�zieren wir Portfolio #3 als das Portfolio, das (gemessen nach

allen Ma�en) das gr�o�te Ausfallpotential hat. W�ahrend jedoch das ME-Ma� Portfolio #3 ge-

gen�uber Portfolio #1 nur einen um 7% erh�ohten Wert zuordnet, betr�agt dieser Zuwachs bei dem

QM-Ma� 33% und bei dem TCE-Ma� 32%. Das MQ-Ma� erh�oht sich um nur um 15%. Die

Entscheidung, welches der Portfolios am risikobehaftesten ist, kann aufgrund der di�erenzierten

Werte der Ma�e QM und TCE am besten getro�en werden. QM und TCE reagieren sensitiver

auf die spezielle Portfoliostuktur als die Ma�e ME und MQ. Die gr�o�ere Streuung der QM-Werte

gegen�uber der MQ-Werte haben wir in den theoretischen �Uberlegungen in Abschnitt 4.1 nicht

vorhergesehen und stellt daher eine neue, vorl�au�ge Erkenntnis dar, die wir bei den numeri-

schen Untersuchungen dieser Portfolios unter Ber�ucksichtigung der Reagibilit�at in Abschnitt 5.4

�uberpr�ufen werden.
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Gr�o�enordnung: Warum sind diese Werte so klein? Ein Verlust in der Gr�o�enordnung von

0.33 Basispunkten erscheint als vernachl�assigbar, aber (erstens) bezieht sich der Verlust auf den

Brutto-Nominalwert des gesamten Portfolios, der sich aus der Summe der Nominalwerte aller

Swaps berechnet, wobei kein Netting durchgef�uhrt wird. Zweitens wird der Nominalwert im

Falle der Zinsswaps nicht ausgetauscht und ist damit nicht ausfallgef�ahrdet. Nur der Netto-

betrag zwischen der festen und der variablen Zahlung ist ausfallgef�ahrdet. Nach Du�e und

Huang (1996) betr�agt der typischen Spread bei Zinsswaps weniger als 1 Basispunkt. Drittens

beziehen sich die verwendeten Ma�e auf den Verlust in einem kurzen Zeitintervall (bei der hier

angewandten Diskretisierung betr�agt dieses Zeitintervall einen Monat) und nicht auf die kumu-

lierten Verluste in einen l�angeren Zeitraum. Die Ma�e ME, MQ und TCE beziehen sich auf den

Monat, in dem die marginale Verlustverteilung am breitesten war bzw. die Verteilungsenden

am st�arksten belegt waren, w�ahrend das QM-Ma� sich auf den maximalen Verlust pro Monat

jeder Realisation bezieht.

Variation der Gr�o�e des Portfolios

Skalierungse�ekte: Hull (1989) stellt die Hypothese auf, da� die Randbereiche der Verlust-

verteilungen von kleinen Portfolios st�arker belegt sein sollten als bei gro�en Portfolios. Er f�uhrt

diese Aussage auf die Diversi�kation zur�uck, die in einem gro�en Portfolios deutlicher bemerk-

bar sein soll. Daher m�u�te das risikobasierte Eigenkapital f�ur die Portfolios von kleinen Banken

relativ zur Portfoliogr�o�e gesehen gr�o�er sein als das Eigenkapital von gro�en Banken. Wir

wollen diese Aussage �uberpr�ufen durch die Anwendung der Verlustma�e QM, MQ und TCE auf

den Verlustproze�, der von dem Modell MICR generiert wird. Als Nebenprodukt dieser Unter-

suchung k�onnen wir die Subadditivit�atseigenschaft der Verlustma�e in Spezialf�allen �uberpr�ufen.

Wir sehen die Portfolios #1, #2 und #3 aus Tabelle 5, die je 50 Kontrahenten umfassen,

als kleine Portfolios an. Als gro�es Portfolio betrachten wir das aus diesen drei Portfolios

zusammengesetzte Portfolio, das 150 Kontrahenten umfa�t. Die Ma�e ME, MQ, QM und TCE

beziehen sich auf die relativen Verluste eines Portfolios, bezogen auf den Bruttonominalbetrag

des Portfolios. Wir bilden den mit den Bruttonominalbetr�agen gewichteten Mittelwert der in

Tabelle 5 aufgef�uhrten Ma�e f�ur die Portfolios #1, #2 und #3, um ein Ma� f�ur die Schwere

der Tails der kleinen Portfolios zu erhalten. Die auf diese Art ermittelten Ma�e werden durch

AME, AMQ, AQM und ATCE bezeichnet. Wir vergleichen diese Werte mit den entsprechenden

Verlustma�en, die sich auf den Verlustproze� des gro�en Portfolios beziehen. Der Verlustproze�

des gro�en Portfolios wurde aus den drei Verlustprozessen der einzelnen Portfolios #1, #2 und

#3 additiv zusammengesetzt und wieder auf den Bruttonominalbetrag des gro�en Portfolios
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normiert, um den relativen Verlust zu erhalten. Wir bezeichnen16 die Ma�e, die auf diesen

Verlustproze� angewendet wurden, durch MEA, MQA, QMA und TCEA.

MEA AME MQA AMQ QMA AQM TCEA ATCE

ohne Resp. 0.13 0.13 0.23 0.31 0.27 0.39 0.27 0.39

Tabelle 6: Auswirkungen der Portfoliogr�o�e. Die Ma�e MQA, AMQ, QMA, AQM, TCEA und AT-

CE sind bezogen auf ein 95%-Quantil, die angegebenen Kon�denzintervalle beziehen sich auf ein 98%

Vertrauensniveau. Die Werte sind in Basispunkten des Brutto-Nominalwertes des Portfolios angegeben.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung sind in Tabelle 6 aufgef�uhrt. Wir beobachten, da� MEA �

AME, MQA � AQM, QMA � AQM und TCEA � ATCE gilt. Dies unterst�utzt die Aussage

von Hull (1989), da der Mittelwert der Verlustma�e der kleineren Portfolios (\A : : : ") eine

h�ohere Eigenkapitalforderung nach sich zieht als die Ma�e, angewendet auf den Verlustproze�

des gro�en Portfolios (\ : : : A"). Die aus den Ma�en MQA, QMA und TCEA folgenden Eigen-

kapitalforderungen sind sogar kleiner als die Anforderungen, die aus der getrennten Anwendung

dieser Ma�e auf die einzelnen Portfolios folgen (vgl. Tabelle 5). Wir k�onnen daher im Falle ohne

Response die Aussage von Hull (1989) best�atigen. In Abschnitt 5.4 werden wir dieselbe Unter-

suchung im Falle mit eingeschalteter Response der Ausfallwahrscheinlichkeit auf den Zinssatz

wiederholen.

Marginale E�ekte und Subadditivit�at: Kann durch eine Aufteilung des Portfolios in Sub-

portfolios die Eigenkapitalforderung verringert werden? Artzner et al. (1997) stellen fest, da�

das risikobasierte Eigenkapital, das durch ein quantilbasiertes Ma� wie das Value-at-Risk-Ma�

(bzw. MQ) bestimmt wurde, theoretisch diese unerw�unschte Eigenschaft haben kann, die mit

den Skalierungse�ekten eng verwandt ist, die im vorigen Abschnitt behandelt wurden.

Wir �uberpr�ufen die Subadditivit�at im Zusammenhang mit dem marginalen E�ekt, den die Hin-

zunahme eines Swap-Kontraktes zu dem Portfolio hat. Wir vergleichen die Eigenkapitalanfor-

derung, die aus der separaten Behandlung des Portfolios und des \neuen" Swaps resultiert mit

dem Eigenkapital, das f�ur das Portfolio n�otig ist, das den Swap schon einschlie�t. Wenn durch

\M" symbolisch das Ma� bezeichnet wird (d.h. M = ME, MQ, QM oder TCE), durch \S" der

16 Wir nehmen den gewichteten Mittelwert der Verlustpfade, um den relativen Verlustpfad des gro�en Portfolios

zu erhalten. Grob gesprochen wurde die Mittelwertbildung mit der Anwendung der Ma�e ME, MQ, QM und

TCE gegen�uber der Anwendung bei den kleinen Portfolios vertauscht. Im Falle der kleinen Portfolios wurden

zuerst die Ma�e ME, MQ, QM und TCE angewandt und dann der Mittelwert (Average) gebildet, daher die

Bezeichnungen AME, AMQ, AQM und ATCE. Im Falle des gro�en Portfolios wurde zuerst der Mittelwert der

Verlustpfade gebildet und dann die Ma�e angewendet, daher die Bezeichnung MEA, MQA, QMA und TCEA.
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Verlustproze� des zus�atzlichen Swaps und durch \P" der Verlustproze� des restlichen Portfolios,

dann sollte nach der Subadditivit�at gelten:

M(P+S) � M(P) + M(S)

, M(P+S) - M(P) � M(S): (20)

Der marginale E�ekt M(P+S) - M(P), den die Hinzunahme des Swaps S zu dem Portfolio P

hat, sollte nach der Subadditivi�at kleiner sein als das Kreditrisiko des Swaps M(S) alleine.

Du�ee (1996a) stellt die Hypothese auf, da� der marginale E�ekt M(P+S) - M(P) ein besse-

res Ma� f�ur das Kreditrisiko eines Kontraktes als M(S) darstellt, da der Kontrakt in Bezug

zu dem schon vorhandenen Portfolio gesehen wird. Du�ee (1996a) bef�urchtet, da� durch die

\Stand-alone" Untersuchung des Kontraktes ein Sicherheitsmangel durch eine zu geringe Eigen-

kapitalanforderung entstehen k�onnte. Diese Warnung ist bei einem nicht-koh�arenten Ma� wie

dem Value-at-Risk Ma� berechtigt. Da aber f�ur ein koh�arentes Ma� die Subadditivit�at (Gl. (20))

gilt, ist diese Bef�urchtung bei Verwendung eines koh�arenten Ma�es gegenstandslos.

E�ekt S-Rat. ME MQ Konf. QM Konf. TCE

M(P) - 2.789 6.929 [6.490, 7.331] 8.215 [7.891, 8.888] 8.334

M(P)+M(S) Aa 2.791 6.939 - 8.228 - 8.347

M(P+S) Aa 2.791 6.929 [6.490, 7.331] 8.215 [7.891, 8.888] 8.342

M(S) Aa 0.002 0.010 [0.008, 0.011] 0.013 [0.013, 0.014] 0.013

M(P+S)-M(P) Aa 0.002 0.000 - 0.000 - 0.008

M(P)+M(S) Baa 2.798 6.966 - 8.263 - 8.380

M(P+S) Baa 2.797 6.942 [6.490, 7.344] 8.215 [7.920, 8.884] 8.360

M(S) Baa 0.009 0.037 [0.031, 0.040] 0.048 [0.045, 0.051] 0.046

M(P+S)-M(P) Baa 0.008 0.013 - 0.000 - 0.026

M(P)+M(S) B 2.908 7.437 - 8.876 - 8.971

M(P+S) B 2.904 7.227 [6.812, 7.631] 8.523 [8.028, 9.155] 8.707

M(S) B 0.119 0.508 [0.429, 0.555] 0.661 [0.062, 0.070] 0.637

M(P+S)-M(P) B 0.113 0.298 - 0.308 - 0.373

Tabelle 7: Marginale E�ekte, den die Hinzunahme einer neuen Swap-Position S mit einem neuen Kon-

trahenten zu einem bestehenden Portfolio P hat. Der neue Kontrahent hat das Rating Aaa, Baa oder

B. Es wurde keine Response der Ausfallwahrscheinlichkeit auf die Zinsen ber�ucksichtigt. Die Werte sind

absolute Verluste in Tausendstel des Nominalwertes. Die Ma�e MQ, QM und TCE beziehen sich auf ein

95%-Quantil, die aufgef�uhrten Kon�denzintervalle auf ein 98% Vertrauensniveau. Die Zeit tmax gibt den

Zeitpunkt an, an dem der Erwartungswert bzw. das 95%-Quantil bzw. der TCE-Wert der Marginalver-

teilung maximal ist.
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Wir �uberpr�ufen die Subadditivit�at (Gl. (20)) numerisch f�ur die Ma�e EM, QM, MQ und TCE,

in dem wir zu einem bestehenden Portfolio (wir w�ahlen Portfolio #4 aus Tabelle 5) einen neuen

Kontrahenten hinzunehmen, der einen Swap h�alt (wir w�ahlen Swap #3 aus Tabelle 3). Wir

untersuchen als \neue" Kontrahenten verschiedene Unternehmen mit Moodys-Rating Aa, Baa

und B. In Tabelle 7 sind die Ergebnisse aufgef�uhrt.

F�ur alle Ma�e und alle Kontrahenten ist die Subadditivit�at erf�ullt. Wir haben kein Gegenbeispiel

gefunden, das die Subadditivit�at bei den quantilbasierten Ma�en verletzt. In allen F�allen ist das

Kreditrisiko des einzelnen Swap-Kontraktes gr�o�er als das Kreditrisiko des Swaps, wenn er in

das Portfolio integriert ist. Wir untersuchen in Abschnitt 5.4, ob die Subadditivit�at auch erf�ullt

ist, wenn wir den Verlustproze� des Portfolios unter Beachtung der Reagibilit�at untersuchen.

5.4 Simulationen mit Response

Im vorigen Abschnitt wurden die numerischen Untersuchungen ohne Beachtung der Auswirkun-

gen des Zinsniveaus auf die Ausfallwahrscheinlichkeit der Kontrahenten a = 1; : : : ; N ausgef�uhrt.

Das Modell MICR erlaubt jedoch die Ber�ucksichtigung dieser Auswirkung durch die Modellie-

rung einer Response-Funktion Sa, vgl. Gl. (2). In diesem Abschnitt untersuchen wir das Modell

MICR numerisch unter verschiedenen Spezi�kationen dieser Response-Funktion, die die Rea-

gibilit�at der Ausfallwahrscheinlichkeit auf die Zinsen beschreibt. Diese Untersuchungen sind

entscheidend f�ur die Einsch�atzung der Bedeutung der Response-Eigenschaft des Modells MICR

f�ur das Kreditrisikomanagement.

Abh�angigkeit von der Responsest�arke

Wir studieren in diesem Abschnitt die Auswirkungen verschiedener Responsekoe�zienten ka,

die bei der exponentiellen Response-Funktion (vgl. Gl. (6)) die St�arke der Abh�angigkeit der

Ausfallwahrscheinlichkeit vom Zinsniveau r angibt.

Wir unterscheiden vier \Response-Klassen" i = 1; 2; 3; 4: Je eine Klasse mit einer leicht negativen

(k1 = �1), mit verschwindender (k2 = 0), mit leicht positiver (k3 = +1) und mit starker

positiver Response-St�arkenkennzahl (k4 = +4). Bei der Generierung des Portfolios wurde jeder

Kontrahenten in eine zuf�allig ausgew�ahlte Response-Klasse i eingeteilt. Wenn Kontrahent a

sich in der Response-Klasse i be�ndet, dann gilt f�ur seinen Response-Koe�zienten ka = kki,

wobei wir die absolute Response-St�arke jkaj durch die Multiplikation der Klassenkennzahl ki mit

einem Skalierungsfaktor k variieren. Wir w�ahlen f�ur den Skalierungsfaktor k = 0; 2; 4; 6; 8, so

da� in allen F�allen ka 2 [�32; 32] gilt. Dies ist eine vorsichtige Wahl f�ur die absolute Response-

St�arke, da aus den empirischen Sch�atzungen (siehe Abschnitt 3) h�ohere absolute Werte f�ur die

Response-St�arke folgen k�onnen.
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Abbildung 1: Der (diskontierte) maximale Verlust jeder Realisation des Verlustpfades wurde aufgetra-

gen gegen die Nummer der Realisation. Der Verlust wurde in Basispunkten des Bruttonominalwertes

des Portfolios angegeben. Dabei wurde die Reponse-St�arke k = 0; 2; 4; 6; 8 variiert und die exponenti-

elle Reponse-Funktion (Gl. (6)) verwendet. Alle Abbildungen beruhen auf denselben Realisationen des

Zinsprozesses.

Wir untersuchen 1000 Realisationen des Zinsprozesses und berechnen die entsprechenden Reali-

sationen des Verlustprozesses von Portfolio #1 (siehe Tabelle 5), wobei wir f�ur jede Einstellung

des Skalierungsfaktors der Response-St�arke k = 0; 2; 4; 6; 8 einen eigenen Verlustproze� berech-

nen. Um einen qualitativen Eindruck der Auswirkung der Response-St�arke zu vermitteln, sind

in Abbildung 1 der diskontierte (pfadweise) maximale Verlust jeder Realisation aufgetragen. F�ur
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jede Einstellung der Response-St�arke wurde ein eigenes Diagramm gew�ahlt. Die aufgetragenen

Daten entsprechen der Maximumverteilung, aus der das Ma� QM ermittelt wird. Die anderen

Ma�e ME, MQ und TCE beruhen auf der \maximalen" marginalen Verteilung, die in Abbildung

1 nicht angegeben ist.

Verschiedene vorl�au�ge qualitative Beobachtungen k�onnen bei der Betrachtung von Abbildung

1 gemacht werden:

(i) Es existiert ein \Grundniveau" des maximalen pfadweisen Verlustes. Dieses Grundniveau

(� 0:2 bis 0:3 Basispunkte des Nominalwertes) k�onnte einem erwarteten maximalen Ver-

lust entsprechen, wenn nur gew�ohnliche Marktsituationen betrachtet werden. Das Grund-

niveau scheint von der H�ohe der Response-St�arke unbeein
u�t zu sein.

(ii) Wenn die Reagibilit�at nicht ber�ucksichtigt ist (k = 0), sind die Enden der Verteilung nicht

stark belegt. Bei wachsender Response-St�arke �andert sich diese Situation jedoch: Das

Grundniveau bleibt unver�andert, aber die Peaks werden deutlich h�oher. Die Belegung der

Enden der Maximumverteilung der Verluste w�achst somit bei steigender Response-St�arke.

(iii) Die Diagramme von Abbildung 1, die die Verluste bei starker Response-St�arke k � 4

darstellen, �ahneln Abbildungen, bei denen im aktuariellen Kontext die Schadensh�ohe ge-

gen�uber der Zeit auftragen ist (beispielsweise die H�ohe der Sch�aden, die durch Feuer ent-

standen sind, siehe Embrechts et al. (1997)).

(iv) Nicht alle au�allenden Peaks, die in dem Diagramm f�ur k = 0 erscheinen, stellen bei

eingeschalteter Response auch die herausragenden Peaks dar. Die Reponse-St�arke ist

damit kein einfacher (exponentieller) Skalierungsfaktor des Verlustprozesses.

Abs. Resp. k 0 2 4 6 8

Max. Verl. (Bp/Nom): #603 0.34 0.32 0.32 0.31 0.36

Max. Verl. (Bp/Nom): #604 0.27 0.41 0.89 2.38 7.09

Tabelle 8: Vergleich der maximalen Verluste desselben Portfolios f�ur zwei Realisationen bei variierter

Response-St�arke k. Angaben in Basispunkten des Nominalwertes.

Wir wiederholten diese Untersuchung f�ur die ersten drei der zuf�allig generierten Portfolios aus

Tabelle 5. F�ur jedes dieser Portfolios bleiben die qualitativen Beobachtungen dieselben. Aller-

dings veschiebt sich das Grundniveau der maximalen Verluste.

Um die St�arke der Belegung der Verteilungsenden quantitativ zu messen, wenden wir die Ver-

lustma�e ME, MQ, QM und TCE auf die Verluste der drei Portfolios an. Wir stellen in Tabelle

9 die Resultate dar. Wir tabellieren au�erdem die relative Steigerung ME' etc. gegen�uber dem

Wert des jeweiligen Ma�es, das auf den Verlustproze� ohne Response angewendet wurde. Dieses
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k Port. ME ME' MQ MQ' Konf. QM QM' Konf. TCE TCE'

0 #1 0.15 1.00 0.33 1.00 [0.31, 0.34] 0.39 1.00 [0.38, 0.42] 0.38 1.00

0 #2 0.09 1.00 0.23 1.00 [0.21, 0.26] 0.28 1.00 [0.26, 0.30] 0.29 1.00

0 #3 0.16 1.00 0.38 1.00 [0.34, 0.43] 0.52 1.00 [0.49, 0.56] 0.50 1.00

2 #1 0.15 1.00 0.33 1.00 [0.31, 0.35] 0.41 1.05 [0.40, 0.44] 0.41 1.08

2 #2 0.10 1.11 0.25 1.09 [0.23, 0.30] 0.37 1.32 [0.35, 0.42] 0.37 1.28

2 #3 0.17 1.06 0.48 1.26 [0.39, 0.55] 0.77 1.48 [0.70, 0.87] 0.70 1.40

4 #1 0.16 1.07 0.34 1.03 [0.31, 0.38] 0.54 1.38 [0.49, 0.63] 0.53 1.39

4 #2 0.11 1.22 0.32 1.39 [0.27, 0.40] 0.61 2.18 [0.56, 0.71] 0.56 1.93

4 #3 0.20 1.25 0.63 1.66 [0.49, 0.75] 1.35 2.60 [1.18, 1.68] 1.35 2.70

6 #1 0.17 1.13 0.38 1.15 [0.30, 0.45] 0.91 2.33 [0.77, 1.20] 1.06 2.79

6 #2 0.14 1.56 0.44 1.91 [0.34, 0.59] 1.14 4.07 [0.94, 1.48] 1.00 3.44

6 #3 0.32 2.00 0.85 2.24 [0.59, 1.15] 2.68 5.15 [2.24, 3.31] 3.96 7.92

8 #1 0.28 1.86 0.51 1.55 [0.39, 0.68] 1.79 4.59 [1.46, 2.81] 3.50 9.21

8 #2 0.20 2.22 0.65 2.82 [0.45, 0.82] 2.40 8.57 [1.77, 3.40] 2.22 7.66

8 #3 0.93 5.81 1.30 3.42 [0.84, 1.89] 5.32 10.23 [4.53, 7.11] 15.70 31.40

Tabelle 9: Verlustma�e f�ur die Portfolios #1, #2, #3 bei variierender Response-St�arke k. Im Falle von

Portfolio #1 wurden 1026 Realisationen ausgef�uhrt, bei Portfolio #2 1010, bei Portfolio #3 1000. Die

Werte sind in Basispunkten des Brutto-Nominalwertes des Portfolios angegeben. Die Ma�e MQ, QM und

TCE beziehen sich auf ein 95%-Quantil, die aufgef�uhrten Kon�denzintervalle auf ein 98% Vertrauensni-

veau. Die Angaben ME' etc. stellen die relative Steigerung des jeweiligen Verlustma�es gegen�uber dem

Fall ohne Response dar.

Verh�altnis sehen wir als Ma� f�ur die Sensitivit�at an, mit der das Ma� auf die schwereren Tails

reagiert, die durch die wachsende Response-St�arke verursacht worden sind. Aufgrund dieser

Tabelle k�onnen wir entscheiden, welche der Ma�e geeignet sind, Worst Cases zu messen:

ME: Das Ma� ME reagiert erst bei der st�arksten Reponse-St�arke k = 8 deutlich auf das Vorhan-

densein st�arker besetzter Verteilungsenden. F�ur k < 8 variiert das ME-Ma� nur wenig und

ist daher als Ma� f�ur Worst Cases nicht geeignet, weil es keine ausreichende Sensitivit�at

aufweist.

MQ: Es ist �uberraschend, da� das Value-at-Risk Ma�MQ, das auf den Quantilen der marginalen

Verteilungen beruht, genauso insensitiv reagiert wie das Ma� ME. Selbst bei k = 8 sind

die Auswirkungen der stark besetzten Verteilungsenden gering.

QM: Schon bei geringen Response-St�arken k reagiert das QM-Ma� sensitiv auf das Vorhanden-

sein st�arker belegter Verteilungsenden. Bei jedem Portfolio ist die Variation des Ma�es

QM zwischen geringerer Response-St�arke und h�oherer Response-St�arke deutlich gr�o�er als
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bei den Ma�en ME und MQ. Daher erscheint QM besser geeignet, das Vorhandensein einer

gr�o�eren Wahrscheinlichkeit f�ur st�arkere Verluste quantitativ genau messen zu k�onnen.

TCE: Das Shortfall-Ma� TCE reagiert �ahnlich sensitiv wie das Ma� QM. Allerdings zeigt das

TCE-Ma� im Falle von Portfolio #3 einen deutlich st�arkeren Ausschlag bei Response-

St�arke k = 8 als das Ma� QM. Dies ist ein Anzeichen, da� das TCE-Ma� auch gef�ahrliche

Belegungen der �au�ersten Verlustverteilungsenden anzeigen kann.

Wir schlie�en aus dieser Untersuchung, da� die Ma�e QM und TCE als Worst-Case-Ma�e gut ge-

eignet erscheinen, w�ahrend die Ma�e ME und MQ nicht sensitiv genug reagieren. �Uberraschend

ist das schlechte Abschneiden des Value-at-Risk Ma�es MQ, das im Risikomanagement oft ver-

wendet wird. Es erscheint angebracht, bei Ermittlung des risikobasierten Eigenkapitals durch

ein Value-at-Risk Ma� eine erg�anzende Betrachtung des Short-Fall Ma�es TCE durchzuf�uhren.

Variation der Gr�o�e des Portfolios

Wie im Fall ohne Response (vgl. Abschnitt 5.3) untersuchen wir Skalierungse�ekte und die

Subadditivit�atseigenschaft. Wie im vorigen Abschnitt 5.4 berechnen wir die Verlustprozesse mit

verschiedenen Response-St�arken, die durch den Skalar k = 0; 2; 4; 6; 8 variiert wird.

Skalierungse�ekte: Um die Skalierungse�ekte zu untersuchen, bestimmen wir einerseite den

gewichteten Durchschnitt der Verlustma�e, um ein Ma�e f�ur die Schwere der Tails der kleinen

Portfolios #1, #2, #3 zu erhalten (\A : : : ") und andererseits die Verlustma�e, angewandt

auf den relativen Verlustproze� des gro�en Portfolios, um ein Ma� f�ur die Belegung der Vertei-

lungsenden des gro�en Portfolios zu bestimmen (\ : : : A"). Die Ergebnisse sind in Tabelle 10

aufgef�uhrt.

k MEA AME MPA AMP PMA APM TCEA ATCE

0 0.13 0.13 0.23 0.31 0.27 0.39 0.27 0.39

2 0.14 0.14 0.26 0.35 0.34 0.50 0.33 0.48

4 0.15 0.16 0.33 0.42 0.57 0.80 0.54 0.78

6 0.19 0.21 0.46 0.54 1.14 1.51 1.51 1.90

8 0.43 0.45 0.74 0.79 2.87 3.03 5.92 6.73

Tabelle 10: Skalierungse�ekte f�ur verschiedene Response-St�arken k. Die Ma�e AMQ, MQA, AQM,

QMA, ATCE und TCEA sind bezogen auf ein 95%-Quantil. Die Werte sind angegeben in Basispunkten

des Brutto-Nominalwertes des gesamten Portfolios.

Stets ergibt die Anwendung eines Verlustma�es auf den (relativen) Verlustproze� (\ : : : A") des

gro�en Portfolios eine kleinere Eigenkapitalanforderung als der Mittelwert der Ma�e (\A : : : ")
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im Falle der kleinen Sub-Portfolios. Dieses Ergebnis zeigt, da� ein gro�es Portfolio Diversi�ka-

tionsvorteile gegen�uber kleinen Portfolios hat.

Allerdings sind die Ma�e MQA (oder QMA, TCEA) nicht (wie im Falle ohne Response) f�ur alle

Sub-Portfolios kleiner als MQ (oder QM, TCE) der Sub-Portfolios. Dies ist auf die gro�e Varia-

tion zwischen den Ergebnissen bei den Portfolios #1, #2 und #3 zur�uckzuf�uhren. Beispielsweise

ist Portfolio #3 (das das am st�arksten durch Ausf�alle bedrohte Portfolio darstellt) im gro�en

Portfolio hauptverantwortlich f�ur die schweren Verteilungsenden bei starker Response k = 8, so

da� der relative Verlust des gro�en Portfolios gr�o�er ist als die relativen Verluste der Portfolios

#1 und #2. Trotzdem ist die Auswirkung der Diversi�kationse�ekte deutlich bemerkbar, so

da� wir die Hypothese von Hull (1989) nicht falsi�zieren k�onnen.

E�ekt Rat. ME MQ Konf. QM Konf. TCE

M(P) - 3.66 9.01 [7.21, 12.00] 22.57 [18.12, 34.39] 25.54

M(P)+M(S) Aa 3.68 9.07 - 22.84 - 25.87

M(P+S) Aa 3.67 9.07 [7.26, 12.10] 23.19 [18.40, 34.84] 25.74

M(S) Aa 0.02 0.06 [0.04, 0.07] 0.28 [0.20, 0.44] 0.32

M(P+S)-M(P) Aa 0.01 0.06 - 0.62 - 0.20

M(P)+M(S) Baa 3.73 9.22 - 23.55 - 26.69

M(P+S) Baa 3.71 9.22 [7.28, 12.30] 23.56 [18.84, 36.18] 26.23

M(S) Baa 0.07 0.21 [0.13, 0.26] 0.98 [0.71, 1.55] 1.15

M(P+S)-M(P) Baa 0.05 0.21 - 1.00 - 0.69

M(P)+M(S) B 4.63 11.88 - 36.11 - 41.49

M(P+S) B 4.33 11.86 [8.39, 14.30] 33.10 [27.58, 52.61] 35.07

M(S) B 0.97 2.87 [1.84, 3.64] 13.54 [9.80, 21.45] 15.95

M(P+S)-M(P) B 0.67 2.85 - 10.54 - 9.53

Tabelle 11: Marginale Auswirkungen der Hinzunahme einer neuen Swap-Position. Das Rating des neuen

Kontrahenten a ist Aa, Baa oder B. Der Kontrahent a0, der diesen neuen Swap h�alt, hat eine starke

positive Reagibilit�at (ka0 = k4). Die Werte sind absolute Verluste in Tausendstel des Nominalwertes.

Die Ma�e MQ, QM und TCE beziehen sich auf ein 95%-Quantil, die aufgef�uhrten Kon�denzintervalle

auf ein 98% Vertrauensniveau. Die Zeit tmax gibt den Zeitpunkt an, an dem der Erwartungswert bzw.

das 95%-Quantil bzw. der TCE-Wert der Marginalverteilung maximal ist.

Marginale E�ekte und Subadditivit�at: Wir studieren wie im Fall ohne Response (siehe

Abschnitt 5.3) die Subadditivit�atseigenschaft (Gl. (20)) unter Ber�ucksichtigung der Reagibilit�at

der Ausfallwahrscheinlichkeit. Wir betrachten einen Swap mit einem zus�atzlichen Kontrahenten

a0, der nicht an dem bisher untersuchten Portfolio beteiligt war (wir w�ahlen erneut Portfolio #4

und Swap #3). Die Bonit�at von a0 nimmt die (Moody-)Ratings Aa, Baa oder B an. Wie die
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anderen Kontrahenten des Portfolios hat a0 eine exponentielle Response-Funktion (Gl. (6)), wo-

bei wir einen starken negativen Response-Koe�zienten �4 unterstellen, so da� ka0 = k(�4) gilt.

Die Ergebnisse sind in Tabelle 11 wiedergegeben. Wir machen zwei wichtige Beobachtungen:

Erstens: Die Subadditivit�atseigenschaft ist im Falle des quantilbasierten Ma�es QM verletzt.

Die Eigenkapitalanforderung, die sich bei getrennter Betrachtung des neuen Kontrahenten er-

gibt, ist in zwei F�allen (Rating Aa und Baa) geringer als bei der Ermittlung im Kontext des

schon bestehenden Portfolios. FI k�onnte durch eine separate Buchung des neuen Kontrahenten

a0 die Eigenkapitalanforderung senken. Die Warnung von Du�ee (1996a), die die Gefahr der

Untersch�atzung des Ausfallpotentials bei einer separaten Buchung des Kreditrisikos eines Kon-

traktes betri�t, kann aufgrund dieses Beispiels f�ur nicht-koh�arente Ma�e unterstrichen werden.

Dagegen haben wir kein Gegenbeispiel gefunden, um die Koh�arenz von MQ zu wiederlegen. Das

Ma� TCE ist nach Artzner et al. (1997) ein koh�arentes Ma�, was mit den Ergebnissen dieser

Untersuchung �ubereinstimmt: In keinem Fall ist der marginale E�ekt gr�o�er als der \Stand-

alone"-E�ekt, so da� f�ur koh�arente Ma�e die Warnung von Du�ee (1996a) nicht angebracht

ist.

Zweitens: Wir stellen fest, da� ein einzelner Kontrakt das Kreditrisiko des ganzen Portfolios

bedeutend beein
ussen kann, wenn dieser Kontrakt von einer gef�ahrlichen Gegenpartei gehalten

wird. Im Falle des schlechten Ratings B der Gegenpartei, deren Kreditrisiko zudem sehr sensitiv

auf das Zinsniveau reagiert, bewirkt der einzelne zus�atzliche Kontrakt, da� das ME-Ma� um

18%, MQ um 31%, QM um 46% und TCE um 36% ansteigt. Diese hohen Steigerungen lassen

auf ein gut diversi�ziertes Portfolio schlie�en, zu dem ein schlechtes Risiko hinzugenommen wird.

6 Zusammenfassung und Schlu�folgerung

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Methodik vorgestellt, mit der das Kreditrisiko eines

Portfolios aus marktabh�angigen Finanzkontrakten abgesch�atzt werden kann. Dabei sollte insbe-

sondere der Ein
u� der Marktrisiken auf das Ausfallpotential der einzelnen Vertragspartner in

extremen Marktsituationen ber�ucksichtigt werden. Die Methodik setzt sich aus drei Bausteinen

zusammen:

Der erste Baustein ist die Quanti�zierung des Kreditverlustes des Portfolios. Dazu wurde ein

Proze� modelliert, der die Verluste durch Ausf�alle von Vertragspartnern in einer gegebenen

Marktsituation darstellt. Im speziellen Fall, in dem ein Zinssatz das einzige Marktrisiko dar-

stellt, ber�ucksichtigt eine exponentielle Reaktionsfunktion den Ein
u� dieses Marktrisikos auf

das Ausfallrisiko.

Der zweite Baustein besteht in der Entwicklung und Diskussion von Worst-Case-Risikoma�en,

die das Eigenkapital bestimmen, das auch in sehr ung�unstigen Marktsituationen ausreichend

ist. Neben dem Value-at-Risk-Ma� wird ein Ma� betrachtet, das als Quantil der Verteilung
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des pfadweisen Maximums de�niert ist und bisher nicht im Risikomanagement verwendet wird.

Weiterhin wird ein Shortfall-Ma� untersucht, das als Erwartungswert der Verluste de�niert ist,

die eine gewisse Schranke �uberschreiten.

Der dritte Baustein besteht in der quantitativen Untersuchung der Auswirkungen der St�arke der

Responsefunktion auf das Ausfallpotential eines Beispielportfolios aus Zinsswaps. Die Worst-

Case-Risikoma�e werden auf die Realisationen des Verlustprozesses angewandt, um das Eigen-

kapital zu ermitteln. Der Schwerpunkt liegt auf dem Vergleich der Ausfallh�ohe, die sich bei

Ber�ucksichtigung der Responseauswirkung ergibt, mit der Ausfallh�ohe ohne Response.

F�ur das Kreditrisikomanagement des Portfolios ergeben sich folgende wichtige Resultate: Er-

stens macht sich die Response des Kreditrisikos auf die Marktrisiken besonders in extremen

Marktsituationen bemerkbar. Das Kreditrisiko wird in diesen Worst-Case-Situationen deutlich

erh�oht, w�ahrend sonst das Kreditrisiko ann�ahernd unver�andert bleibt. Aus dieser Feststellung

folgt, da� das Kreditrisikomanagement eines Portfolios von marktabh�angigen Finanzkontrakten

nicht losgel�ost von den Marktrisikofaktoren betrachtet werden kann.

Zweitens zeigt das Value-at-Risk-Ma� die Auswirkung der Response auf das \schlechte" Vertei-

lungsende der Portfolioverluste nicht zuverl�assig an. Das Eigenkapital, das auch in extremen

Marktsituationen ausreichen soll, wird durch das Value-at-Risk-Ma� deutlich untersch�atzt. Da-

gegen messen das auf der Maximumsverteilung des Verlustprozesses basierende Ma� und das

Shortfall-Ma� das erh�ohte Risiko f�ur gro�e Kreditverluste zuverl�assiger. Aus der Anwendung

dieser beiden Ma�e ergibt sich ein h�oheres Eigenkapital als bei Verwendung des Value-at-Risk-

Ma�es, da das erh�ohte Ausfallpotential in extremen Marktsituationenen im Gegensatz zu dem

Value-at-Risk-Ma� durch diese beiden Ma�e angezeigt wird.

Beide Ergebnisse f�uhren zu deutlich h�oheren Eigenkapitalforderungen als der traditionelle Value-

at-Risk-Ansatz unter der Annahme der Unabh�angigkeit von Markt- und Kreditrisiken. Dies liegt

zum einen daran, da� die Unabh�angigkeitsannahme von Markt- und Kreditrisiken in extremen

Marktsituationen nicht g�ultig ist, da durch das Marktrisko ein stark erh�ohtes Kreditrisiko indu-

ziert wird. Der andere Grund ist, da� das Value-at-Risk-Ma� wichtige Elemente des Risikos wie

die H�ohe der Verluste vernachl�assigt, die eine obere Schranke �uberschritten haben.

Ein Problem bei der praktischen Anwendung der vorgestellten Methodik wird die Bescha�ung

von Daten �uber das Responseverhalten der einzelnen Vertragspartner sein. Weiterhin sind die

Eigenkapitalforderungen bei Verwendung der Worst-Case-Ma�e stark abh�angig von der Wahl

dieser Responseparameter. Daher werden Finanzinstitutionen die Eigenkapitalforderungen nicht

direkt umsetzen wollen, da die Datenbasis zu unsicher ist. Jedoch eignet sich die Methodik f�ur

systematische Stre�-Tests: Unter der Hypothese eines bestimmten Responseverhaltens k�onnen

die Auswirkungen der extremen Marktsituationen mit Hilfe der Worst-CaseMa�e systematischer

untersucht werden als bei der Auswertung der Portfolioverluste unter ad-hoc gew�ahlten Crash-
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Szenarien. Die Frage nach der H�ohe der m�oglichen Verluste in extremen Situationen, die den

eigentlichen Sinn eines Stre�-Tests darstellt, kann so besser beantwortet werden.
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