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Zusammenfassung

Der Idee von Geske und Johnson folgend wird der Preis einer amerikanischen Put-
Option durch den Preis einer n-Bermuda-Put-Option approximiert. Die Problematik
der Berechnung von der in der analytischen Bewertungsformeln von Geske und John-
son auftretenden multidimensionalen Normalverteilungsfunktionen wird hierbei durch die
Early-Exercise-Pramie-Darstellung (EEP-Darstellung) fiir den Preis einer n-Bermuda-
Put-Option umgangen. Es wird gezeigt, dass der Fehlerterm in der EEP-Darstellung
von der Ordnung O(y/A,,) ist. Dies eréffnet einen numerischen Zugang zur Berechnung
des Preises fiir grofe n. Basierend auf der Abschétzung fiir die Differenz der Preise der
amerikanischen und n-Bermuda-Put-Optionen werden Abschétzungen fiir die Differenz
der kritischen Rénder beider Optionstypen hergeleitet. Weiterhin werden ein explizites
Abbruchkriterium sowie Algorithmen zur Berechnung des Preises einer amerikanischen
Put-Option vorgeschlagen.
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Einleitung

Seit der mit dem Nobelpreis gekronten Arbeit von Black und Scholes [10] in den 1970er
Jahren ist der Handel mit derivativen Instrumenten massiv angestiegen. Gleichzeitig wur-
de auch das Interesse an der Erforschung dieser Instrumente (hier Optionen) geweckt und
in zunehmendem Mafe vorangetrieben. Zu den verbreitetsten Optionsarten auf ein Un-
derlying (hier Aktie) gehoren die Optionen des européischen und amerikanischen Typs.
Wenngleich fiir européische Optionen die geschlossenen Preisformeln noch in der Ori-
ginalarbeit von Black und Scholes [10] angegeben wurden, wurde fiir den Preis einer
amerikanischen Put-Option bis heute kein geschlossener analytischer Ausdruck gefun-
den.

Aufgrund der grofen praktischen Bedeutung, die amerikanische Put-Optionen auf dem
internationalen Finanzmarkt heutzutage darstellen und trotz grofser Forschungsanstren-
gungen deren Preis entweder analytisch oder numerisch in den Griff zu bekommen, be-
steht nach wie vor Entwicklungsbedarf nach effizienten und robusten Berechnungsverfah-
ren.

Die Anzahl der Arbeiten, die sich mit der Fragestellung der Bewertung amerikanischer
Put-Optionen in den letzen 40 Jahren beschéftigt haben, ist erheblich angewachsen, so
dass einige Autoren (vgl. Broadie und Detemple [17]) den Versuch unternommen haben,
diese zu klassifizieren, um den Uberblick zu bewahren. Diesem Beispiel werden wir uns
anschlieffen und eine eigene Klassifizierung vornehmen, nachdem wir vorher kurz die aus
unserer Sicht und im Hinblick auf diese Arbeit wichtigsten Ergebnisse vorgestellt haben.

Literaturiibersicht

Die ersten Charakterisierungen des Preises amerikanischer Put-Optionen' als Losung
eines freien Randwertproblems (free boundary problem) gehen auf McKean [88] und Mer-
ton [89] zurtick. McKean [88] hat fiir den Wert einer amerikanischen Put-Option eine
Integraldarstellung (McKean-Darstellung) erhalten, welche den unbekannten freien (kri-
tischen) Rand, den sogenannten free boundary, enthélt. Die Auswertung der Preisfromel
am Rand fiihrte zu einer Integralgleichung fiir den kritischen Rand, der sogenannten free
boundary equation. Trotz ihrer mathematischen Giiltigkeit liefert die McKean-Darstellung

In der vorliegenden Arbeit werden amerikanische Put-Optionen im Black-Scholes-Modell ohne Divi-
denden untersucht. Wegen der Put-Call-Symmetrie (vgl. McDonald und Schroder [87]) im Modell mit
Dividenden, ist es somit keine grofe Einschrinkung, wenn weiter unten nur amerikanische Put-Optionen
erwihnt werden (selbst wenn die Autoren amerikanische Call-Optionen untersucht haben).



keine befriedigende Antwort fiir das Problem der Bewertung amerikanischer Optionen.
Zum einen beinhaltet die Integraldarstellung nicht nur den unbekannten kritischen Rand,
sondern auch dessen Ableitung, was aufgrund der unendlichen Steigung des Randes bei
Félligkeit der Option zu Schwierigkeiten bei der numerischen Evaluation des Integrals
fiihrt. Zum anderen, was noch wichtiger ist, kann aus der McKean-Darstellung keine
okonomische Interpretation fiir die Preise amerikanischer Optionen gewonnen werden.
Aufserdem fehlt die Verbindung zu den essentiellen Begriffen der modernen Finanzma-
thematik wie die No-Arbitrage bzw. Hedge-Portfolio-Strategie, die seit den Arbeiten von
Harrison und Kreps [47] und Harrison und Pliska [48] zu festen Bestandteilen der Bewer-
tung derivativer Instrumente gehdren.

Die eleganten Bewertungsmethoden aus den Arbeiten von Harrison und Kreps [47] und
Harrison und Pliska [48] wurden von Bensoussan |9] und spéter von Karatzas [69] auf
amerikanische Optionen iibertragen. Danach lédsst sich der Preis als das kleinste Su-
permartingal, das das Auszahlungsprofil der Option majorisiert, ndmlich die sogenannte
Snell’sche Einhiillende (Snell envelope), beschreiben. Das gab den Vorstof fiir den Ansatz
von mehreren Methoden (z.B. eine Reihe von Monte-Carlo-Methoden) zur numerischen
Bestimmung der Preise amerikanischer Optionen.

Carr et al. [20], Jacka [57] und Kim [71] sind der Losung des Problems der Preisbe-
stimmung amerikanischer Optionen einen Schritt ndher gekommen. Die Autoren haben
unabhingig voneinander eine alternative Charakterisierung des Preises einer amerikani-
schen Option (der sogenannten Early-Exercise-Pramie-Darstellung) vorgeschlagen, wo-
nach sich dieser als der Preis einer européischen Option zuziiglich einer Pramie (Early-
Exercise-Pramie) darstellen ldsst. Dabei besitzt die Early-Exercise-Pramie, im Gegensatz
zur McKean-Darstellung, eine klare 6konomische Interpretation. Sie ist ndmlich der Bar-
wert aller akkumulierten Zinsen auf den Ausiibungspreis, solange der Aktienkurs sich
unter dem kritischen Rand befindet. Auferdem wurde in [20] eine Handlungsstrategie
explizit beschrieben, die zu der Early-Exercise-Pramie-Darstellung (EEP-Darstellung)
fiihrt. Die Auswertung der EEP-Darstellung am kritischen Rand, gepaart mit der Tat-
sache, dass dort der Preis einer amerikanischen Option gleich ihrem inneren Wert ist,
fithrte somit zu einer neuen Integralgleichung fiir den kritischen Rand. Die Eindeutigkeit
des Randes als Losung dieser Integralgleichung blieb bis zur Arbeit von Peskir [95] un-
geklart, in welcher er mit Hilfe einer erweiterten Ito-Formel (change-of-variable formula
with local time on curves) aus seiner fritheren Arbeit [94] die Eindeutigkeit belegt hat.
Dabei wird bei der Herleitung der EEP-Darstellung mit seinen Methoden kein Gebrauch
von der folgenden nicht zuvor exakt bewiesenen Bedingung gemacht: ¢ +— PA(t, r) ist C*
auf dem Rand Sf. Somit wurden die letzten Unklarheiten bei der Herleitung der EEP-
Darstellung aus dem Weg gerdumt. Eine Verbindung zwischen der McKean-Darstellung
und der EEP-Darstellung wurde von Chiarella et al. [24] hergestellt, indem sie gezeigt
haben, dass beide Darstellungen ineinander tiberfithrbar sind (vgl. auch Kim [71]).

Fiir Arbeiten, die sich konkret mit der numerischen Berechnung des Preises einer ame-
rikanischen Put-Option beschéftigen, wird in der Literatur oft eine grobe Unterteilung
in zwei Klassen vorgenommen: analytische und numerische Approximationen. Eine ein-



heitliche und exakte Beschreibung dieser Klassifizierung ist in der Literatur allerdings
nicht vorhanden und viele der unten beschriebenen Methoden konnen beiden Klassen
gleichzeitig zugeordnet werden.

Analytische Approximationen: In diese Klasse werden wir alle Arbeiten einordnen,
deren Methoden direkt aus dem free boundary problem, oder der EEP-Darstellung her-
vorgehen.

Quadratische Approximationen. MacMillan [86] und spéiter Baron-Adesi und Whaley
[6] verwendeten die sogenannte Methode der quadratischen Approxzimation zur appro-
ximativen Bestimmung der Preise amerikanischer Put-Optionen. Dieser Ansatz wurde
von Baron-Adesi und Elliott [5], Ju und Zhong [66] und jiingst von Li [82] weiterent-
wickelt bzw. von einigen Autoren, wie z.B. Guo et al. [46] auf allgemeinere Modelle
iibertragen. Die Methode der quadratischen Approximation basiert auf der Idee, dass
die Early-Exercise-Prémie (EEP) nur einen kleinen Teil des Gesamtpreises einer ame-
rikanischen Put-Option betrigt. Der Grofsteil des Preises, ndmlich der Preis einer eu-
ropéaischen Put-Option, ist bekannt und kann exakt berechnet werden. Die grofien re-
lativen Abweichungen bei der Berechnung der EEP haben daher geringe Auswirkung
auf den Preis einer amerikanischen Put-Option selbst. Beginnend mit der Funktion
€(S,7) = PAS,T) — pF(S,7) := Q(7)f(S,Q) (iiblicherweise Q(7) := 1 — e™"") wird
fir die EEP ¢(S, ) aus der Black-Scholes-Differentialgleichung

Oe Jde 1 €
_ S - 2527 _ —
R M TR
und abhéngig von weiteren Annahmen iiber das Verhalten der Funktion f(S,@Q) und
der partiellen Ableitungen von €, eine Losung der Form €(S,7) = A(S,7) (S/S’T“)'Y(T)
gewonnen. Den Namen quadratisch verdankt diese Approximation der Tatsache, dass

der quadratische Term Q(1 — Q)% im Rechnungsverlauf ignoriert wird.

Interpolationsmethoden. Ein interessanter und naheliegender Ansatz nach einer oberen
und unteren Schranke fiir eine amerikanische Put-Option zu suchen und gegebenenfalls
den Wert der Option als Interpolationswert der beiden Schranken darzustellen, wurde von
Johnson [61] und Broadie und Detemple [17] verfolgt. Broadie und Detemple verwendeten
dabei eine Capped-Option als untere Schranke, wohingegen Johnson [61] européische Put-
Optionen mit verschiedenen Ausiibungspreisen als obere und untere Schranken einsetzte.
Genauer folgerten sie aus p= (S, 7; K) < PA(S,1; K) < pP(S,7; K¢) fiir den Wert der
amerikanischen Put-Option

PAS, 7 K) = ap®(S, 7 K) + (1 —a)pP(S,7; K¢7), 0<a<l1.

Der Parameter « ist in der obigen Gleichung keine Konstante, sondern eine Funktion
der Variablen S, K, 7,7 und o. Genau hier liegt die grofle Schwierigkeit bei diesem An-
satz, ndmlich der approximativen Ermittlung der Funktion «. Li [81] verfolgte die Idee
von Johnson [61], um eine Darstellung fiir den kritischen Preis einer amerikanischen
Put-Option zu bekommen. Spéter iibertrug Li [83] diesen Ansatz auf die Bewertung
amerikanischer Multiasset-Optionen.



Der Nachteil aller bisher aufgelisteten Methoden beruht auf der Tatsache, dass der Ap-
proximationsfehler nicht quantifiziert werden kann und es somit keine bekannten Fehler-
abschéatzungen gibt. Weiterhin sind die Methoden nicht konvergent, was bedeutet, dass es
nicht moglich ist die Genauigkeit der Berechnung z.B. durch Hinzunahme von ,weiteren
Termen“ zu erhohen (vgl. Barone-Adesi [4], Li [82]). Der Vorteil liegt in der Geschwin-
digkeit der Verfahren, denn die gesuchten Grofen (kritischer Rand oder Preis der Opti-
on selbst) sind entweder explizit als Funktionen von Modellparametern dargestellt oder
werden nach wenigen Rechenschritten (etwa mit Hilfe der Newton-Raphson-Methode)
ermittelt.

Geske-Johnson-Methode. Geske und Johnson [41] haben vorgeschlagen eine amerikanische
Put-Option als den Grenzwert einer (n-)Bermuda-Put-Option (eine Option mit diskre-
ten Austibungsmoglichkeiten) zu betrachten. Weiterhin haben die Autoren sowohl eine
analytische Preisformel fiir die Bermuda-Option, als auch alle fiir Hedging-Zwecke rele-
vanten partiellen Ableitungen angegeben (beides ohne Beweis). Der grofite Vorteil des
Ansatzes von Geske und Johnson im Vergleich zu allen anderen existierenden Verfahren
besteht darin, dass eine exakte Abschétzung fiir die Differenz der Preise einer ameri-
kanischen und einer Bermuda-Put-Option angegeben werden kann (vgl. Carverhill und
Weber [21]). Andere (wenige) Verfahren konnen im besten Fall nur die Konvergenzord-
nung angeben. Allerdings ist die analytische Geske-Johnson-Formel sehr restriktiv fiir
grofte n anwendbar, aufgrund der dort auftretenden multivariaten Normalverteilungen.
Um die Berechnung hochdimensionaler Verteilungsfunktionen der Normalverteilung zu
vermeiden und dennoch von der Konvergenz der Preise Gebrauch zu machen, wurde
von Geske und Johnson die sogenannte Richardson-Extrapolation vorgeschlagen. Seither
wird diese in vielen Arbeiten, z.B. Breen [14], Broadie und Detemple [17]|, Chang et al.
[22], Huang et al. [51], Ibanez [54], Kallas und Kivinukk [67], als eine der géngigsten
Konvergenz-Beschleunigungstechniken bei der Bewertung derivativer Instrumente einge-
setzt. Erwdhnenswert ist, dass Kim [71] den Ansatz von Geske und Jonson weiterverfolgte,
um durch den Grenziibergang zur Early-Exercise-Priamie-Darstellung fiir amerikanische
Put-Optionen zu gelangen.

EEP-Methoden. Zu dieser Gruppe gehoren alle Verfahren, die auf der Early-Exercise-
Pramie-Darstellung von Carr et al. [20] (bzw. von Kim [71| und Jacka [57]) basieren:

T
PA(S(),T) = pE(S(),T) + TK/ e TE* [ﬂ{5u<5’;} ’ So] du. (0.1)
0

Durch eine Diskretisierung des Integrals wird zunéchst der kritische Rand S*, ausgehend
von S4 = K induktiv (riickwirts) ermittelt und danach der Preis P4 selbst bestimmt.
Wenngleich Kim [71], Huang et al. [51] und Broadie und Detemple [17] noch ihre Zweifel
beziiglich der Effizienz dieses Verfahrens duferten, wurden von Kallas und Kivinukk [67],
Ibafniez [54] und Chiarella et al. [24] stabile und erstaunlich schnelle Ergebnisse mit der
EEP-Methode erzielt. Als Beschleunigungstechnik wurde die Richardson-Extrapolation
eingesetzt und diskutiert.



Kritischer Rand. Wie aus der EEP-Darstellung (0.1) hervorgeht, hiangt der Preis einer
amerikanischen Put-Option von einem (unbekannten) kritischen Rand S* ab. Sobald
dieser bekannt wird, kann der Preis selbst beliebig genau berechnet werden (vgl. auch
Lemma 1.52 in dieser Arbeit). Aus diesem Grund haben sich einige Autoren nicht direkt
auf die Bewertung konzentriert, sondern Methoden zur Berechnung des kritischen Randes
entwickelt. Bunch und Johnson [19] berechneten den kritischen Preis zur Zeit ¢ aus der

A
Relation 2% 8(5’7)
-

‘ S=5;= 0, mit der Restlaufzeit 7 = T —t. Intuitiv bedeutet das: bei einer
optimalen Ausiibung der Option spielt die Restlaufzeit keine Rolle mehr. Carr et al. [20]
benutzten die Eigenschaft, dass der Preis einer amerikanischen Put-Option auf der Men-
ge {So < S5} (stopping region) gleich ihrem inneren Wert ist, d.h. P4(Sp, T) = K — Sp.
Das Einsetzen dieser Eigenschaft in die EEP-Darstellung (0.1), das Ableiten der bei-
den Seiten der Formel nach Sp und der anschliefende Grenziibergang Sy 1 S fiihren
zu einer neuen Integralgleichung fiir den kritischen Rand S*. Dieser Ansatz wurde von
Little et al. [84] weiterverfolgt. Die zweite Ableitung nach dem Aktienkurs Sy bei sonst
identischer Vorgehensweise wie der von Carr et al. [20] liefert eine weitere Integraldar-
stellung fiir den kritischen Rand. Ableitungen héherer Ordnung fithren somit zu einer
Familie der Integralgleichungen fiir den kritischen Rand S*. Ju [65] bemerkte, dass der
kritische Preis (zur Zeit ¢) in der EEP-Darstellung nur im Logarithmus als log(Sy/S;) er-
scheint. Dementsprechend hat er vorgeschlagen den kritischen Rand im Intervall [t;, t;11]
mit einer Exponentialfunktion (statt einer konstanten Funktion) der Form aexp(bt) fiir
t € [ti, ti+1], mit unbekannten und noch zu bestimmenden Konstanten a und b, zu appro-
ximieren. Der Vorteil dieses Ansatzes liegt darin, dass fiir das Integral in (0.1) in diesem
Fall eine geschlossene Formel fiir die Stammfunktion angegeben werden kann.

An dieser Stelle ist es wichtig zu erwéhnen, dass obwohl die Approximation des kritischen
Randes und des Preises der Option selbst eng miteinander verbundene Problemstellungen
sind, beide getrennt voneinander behandelt werden kénnen. Insbesondere ist es moglich
eine gute Approximation an den Preis zu finden, ohne den kritischen Rand genau zu
treffen. Das werden auch die Ergebnisse dieser Arbeit bestéitigen (siche z.B. Lemma
1.52).

Kritischer Rand bei Fdalligkeit. Das asymptotische Verhalten des kritischen Randes bei
Falligkeit der Option wurde von Barles [3], Lamberton [76], [79], Kuske und Keller [73]
und Evans et al. [33] ausfiihrlich studiert.

Numerische Approximationen:

Finite-Differenzen-Methoden. Schwartz [104] und Brennan und Schwartz [15], [16] haben
Finite-Differenzen-Methoden basierend auf der Diskretisierung des free boundary pro-
blem zur numerischen Berechnung der Preise amerikanischer Optionen vorgeschlagen.
Aufgrund der umfangreichen Theorie dazu, die auch fiir mathematische Probleme an-
derer Natur angewandt und weiter entwickelt wird, ist dieser Ansatz zu einem festen
Bestandteil und zu einer der Standardmethoden bei der numerischen Bestimmung der
Preise (vor allem in allgemeineren Finanzmarktmodellen) in der Literatur und der Praxis
geworden. Die numerische Stabilitdt und die Konvergenz des Verfahrens im Falle einer
amerikanischen Option wurden von Jalliet et al. [58] und Lamberton |75] untersucht.



Monte-Carlo-Methoden. Die Monte-Carlo-Methode (MC-Methode) ist im Wesentlichen
ein Verfahren, basierend auf dem Gesetz der grofen Zahlen, zur approximativen Be-
rechnung des Erwartungswertes einer Zufallsvariable. Da die Preisbestimmung oft auf
die Berechnung eines Erwartungswertes zuriickgefiihrt werden kann, bietet sich die MC-
Methode als eine natiirliche und elegante Technik fiir solche Bewertungsprobleme an,
insbesondere dann, wenn eine analytische Auswertung eines Erwartungswertes nicht mog-
lich ist. Die grundsétzliche Schwierigkeit bei der Verwendung von MC-Methoden zur Be-
wertung amerikanischer Put-Optionen liegt in der Verbindung der ,Vorwérts-Natur der
MC-Methoden mit der Riickwértsinduktion, die bei der Berechnung der Preise amerika-
nischer Put-Optionen bendtigt wird, um die kritischen Rénder zu ermitteln. Vor einiger
Zeit herrschte sogar die Meinung, dass MC-Methoden ausschlieklich fiir derivative In-
strumente des européischen Typs angewandt werden kénnen (vgl. Hull und White [53]).
Allerdings, wie in den Arbeiten von Tilley [110]|, Grant et al. [45], Broadie und Glas-
serman [18], Longstaff und Schwartz [85], Glasserman und Yu [43] gezeigt wurde, kann
die MC-Methode auch zur Bewertung amerikanischer Put-Optionen erfolgreich eingesetzt
werden. Die Vorteile der MC-Methode liegen in der einfachen Implementierung verkniipft
mit einer Vielzahl an Anwendungsmoglichkeiten. Der entscheidende Nachteil ist jedoch
eine langsame und nicht monotone Konvergenz des Verfahrens.

Gitter-Methoden. Zu dieser Gruppe gehoren alle Arbeiten, bei welchen kontinuierliche
stochastische Prozesse (etwa die Modellierung des Aktienverlaufs) durch zeitdiskrete Pro-
zesse approximiert werden, d.h. es wird sowohl der Zeitraum, als auch der Zustandsraum
diskretisiert. Der Vorreiter aller Gitter-Methoden ist das Binomialmodell. Seit ihrer Ein-
fithrung durch Cox et al. [25] und Rendleman und Bartter [101] gehort es zu einem
der Standardwerkzeuge (unter anderem auch aufgrund der einfachen Struktur und Im-
plementierung) bei der Bewertung von Optionen sowohl in der Literatur, als auch in
der Praxis. Aufserdem wird das Binomialmodell iiberwiegend als das Benchmark-Modell
fiir Optionsbewertungen in der Literatur verwendet. Wir werden hier keine Ausnahme
machen und es fiir den Vergleich mit den in dieser Arbeit entwickelten Methoden heran-
ziehen. Natiirliche Erweiterungen der Binomialmodelle sind Trinomialmodelle eingefiihrt
von Boyle [11], [12], spater untersucht und modifiziert von Tian [109] und Multinomi-
almodelle untersucht von Boyle [12], Kamrad und Ritchken [68|, Heston und Zhou [49]
und Jabbour et al. [56]. Eine Verdiinnung der Knoten von Binomial- bzw. Trinomialm-
baumen in den Bereichen, die fiir die Preisbildung weniger relevant sind (meist sind es
Randbereiche), fiihrt zu den sogenannten verdiinnten Baumen (lean trees) eingefiihrt von
Baule und Wilkens |[§].

Die Konvergenz der Preise amerikanischer Put-Optionen aus einem zeitdiskreten Modell
gegeniiber denen aus einem zeitstetigen wurde unter anderem von Amin und Khanna [2],
Lamberton [77] und Leisen [80] studiert. Leisen [80] hat fiir die Preise amerikanischer Put-
Optionen im Binomial- und Black-Scholes-Modell die Konvergenz der Ordnung O(1/n)
nachgewiesen. Der Nachteil aller Gitter-Methoden (genau wie der Finite-Differenzen-
Methoden) ist die oszillierende Konvergenz der Preise. Zum einen fiihrt das dazu, dass
die Erhohung der Periodenanzahl nicht unbedingt zur Erhéhung der Genauigkeit beitragt



(evtl. sogar umgekehrt). Zum anderen wird die Anwendung mancher Beschleunigungs-
techniken (wie z.B. Richardson-Extrapolation) dadurch erschwert. Um dies zu beheben,
wurden Glattungstechniken (smoothing methods) entwickelt unter anderem von Broa-
die und Detemple [17], Heston und Zhou [49], Leisen [80] und Joshi [62]|. Dazu gehoren
beispielsweise eine geeignete Positionierung des Ausiibungspreises im Baum (z.B. genau
in der Mitte zwischen zwei benachbarten Knoten vgl. Joshi [62]) oder eine Anwendung
der Black-Scholes-Formel in der vorletzten Periode des Binomialbaumes in der soge-
nannten continuation region (vgl. Broadie und Detemple [17]). Eine weitere Konvergenz-
Beschleunigungstechnik, die sogenannte Control-Variates-Technik, wurde von Hull und
White [53]| zur Bewertung amerikanischer Put-Optionen in einem Binomialmodell einge-
fiihrt. Als Control-Variate dient dabei der Preis einer européischen Put-Option, die im
selben Baum bewertet und deren Preis mit dem Black-Scholes-Preis verglichen wird.

Methoden der Nichtstandard-Analysis. Cutland et al. [29] verwendeten Methoden der
Nichtstandard-Analysis (insbesondere D?-Konvergenz, abgeleitet vom Konzept des SL?-
liftings der Nichtstandard-Analysis), um die Konvergenz von zeitdiskreten zu zeitstetigen
Modellen zu untersuchen, mit dem Vorteil, dass die Konvergenz der Snell envelopes und
kritischen Rénder nicht extra nachgewiesen werden muss.

Methodenvergleich: Wir listen hier noch die Arbeiten auf, die sich intensiv mit dem
Vergleich der oben beschriebenen Methoden beschiftigt haben: Broadie und Detemple
[17], AitSahlia und Carr [1], Ju und Zhong [66], Basso et al. |7], Fu et al. [34], Staunton
[107], Barone-Adesi [4], Pressacco et. al [100], Joshi [63] und Li [82]. Eine gute Beschrei-
bung der bekanntesten analytischen, sowie numerischen Verfahren findet sich im Buch
von Kwok [74]. Die Arbeit von Myneni [93|, die alle wesentlichen Ergebnisse zur Be-
wertung amerikanischer Put-Optionen zusammenfasst, darf an dieser Stelle auch nicht
vergessen werden.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass es nicht die Methode zur Berechnung der Preise
amerikanischer Put-Optionen gibt. Je nach Problemstellung und Anforderungen in Be-
zug auf Genauigkeit, Schnelligkeit, Erweiterbarkeit, Implementierbarkeit, Verstédndlich-
keit, Interpretierbarkeit usw. weist die eine oder die andere Methode einen Vorteil auf.
Daher bleibt die Konstruktion und Analyse analytischer Approximationen sowie weiterer
effizienter numerischer Verfahren weiterhin Gegenstand aktueller Forschung.

Ziele und Gliederung der Arbeit

Der Ansatz von Geske und Johnson [41] zur Berechnung der Preise amerikanischer Put-
Optionen im Black-Scholes-Modell weist folgende Vorteile auf: zum einen wird nur die
Diskretisierung der Zeitachse (und nicht des Zustandsraumes) vorgenommen, zum ande-
ren ist es das einzige Verfahren mit bekannten Fehlerabschitzungen. Kim [71] hat den
Ansatz von Geske und Johnson weiterverfolgt und die Early-Exercise-Pramie-Darstellung
fiir den Preis einer amerikanischen Put-Option erhalten. Die vorliegende Arbeit wird
grundsétzlich an die Ideen dieser beiden Arbeiten ankniipfen, um das Studium von



n-Bermuda-Put-Optionen (eine Put-Option mit n-Ausiibungsmoglichkeiten) im Black-
Scholes-Modell voranzutreiben, mit dem Ziel weitere Erkenntnisse {iber amerikanische
Put-Optionen, als Grenzfall (n — o0) von n-Bermuda-Put-Optionen, zu erhalten. Un-
sere Hauptaufgabe wird zunédchst darin bestehen alle fehlenden Beweise, sowohl fiir die
Preisformel, als auch fiir die partiellen Ableitungen aus der Arbeit von Geske und Johnson
[41] zu erbringen; den nicht weiter spezifizierten Fehlerterm, bezeichnet als O(nAt), von
Kim [71] zu beschreiben und auf die Konvergenz gegen null zu untersuchen. Weiterhin
werden wir die Figenschaften des kritischen Randes einer n-Bermuda-Put-Option, wie
beispielsweise Existenz, Eindeutigkeit, Monotonie, Homogenitéat usw. herleiten und stu-
dieren. Ausgehend von der Abschétzung von Carverhill und Webber [21] fiir die Differenz
der Preise einer amerikanischen und einer n-Bermuda-Put-Option werden wir Abschét-
zungen fiir die Differenz der kritischen Rénder beider Optionstypen erhalten. Das Au-
genmerk wird dabei auf die Herleitung von exakten Abschéitzungen (d.h. mit bekannten
Konstanten) gelegt, um diese spéter fiir numerische Berechnungen der Preise anwenden
zu konnen.

Die Gliederung der vorliegenden Arbeit ist wie folgt. Im ersten Kapitel wird eine n-
Bermuda-Put-Option definiert und deren Preis als diskontierter Erwartungswert aller
zukiinftigen Auszahlungen dargestellt. Diese Darstellung fithrt zu einer einfachen Her-
leitung der analytischen Preisformel einer n-Bermuda-Put-Option. Weiter werden wir
sehen, dass mit einer wachsenden Anzahl an Ausiibungsmoglichkeiten der Preis einer
n-Bermuda-Put-Option sich dem Preis einer amerikanischen Put-Option annéhert. Im
néichsten Schritt wird die Konvergenz der kritischen Rénder untersucht und eine Ab-
schéatzung mit einer exakten Angabe aller auftretenden Konstanten gewonnen. Aufierdem
werden wir die Ordnung fir die Differenz der benachbarten kritischen Preise einer n-
Bermuda-Put-Option analysieren. Weiterhin wird der Preis einer n-Bermuda-Put-Option
als der Preis einer européaischen Put-Option zuziiglich einer Pramie (EE-Pramie) darge-
stellt und somit ein Analogon zur stetigen Early-Exercise-Pramie-Darstellung gewonnen.
Die EE-Pramie wird in einen gegen amerikanische EE-Pramie konvergenten Teil und
einen mit wachsendem n verschwindenden Term, den Fehlerterm R,, zerlegt. Eine Ab-
schitzung fiir den Fehlerterm wird vorgeschlagen. Zuletzt wird ein approximativer Preis
einer n-Bermuda-Put-Option, bezeichnet mit an, eingefiihrt und seine Eigenschaften un-
tersucht. Dariiber hinaus werden wir sehen, dass zu einer approximativen Berechnung
des Preises einer amerikanischen Put-Option in der Ndhe der Filligkeit keine genaue
Approximation des kritischen Randes erforderlich ist.

Das zweite Kapitel wird sich hauptséchlich mit dem Thema partielle Ableitungen ei-
ner n-Bermuda-Put-Option, den sogenannten Sensitivitaten, beschéftigen. Es werden alle
wesentlichen und fiir Hedging-Zwecke relevanten Sensitivitatsgrofsen berechnet. Anschlie-
fend wird auf das Vorzeichen und die Abhéngigkeiten zwischen den partiellen Ableitun-
gen eingegangen. Eine neue Homogenitétseigenschaft fiir n-Bermuda-Put-Optionen und
nachher auch fiir amerikanische Put-Optionen wird sowohl mit Hilfe der partiellen Ab-
leitungen, als auch direkt hergeleitet. Auflerdem werden einige Behauptungen aus der
Arbeit von Geske und Johnson [41] auf ihre Richtigkeit iiberpriift.



Im dritten Kapitel werden zuniichst die im ersten Kapitel der besseren Ubersicht we-
gen vorausgesetzte und nicht bewiesene Eigenschaften des kritischen Randes: Existenz
und Eindeutigkeit, sowie die Monotonie nachgewiesen. Weiterhin wird der kritische Rand
einer n-Bermuda-Put-Option auf weitere Eigenschaften, wie z.B. Homogenitét oder Inva-
rianz beziiglich einiger Variablentransformationen untersucht. Durch den Grenziibergang
werden diese Eigenschaften auf kritische Rénder amerikanischer Put-Optionen iibertra-
gen.

Das abschliekende Kapitel dieser Arbeit wird die numerische Berechnung des Preises
einer n-Bermuda-Put-Option fiir kleine und grofe n behandeln. Die Giite der numeri-
schen Methoden wird mit den Ergebnissen aus einem Benchmark-Modell verglichen. Die
Rolle des Benchmark-Modells wird dabei, wie es in der Literatur iiblich ist, vom Bino-
mialmodell ibernommen. Daher wird zunéchst das Binomialmodell und die Bewertung
in diesem kurz beschrieben. Dariiber hinaus wird der kritische Rand einer amerikani-
schen Put-Option im Binomialmodell eingefithrt und auf die Existenz und Eindeutig-
keit untersucht. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des kritischen Randes im
Binomialmodell wird vorgeschlagen. Folgend den Ideen von Kim und Byun [72] wird
ein Algorithmus zur Bewertung amerikanischer Put-Optionen entwickelt, der die Kennt-
nis tiber den kritischen Rand in jedem Berechnungsschritt beriicksichtigt. Der zweite
Abschnitt des Kapitels wird sich mit der numerischen Berechnung des Preises einer n-
Bermuda-Put-Option im Black-Scholes-Modell beschéftigen. Dabei wird es sich zunéchst
um die Berechnung der Preise von Bermuda-Optionen fiir kleine n handeln (direkte Be-
rechnung). Es wird gezeigt, wie der Berechnungsaufwand fiir die Geske-Johnson-Formel
reduziert werden kann. Die multivariaten Normalverteilungen in der Formel werden auf
einen Spezialfall des Algorithmus von Genz [37] (ein Algorithmus zur Berechnung mul-
tivariater Normalverteilungen) reduziert. Zur Bewertung amerikanischer Put-Optionen
werden Approximationsmethoden basierend auf der EEP-Darstellung einer n-Bermuda-
Put-Option entwickelt. Ein Abbruchkriterium nach Erreichen der vorgegebenen Genau-
igkeit wird vorgeschlagen, so dass die Preise amerikanischer Put-Optionen beliebig genau
berechnet werden kénnen. Die Robustheit aller Algorithmen wird an einem grofen Sam-
ple von Parametern getestet. Zum Abschluss werden wir einen Zwei-Schritt-Algorithmus
zur Berechnung der Preise amerikanischer Put-Optionen entwickeln, welcher aus unserer
Sicht auch fiir andere verwandte Problemstellungen von Interesse sein kénnte.






1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske
und Johnson

In diesem Kapitel wollen wir den Ansatz von Geske und Johnson [41] présentieren und
eine analytische Preisformel fiir eine n-Bermuda-Put-Option, genauer eine Put-Option
mit n-Ausiibungsmoglichkeiten, herleiten. Die Formel selbst wurde von Geske und John-
son im Jahre 1984 ohne Beweis angegeben. Erst in der Arbeit von Prékopa und Széntai
[97], die vor wenigen Jahren veroffentlicht wurde, kann ein vollstandiger Beweis gefunden
werden. Allerdings haben hier die Autoren zwar die Richtigkeit der Formel mit Hilfe ei-
nes Induktionsbeweises nachgewiesen, verwendeten jedoch rechenaufwendige Methoden,
die unter anderem einen sicheren Umgang mit mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen
der Normalverteilung erfordern. Wir moéchten hier deshalb einen weiteren Beweis prasen-
tieren, der im Vergleich zum Beweis von Prékopa und Széantai [97] kiirzer und einfacher
in der Handhabung ist. Die in unserem Beweis verwendete Darstellung des Preises einer
Bermuda-Put-Option sorgt fiir ein besseres intuitives Verstdndnis dieser und wird fiir uns
im weiteren Verlauf der Arbeit von Nutzen sein.

Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden wir sehen, dass mit wachsender Anzahl
an Ausilibungszeitpunkten der Preis einer n-Bermuda-Put-Option sich dem Preis einer
amerikanischen Put-Option anndhert. Vielmehr wird es sogar mdéglich sein eine explizite
Fehlerabschiatzung anzugeben. Mit Hilfe dieser Abschéatzung und mit einer dhnlichen
Vorgehensweise wie in [76], [79] wird anschliefend die Konvergenzordnung der kritischen
Rénder von n-Bermuda-Put-Option und amerikanischer Put-Option untersucht.

Im letzten Abschnitt des Kapitels geht es vor allem darum den Preis einer n-Bermuda-
Put-Option als den Preis einer européischen Put-Option zuziiglich einer positiven Pramie
(Early-Exercise-Pramie) darzustellen. Diese Darstellung tragt nicht nur zu einem intui-
tiven Verstandnis bei, sondern erméglicht uns unter anderem auch einen Zugang zur
approximativen Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option fiir grofse n.

Bevor wir uns mit der Herleitung der Geske-Johnson-Formel befassen, beschreiben wir
zunéchst das zugrundeliegende Finanzmarktmodell, das in dieser Arbeit unterstellt und
fiir den Rest der Arbeit gelten wird.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson
1.1. Finanzmarktmodell

Unser Finanzmarktmodell entspricht dem Black-Scholes-Modell (vgl. [10]) mit einem
endlichen Zeithorizont T > 0. Hier gibt es zwei Anlagearten: sichere Anlage und riskante
Anlage. Die Preisentwicklungen beider Anlagearten sind wie folgt gegeben:

e Sichere Anlageart (risikoloser Bond)
dBy =rBidt, By=1, te€][0,T], (1.1)

mit einem konstanten Zins r > 0.

e Riskante Anlageart (Aktie)
dSy = pSpdt + oS dWy,  Sp >0, tel0,T], (1.2)

mit den konstanten Parametern p-Drift und o-Volatilitdt und mit W; fiir die
standardisierte Brownsche Bewegung, definiert auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(©,F,P).

Der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) ist mit der von der Brownschen Bewegung W;
generierten Filtration F := (F;)o<t<7, die den iiblichen Bedingungen'! geniigt, versehen.

Weitere Annahmen in diesem Modell sind:
Annahmen 1.1. Im Modell gibt es keine Dividendenzahlungen, keine Steuer und keine
Transaktionskosten. Weiterhin sei eine beliebige Stiickelung der Wertpapiere moglich.

In dem Black-Scholes-Modell existiert ein eindeutiges Martingalmals P*, unter welchem
der diskontierte Aktienprozess Sye™"* ein Martingal ist (siehe z.B. [60], [92]). Die Preis-
dynamik fiir die Aktie unter diesem Maf P* ist gegeben durch

dSt = T‘St dt + O'Stth, (13)

bzw. als Losung

2
St:SoeXp{<7"—02>t+aWt}, (1.4)

wobei W, hier die standardisierte Brownsche Bewegung unter dem Mafs P* ist.

Da im Weiteren nur die Preisbildung von Interesse ist, halten wir fiir den Rest der Ar-
beit den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P*) mit der von der geometrischen Brownschen
Bewegung aus (1.4) generierten Filtration [F := (F})o<¢<7 mit den iiblichen Bedingungen
fest.

'a) Die Filtration F ist rechtsstetig, d.h. F; = Ny Fu fiir jedes t < T'; b) Fo enthilt alle P-Nullmengen,
d.h. wenn B C A € 7 und P(A) = 0, dann ist B € Fo.
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1.2 Preis einer n-Bermuda-Put-Option
1.2. Preis einer n-Bermuda-Put-Option

In diesem Abschnitt gehen wir auf die analytische Darstellung des Preises einer n-
Bermuda-Put-Option, sowie auf die Definition des kritischen Preises ein. Die Existenz
und Eindeutigkeit der kritischen Preise werden in diesem Abschnitt als gegeben betrach-
tet und erst im néchsten Kapitel mit Hilfe der partiellen Ableitung des Optionspreises
nach dem Aktienkurs bewiesen.

Definition 1.2. FEine europdische Put-Option ist ein Kontrakt, der dem Kdufer dieses
Kontraktes das Recht einrdumt, zu einem vorab vereinbarten Preis K (Austbungspreis)
und zu einem Zeitpunkt T (Austibungszeitpunkt) ein Basisqut zu verkaufen.

Definition 1.3. Fine amerikanische Put-Option ist ein Kontrakt, der dem Kdufer dieses
Kontraktes das Recht einrdumt, zu einem vorab vereinbarten Preis K und jeder Zeit bis
zu einem Zeitpunkt T (letzter Austibungszeitpunkt) ein Basisgut zu verkaufen.

Definition 1.4. FEine n-Bermuda-Put-Option ist ein Kontrakt, der dem Kdufer dieses
Kontraktes das Recht einrdumt, zu einem vorab vereinbarten Preis K und zu den festen
Zeitpunkten 0 < t1 < ... <t, =T ein Basisqut zu verkaufen.

Bemerkung 1.5. Européische und amerikanische Put-Optionen sind als Grenzfille einer
n-Bermuda-Put-Option zu betrachten, denn im Falle n = 1 ist 1-Bermuda-Put-Option
eine europdische Put-Option und im Falle n — oo stellt sie, wie wir spéter sehen werden,
eine amerikanische Put-Option dar. Diese Verallgemeinerungseigenschaft weckt grofies
Interesse an dem Studium der Eigenschaften von n-Bermuda-Put-Optionen.

Wir widmen uns zunéchst der Frage der Bewertung von Bermuda-Optionen. Dazu sei
eine Zerlegung Z, := {0 = t(()n),tgn), e ,tS{L) = T} des Intervalls [0,7] gegeben!. Ei-
ne n-Bermuda-Put-Option ist nach Definition 1.4 eine Put-Option mit den Ausiibungs-

moglichkeiten tgn) e ,t,(mn). Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option bezeichnen wir mit

Rgn)(S, K,T), wobei S den aktuellen Aktienkurs, K den Ausiibungspreis, T' die Rest-
laufzeit und der untere Index -, die Anzahl der Ausiibungsmoglichkeiten bezeichnen.
Der obere Index (™ deutet auf die Zerlegung Z, hin. Falls die Zerlegung fixiert oder
es aus dem Kontext ersichtlich ist um welche Zerlegung es sich handelt, lassen wir den
Index stets weg.

Der Kéufer einer n-Bermuda-Put-Option wird zu jedem Zeitpunkt ¢ € {t1,...,t,} genau
dann Gebrauch von seinem Recht machen, also die Option ausiiben, wenn sie noch nicht
ausgeiibt ist und wenn der Ausiibungspreis (K — S;)* grofer oder zumindest gleich dem
Optionswert selbst ist (vgl. [41]). Der letzte Fall impliziert die Existenz eines ,kritischen*
Preises S}, bei dem der Besitzer der Option indifferent zwischen der Ausiibung und der
nicht Ausiibung der Option ist.

!Geske und Johnson haben in [41] eine #quidistante Zerlegung tz(-") :=4¢T/n, i =1,...,n vorgeschlagen.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Definition 1.6. Der kritische Preis S}, zur Zeit tg”) ist die (eindeutige) Losung der
Gleichung

(n) /o= (n) * +

Py (S, KT = (K— Si,(n)) ; (1.5)
mit der Restlaufzeit Ti(n) =T - tgn) und dem Preis einer (n — i)-Bermuda-Put-Option
Péri)i 2ur Zet tl(n) zur Zerlequng Z,.

Die Folge S (*n) = (S:(n))izo,“_m von kritischen Preisen bezeichnen wir als kritischen Rand
zur Zerlequng Z,.

Bemerkung 1.7. Zu jeder Zeit t € tgn), cees 2") existiert genau ein kritischer Preis

Sj(n). Weiterhin gilt 0 < ST (n) <55 (n) <...< S;’; (n) = K. Diese, sowie weitere Eigen-
schaften des kritischen Randes, werden in folgenden Kapiteln hergeleitet. Der besseren
Ubersicht wegen lassen wir ab hier die oberen - bzw. die unteren “(n) Indizes weg und

schreiben lediglich S fiir den kritischen Preis (zur Zeit ¢;) einer n-Bermuda-Put-Option.

Mit Methoden der Dynamischen Programmierung kann der Preis einer n-Bermuda-Put-
Option wie folgt rekursiv berechnet werden.

Satz 1.8. Firn undi=1,...,n— 1 definiere
Va(S) = (K = 8)" (1.6)
Vi(S) = max {(K — 9t e Al |:‘/Z'+1 (Se<r2>m”1+ At””)} } (1.7)

und

0_2
Vo(S) = e TAME* [vl <Se<r_2)At1+"‘/A“Y>] 7 (1.8)

wobei Y ~ N(0,1) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable und At;yq = tiy1 — t;
sind. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option P, entspricht genau Vy, also P, = V!.

Wie oben bereits angemerkt wurde, haben Prékopa und Szantai in ihrer Arbeit [97] die
Grofe Vp analytisch berechnet. Wir wollen dies hier auch tun, allerdings auf eine andere
Weise. Zunéchst charakterisieren wir den Preis einer n-Bermuda-Put-Option als den dis-
kontierten Erwartungswert aller kiinftigen Auszahlungen. Diese Darstellung dhnelt der
von Iwaki et al. [55]. Im zweiten Schritt wird dieser Erwartungswert analytisch bestimmt.

'"Der Beweis dazu kann z.B. in [78] oder [96] gefunden werden.

14



1.2 Preis einer n-Bermuda-Put-Option

Satz 1.9. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option ist gegeben durch

n

PM(S, K, T) =Y e "HE [(K = 1) Lgyns5,. 501551 sessi) | 0= 5} . (L9
k=1

wobei S; der Aktienpreis und S} der kritische Preis zur Zeit t; sind.

Beweis. Wir nehmen an, dass S¥_; existiert, so dass gilt!

P8, K T, ) <K—S falls S<S§8
P8, K, Ty1)> K — 5 falls §> 8
P1(n)(57 KT, 1)=K-S falls S=85;_,.

Dann folgt fiir den Preis einer 2-Bermuda-Put-Option zur Zeit ¢, mit den Ausiibungs-
moglichkeiten in ¢,,_1 und t,

Py (S, B, Tmg) = e U0 B (K = Su) T ey | Sus)]
4 o T(tn-1—tn—2) ¥ [pl(sn_l,K, Tn—l)]l{sn,psz,l} \ Sn—?}

= ¢ 712 [(K = Sn-1)lgs, <s; ) | S”‘Q}
+e i) [(K = Sn)l(s, 1551, Sa<ss) | S”‘Q} ’

n—1°

wobei, wie bereits oben erwéhnt, S} = K ist. Die Fortsetzung dieser Argumentation bis
to = 0 fithrt dann zur Formel (1.9).

O

Bemerkung 1.10. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option in Formel (1.9) ist als dis-
kontierter Erwartungswert aller zukiinftigen Auszahlungen dargestellt. Diese Darstellung
ist um einiges intuitiver im Vergleich zur Darstellung in Formel (1.8). Ein weiterer Vorteil
von Formel (1.9) erdffnet sich in der analytischen Handhabung. Dazu der néchste Satz.

1Sowohl die Existenz von S;_;, als auch die Monotonie von Pi(")(S, K,T,_;) in S wird in Kapiteln 2 und
3 (vgl. Sétze 2.16 und 3.1) bewiesen.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Satz 1.11. Der Erwartungswert in (1.9) kann analytisch berechnet werden. Fiir den Preis
einer n-Bermuda-Put-Option gilt somit

P™(S K, T) = Kze "tk Ny, (big s Rug) — ZNk a1, ; Rix), (1.10)
k=1 k=1

mit

1og%+<r—%2)ti

b; == : i und a; = b; + o/, (1.11)
bix = (b1,...,bp—1,—bx), (1.12)
ailg ‘= (al,...,ak,l,—ak), (113)

t t [t
1 Y & —\/ &
t1 t2 _ itz
£ 1 cee 4 /tk - £
Ry = : f : ) (1.14)
t1 _ta o te—1
tp—1 tg—1 77 1 V tk
t t te—1
Vi Ve o V& 1
wobei Ny die k—dimensionale Normalverteilungsfunktion mit dem Mittelwert O und der
Kovarianzmatriz (Korrelationsmatriz) Ry, bezeichnet.

Beweis. Nach Satz 1.9 gilt

Pén)(s, K,T)= Ze—rtkE* [(K Sk) ]l{sl>517 Sko1>5}_ 1,5k <51} ‘ So = S] .
k=1

Der k-te Summand ist

—rt *
T‘kE (K Sk) ﬂ{S >Sl7 7Sk_1>51:_175'k§52} | SO = S} =

_ -t * B
—e " KE [ {S1>Sl7 ,Sk_1>52_1,sk§52} ‘ So = S}
=01
t *
HE [Skﬂ{s >57- :Sk71>5271,sk§52} ‘ SO = S:| . <115)

=09
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1.2 Preis einer n-Bermuda-Put-Option

Wir widmen uns zunichst dem ersten Term 0. Es gilt

©1 = E° [1{51>s;,.“,sk,1>s;71,skgsg} | So = 5}
=P (S1 > S7,...,Sk-1> Si_1, Sk < SF) .

Weiterhin transformieren wir die Variablen .S; wie folgt

S; = u . i=1,...,k (1.16)

Dabei gilt S; ~ N(0,1) und fiir i < j

(1.17)

Cov [igy, i{s*vj} _ S ] o2t t;

LCOV :l:lO & :l:lO 7‘7 = —— = —
NN 550 % %] T Vi \

bzw.

= 1 S S; o2t [t;
Cov |£S5;,FS;| = ————=Cov |*log =, Flog =L | = —————— = —, [ =. (1.18
OV{ :F]} 02\/5\/5 OV|: OgSOZFOgSO] 02\/5\/257 2 ( )
Insgesamt gilt fiir den ersten Term
0, =P* (51 > ST,...,S}C_l > 52717 S < SZ)
=P* (51 > —bi, ..., Spo1 > —bp_1, S < —bk:)

=P <—§1 <biyeo,—=Sp_1 < bg_1, S < _bk) = N (bix; Rig).

Als Néchstes betrachten wir den zweiten Term ©Os in (1.15). Der einzige Unterschied
gegeniiber der Berechnung des Erwartungswertes des ersten Terms O liegt in der Zu-
fallsvariable Sk, die vor der Indikatorfunktion steht. Der Trick hier besteht in der Elimi-
nierung dieser Variable durch einen Mafiwechsel. Dazu definieren wir ein neues Maf P
durch die Radon-Nikodym-Ableitung

F_ s _ s
dP+  E* [Sk] - Spertk

:exp{—(ftk+aW(tk)}. (1.19)

Mit dem Satz von Girsanov kann dann gefolgert werden, dass

W(t)=W(t)—ot fir 0<t <t (1.20)
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

eine standardisierte Brownsche Bewegung unter dem neuen Mafs P ist. Die Preisdynamik
von Sy unter dem neuen Maf ist dann wie folgt gegeben

2 —~—
St:SoeXp{<7’+02> t+aW(t)}, 0<t<t. (1.21)

Somit gilt unter P

1 St 0-2 2
ogS—ONN 7“—1—? t,ot), 0<t<ty. (1.22)

Damit ergibt sich fiir den zweiten Term G4

S,
— Tl T* k —
©2 = Soe ™ E |:Soertk ]1{51>s;,...,sk,1>s;71,skgs;} ’ So =5

rig T
= Se™*E [1{81>S{,...,Sk,1>5271,SkSS;:} | So= S]
= Se™™ P (S > S5,..., k1> Si_1, Sk < Sf).

Mit der gleichen Argumentation wie oben gilt

@2 = Sertka (alk N le) (1.23)

und somit insgesamt fiir den k-ten Summand (1.15)

e_rtkKNk (blkS le) —SNk (a,lk; le). (1.24)

Das Summieren von k = 1 bis n liefert schlieflich die Behauptung.

O]

Bemerkung. Da es sich um den Zeitpunkt zur Zeit ty = 0 gehandelt hat, konnte dieser
bei der Berechnung des Preises bisher weggelassen werden. Die nachfolgende Feststellung
formuliert diesen Sachverhalt allgemeiner.

Feststellung 1.12. Der Preis einer (n — i)-Bermuda-Put-Option mit den Ausiibungs-
moglichkeiten in ¢;11,...,t, und der Dauer T; := T — t; betragt zur Zeit ¢;

n n
P,(i)i(si,K,ﬂ) =K Z e TN (b1 ks Rigik) — Si Z Ni—i(@iz1r; Rivik),
k=it1 k=it1
(1.25)
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1.2 Preis einer n-Bermuda-Put-Option

mit
% log%@—l—(r—";) (tj_ti) i %
b = und a% :=0b% +o+/t; — 1, 1.26
J ot —t J i T J i ( )
bitig = (biy,. .-, bl_1,—b}) (1.27)
a1k = (alyy,. . a,_1,—ap), (1.28)
und
1 tiv1—t; tiv1—t; _ Jtiyi—t
tiyo—t; e tp—1—t; te—t;
Liv1—1; 1 Livo—1; _ Jtiya—t;
tita—t; e te—1—t; te—t;
Ri1p = : : : : : (1.29)

tiv1—t; tiyo—t; 1 _ [tk—1—t
tp—1—1; tp—1—1; o te—ti
it Jtipo—t =1t 1
tr—t; tp—t; T tr—t;

Bemerkung. Der Zeitpunkt ¢ zu welchem wir den Preis einer Bermuda Option berech-
nen wollen, muss nicht notwendigerweise einem der Ausiibungszeitpunkte entsprechen.
Falls ¢ € [t;,t;11) ist, so ist in den oberen Formeln (1.25) bis (1.29) der Punkt ¢; tiberall
durch t zu ersetzen.

Lemma 1.13 (Homogenitét in der Zeit). Es seien Z, = {to,t1,...,t,} eine Zerlegung
des Intervalls [0, T] und Z,, = {to,tl, .. ,tn} eine Zerlegung des Intervalls [t,t + T mit
At; = At;, i =1,...,n gegeben. Dann gilt

P, (S, K,0,T; Z,) = Pu(S, K, t,t + T; Z,). (1.30)

Beweis. Fiir alle ¢ = 1,...,n stimmen sowohl die Restlaufzeiten T; und T;, als auch
die iibrigen Parameter iiberein. Die Behauptung folgt somit aus der Definition der n-
Bermuda-Put-Option.

O

Lemma 1.14 (Obere und untere Schranke). Fir eine n-Bermuda-Put-Option kinnen
folgende Schranken angegeben werden

+
(K‘T(“_to) - S) < P,(S,K,T) < K~rti—to), (1.31)
Beweis. Fir § = 0 ist der Preis einer n-Bermuda-Put-Option, wie aus der Definition

ersichtlich, gleich K—"(t1=t) Die Behauptung folgt aus —1 < %@L < 0 (vgl. (2.24) im
néchsten Kapitel).

O
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Bemerkung 1.15. Aus dem Beweis von Satz 1.11 folgt

n

> Ni(awk; Rig) =Y P (81> 8f,..., 81> S;_1, 5 < 5f),
k=1 k=1

o2
S; = Soexp{<r+ 2> t; —i—thi}
unter dem Maf P.

Die Ereignisse {S] < Sf},...,{Sl > 87, 81> 81,5, < S:‘L} sind disjunkt und
es gilt
{Sl SST}U{Sl >ST,SQSS;}U...U{51 >Sik,...,5n_1 >S;:_1,Sn§5:b}
U {5’1 > ST, Sne1 > S0, S > 5’;} =Q.

Daraus folgt

S P (81> 8. S > Sp 1, S < Sp) =1-P(S1 > 85,...,8, > S;).  (1.32)
k=1

Das bedeutet, dass die zweite Summe in der Geske-Johnson-Formel (1.10) durch eine
einzige n-dimensionale Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ersetzt wer-
den kann.

Beispiel 1.16. Es seien der Aktienkurs S = 100, der Ausiibungspreis K = 110, die
Volatilitit o = 0.2, der Zinssatz r = 0.04 und die Gesamtlaufzeit T = 4.! Wir wollen
eine 2-Bermuda-Put-Option mit den Ausiibungszeitpunkten in ¢; := 7'/2 und ¢t := T
nach der Geske-Johnson-Formel bewerten. Nach Satz 1.11 gilt

Py (S, K,T) = Ke "' N (=b1) — SN (~a1)
+ Ke "Ny (b, —bs) ; Ri2) — SNy ((a1, —as); Ri2)

tA
v 1 —/1/2
b = ) . a;:=bj+0ovt;, und Rjp:= (_ /s ) / ) .

! Aus Anschaulichkeitsgriinden in Abbildung 1.1 ist T absichtlich so groR gewéhlt.
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1.2 Preis einer n-Bermuda-Put-Option

Die einzige verbleibende Unbekannte ist der kritische Preis S} zur Zeit t; = T'/2. Dieser
wird rekursiv mit Hilfe der Gleichung (1.5) ermittelt. Der kritische Preis zur Zeit t; =
T/2 ist also die eindeutige Losung der Gleichung (fiir eine grafische Ausfiihrung siehe
Abbildung 1.1)

PA(ST K, T —t1) = (K - S7)" (1.33)

Die Grofle P1(2) ist dabei nichts anderes als der Preis einer européische Put-Option mit
dem Ausiibungspreis K und der Laufzeit T'/2.

120

100F S« PRNS, K, T)/2)
80

60
40

20

0 1 1 1 1 1 R

0 20 40 60 80 95.8 110 130 150

ABBILDUNG 1.1.: ERMITTLUNG DES KRITISCHEN PREISES AUS GLEICHUNG (1.33). DIE UBRIGEN
PARAMETER SIND K =110, r =0.04, 0 = 0.2, T = 4.

Fiir den kritischen Preis ST gilt somit ST = 95.80 und fiir den Preis der 2-Bermuda-
Put-Option PQ(Q)(S, K,T) = 14.18. Im Vergleich dazu ist der Preis einer europiischen
Put-Option mit identischen Parametern gleich Pl(l)(S, K,T)=12.42.

Bemerkung 1.17. Die Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option nach der
Geske-Johnson-Formel fiir grofte n ist leider einerseits wegen der n—dimensionalen Stan-
dardnormalverteilung und andererseits wegen der rekursiven Berechnung der kritischen
Preise entweder eine grofie numerische Herausforderung oder gar nicht in absehbarer Zeit
mit vorgegebener Genauigkeit moglich. Viel mehr haben sich Geske und Johnson [41] fiir
einen der Grenzfélle der n-Bermuda-Put-Option interessiert, ndmlich fiir die amerikani-
sche Put-Option (der Fall n — o), dessen Wert sie mit Hilfe der Extrapolationsmethoden

angewandt auf die ersten Folgenglieder Pl(l)7 2(2), P3(3) usw. ermittelt haben. Nach Geske
und Johnson [41] gilt fiir den Preis einer amerikanischen Put-Option!

'Fiir die Berechnung der ersten n-Glieder der Folge P bei der dquidistanten Zerlegungsfolge Z, :=
{T/n,2T/n,...,nT/n} sind insgesamt n(n — 1)/2 kritische Preise S7 ,,),i =1,...,n aus der impliziten
Gleichung (1.5) zu bestimmen.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

3 7 3 2 1 2 1
PAzPé)—i—f(Pé)—Pz())—i<P2()—P1()> (1.34)
oder

PA~pM 2 (P - P - 23 (P - PP) + !

. - - (PP -PM).  (135)

Bemerkung 1.18. Bis hierhin haben wir, sowie die Autoren Geske und Johnson [41],
die n-Bermuda-Put-Optionen ohne eine sofortige Ausiibung betrachtet. Der Preis einer
n-Bermuda-Put-Option mit der Moglichkeit der sofortigen Ausiibung ist gegeben durch

f’én)(s, K,T) := max {K -S; P,(Ln)(S, K, T)} (1.36)
oder
P{M(S, K, T) = (K — S rgegsy + P (S, K, T)sss5}- (1.37)

Aquivalent dazu auch

k=0

Im Falle Sy < 5§ wird die Option ﬁ,ﬁ”), deren Wert K — Sy betragt, sofort ausgeiibt
und existiert danach nicht mehr. Fiir den Rest der Arbeit konnen wir daher ohne grofse

Einschrénkungen Sp > S annehmen, so dass die Preise 135”) und P,ﬁ”) iibereinstimmen.

Bemerkung 1.19. Fiir eine Zerlegungsnullfolge Z,, mit der Eigenschaft Z; C Z; fiir

1 < g gilt qun) < PéTl_l). Aufgrund der Beschrianktheit der Folge Py(Ln) durch K nach
oben, existiert ein Grenzwert P mit

= lim P()

n—oo

Im néchsten Abschnitt zeigen wir, dass dieser Grenzwert P dem Preis einer amerikani-
schen Put-Option entspricht.
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1.3 Konvergenz
1.3. Konvergenz

In diesem Abschnitt werden wir sowohl auf die Konvergenz der Preise einer n-Bermuda-
Put-Option gegen eine amerikanische Put-Option, als auch auf die Konvergenz der kriti-
schen Rénder beider Optionstypen eingehen.

Konkret wird im ersten Unterabschnitt die Konvergenz des Preises einer n-Bermuda-Put-
Option gegen den Preis einer amerikanischen Put-Option sichergestellt und eine Abschét-
zung mit einer genauen Angabe aller in dieser Abschitzung auftretenden Konstanten fiir
die Differenz der Preise angegeben (vgl. [21]).

Im néchsten Teil des Abschnittes wird mit Hilfe dieser Abschitzung eine obere Schranke
fiir die Differenz der kritischen Preise einer n-Bermuda-Put-Option und einer amerikani-
schen Put-Option hergeleitet. Dariiber hinaus wird die Differenz zweier kritischer Preise
auf dem kritischen Rand einer n-Bermuda-Put-Option nach oben abgeschétzt.

Zuletzt wird gezeigt, dass die Grenzwerte fiir beide Terme in der Geske-Johnson-Formel
(1.10) existieren und es wird eine anschauliche, wahrscheinlichkeitstheoretische Interpre-
tation fiir den Grenzwert des zweiten Terms der Formel vorgeschlagen.

1.3.1. Konvergenz der Preise

Wir gehen von unserem in Abschnitt 1.1 vorgestellten Finanzmarktmodell aus und be-
zeichnen mit S; v die Menge aller F-Stoppzeiten 7 mit Werten im Intervall [t, T']. Weiter
definieren wir

Sir(I)={reSr|P(rel)=1}. (1.39)
Satz 1.20. Der Preis einer amerikanischen Put-Option ist gegeben durch®

PAS,K,T)= sup E*[e7™ (K —S-)" [So=5]. (1.40)

TES()VT

Satz 1.21. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option ist gegeben durch?

P"(S,K,T)= sup E*[e™(K—S.)"|Sy=5], (1.41)
T€S),T(Zn)

mit 2, = {té’”,tﬁ"), o ,t&”)}.

'Der Beweis kann z.B. bei Karatzas [69], Myneni [93] oder im Buch von Peskir und Shiryaev [96] gefunden
werden.
2Hier verweisen wir z.B. auf Schweizer [105] oder auf das Buch von Lamberton und Lapeyre [78].
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Lemma 1.22. Bei der immer feiner werdenden Zerlequng ndhert sich der Preis einer
n-Bermuda-Put-Option dem Preis einer amerikanischen Put-Option an, d.h. es gilt

lim P\ (S, K,T) = PA(S,K,T). (1.42)

n—o0

Beweis. Fiir jedes 7 € Sg r definieren wir

n—1
N WD)
To 1= z; gm0 (1.43)
=

und bezeichnen mit 7, die Menge aller solcher 7,,. Es ist ersichtlich, dass 7, \, 7 fiir
n — oo und 7, C Sor(2Z,) ist. Mit der Jensenschen Ungleichung und der majorisierten
Konvergenz mit K als Majorante folgt ferner fiir jedes 7 € So 1

‘E* [6*77’ (K - ST)+:| - E* [eiTnT (K B ST")Jr} |

<E*[le™ (K -S)"—e ™ (K -5,,)"|] =0, falls n— oo
Das bedeutet (wegen T, C So.7(2y)), dass

liminf PV (S, K,T) > PA(S, K, T) (1.44)

n—oo

gilt. Andererseits gilt P,sn)(S, K,T) < PA(S,K,T) fiir alle n € N,
O

Somit kann eine n-Bermuda-Put-Option fiir die ndherungsweise Berechnung einer ame-
rikanischen Put-Option verwendet werden.

Bemerkung 1.23. Es sei Z, eine Zerlegung des Intervalls [0,7] und S} bezeichne den
kritischen Preis einer amerikanischen Put-Option zur Zeit t;. Auf der Menge {S; < S;}

ist die amerikanische Put-Option gleich ihrem inneren Wert, also P4 (Sy, K, T,) = K —S}.
Weiterhin gilt nach (1.31) fiir alle Sy, € [0, 00)

P (S, K, Ty,) > Ke "tr1=t) _ g

Auf der Menge {S < S;} konnen wir somit fiir die Differenz der Preise der amerikani-
schen und n-Bermuda-Put-Option folgern

PA(S, K, T) = P8k K, T) < K (1= e (1.45)
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1.3 Konvergenz

Insbesondere fiir k = 0 gilt auf der Menge {Sy < S}

PA(So, K, Ty) — P™ (8o, K, Ty) < K (1 - e—“tl—t@) <K(1—eTn),  (146)

4(0)

()
i—i—l_ti }lSt.

wobei A,, = max{
3

Es zeigt sich, dass sich auf der Menge {Sy > Si} dieselbe Schranke fiir die Differenz der
Preise einer amerikanischen und einer n-Bermuda-Put-Option angeben léasst. Dies belegt
auch der folgende Satz von Carverhill und Webber [21].

Satz 1.24. Es seien Z,, eine Zerleqgung des Intervalls [0, T] und A,, := max {t§+)1 tgn)}
die Feinheit dieser Zerlegung. Es gilt

0< PA(S,K,T) — P{"(S,K,T) < K (1 —e ™). (1.47)

Beweis. Wie beim Beweis von Lemma 1.22 definieren wir fiir jede Stoppzeit 7 € Sp r die
Stoppzeit 7, durch

Tn 1= th+1 (9 <ri) ) (1.48)

Es sei nun 7* die Stoppzeit, bei der das Supremum in (1.40) angenommen wird!. Nach
der Definition ist 7;; die néchste Stoppzeit nach 7* mit Werten in Z,,. Es gilt

sup E* [e_” (K — ST)+ ]5’0] > E* [e_”; (K — ST;;)JF \So]
TESO’T(Z»,L)

und somit

0 < PA(S,K,T)-P™(S,K,T)
SE [ (K — 80t | So] — B [ (K~ S2) " 10]

_ g E [ — <(K §y)* — e =) (K — ST;)+) \ST*] ’50]

=[E* _ _TT (K S *x — D (ST*,K,T; —T*)) |SO:|

Lr* =inf{t € [0,T] | P*(Ss, K,T —t) = K — St} mit inf@ = T (vgl. [92], [96]).
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

<E [ (K = S — Ke ) 48, ) |

— E* [6—7"7* (K (1 o 6—7"(T;—T*)>> ’ SO]
<K (1 — e*TA”) .
Dabei haben wir in der obigen Rechnung S;« < K benutzt und die folgende Abschétzung
pP(S,K,T)> Ke ™' — S

fiir den Preis einer européischen Put-Option verwendet.

O]

Bemerkung 1.25. Die Schranke K (1 —e~"2") hiingt weder von dem aktuellen Aktien-
kurs S ab, noch von der Volatilitit o. Fiir beide Parameter folgt daher die gleichméfige
Konvergenz der Preise.

Bemerkung 1.26. Der Satz 1.24 gibt uns ein n. € N an, so dass fiir alle n > n, die
Differenz zwischen den Preisen einer amerikanischen Put-Option und einer n-Bermuda-
Put-Option kleiner als eine vorgegebene Schranke € > 0 ausfillt. Dies erlaubt uns
den Preis einer amerikanischen Put-Option beliebig genau durch den Preis einer n-
Bermuda-Put-Option zu approximieren. Im Falle einer arithmetischen Zerlegung Z,, =
{0,T/n,...,nT/n} beispielsweise ist die Differenz der Preise kleiner als ¢ > 0 fiir alle
n > KrT/e. Fir den Ausiibungspreis K = 100, den Zinssatz r = 0.04, die Laufzeit T' = 1
und die Genauigkeit bis auf 1 Cent, d.h. ¢ = 0.01, ergibt sich somit n. = 400.

Waiéren wir also in der Lage den Preis einer 400-Bermuda-Put-Option anzugeben, so hét-
ten wir den Preis einer amerikanischen Option bis auf 1 Cent genau bestimmt. Gerade
hier liegt das Problem, denn bei der Berechnung einer 400-Bermuda-Put-Option nach
der Geske-Johnson-Formel werden rekursive und mehrmalige Berechnungen von bis zu
400-dimensionalen Integralen bendtigt.! Letzteres ist schon fiir kleine n (z.B. schon ab
n > 4) eine grofse numerische Herausforderung. Um ein Gefiihl fiir den Berechnungsauf-
wand zu bekommen, sei hier erwdhnt, dass bei vielen Algorithmen zur Berechnung der
multivariaten Normalverteilungen zunéchst ein Sortieralgorithmus (geeignete Sortierung
der Integrationsgrenzen, siche Kapitel 4) der Komplexitit O(n3) (!) angewandt wird,
um die gesamte Berechnung zu beschleunigen. Die Problematik der numerischen Berech-
nung der multivariaten Normalverteilungen fiir hohe Dimensionen, sowie die fiir solche
Berechnungen zur Verfiigung stehenden Methoden werden in Kapitel 4 genauer erléautert.

Die Abschétzung aus Satz 1.24 erlaubt es uns dennoch eine Abschétzung der Differenz der
kritischen Rénder einer amerikanischen und einer n-Bermuda-Put-Option zu erhalten.

IMit dem Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 dieser Arbeit, der die besondere Struktur der Korrelations-
matrix ausnutzt, kann die Dimension des Integrals zwar halbiert werden, der immense Rechenaufwand
bleibt jedoch immer noch bestehen.
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1.3 Konvergenz

Mit &hnlichen Methoden wie in [76] oder [79] kann gezeigt werden, dass die Differenz
S:,(n) — S mit t € Z, von der Ordnung O(y/A,,) ist. Zur Erinnerung, der kritische
Preis (zur Zeit t) einer amerikanischen Put-Option ist definiert durch S} = sup{S €

R* | PA(S,K,T —t) = K — S} (bzw. S = inf{S € R | PA(S,K,T —t) > K — S}).

1.3.2. Konvergenz der kritischen Rander

Es sei Z,, eine Zerlegungsfolge des Intervalls [t, T']. Aus der Definition der kritischen Réan-
der amerikanischer und n-Bermuda-Put-Optionen und aus Pén)(S, K,7) < PAS,K,T)
fiir alle n € N folgt S;(n) > S; fiir alle n € N. Dabei bezeichnet 7 := T'—t die Restlaufzeit
beider Optionen.

Satz 1.27. Fiir die Differenz der kritischen Preise einer amerikanischen und einer n-
Bermuda-Put-Option gilt zur Zeit t

V1— e, (1.49)

dabei ist Ay = max {tgi)l — tl(n)} die Feinheit der Zerlegung Z, (bzw. der Ausibungs-

punkte der Bermuda-Option).

Beweis. Zunéchst betrachten wir die Taylor-Entwicklung der amerikanischen Put-Option
P# nach S um den Punkt S;.! Es gilt

* * * * 8PA * (S* n) St*)2 82PA
PA(St,(n)) = PA(S!) + ( t(n) St)W(St) — )2 052 (€)

wobei £ € (S}, SZ(n)) ist. Mit P4(Sy) = K — S und 6P2é5;*) = —1 folgt weiterhin

(S5 ) — 572 62 PA

(SZ(n) — 5¢)? 92 pA

— P (S ) +

no \"t,(n)

und daraus mit PA(S*, ) — PT(LH)(S* ) < K (1 — e 8n) folgt

t,(n)

'Fiir die amerikanische Put-Option gilt P* € C?((S;,00)) in S (vgl. [57], [96]). Weiterhin wird der
Ubersicht wegen die Abhéingigkeit des Preises von dem Ausiibungspreis K und der Restlaufzeit = im
Beweis nicht aufgefiihrt.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

(SZ(n) - St*)2 52 pA
2 052

(&) < K(1—e8n). (1.50)

Um eine Abschétzung fiir S} (n) ~ St zu erhalten bleibt noch zu zeigen, dass die zweite

partielle Ableitung a;g; nach unten durch eine Konstante C' > 0, die nur von den

Modellparametern und nicht von n abhangt, beschrénkt ist. Fir £ > S} erfiillt die
amerikanische Put-Option P4 die partielle Black-Scholes Differentialgleichung (vgl. [57],
[96])

92pA opA

opA
gz (&)= g -

1
50 (&) +7PAE) = =5 (9).

Mit —282(£) > 0 und —r£222 () + rPA(E) = rK 952 () erhalten wir!

52 pA opA
552 (&) > rK———(&). (1.51)

22
o8 0K

1
2

Aus dieser Darstellung wird schon ersichtlich, dass %(5) nach unten beschrénkt ist,
denn %({) ~ 1 fiir £ in der Nédhe von S;. Fiir die partielle Ableitung einer ameri-
kanischen Put-Option nach dem Auslibungspreis K kann zum Beispiel folgende untere

Schranke angegeben werden

opPA N opP ey log% — (r— %2> T N
87(5)_87(5)*6 o7 =

e "N (—Qﬁ) L (1.52)

Die erste Ungleichung in der obigen Formel folgt dabei aus der Tatsache, dass die Early-
Exercise-Pramie monoton wachsend in K ist. Das Einsetzten von (1.51) und (1.52) in
(1.50) liefert

Sfov—Sf<oK,|—F———
L TN (=5
und daher die Behauptung. O

Bemerkung 1.28. Mit den Methoden aus der Arbeit von Chevalier [23] kann die fol-
gende Abschétzung gewonnen werden

2
0 < S} — 55 < K\/<Ur + 2) (1—e—ran), (1.53)

Der Beweis dieser Abschétzung findet sich im Anhang B.

! Amerikanische Put-Option ist eine monoton wachsende Funktion der Restlaufzeit. Weiterhin ist sie eine
in S und K homogene Funktion vom Grad 1, d.h. APA(S, K) = PA(\S, AK).
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1.3 Konvergenz

Bemerkung 1.29. Fiir eine Zerlegungsfolge Z,, mit den Eigenschaften Z; C Z; fiir ¢ < j
und A, — 0 (d.h. Z, ist eine Zerlegungsnullfolge) folgt die monotone Konvergenz von
S:(n) gegen S;. Denn es gilt

K- PV, K, T —t) < K — P{(S, K, T —t)

und somit SF

*
tnt1) <57

(n)°

Wir wollen an dieser Stelle noch eine Abschétzung fiir die Differenz zweier benach-
barter kritischer Preise einer n-Bermuda-Put-Option Sj 1) T SZ’(n) angeben. Dazu
wird zunéchst eine Abschitzung fiir die Differenz der kritischen Preise Sy, und Sj, fiir
ti,to € [0,T] einer amerikanischen Put-Option hergeleitet, womit dann mit Hilfe der
Abschétzung (1.49) aus Satz 1.27 das gewiinschte Resultat geschlussfolgert wird. Der
Ubersicht wegen wird ab hier die Abhingigkeit vom Ausiibungspreis K nicht explizit

dargestellt.

Lemma 1.30. Es seien Sy, S}, kritische Preise (zu Zeiten t1,ty € [0,T)) einer ame-
rikanischen Put-Option mit den Parametern {o,r, K,T}. Ferner sei t; < t2, dann gilt
Sg"l < S;Z und weiter

* * eTTlK A Qx A Qx
0 < Stg — St1 <o W\/P (St27T1) - P (St27T2)’ (154)

wobei T; =T — t; ist.

Beweis. Zur Monotonie von S; siehe Kapitel 3. Ahnlich wie im Beweis des Satzes 1.27
machen wir wieder von der Taylor-Entwicklung des Preises einer amerikanischen Put-
Option nach dem Aktienkurs gebrauch, allerdings diesmal um den Punkt S7 . Es gilt
demnach

opPA

* * * * 1 * *
Tl) = PA (St17T1) + (Stg - St1) 7(St17T1) + 5 (Stz - Stl) 902

PA *
(5 oS

to

wobei £ € (S5, S7,) ist. Aus PA(S;, Th) = K—S;,, %(SZ,E) = —1und PA(S;,, Th) =
K — S7, folgt somit fiir die Differenz der kritischen Preise

S* S* o PA(Ssz?Tl) _PA(S;;’TQ)
ty T Pt T :
o 5755 (6.T)

Die Behauptung folgt aus

19%2pA re-mh T
3 57 &) = 5 N(‘EV Tl)'
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Lemma 1.31 (Hilfslemma). Fir die standardisierte Brownsche Bewegung W sei der
Prozess m definiert durch my := info<s<; Ws. Die Dichtefunktion o, der Zufallsvariable
my ist gegeben durch (vgl. [60],[70])

2 a2
= 2 Lo,y 1.55
Sot(x) \/%6 {x<0} ( )
Weiterhin gult
0,2
E[ inf e”WS} =2e 7! N(—oVt). (1.56)
0<s<t

Beweis. Mit dem Spiegelungsprinzip der Brownschen Bewegung (vgl. [70]) gilt

2 [T g
i < = < = T2t .
IP’(OLI;f;tWS_x> 2P (W < x) \/277#/_006 wdy, x<0

Das Ableiten nach x liefert (1.55). Fiir den zweiten Teil der Behauptung gilt

E f oW, 2 0 ox 2? d 2 02t —oVi 2? d o? tN
inf e = e‘fe 2tdr = —e2 e 2dr=2e2 —oV't).
L)SSSt ] V27t /_oo V2T —oo ( )

O]

Lemma 1.32. Fir 0 < t; < to < T und S € [0,00) gilt fiir die Differenz der Prei-
se amerikanischer Put-Optionen mit verschiedenen Restlaufzeiten und sonst identischen
Parametern

0 < PAS,T1) — PA(S,T») < Se™ (1 -2 N(~0vts — 1)), (1.57)
wobei T; =T — t; die Restlaufzeit ist.
Beweis. Es sei 7 die optimale Stoppzeit fiir die amerikanische Put-Option mit l&ngerer

Restlaufzeit PA4(S, Ty). Wir definieren die Stoppzeit 75 als 75 := 71 A Tp. Dann folgt (vgl.
196])

ST2 - 571 )+]
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1.3 Konvergenz
< SeTE*[(1— S5, /Sm) 7]

+
= SerTE* [(1 _ 6(7"022)(717—2)+U(W7_1WT2)) ]

o2
< Se"TE* [1 — inf e(r_2>s+aws}

0<s<ta—11
2
. r—%)s .
<SeT(1— inf e< 2 ) E* inf W] ).
0<s<ta—11 0<s<ta—11

Aus

2 s
— inf e 7)< e Tt
0<s<ta—t1 -

und mit (1.56) aus Hilfslemma 1.31 folgt die Behauptung.
O

Satz 1.33. Es seien ti,ty € [0,T) mit t1 < to. Fir die Differenz der kritischen Preise
einer amerikanischen Put-Option mit den Parametern {o,r,K,T} gilt

e2rT
)\/(1 — 2N (—0Vty — t1)). (1.58)

Sy —S; <oK
’ ' TN(— VT

r
o

Beweis. Die Behauptung des Satzes folgt direkt aus Lemma 1.30 und Lemma 1.32.
O

Satz 1.34. Es sei Z, = {tén),tgn), . ,t%n)} eine dquidistante Zerlegung des Intervalls

[0,T] und A, = max{tgi)l - tl(-n)} die Feinheit dieser Zerlegung. Fiir die Differenz der
7

benachbarten kritischen Preise einer n-Bermuda-Put-Option gilt die folgende Abschdtzung

2rT
L Y/ \/(1 - 2N(—m/An)> ,
2VT)
(1.59)
wobei k = 0,1,...,n—11ist und S; (n) den kritischen Preis zur Zeit t](fn) einer n-Bermuda-

Put-Option bezeichnet.
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Beweis. Es gilt Pén)k(S, Ty) < PA(S, Ty, fiir alle S. Daraus folgt S; < S (n) und weiter

Skrt,tm) ~ Skm) < Serrm) — Sk = Skr1,m) — Skr1 + Sky1 — S

Die obere Schranke fiir den ersten Differenzterm ist (1.49). Die Abschétzung fiir die
zweite Differenz folgt aus Satz 1.33.
O

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit einer diskreten Version des Lemmas 1.32 ab.

Lemma 1.35. Es sei 2, = {0 = t(()n),tgn), ... ,t%”) =T} eine dquidistante Zerlegung des
Intervalls [0,T) und A,, = max{tl(i)l - tz(n)} die Feinheit dieser Zerlegung. Es gilt

0< PM(S,T) — P (8, T —t1) < Se'™ (N (=ba,) — €"®"N (—aa,)),  (1.60)

wobei b, und ap,, durch

0.2
ba, = — 2 \/A,, an, =ba, +0\/ D

o

gegeben sind.

Beweis. Da die Zerlegung dquidistant ist, gilt t,_; = T'—t;. Ahnlich wie beim Beweis des
Lemmas 1.32 sei 7, (mit den Werten in Z,,) die optimale Stoppzeit! fiir die Bermuda-

Put-Option PT(ln). Wir definieren eine weitere Stoppzeit 7,—1 durch 7,1 = 7, A t,,—1.
Somit gilt
0 < P{(S,T) — P (S, tus)
<Elem™ (K -8, )t — e (K - STHV]
<E[em (K= 8,,)" = (K = 5,,)")]

<E[(Sr ~5)"]

—E [(Sr, s~ 50) Lnuery] +E [(Sry = 52) 1))

! Die Stoppzeit 7, ist die Stoppzeit, bei der das Supremum in (1.41) angenommen wird, z.B. die minimale
optimale Stoppzeit 7, = inf{t; € Z, | P{™.(S;,T}) = K — S, i =1,...,n} mit inf = T (vgl. [92]).
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1.3 Konvergenz

—E :(StH —s)" 1{%:T}}

<E _(Stn,l - St,,,)ﬂ

=E[E[(St, 1 — ) 1gs, <5,y | S]]

=E [Si,_, (N (=ba,) — orAn N (—an))]

< Se'T (N (=ba,) — 2" N (—aa,)) -
Dabei sind ba,, und aa, wie folgt definiert

o2

"%

bAn = An; alA,,L = bAn + O—\/Kn

g

Es sei hier noch erwahnt, dass die Funktion
f(An) = N(_bAn> - erAnN (_aAn)

positiv ist, denn es gilt f(0) =0, % > 0 und somit folgt f(A,) > 0.
' O

Bemerkung 1.36. Fiir die Funktion f(A,) kann folgende Abschétzung angegeben wer-

den
1

f(Ap) < (an, —ba,) < oV/A,.

5

1.3.3. Konvergenz der einzelnen Terme in der Geske-Johnson-Formel

In Lemma 1.22 wurde gezeigt, dass eine n-Bermuda-Put-Option gegen eine amerikanische
Put-Option mit denselben Parametern konvergiert. Zusammen mit der Geske-Johnson-
Formel (1.10) kann somit der Preis einer amerikanischen Put-Option wie folgt dargestellt
werden

n n

PA(S,K,T) = lim (K > e TNy (bies Rig) — S Y Ny (arx; R1k>> . (161)
k=1 k=1

In diesem Abschnitt wollen wir auf die Konvergenz der einzelne Terme in (1.61) eingehen.

Nach Bemerkung 1.15 lésst sich die zweite Summe in der Formel (1.61) wie folgt verein-
fachen

> Ni(aw; Rup) =1-P(S1>S7,...,8, > S}).
k=1
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Dabei sind S = Spexp {(7" + %z)tk + aWtk} eine geometrische Brownsche Bewegung

zur Zeit t;, unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf P und S} der kritische Preis (zur Zeit ty,)
einer n-Bermuda-Put-Option.

An dieser Stelle machen wir die Abhéngigkeit von der Zerlegung Z,, erneut kenntlich
und héngen den Index -(,) an. Das zu untersuchende Problem ist somit die Existenz des
folgenden Grenzwertes

lim P (Sl,(n) > Si(”)’ ey Sn,(n) > S:L,(n)) . <162)

n—oo

Dazu sei Z,, eine Zerlegungsfolge des Intervalls [0, 7] mit der Eigenschaft Z; C Z; fiir
i < j. Fiir die Feinheit dieser Zerlegung A,, gelte weiter A,, — 0 fiir n — oo d.h. Z,, ist
eine Zerlegungsnullfolge. Fiir ein beliebiges, aber festes k € N existiert nach Satz 1.27 ein
ng € N, so dass fiir alle n > n; gilt

M (s> 871/ C () {Se> 8t b€ () 180> 87— 17k},

tez, teZ, teZ,

v~

At = A
'_An,k =An '_An,k

woraus folgt

P(Af,) <P(4,) <P(4;,). (1.63)
Weiterhin gilt
it E (4,) = F (m QA,;,Q _P (m@ (50> s;})

T i B At
= Jim Jim B (4,).
Daraus folgt die Existenz des Grenzwertes in (1.62). Aus der Konvergenz von Pfln) (S,K,T)

und S>3, Nk(agz) ; R:(LZ)) kann die Konvergenz von Ky ), et Nk(bgz,) ; Rgz)) ge-
schlussfolgert werden. Insgesamt folgt somit
n—oo

PA(S, K,T) = lim K3 e Ny (b5 RYY) - 1im 83" N, (afy)s BYY), (164
k=1 k=1

wobei sich der zweite Term als komplementédre Wahrscheinlichkeit, dass sich die geome-
trische Brownsche Bewegung in (1.21) auf der dichten Teilmenge Z = |J Z,, von [0, 7]
iiber dem kritischen Rand der amerikanischen Put-Option befindet, interpretieren lasst.
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1.4 Early-Exercise-Pramie
1.4. Early-Exercise-Pramie

Eine der bekanntesten Darstellungen des Preises einer amerikanischen Put-Option ist die
folgende (siehe z. B. Myneni [93])

T
PA(So, T) =E* [ (K — Sp)* | So] +E* [/ e "rKlg,<g:3du | So|, (1.65)
0

—pE (S 7T’ ~"~
P*(50.T) Early-Exercise-Pramie:=eA(Sp,T')

dabei bezeichnen p¥(Sp, T) den Preis einer europiischen Put-Option und S den kriti-
schen Preis zum Zeitpunkt u. Die amerikanische Put-Option kann somit als eine européi-
sche Put-Option zuziiglich der Pramie (Early-Exercise-Pramie) fiir die Moglichkeit der
vorzeitigen Ausiibung aufgefasst werden.

Intuitiv kann diese Zerlegung wie folgt erkldrt werden (siehe Carr et al. [20]). Ein In-
vestor hélt eine amerikanische Put-Option immer wenn der Aktienkurs sich iiber dem
kritischen Rand befindet (zur Zeit to ist das der Fall, d.h. Sy > S, nach unserer Ver-
einbarung). Falls nun der Aktienkurs im Laufe der Zeit féllt und den kritischen Rand
von oben beriihrt, iibt der Investor seine Option aus, liefert die Aktie dem Verkéufer der
Option (Leerverkauf) und legt den Geldbetrag K (Ausiibungspreis) zu einem risikolo-
sen Zinssatz an. Falls der Aktienkurs steigt und diesmal den kritischen Rand von unten
beriihrt, so kauft der Investor eine amerikanische Put-Option fiir K — S und schliefst
den Leerverkauf in der Aktie. Diese Strategie ist aufgrund der sogenannten smooth fit
Bedingung® selbstfinanzierend. Das Auszahlungsprofil der Strategie am Ende ist gleich
der Auszahlung der européischen Put-Option. Demnach ist der Barwert dieser Strategie
gleich dem Preis einer europaischen Put-Option sowie dem Barwert aller akkumulierten
Zinsen auf den Ausiibungspreis, solange der Aktienkurs sich unter dem kritischen Rand
befindet.

Aus den Eigenschaften amerikanischer Put-Optionen folgt, dass fiir alle Sy € (0, S§] eine
amerikanische Put-Option gleich ihrem inneren Wert ist. Daraus folgt in Verbindung mit
der Gleichung (1.65) 2

T
K — Sy =pP(Sy,T) +/ e "MrKE [Lgg,<s:3 | Sol du. (1.66)
0

Somit 16st jedes Sp < S die obige Gleichung, insbesondere Sy = Sj. Das Einsetzen von
So = S§ in die Gleichung (1.66) fiihrt zu der sogenannten free boundary equation (vgl.
[20]).

Peskir [95] zeigte zudem, dass der kritische Rand (S} );c(o,r) einer amerikanischen Put-
Option sich als die eindeutige Losung (in der Klasse der stetigen Funktionen ¢ : [0,7] — R

! lim_P*(Si,t) =K — S; und _lim PG g,

S¢— S} S¢—Sy ¢

2Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge folgt aus dem Satz von Fubini.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

mit 0 < ¢(t) < K fiir alle t € (0,7)) der free-boundary equation

T
K— S =pB(SLT—1)+ / T KE (L, <50y | 5] du (1.67)
t

charakterisieren lasst. Dies erdffnet die Moglichkeit den Preis einer amerikanischen Put-
Option numerisch mit Hilfe der Darstellung (1.65) zu berechnen. Zunéchst wird das
Riemann-Integral in (1.65) diskretisiert, woraus dann (rekursiv) aus den impliziten Glei-
chungen

PASH, T —t)=K — S}

die approximativen Werte fiir die kritischen Preise S} und anschliefend fiir den Preis der
Put-Option selbst ermittelt werden kénnen (vgl. [51], [67]).

Eine dhnliche Zerlegung des Preises kann ebenso fiir eine n-Bermuda-Put-Option gewon-
nen werden. Dabei folgen wir hier den Darlegungen von Iwaki et al. [55].

1.4.1. lwaki-Kijima-Yoshida-Darstellung fiir die Early-Exercise-Pramie
einer n-Bermuda-Put-Option

Satz 1.37. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option Pén)(S, T) lisst sich schreiben als

P{M(8,T) = pP(S,T) + e)(S,T), (1.68)
mil
n—1
(S, T) =Y e THE" [(K — St — pP(Sk. T) L8585 nSer> Sy Snzsit) | 50) -
k=1

Weiterhin ist jeder Summand in e%n)(S, T) positiv und daher gilt egl”)(S, T)>0.
Beweis. Der Preis einer européischen Put-Option zur Zeit ¢ ist gegeben durch
PP(5 T — 1) = e T [(K — S1)Lpg, .y | St] . (1.69)

Weiterhin kann die Menge {S7 < S} als disjunkte Vereinigung folgender Mengen auf-
gefasst werden

{Sr < Sp}={S < S} ={S < S, 51 <57}
U{S, <S:, S >8r, S <83}

U{Sy <85, 8 >8], Sna>Si o, 81 <S5}
U{Sn <85, 8 > 87,0, Spa>8% o, S 1>5 ).
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1.4 Early-Exercise-Pramie

Somit gilt fiir die entsprechenden Indikatorfunktionen
Hsuzsiy = Wsazspsizsyy Tt Hsagsisiostosia>Si o Sum<si,}
t s, <55,81>5],50 2555 550 1555}
und daraus
e TR (K — 8,) Lsio8t, 80 2280 580 1>8% ,,5.<53} | So}
=e¢ "E* [(K — Sn) Iys,<s:3 | So]
— e ThE [e—T(t”‘“) (K = 5n) Lis, <5z L {s,<s71 | SO}

— G*T‘tQE* [G*T(tn*tZ) (K — Sn) ]]'{SnSS;(L}:H'{Sl>Sr,SQSSS} | S[)i|

. eirt"_lE* [e*r(tnft"_l) (K — Sn) ﬂ{SnSS;‘L}X

><]l{sl>s;,...,sn,2>S;,2,Sn71§S;,1} | SO] :

Mit Hilfe der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung folgt weiter

— 7l *
€ " E (K - Sn) :H'{Sl>5f,--.,Sn72>S:;72’Sn*1>S:;717S"§S:L} ‘ SO]
= e "B [(K — Sn) 1gs,<s3) | So]

- efrt:lE* |:67T(tnft1)E* [(K — Sn) ﬂ{SnSS;‘L} | Sl] 1{5’1§S{} | SO}

o e—’r‘tQE* [e—T(tn—tQ)E* [(K _ Sn) H{Sngs;«l} ’ 52] 1{51>S{,SQ§S§} ’ SO]

N O [e‘r(t"_t“‘l)E* (K = Sn) Lgs,<s5y | Sn1] x

81557 80> 85y Sua<8;_,} | SO] '

Die inneren Erwartungswerte

TR [(K ~ 5,) s, 55y | 5], 7= 1om =1
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

entsprechen nach (1.69) den Preisen européischer Put-Optionen. Daraus folgt

—7rt
e "ET (K = Sp) ]l{sl>S;,...,sn_2>s;_2,sn_1>s;;_1,sngs,g} | 50]

= pE(Sv T)

_ T [pE(Sl,Tl) Lig <siy | 50}

_ TR [pE(SijQ) L{s,551.5.<55) | 50}

— 7ty 1% E
—e "R [p (Sn—1,Tn-1) 1{51>S;,.‘.,sn,2>s;;72,sn,1gs;;fl} | Sol,
(1.70)

wobei T; =T — t; ist.
Der Ausdruck

—rtn
e "ET (K_Sn)ﬂ{sl>s;,...,sn,2>s;72,sn,1>s* Sn<Si} | 50]

n—17

entspricht dem letzten Summanden in der Summe (1.9). Wir setzen somit (1.70) in (1.9)
ein und erhalten den ersten Teil der Behauptung.

Der zweite Teil folgt aus der Definition des kritischen Preises S}, und der Tatsache, dass
die Funktion S + p¥(S,T) monoton steigend in S ist. Denn auf der Menge {S; < S;}
gilt
S + PP (S, Th,) < S+ pP (S5, i) < S+ P, (S;, Th) = K.
Somit ist jeder Summand in e%”)(s, T') nicht negativ, woraus e%n)(S, T) > 0 folgt.
O

Die Grofe e%")(s, T) wird als Early-Exercise-Pramie einer n-Bermuda-Put-Option be-
zeichnet.

Wir fassen zusammen:

T
6A(S, T)=E" / €7TUTKH{Su<S;}du | Sol,
0

n—1
R \E —7rt E
(S, T) =E* |3 e (K — Sp — p” (51, T) L5581 80151 sesse) | S0
LEk=1

(1.71)
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Folgerung 1.38. Aus der Konvergenz der Preise von amerikanischen und n-Bermuda-
Put-Optionen folgt die Konvergenz von Early-Exercise-Pramien

lim e (S,T) = e(S,T). (1.72)

n—o0

Bemerkung 1.39. Die Konvergenz der Early-Exercise-Pramie einer n-Bermuda-Put-
Option gegen die Early-Exercise-Préamie einer amerikanischen Put-Option ist leider nicht
direkt sichtbar. Dariiber hinaus ist der Erwartungswert in (1.71) aufgrund des k-ten
Summanden

—rty, E
E* [e "k (Sk7Tk)]l{S1>S* Se-1>55_1,56<S} } | SO}

19

log%+ (r—";)Tk

. ks —rT
=E*|e"™ KN o JTr 1{31>Sf:-~~:sk—1>S,‘;,1,Sk§SZ}+
log Sk ( Ui) T
TG, N og 7+ \r+ 5 )1k . s
k o /T {S1>8%,....8k—1>S5_;,Sk<Sz } 1 20

analytisch nicht handhabbar (vgl. [55]).

Aus diesen Griinden wollen wir im néchsten Abschnitt eine alternative Darstellung fiir
die Early-Exercise-Préamie einer n-Bermuda-Put-Option herleiten.
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1.4.2. Alternative Darstellung fiir die Early-Exercise-Pramie einer
n-Bermuda-Put-Option

Auf der Suche nach einer neuen Darstellung fiir die Early-Exercise-Pramie lassen wir
uns von Kim [71] inspirieren. In seiner Arbeit hat er eine Formel fiir die Early-Exercise-
Pramie einer n-Bermuda-Put-Option induktiv hergeleitet und die Konvergenz gegen die
amerikanische Early-Exercise-Pramie untersucht. Wir verfolgen hier den gleichen Ansatz
mit der Ausnahme, dass die Formel fiir die Early-Exercise-Préamie einer n-Bermuda-
Put-Option direkt aus Formel (1.68) (Iwaki-Kijima-Yoshida-Darstellung fiir die Early-
Exercise-Pramie einer n-Bermuda-Put-Option) hergeleitet wird. Zusétzlich wird der von
Kim [71] nicht weiter spezifizierte Fehlerterm' fiir n € N explizit dargestellt und eine
Abschétzung fiir diesen vorgeschlagen.

Zuletzt werden einige Figenschaften des approximativen Preises einer n-Bermuda-Put-
Option P,(Ln) (siche Definition unten) aufgelistet. Insbesondere wird das Verhalten von
P,(Ln) in Abhéngigkeit des kritischen Randes untersucht.

Ebenso wie an fritheren Stellen dieser Arbeit seien Z,, := {0 = to,t1,...,t, = T} eine
Zerlegung des Intervalls [0, 7] und T; := T —¢; fur ¢ = 0,1,...,n. Aus dem vorherigen
Abschnitt folgt fiir die Darstellung von 7 und (n — 1)-Bermuda-Put-Optionen

P (80, To) = p(So. To) + e (S, To) (1.73)
und
P (81, Ty) = pP (81, Th) + el (S, Th) (1.74)
mit
n—1
6%”) (So,T[)) = e_r(tk—to)E* [(K — Sk *pE(Ska Tk)) ]]'{51>Sf ’’’’’ 5k-1>SZ_175k§SZ} |SO}
k=1
n—1
e (81, Ty) =S ettt [(K = S =P (S T)) Lgynip. sy 1oy sessi) | SI}.
k=2

Das Einsetzen von p¥(S1,Ty) in Gleichung (1.73) liefert

P (8o, To) = p” (S0, Tp) + e "1 [(K ~ 81— P (S, Tl)) ﬂ{ags;}ﬂ 50}

+ e—r(t1—t0)E* [eg@l(slle) | SO} s

'Kim [71] hat den Fehlerterm als O(nAt) bezeichnet und behauptet, dieser wiirde bei wachsendem n
beliebig klein werden. Einen prézisen mathematischen Beweis hierfiir oder einen Hinweis darauf, warum
es zutrifft, konnten wir in seiner Arbeit allerdings nicht finden.
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1.4 Early-Exercise-Pramie

wobei wir die Turmeigenschaft der bedingten Erwartung und die folgende Zerlegung

1= 1{51§Sf} + ]l{Sl>Sf}
verwendet haben.
Im néchsten Schritt wird die européische Put-Option pZ(Ss, Tb) als Differenz der (n —2)-

Bermuda-Put-Option und der Early-Exercise-Pramie zur Zeit to aufgefasst

pP(S2, Th) = P7(L7i)2(82a Ty) — 6522(52,712)

und in die Early-Exercise-Pramie 67(171)1 (S1,T1) eingesetzt. Diese Rekursion wird insgesamt

n—1 mal durchgefiihrt, so dass wir am Ende eine neue Darstellung fiir die Early-Exercise-
Prémie und somit auch fiir den Preis einer n-Bermuda-Put-Option gewinnen

n

P (S0, T) = > e B [ (K = Sk = P (S0 7)) Tyg 0 | So]

k=1
n—1
= pE(S(),T) + Z e ThE* [(K — S — Pﬁ)k(Sk,Tk» H{SkSS,’;} ‘ So} .
k=1

=™ (S0,T)
(1.75)

Dabei haben wir tg = 0, T'= T und die Konvention Pén) = 0 verwendet.

Bemerkung 1.40. Diese Darstellung kann alternativ auch mit einer dhnlichen Vorge-
hensweise wie der von Leisen in [80] erhalten werden:

ey = P (S0, T) = p” (S0, T)

P{O(S0,T) = e " B [P (S0t Taca) | S0

n—2
— |E* Zefrtk]E* [Pé’i)k(sk,Tk) — e*?‘(thrl*tk)PT(ﬁ)(k_i_l)(Sk+1,Tk+1) | Sk} ‘ So]

Lk=0
m—2
— E* Ze—rtk+1]E* [(K — Sk+1 — Péi)(k+1)(5k+l>Tk+1)) ]l{SkHSS;H} | Sk:| ‘ So]
Lk=0
n—1
= Z€_TtkE* [(K — Sk — Péﬁ)k(sk»Tk» ﬂ{skgsz} | SO] )
k=1
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

wobei wir im vorletzten Schritt folgende Zerlegung von Pr(ﬁ)k(Sk, Tk)

P (S, Ty) = e et ge [(K = Skr) Ly <oz, ) | Sk

4+ et —te) [PS—(k-H)(Sk‘*‘l’Tk+1)ﬂ{5k+1>5*+1} | Sk

k

verwendet haben.

Auf der Menge {S}, < Si} ist K — S, > Péri)k(Sk, Ty), woraus bereits die zuvor gezeigte

Positivitat von 67(1") folgt. Die Konvergenz gegen die amerikanische Early-Exercise-Pramie
e ist allerdings noch nicht erkennbar. Dazu zerlegen wir die Early-Exercise-Prémie einer

n-Bermuda-Put-Option in zwei weitere Komponenten und zwar in

e™ (8o, T) = &\ (So, T) + RV (So, T)

mit
n—1
(S0, T) = 3 et (1 — e*r(tk+1*tk)> KE* [1{Sk<S;} | SO} (1.76)
k=1
und
n—1
R (80,T) = 3 e B [ (e =K — 8 = P (81, T) ) g0y | S0)
k=1

Der Term &, (S0, T) liisst sich schreiben als!

1
e (S, T) =" e " r(tpr — ty) KE* [ﬂ{skss;;} | So| + O (At), (1.77)
1

S
|

=
Il

was nichts anderes als die diskrete Version der amerikanischen Early-Exercise-Prémie ist.

Zur Erinnerung

T
GA(SQ,T) = / e "rKE* []l{Su<S{j} | So] du.
0

Mit wachsendem n und einer immer feiner werdenden Zerlegung strebt somit ’é,S”)(SO, T)
gegen e (Sp, T).

'Die Taylor-Entwicklung des Terms 1 — e "®k+178%) = p(tyy — ) + O(AL?). At in (1.77) ist At :=
max {tk+1 — ti}.
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1.4 Early-Exercise-Pramie

Fur Pffi)k(Sk, Ty.) gilt weiterhin

P;:)k(sk, Tk) _ e*T(thrl*tk)E* [(K _ Sk+1) ]l{SkHSSZH} | Sk]

+ C_T(tk+1—tk)E* [Pg—(k—‘rl)(sk'i‘l’Tk+1>1{5k+1>5’;+1} | Sk}

=e it g,

_ e_T(tk+1—tk)E* |:(K — Sk—l—l - ng(k+1)(sk+l7Tk+1)) 1{5k+1>sz+1} | Sk:| .

Womit fiir den Restterm (bzw. Fehlerterm) R,(zn)(So,T) gilt
RV(S0.T)

1

_ —rt * (n)
= 16 k+1TR, |:<K — Skt1 — Pn,(k+1)(5k’+laTk+1)) 1{5k§52}1{5k+1>32+1} | Sol -

3
|

B
Il

(1.78)

Nach Definition von 57, gilt

(K — Skt1— Pfﬁ)(Hl)(SkH,Tkﬂ)) Legsse, ) <0

k+1

woraus folgt, dass der Fehlerterm R%n)(So, T) negativ fiir alle n > 2 ist.

Aus der Zusammensetzung des Fehlerterms R%n)(SO,T) in (1.78) ist erkennbar, dass
dieser bei einer wachsenden Anzahl an Ausiibungsméglichkeiten gegen Null strebt. Denn
einerseits ist K — Sk —Pgi)( ft ) (Sk+1, Tk+1) eine stetige Funktion von Sk 1, die in einer
kleinen Umgebung von S;, |, nach der Definition des kritischen Preises Sy, ungefédhr
null ist. Andererseits féllt die Wahrscheinlichkeit P(Sg < S}, Si41>5), ;) ebenso gering
aus, vor allem wenn S deutlich kleiner als Sy ist (zur Erinnerung S < Sy, ;). Beide
Ausdrucke haben dariiber hinaus sogar einen gegenldufigen Effekt. Auf der Menge, auf

der ein Ausdruck grofs wird, wird der andere klein und umgekehrt.

Eine Nullfolge als obere Schranke fiir den Betrag des k-ten Summanden des Fehlerterms

RL") ist beispielsweise K (1 — e_TA"). Die Frage ob der Term R;n) selbst eine Nullfolge
ist, bleibt noch zu kléren.

Es ist uns leider nicht gelungen fiir den Fehlerterm R,(@n)(SO,T) eine bessere Ordnung

als O(vVAy) auf direktem Weg zu erhalten. Vielmehr wurde die Ordnung O(v/A,,) in-
direkt mit Hilfe von Satz 1.24 hergeleitet. Aus diesem Grund wird weiter unten nur der
Lindirekte Weg vorgestellt.
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

Nach Satz 1.24 gilt

0< PA— P - RV <K (1L-e 80,

wobei 13,9”) + R,(ln) der Preis einer n-Bermuda-Put-Option ist und ﬁ,ﬁ") = pE + é{nn), mit
& definiert in (1.76) ist. Weiterhin folgt fiir den Restterm R

0>R™M > K (1—e ™) + (PA - 137§">) 1 (1.79)

{pa-PM <o}

pA_pM <

1
R{PA_E(IH)SO} - {O sonst

Lemma 1.41. Es sei die Zerlegung (Menge der Ausibungsmdglichkeiten) Z,, von [0,T]
dquidistant mit Schrittweite A,,. Auf der Menge {PA — ﬁ,ﬁ”) < 0} gilt

22+ \ﬂ) o (1.80)

VA,

2ro

K (1—e ™4 (

mit C := max{|logK| , |log So|, 0 K TN(iTTT\/T)} und

o

B (8o, T) = p*(50,T) + Zeiﬁk ( B (tkﬂitk)) KE { {se<5¢ (o } | SO} .

Beweis. Fiir den Preis einer amerikanischen Put-Option P4 gilt (vgl. [20], [96])

T
A (8o, T) = pP(So,T) +/0 e "MrKE* [Lgs,<s:3 | Sol du. (1.81)

Da der kritische Rand einer amerikanischen Put-Option stetig ist (vgl. [96]), existiert ein
&k € (tk, tg+1), so dass gilt
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1.4 Early-Exercise-Pramie

n—1

> pE + kzoertk (1 . e*T(tk+1*tk)) KE* []l{sngSZ} ‘ SO] = ﬁA. (1.82)

Dabei gilt die letzte Ungleichung wegen der Monotonie des kritischen Randes einer ame-
rikanischen Put-Option (vgl. [96]). Wir haben S¢ zur Zeit § durch den kritischen Rand
Sp zur Zeit t, < &, ersetzt.

Nun gilt auf der Menge {PA — IST(LH) < 0}

‘PA _]37(111) < ‘]3A _ﬁTgn)
n—1
rAn —rt *
SO 2 [ Mis <5y~ Dissy 1 | )
1 n—1
< TWK (1 - e_TA") Z ’ dQ(S(b S}:(n)’tk) —d (S()a S];k?gk) ) (183)
k=1
wobei
log % + (r — %2) T
da(S1, S2,7) = = -
Fiir den Betrag in (1.83) konnen wir die folgende Abschétzung gewinnen
log S} —log S} () r— o
do(So, S 1 ) — do (So, SE, ‘< 10 2 (t — t)
2(50, S (n)» tk) — d2 (S0, Sk, &) | < i + | (Ve = Vi
2 t — 4/t
L 20y k+1t \/Tg’ (1.84)
o k

mit C; := max {|log K|, |log So|}.
Mit Abschétzung (1.49) fir die kritischen Rénder gilt weiter

log Sj; —log S}, . /A
i b | o G2 VAn (1.85)
o/t o Vi
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mit

(1.86)

Das Einsetzen von (1.85) und (1.84) in die Summe (1.83) fiithrt insgesamt zu der Ab-
schéitzung

~ 1 o? 2(2+VT)
pA_pn| < K(1—e ™ — — | VT +C —rnrxr—>
’ L S ( e ) r 5 \/> + Tn R

mit C := max {C1, Ca}.
O
Bemerkung 1.42. Nach dem Ergebnis von Lemma 1.41 folgt somit, dass der Fehlerterm

R von der Ordnung O(v/A,,) ist. Die Auswertung der numerischen Simulationen (siehe
auch Kapitel 4) lassen jedoch auf die Ordnung O(A,,) schliefen. Auf der Menge {Sp < §(’§}
zum Beispiel, wobei §5 eine Losung von K —S§ = 137(?) (§§ ,T) ist!, lisst sich die Ordnung
O(A,,) sogar direkt nachweisen. Denn in diesem Fall verschwindet der Term mit der

Indikatorfunktion in der Ungleichung (1.79) aufgrund von P4(Sp) — ﬁTE”)(SO) >0 und es
bleiben somit nur die Terme der Ordnung O(A,,) iibrig.

Die vor Lemma 1.41 hergeleitete Early-Exercise-Pramie-Darstellung des Preises einer n-

Bermuda-Put-Option halten wir aus Vollsténdigkeitsgriinden im néchsten Satz fest.

Satz 1.43. Der Preis einer n-Bermuda-Put-Option qun)(So, T) mit den Ausibungsmdog-
lichkeiten O = t(()n) < tgn) <. .. < t&") =T kann als eine europdische Put-Option zuziglich
der Early-Ezercise-Primie und abziglich® des Fehlerterms dargestellt werden

P (8o, T) = pP(So,T) + ™ (8o, T) + R™ (S, T). (1.87)

Dabei ist die Farly-Exercise-Pramie definiert durch

1
~(n) _ —rt o —’F(t —t ) *
e (Sy,T) = e z (1 e~ (ter1 =t >KIE [1{&&;} | So

3
|

b
Il

und der Fehlerterm durch

Rén) (‘507 T)

n—1

_§ : —r * (n)

= e TR [(K—Sk-H _Pn_(k+1)(sk+17Tk+1)> ﬂ{skSSZ}l{Sk+1>SZH} | Sol -
k=1

'Die Existenz der Losung folgt aus P{™ (0) < K und P{™ > 0.
2Der Ausdruck ,abziiglich wird an dieser Stelle wegen R™ < 0 fiir alle n > 2 verwendet.
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1.4 Early-Exercise-Pramie

Feststellung 1.44. Der Preis einer (n — i)-Bermuda-Put-Option mit den Ausiibungs-
moglichkeiten in ¢;41,...,%t, und der Dauer T; := T — t; betragt zur Zeit t;

P™M (S, Ty) = pP(Si, Th) + € (Si, Th) + R, (80, T0), (1.88)
mit
n—1
N(n) (SuT) Z e T(th—t:) (1 — e*T(t’““*tk)) KE* {l{skgsg} | Sil s
k=i+1

n—1

— - —t;) T * (n)
= Z e Tteri—ti)g [(K Sk+1 — (k+1)(5k+1’Tk+1)>H{Skﬁsz}ﬂ{3k+1>sz+1} | S;
k—it1

Der kritische Preis S; zur Zeit ¢; ist dabei definiert durch
K — 87 = pP(85,T0) +&\",(S;, Th) + R, (7, Th). (1.89)

Bemerkung 1.45. Der Preis einer (n—1)-Bermuda-Put-Option nach Formel (1.88) wird
weiterhin, wie in der Arbeit von Geske und Johnson [41], rekursiv berechnet. Das heift,
dass zunéchst der kritische Preis S} _; zur Zeit ¢,,_; aus der Gleichung

K — 52—1 = pE(SZ—anq)

bestimmt wird. Danach wird mit Hilfe von S} _; der Put-Preis PQ(n) (Sn—2, Ty,—2) ermittelt.
Diese Prozedur wird induktiv bis zum Zeitpunkt ¢; fortgesetzt.

Der Vorteil von Formel (1.88) gegeniiber der Geske-Johnson-Formel (1.25) besteht je-
doch darin, dass die mehrdimensionalen Integrale (Dim > 2) nur im letzten Term, also
dem Fehlerterm, vorkommen. Da der Fehlerterm mit wachsendem n gegen 0 konvergiert,
kann dieser bei der Berechnung des Preises einer amerikanischen Put-Option vernach-
lassigt und der Preis einer (n — ¢)-Bermuda-Put-Option durch den approximativen Preis

ﬁé@i(&-, T;) ersetzt werden. Es gilt

PS5, Th) = pP(Si, Th) + Z e t) (1= et W) KB [Ty oy | S
k=i+1 F
(1.90)
Dabei werden die approximativen Kkritischen Preise §Z* flir i = n—1,...,0 rekursiv,

ausgehend von der Startbedingung §;’; = K, aus der Gleichung
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Kapitel 1. n-Bermuda-Put-Option nach Geske und Johnson

K — 87 = p"(8].T0) + (5}, ) (1.91)
bestimmt. Auf diese Weise wird die Schwierigkeit der Auswertung mehrdimensionaler
Normalverteilungen vermieden.

Bemerkung 1.46. Huang et al. [51| haben die Formeln (1.90), (1.91) fiir die approxima-
tive Berechnung einer amerikanischen Put-Option verwendet. Trotz der um den Fehler-
term bereinigten Formeln bleibt die Berechnung des approximativen Preises ﬁé”)(si, T;)
fiir groke n, nach Aussage von Huang et al. [51|, rechenintensiv. Daher verfolgen sie,
ebenso wie Geske und Johnson, den Ansatz die Richardson-Extrapolation nach der Be-
rechnung der ersten Folgenglieder der Folge 137§”) anzuwenden.

Allerdings ignorieren sie dabei die folgende Problematik. Obwohl R(Zn) < PA fiir alle
n € N ist, gilt ﬁ,&n) > P,(Ln) aufgrund des negativen Fehlerterms R%n). Als Folge dessen
kann es vorkommen, dass ﬁ,(Ln) > P4 wird!. Auf der anderen Seite gilt insbesondere
flir das erste Folgenglied ﬁl(l) = pP < PA. Das bedeutet, dass die Folge 137(1") nicht
monoton ist, was wiederum impliziert, dass fiir die Extrapolation des Grenzwertes die
ersten Folgenglieder wenig geeignet sind.

Ibanez [54] hat vorgeschlagen die Early-Exercise-Pramie bzw. den Fehlerterm so zu mo-
difizieren?, dass die Folge der approximativen Bermuda-Put-Optionen ]37(Ln) monoton von
unten gegen die amerikanische Put-Option P4 konvergiert. AuRerdem schliigt er als ei-
ne Art Faustregel vor, generell auf die ersten drei Folgenglieder zu verzichten und die
Richardson-Extrapolation erst auf die folgenden Glieder der Folge anzuwenden.

Aufgrund der Tatsache, dass die Grofe 13,§”) zur Berechnung des Preises einer amerika-
nischen Put-Option verwendet werden kann, wollen wir zuletzt einige Figenschaften von
]375”) auflisten. Insbesondere wollen wir das Verhalten des approximativen Preises 13,5”) in
Abhéngigkeit des kritischen Randes untersuchen. Der Ubersicht wegen lassen wir auch
hier den Index - weg.

Definition 1.47. Sei L := (Ly)1<k<n eine (deterministische) Folge mit Werten in [0, K].
Wir definieren

n—1
Pu(S0,T: L, 2) = p"(So, L, T) + Y e (1= e =0) LB (15,20, | S0]
k=1
(1.92)

!Dieser Fall kommt nur fiir Sp > S¢ ab einem gewissen Index n vor, der von anderen Modellparametern,
wie dem Zinssatz r und der Volatilitdat o, abhangt.

2Der Beweis, dass die von ihm vorgeschlagene modifizierte Preisfolge monoton gegen den Preis einer
amerikanischen Put-Option konvergiert, fehlt allerdings.
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wobes pE(So,Ln,T) der Preis einer europdischen Put-Option mit dem Austbungspreis
L, und der Laufzeit T ist. Weiterhin bezeichnet Sy, den Preis einer Aktie zur Zeit iy,
modelliert durch eine geometrische Brownsche Bewegung.

Die Grifie ﬁn(So,T; L, Z,) wird approzimativer Preis der n-Bermuda-Put-Option zum
Rand L genannt (oder kiirzer approzimativer Preis zum Rand L ).

Bemerkung 1.48. Fiir L,, = K und Ly =0 fiir k = 1,...,n ist der approximative Preis
der n-Bermuda-Put-Option zum Rand L gleich dem Preis einer européischen Put-Option
p¥ mit dem Ausiibungspreis K und der Laufzeit T

Lemma 1.49. Es seien B := (By)1<k<n und H := (Hy)i1<k<pn 2wei (deterministische)
Folgen mit Werten in [0, K| und es gelte By < Hy, fir k=1,...n. Dann gilt

P.(So,T; B, Z,) < Pu(S0,T: H, Z,). (1.93)

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Definition von ﬁn(So, T:L,2,).
]
Lemma 1.50. Es seien B := (By)1<k<n und H := (Hy)1<p<n zwei deterministische

Folgen mit Werten in [1, K| und es gelte nrlkaxﬂ:f;C — Bi| < C(Ap)Y mit C > 0 und
a € R. Dann gult

_ ~ K
Bo(S0, T B, Z0) — Pu(So, T H, 2,)| < 2 C(AL)® (3\/An+2ﬁ). (1.94)
Yixea

Beweis. Der Beweis erfolgt analog zum Beweis von Lemma 1.41.

O]

Bemerkung 1.51. Aus dem letzten Lemma erschliefst sich, dass die Ordnung der ma-
ximalen Abweichung der Rénder sich auf den Fehler der approximativen Preise einer
n-Bermuda-Put-Option ibertragt. Es gilt sogar genauer, falls

n—1
> N (=da(So, H, tr)) = N (=da(So, Br, tx))| = O ((An) %)
k=1

iSt; S0 gllt ﬁn(SOa Ta Ba Zn) - ﬁn(SOaTv H7 Zn) = O ((An)l—a).

Das Ergebnis aus Lemma 1.50 lasst sich auch auf amerikanische Put-Optionen iibertra-
gen.
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Lemma 1.52. Es seien S := (S} )icjo,1) der kritische Rand einer amerikanischen Put-

Option und S* := (§f)t€[0’ﬂ eine Approzimation des kritischen Randes S* mit St = K.
Es gqilt

PA(387) = PA(; 87| < Kf <N<m) - ;) 5% = 5]l (1.95)

wobei PA(-;S*) durch

T
PA(-;8%) = pP(S,,T) +rK/ e ™M E* [1{g,<s:1 | So] du
0
gegeben ist.

Beweis. Es gilt

T —ru
‘PA(-;S*)—PA(-;§*) < B HS*—§*HOO/O € _ du. (1.96)

T V270

Weiterhin gilt

T T o—ru 2r VT 2 Vor (VT 2 1
du = e "™ du = e~z dr=V2r | NW2rT) — )
V2r Jo Vu V2r /0 V2r /0 ( ( ) 2

und zusammen mit (1.96) die Behauptung.

Bemerkung 1.53. Der Term N (v/2rT) — 1/2 konvergiert fiir T — 0 gegen null. Um
eine gute Approximation fiir den Preis einer amerikanischen Put-Option fiir kurze Rest-
laufzeiten T' zu erhalten, ist es somit nicht notwendig den kritischen Rand auf [0, 7] ,sehr
genau”“ zu bestimmen. Das ist insofern hilfreich, da der kritische Rand eine unendliche
Steigung bei t = T aufweist, was iiblicherweise zu sehr grofen Abweichungen in der Néhe
der Falligkeit fiihrt.
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2. Sensitivitaten der
n-Bermuda-Put-Option

Der Fokus der meisten Forschungsarbeiten iiber Bermuda-Optionen bzw. amerikanische
Optionen liegt in der Herleitung (bzw. der Approximation) des Optionspreises selbst.
Ein sehr wichtiges Thema, nédmlich die Bestimmung der Optionssensitivitdten (partiel-
le Ableitungen nach Eingangsparametern) fiir die dynamische Absicherungsstrategien,
bleibt dabei weitgehend unbehandelt. Es existieren nur wenige Arbeiten, die sich mit
Sensitivitdten von Bermuda bzw. amerikanischen Optionen beschéftigen.

Die erste solche uns bekannte Arbeit ist die von Geske und Johnson [41]. Die Autoren
haben darin nicht nur den analytischen Preis der n-Bermuda-Put-Option angegeben,
sondern auch dessen Sensitivititen. Leider haben sie, wie auch schon im Falle der Preis-
formel, auf die Beweise und fast jegliche Anmerkungen zu der Herleitung der Formeln fiir
die Sensitivitdten des Optionspreises verzichtet. Zudem ldsst sich anhand Threr Schreib-
weise die Bedeutung mancher Formeln und Bezeichnungen (vor allem der Grofe wh) nicht
eindeutig erschliefsen.

Das Ziel dieses Kapitels besteht darin die eben genannten Unklarheiten der Arbeit von
Geske und Johnson zu beseitigen und die Richtigkeit der Formeln fiir die Sensitivitdten
des Optionspreises zu beweisen. Das Augenmerk wird hierbei auf eine anschauliche und
leicht nachzuvollziehende Darstellung gelegt.

Wie weiter unten ersichtlich wird, ist die Herleitung der Formeln keineswegs trivial, son-
dern relativ rechenaufwindig. Zur besseren Ubersichtlichkeit fiihren wir daher eine eigene
Notation ein und entwickeln zunédchst Hilfsmittel, die uns in den darauf folgenden Ab-
schnitten viel Arbeit ersparen werden.

2.1. Hilfssatze und Lemmata

Bekanntermafien ist der Preis einer européischen Put-Option im Black-Scholes-Modell
zur Zeit t gegeben durch

p?¥ = e ""KN(-b) — SN(—a), (2.1)
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mit

S o2
logf—F(r—?)T
b= , a=b+oy7, und T:=T 1. (2.2)
o\T

Weiterhin berechnet sich die Sensitivitdt Delta, also die partielle Ableitung nach dem
Aktienkurs, wie folgt

op¥
—— = —N(—a).

95 (—a)

Auf den ersten Blick kénnte der Eindruck entstehen der Ableitungsprozess sei nicht richtig
durchgefiihrt worden. Es scheint als wire nur der letzte Term —SN(—a) nach S abgeleitet

und die anderen Ableitungen 81\5(5? Y haw. 81\]8(5 a)

nicht berticksichtigt worden.

Das ist jedoch nicht der Fall, denn es gilt
ON(-0) _SaN(—a) — 0,

Ke aS BX

was bedeutet, dass die restlichen Ableitungen sich aufheben.

Uberdies gilt sogar

— S =0, (2.3)

fiur z € {S, K,r}.

Die Relation (2.3) erweist sich als sehr hilfreich bei Berechnungen der partiellen Ableitun-
gen europdischer Vanilla-Optionen im Black-Scholes-Modell . Aus diesem Grund mdéchten
wir in diesem Abschnitt eine &hnliche Relation fiir den Fall einer n-Bermuda-Put-Option
herleiten. Die Formel (2.3) kann hieraus als ein Spezialfall gewonnen werden.

Die Berechnung der partiellen Ableitungen der Geske und Johnson Formel (1.10) nach
allen Variablen zieht die Berechnung der partiellen Ableitungen der k—dimensionalen
Standardnormalverteilungen nach sich. Dieser Schritt erfordert allerdings ein gutes Ver-
stdndnis im Umgang mit mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen der Normalvertei-
lung. Aus diesem Grund stellen wir zunéchst einige Eigenschaften und Zusammenhénge
der k—dimensionalen Verteilungsfunktionen der Standardnormalverteilung zusammen.
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2.1 Hilfssdtze und Lemmata

Satz 2.1. Fiir eine k-dimensionale Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
Ny gilt

a1 1.2 a2 — P12 21 ak— 1k 21
Nk(ala---,ak§c):/ —=—¢€ "I N} P PILTL. B day,

—oo V27 V1-pl /1 -2,

(2.4)
wobei B = (bj) j=1,.. k-1 und C = (¢ij)i j=1,..k symmetrische Matrizen sind, fir die gilt
1n=1
C1j = P1j
Ci1 = pPil

cij = pripn + /(L= p3) (L= p3)bi 151

Beweis. Siehe bei [108| bzw. im Anhang.

O
Satz 2.2 (Verallgemeinerung des Satzes 2.1). Es gilt
ohne s
Ny (ay,...,a; C) = /as L el Ny o | —Psl®s ! — Psk Ts dz,,
Vo N m
(2.5)
wobei B = (bj); j=1,. k-1 und C = (¢ij)i j=1,.. 1 symmetrische Matrizen sind, fir die gilt
Css =1
Csj = Psj
Cis = Pis

Cij = PsiPsj + \/ 1- pﬂ)( ng bij falls i,5<s

= PsiPsj T \/

( Jbis
( )
iy = puips + (L= p2)(1 = p2)b
( )b

Cij = PsiPsj + \/

bii—1 falls i<s,7>s

1—p%)( p]

7]
i—1,; falls 1>s,j<s
1—1

1 - psz)( pg] J—1 f(l”S Z’] > S.

Beweis. Der Beweis verlauft lediglich bis auf die Anpassung der Indizes der auftretenden
Matrizen genau so, wie der Beweis des Satzes 2.1 (siche Anhang). Hilfreich ist dabei die
Tatsache, dass es gilt

(P1<:>SA P1<:>s)_1 = P1<:>SA71P1<:>SJ

mit P einer Permutationsmatrix, wobei P1ogsA bzw. A Pios den Austausch der
Zeilen bzw. der Spalten 1 und s nach sich zieht.
O
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Bemerkung. Die Aussage von Satz 2.2 kann auch in der Arbeit von Curnow und Dun-
net [28] in abgednderter Notation gefunden werden.

Notation. In Satz 2.2 entsteht die Matrix B aus der Matrix C, indem die s-te Zeile und
die s-te Spalte der Matrix C' gestrichen wird.

Insofern ist die folgende Notation angebracht: By -1 := C1p\ (s}, d.h. die Matrix C ohne
die s-te Zeile und die s-te Spalte.

Beispiel 2.3. C13 = C\3\ (2

c11 C12 €13 10
1
00 Co1 C29 (€93 0 0 == ‘i s . (26)
0 0 1 C31 C33
c31 c32 c33) \0 1 —_——
=C3/{2}

:=C13
Mit dem letzen Satz kann nun das folgende Resultat gezeigt werden.

Satz 2.4. Sei N die 1-dimensionale und Ny die k-dimensionale Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung. Ferner sei Ny nach z differenzierbar, dann gilt

dNy (bik; R
M Z 5zk Nk 1 (blk\{z} le\{z}) (2.7)
mit
{—1 wenn 1=k
dik =
1 sonst
b1y = (gla"'agk—lagk>a gz:(slkbza i=1,...,k,
~ ~ ohne i ~ ~ ~ ~
B bi —pabi | be—1— pik—1bi bp — pirbi
1k 7, ...... 3
1—p3 \/1 Pik—1 \/I—sz
und

le:{pst | S,tzl,...,k‘}

Pst — PisPit

V=)= s)

ﬁlk;\{i}: s,t=1,...,i—1i+1,...,k
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Beweis. Der Beweis ist eine direkte Anwendung von Satz 2.2. Zur besseren Ubersicht
setzen wir b; := d;1p:b; fiir i = 1,..., %k und erhalten

k
dN}, b1k, Ry;) Z b1k7 Ryy,) db;
— dz

k b,

-3, dbia/bz RN
= 2 ik dz a’l‘)fz o V21

bi —piazi | k-1 — pik—1% b, — pirti

M 2 )
1- ,0121 \/1 ~ Pik-1 \/1 - P?k
k

B db; AN (b;) -
= ;@kdz b, Ni—1 (blk\{i} ; le\{z‘})

; le\{i} dx;

k

=Y oa d]Yiibi) Ny <Elk\{i} ; ﬁlk\{i}> :
=1

O

Lemma 2.5. FEs sei B eine symmetrische invertierbare Matrix, so dass der obere rechte
Quadrant und der untere linke Quadrant jeweils Nullquadranten sind, d.h. bg = 0 falls
s<m,t>m oder s >m,t<m

5=(% 5,)
dann gilt
Ny (a1,a9,...,an; B) = Ny (a1,a2,...,am; B1) Np—m (@m+1, Gmt2, - - - an; Ba) . (2.8)
Beweis. Die Behauptung folgt allein aus
det(B) = det(B;) det(B2)
und

t —1 t —1 t —1
Lin Bz, = Lim Bl Tim + Lm+1,n B2 Lm+1n,

ot
mit x;; = (@i, Tig1, - - -, Tj).
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Bemerkung 2.6. Ab jetzt spezifizieren wir die in den Vektoren by, a1x und Elk\{i},
Zle\{i} vorkommenden Grofen b;, a;, p;; und setzen fiir 7,5 = 1,...,k

log%—k(r—";)ti b
bi == : y a; = bz + O'\/E und Pij = 5Zk5k M (29)
oVt ’ "V ey

Die Ubertragung des Ergebnisses aus Lemma 2.5 auf unseren Fall fiihrt somit zum fol-
genden Resultat.

Lemma 2.7. Es gilt

Ni-1 (glk\{i}§ ﬁm\{i}) = Ng—i <gik\{i}§ ﬁik\{i}) Ni— <gli\{i}§ ﬁli\{i}) (2.10)
Ni—1 (alk\{i}§ ﬁlk\{i}) = Nk ( Qi gy Rip i }> (512'\{@}; ﬁli\{i}) (2.11)

mait

~ ~ ohne i ~ ~ ~ ~
~ b1 — pi1b; bi—1 — pik—1bi b — pirbi
bip\ iy = (2 l, - : = (2.12)
V31— ri \/1 ~ Pik—1 \/1 — Pik
buiy (i) bik\ (i)
. - ohne i - . _ _
~ — 0i10; a — —
Qip\(i} = <a1 pﬂzz, L bl Pk 1% Gk pm%) (2.13)
\V31=ri \/ szl \/1—Plk
a1i\ (i) Qi (i}
und
Ry = Pst — Dislit ’s,tzl,...,z’—l,i+1,...,k

VA=) - p2)

Beweis. Nach Definition von p;; (bis auf das Vorzeichen) gilt

bmin{isj}

pPij = ;

max{i;j}
Daher ist p;spit = pst fiir s < i, > i (2-ter Quadrant) oder s > i,t < i (4-ter Quadrant).
Aus der Definition der modifizierten Korrelationsmatrix Ry ;) ist ersichtlich, dass sie

genau die Gestalt der Matrix B aus Lemma 2.5 hat. Die Behauptung folgt somit nach
Lemma 2.5. O
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Bemerkung. Ein dhnliches Ergebnis wie in Lemma 2.7 ist auch in der Arbeit von Schro-
der [103] zu finden.

Bemerkung 2.8. Aus der Struktur der Vektoren glk\{i} und a4y folgt fiir alle s < i

ls
bs — pisbi = bs — ?bz

i
t
=as+oVis =/ (ai+oVii)
K3

ts
=0s — A/ 7Q; = Qs — PisQ
t;

und daher gli\{i} = 6”\{,}1. Das halten wir im néchsten Lemma fest.

Lemma 2.9. Es gilt

bui iy = @i\ (i) (2.14)

und daraus

N1 (bli\{i}§ Rli\{i}) = N1 (au\{i} ; Rli\{i}) : (2.15)
Lemma 2.10. Es gilt

P ST = 5T eI (b s B )
k=i+1

- 57 Z Ni—i (aik\{i}S ﬁz‘k\{i}) : (2.16)
k=it1

Beweis. Wir stellen fest, dass fiir die j-ten Elemente der Vektoren Bz‘k\{i} und a;p\ () gilt

S* o2
bj — pibi _ s log 5= + (r B 7) (t; —t)

J

— 04k
2 oG

j=i+1,... .k

1Zur Erinnerung bs := d.xbs und daher folgt by = b, fiir alle s < k.
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bzw.

und die Matrix ﬁik\{i} die folgende Struktur besitzt

Riwiy =

1

tit1—t;
tiyo—t;

tiv1—t;
te—1—t;

tit1—ts
tito—t;

1

tivo—t;
te—1—t;

j=i+1,....k
tipt1—t; o tiv1—t;
te—1—1; tp—ti
tiy2—t; _ [tigo—t
t_1—t; trp—t;
lk—1—t;
1 - te—1t;

(2.17)

_ Jtipa—ti Jtiqo—t; _ [tk—1—t 1
t—ti te—ti e t—ti

Die Behauptung folgt direkt aus Feststellung 1.12 in der die (n —i)-Bermuda-Put-Option
an der Stelle S; = S;° ausgewertet wird.

O
Lemma 2.11. Fir z € {S,K,r} gilt
dN(a;)  _., SrdN(b)
= i 2L 2TV 2.18
dz S dz ’ (2.18)
wobei
1og%+ (r— %2) t;
b; = d " und a; = b; + o/t (2.19)
Beweis.

dN(a;) _ dN(a;)da; 1 < day

i
— e 2

dz da; dz /27 dz
1 _B+2bioyGto®t db;
g e 2 _—
V2T dz
—logs—%—rti 1 _i dbl
e i _e 2 —
V2T dz

— efrting(bi) )
S dz
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Nun sind wir in der Lage, die am Anfang des Abschnittes angesprochene Relation her-
zuleiten.

Lemma 2.12. Fir z € {S,K,r} gilt

KZe*”’“ dNj, (b1 ; Rag) SZ dNy (a1 ; Run) _ 0. (2.20)

dz dz
k=1 k=1

Beweis. Mit Hilfe von Satz 2.4 und von Lemma 2.7 folgt fiir den ersten Term

KZ oty ANE bm, Ri)

77‘tk

(blk\{ 1 Rugi })

= ZKZ5k€ (=t g=rta d d(b )Nk i (bz‘k\{z’}§ ﬁik\{i}) Ni-1 (Eli\{z’}Q ﬁli\{i})

=> Ke ™ d]\;(zbi)Ni—1 <51i\{i} ; ﬁli\{i}) > e TN <Eik\{i} ; ﬁik\{i})
i=1

k=i
=P
ZZ&( K+K Z S z( i\ (i} ; m{}))
i=1 k=i+1
und fiir den zweiten Term
dNy (
SZ k a1k, le) _
"L dN(a) ~
=S Z@'k 7 Ni—1 (alk\{i}; le\{i})
k=1 i=1
AL o SEAN (b)) ~ ~
=S Sipe " I Ni—i ( A\ (i} 5 Rik\{i}) Ni—1 (au‘\{i}; Ru\{z})
i=1 k=i
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—25* o ) Ni-1 (au\{z}a Riagi })ZMN% ( ik\{i}%ﬁik\{z’})
—iai< Sr+ Sf Z Ni_ 1( Qi (i) Rik\{i}))-
i=1 k=i+1

Wir stellen fest, dass 8; = a; nach Lemma 2.9 gilt. Beide Terme zusammengefasst ergeben

KZ —rty, AN b1k> Ryy) SZ dNy ( alIm le) _

= Zﬁi (—K + K Z e "ITIN (gik\{i}§ ﬁik\{i}))
=1

k=i+1
_ Zo‘i <_S;‘ + S Z Ni—i ( @i\ {3} 3 zk\{ }>>
i=1 k=it+1
- Z@-(— (K -5+
i=1

+ K Z e IN (b iy Risgsy) = 7 En: News (@ie i zk\{}))

k=i+1 k=i+1

i ( (K — S*)+P(")(S*KT)>:0.

:=0 nach Def. von S}

Im vorletzten Schritt haben wir dabei das Ergebnis aus Lemma 2.10 verwendet.
O

Feststellung 2.13. An dieser Stelle mdchten wir eine weitere niitzliche Relation hervor-
heben

k
K Z _Ttkz5 LA (blk\{}a Ry )
sy

k=1 =1

Nk 1 <a1k\{ i} le\{z}) =0. (2:21)

Diese tritt zum ersten Mal beim Beweis von Lemma 2.12 auf und wird im spéteren Ver-
lauf der Arbeit Verwendung finden.
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Bemerkung. Alle obigen Resultate kdnnten mit geringfiigigen Anpassungen auch auf
n-Bermuda-Put bzw. Call-Optionen im Black-Scholes-Modell mit stetigen Dividenden
iibertragen werden.

Zuletzt wollen wir ein Lemma und eine Folgerung daraus prasentieren, die bei der Un-
tersuchung auf die Konvexitit der n-Bermuda-Put-Optionen hilfreich sein wird.

Lemma 2.14. Es gilt

ZNk (a’lk§ le) =1-N, (aln§ ﬁ1n> (2.22)
k=1

Qi = D,a,, Rln =D,R,,D,
und einer Diagonalmatriz D, := diag(1,...,1,—1).

Beweis. Die Behauptung des Lemmas folgt direkt aus (1.32). Dariiber hinaus kann die
Relation (2.22) auch in der Arbeit von Selby und Hodges [106] gefunden werden.
O

Eine wiederholte Anwendung von Lemma 2.14 auf sich selbst fiihrt zu einer Verallgemei-
nerungsformel, welche in der néchsten Folgerung préasentiert wird.

Folgerung 2.15. Aus

n

ZNk (a1x; Rix) =1—N, (aln; ﬁm)

k=1
folgt
i—1 n R
1 =) Ni(awk; Rix) = > Ny (air; Rax) = Ny (am; Rm)
=1 k=i
und daraus
—~ n o~
Ni—1 (al,z’—li Rl,i—l) — ZNk (@1 Rip) = Ny (aln; R1n> - (2.23)

k=i

Mit der in diesem Abschnitt geleisteten Vorbereitung sind wir in der Lage relativ einfach
und vor allem {iibersichtlich die partiellen Ableitungen einer n-Bermuda-Option nach
dem Aktienkurs S, dem Ausiibungspreis K, der Restlaufzeit T, der Volatilitdt o und
dem Zinssatz r zu berechnen. Dabei nehmen wir an, dass .S, K, T, o > 0 sind.
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2.2. Greeks

Satz 2.16 (Delta A). Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach dem
Aktienkurs S wird als A bezeichnet und ist gleich

0P,

B = — Z Ny, (alk ; le) < 0. (2.24)

k=1

A

Bewezrs.

n

P, " . dNg (b Rip) " ANy (a1 ; Rip)
=K e : -5y : ->' N ;' R
S :16 ds it ds ! k(a1xs Rig)

=0 nach Lemma 2.12

==Y Ni(aw; Ru).
k=1

O

Bei der numerischen Berechnung von Delta kann Formel (2.24) vereinfacht werden. Wie
wir bereits aus Lemma 2.14 wissen, gilt

n

> Ni(ae: Rux) = 1= Ny (@10 Run)
k=1

ai, = Dyay,, Ry,=D,Ry,D,

und einer Diagonalmatrix D,, := diag(1,...,1,—1). Anstatt n Integrale wird nur ein
Integral ausgewertet, womit bei der Berechnung viel Rechenzeit gespart wird. Leider
enthélt der Vektor @i, auf der rechten Seite von Formel (2.22) n—kritische Preise, die
wiederum zuerst rekursiv aus der Geske-Johnson-Formel ermittelt werden miissen.

Satz 2.17. Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach dem Ausiibungs-
preis K ist

0P, =~ _,
aiKZZe % Ng (b1y; Ryg) > 0. (2.25)
k=1
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Beweis.

0Py <~ —~ o ANE (big; Rip) N~ AN (@5 Rag)
= "k Ny (b ; K "t —
K ;6 k (bir; Rig) + ;e 0K S; JK

=0 nach Lemma 2.12

= e " Ng (bix; Rux).-
k=1

O]

Satz 2.18 (Rho p). Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach dem
Zinssatz v wird als p bezeichnet und ist gleich

P, =, .
p=g :—KZtke % Ny (b1 ; Ryx) < 0. (2.26)
k=1
Beweis.
oP,
or
n _ " i AN (blk' le) - dNy, (alk‘ le)
=K te "N, (bs; R K "tk ’ - S :
;ke & (bik; Rix) + ;e o ; dr

=0 nach Lemma 2.12

n
=K tye "Ny (bi; Rag).
k=1

O]

Bemerkung 2.19. Das negative Vorzeichen der Ableitung stimmt auch mit der Intuition
iiberein, wonach eine Erhohung des risikolosen Zinses eine Minderung des Barwertes
des Ausiibungspreises nach sich zieht und als Folge dessen ebenso zur Verringerung des
Optionspreises selbst fiihrt.

Die Sensitivitat Delta ist hierbei dermafien wichtig, dass sogar untersucht wird, wie stark
Delta selbst bei einer Anderung des Aktienkurses variiert.
Satz 2.20 (Gamma T'). Die zweite partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option

nach dem Aktienkurs S wird als T' bezeichnet und ist gleich

aQPn n k AN ; _ ~
I'.= 952 = — Z Zéikd,(S?)Nk_l (alk\{i} ; le\{i})
k=11i=1

== b d]:;(;i) %Nk—l (%k\{i} ; ﬁlk\{i}) > 0. (2.27)
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Beweis. Dies folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 2.12. Das positive Vorzeichen wird
in der néchsten Bemerkung diskutiert.
O

Bemerkung 2.21. Die zweite partielle Ableitung nach dem Aktienkurs enthélt den
Term % und somit auch die Ableitung des kritischen Preises S} nach dem Aktienkurs
S. Nach Definition des kritischen Preises S} (siehe Definition 1.6) ist es ersichtlich, dass
dieser nicht von dem aktuellen Aktienkurs S abhéngt (vgl. Carr et al. [20], Geske und

a;

o - - . d
Johnson [41]). Mit dieser Uberlegung folgt fiir den Term g

S o2
do, _d (e (g)n) (2.28)
ds — dS o/t T Sovi :
und mithin fiir die zweite Ableitung nach dem Aktienkurs
0?P,
852 - Z Z “ﬂ *Nk 1 (alk\{ } 5 R }) (2.29)

k=11=1

Das Vorzeichen von Gamma wird aus der letzten Formel nicht ersichtlich. Daher formen
wir (2.29) zunéchst um. Es gilt

PP 1L a R
o=~ ST e e (i R

Z daz \FZcSme 1(a1k\{} le\{z})

SO’ Z daz

(‘4—

: (Nil (511'\{@'}; fiu\{i}) - i Ni—1 (alk\{z’}3 ﬁlk\{i}))-

vii k=i+1
Beim genaueren Hinsehen stellen wir fest, dass die Differenz

Ni— (ali\{i} ) ﬁli\{i}) - kilNkl (alk\{i}§ ﬁlk\{i}) , t=1,...,n
=i+

uns schon einmal begegnet ist und zwar in Folgerung 2.15. Die Struktur der Vektoren
a1\ (i}, G1x\ {5} und Matrizen Ry (53, Ry i} entspricht der in Formel (2.23). Danach gilt
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Ni1 (ali\{i}Qﬁli\{i}) klek 1(alk\{z} le\{}) Ny 1(aln\{}’Rln\{ })
i+

und als Folgerung 8P > 0.

Die partiellen Ableitungen nach der Volatilitdt ¢ und der Restlaufzeit T" konnen nicht
direkt mit Hilfe von Lemma 2.12 berechnet werden. Das liegt daran, dass a; = b; + o/t;

ist. Deshalb beinhaltet die Relation zwischen d]\;(za") und d]\(;g’") fir z € {o,T} weitere
Storterme” . Es gilt

dN(a;) .4 SfdN(b;)  dN(a;)
do S do + da; Vi (2.30)
und
dN(al) —rt; S dN(bZ) dN(aZ) g dti
— et 2L S 2.31
ar ¢ S dar " da, oG dT (2:31)

Hier bringt uns Feststellung 2.13 weiter.

Satz 2.22 (Vega). Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach der Vola-
tilitat o wird Vega gennant und ist gleich

= —Szzélk az \FNk 1 <a1k\{z} le\{z}) , (2.32)

k=1 1:=1

oder dquivalent dazu

77‘tk

(B s Bungsy) > 0. (2.33)

Beweis. Nach Satz 2.4 und Feststellung 2.13 gilt

0P, _ KZ —rty, ANE (b1g 5 Ray) SZ dNy (a1x; Rig)

oo do P do

<b1k\{ i Ruga)

—Ttk

—szm

k=11=1

db; ~ ~
( + \/5) Nj—1 (alk\{i}§ lez\{i})
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— _Szz&k IV (a) VtiNg—1 (alk\{ i} le\{ })

k=11=1

oder mit Feststellung 2.13 dquivalent dazu

7T'tk

(blk\{z} ; ﬁlk\{z}) :

Die Untersuchung des Vorzeichens erfolgt genau wie bei Gamma.
O

Bemerkung. Eine Erh6hung der Volatilitét bedeutet eine Erh6hung sowohl von Gewinn-
als auch von Verlustchancen. Da die Verluste nach unten durch 0 beschrénkt sind, zieht
eine Erh6hung des Volatilitdtsparameters eine Erhohung des Optionspreises nach sich.

Annahme 2.23. Wir nehmen an, dass gilt

dt; t;

diT:f, Z:].,...n, (234)

d.h. t; = CLZ'T, a; € R.

Bemerkung 2.24. Arithmetische bzw. geometrische Zerlegungen erfiillen die Forderung
n (2.34).

Satz 2.25 (Theta ©). Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach der
Restlaufzeit T wird als © bezeichnet und ist gleich

0P,
O := 5T — =-K E:Itke " Nig b1y, ; Rag)
o n k
- S35 > Z(Zk \ka 1 (aug\{ 35 Rup g }) (2.35)
k=1 i=1
oder dquivalent dazu
0P,
=K Z;tke "N (bux s Rag)
n k
o dN () S
- Kom ;e k Z;(Sik b VtiNg_1 (blk\{i}a le\{i}) . (2.36)
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Bewets. Nach Satz 2.4 und Feststellung 2.13 gilt

8P o dt
= —rKZ e N (bug: Rag)

dNj (byi; R “~ dN ; R
+K2e_”k k (bik; lk)_sz K (a1k; Rig)

dr dT
k=1 k=1

= _TKZ o dtk 7Nk (b s Ray)

SINED W

k
dN(a;) (db; o dt;
_S;;&'k da; <dT+2de) Ni_1 (a‘lkz\{}7 le\{ })

Ni-1 (blk\{ b le\{z})

n
o —rt :
— _KT Eﬁ tre "  Ni (big; Rig)

DI

k=1 1i=1

ka 1 (alk\{z}a Elk\{i}>

oder mit Feststellung 2.13 &quivalent dazu

0P,
or

= _K— Ztke " N, (biy ; Rag)
=1

—K *”kZé

ka | (bm\{ % le\{l})

O]

Bemerkung 2.26. Theta einer européischen Put-Option ist gegeben durch (setzte n = 1
n (2.35))

oS
—N' rKe "' N(-b), 2.37
25 Na) - (-0 (237
wobei a und b wie in (2.2) definiert sind. Mit N'(a) = e~ & N’(b) folgt somit
—'rT
O,r = K <2\F "(—=b) — rN(—b)) : (2.38)

Fiir » = 0 ist Theta einer européischen Put-Option nicht negativ. Das ist keineswegs
iiberraschend, denn in diesem Fall stimmen die Preise européischer und amerikanischer
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Put-Optionen iiberein und Theta einer amerikanischen Put-Option ist immer nicht ne-
gativ.

Fir r > 0 kann Theta einer européischen Put-Option ©,z sowohl positive, als auch
negative Werte annehmen. Eine detaillierte Analyse iiber das Verhalten von Theta in
Abhéngigkeit von anderen Modellparametern kann in [31] gefunden werden.

Im Falle einer n-Bermuda-Put-Option fiir n > 1 und r > 0 l&ésst sich {iber das Vorzeichen
von Theta ebenso keine konkrete Aussage treffen, da die Ableitung nach der Restlaufzeit
aus zwei Termen mit unterschiedlichen Vorzeichen besteht!.

Theta einer amerikanischen Put-Option, als Grenzfall einer n-Bermuda-Put-Option mit
n — 00, ist hingegen immer nicht negativ. Somit ist es ungewiss, ob und wenn ja, fiir
welche n das Vorzeichen von Theta einer n-Bermuda-Put-Option unabhéngig von anderen
Modellparametern nicht negativ bleibt.

Auf der nichsten Seite listen wir alle Ableitungen noch einmal zur besseren Ubersicht
auf.

IMit einer dhnlichen Argumentation wie der bei der Untersuchung auf das Vorzeichen von Gamma kann
gezeigt werden, dass der zweite Term in (2.35) positiv ist.
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Zusammenfassung 2.27.

opP, -
55 — > Ni(ai; Rug), (2.39)
k=1
0Py ~=~ _,
= > e Ny(bix; Rip), (2.40)
oK
k=1
OP, =, _.
o = Z: ke " Ni(bir s Rug), (2.41)
ap n k
oo SZZ‘S \ka 1 (alk\{} le\{ }) (2.42)
k=1 1=1
0P, r e
=-—-K— tre " Ny (b1 R
T T; ke "* Ny (bi; Rig)
az
B Si Z Z 5’”’“ VtiNe-1 <a1k\{z} ; R1k\{z}> (2.43)
k 1i=1
mit
log%jL (r—‘é) t;
b; = ! 0\/5 und a,-:bl-—i—ax/t:»,
blk‘ = (gla"'agk—lagk)a glzézkbly Z.Zla"'aka
ay = (a1,...,ap_1,ax), @; =0pa;, i=1,...,k,
~ ~ ohne i ~ ~ ~ ~
bu s = (bl —pitbi | be—1 = pig—1bi by — Pikbi>
1= —F7—==-..7... s ,
V1-rh \/1_/’12,1@—1 \/1—ﬂ12k
bui (i bk (i)
ohne i - - . -
G i) = ( leal R e O e L Pikai)
1 = ———,...V... R ,
ali\{i} 5ik\{i}
und
tmin{s;t}
le:{pstfs,t:L...,/{}, Pst = OskOkt ti’
max{s;t}
Pst — PisPit

s,t=1,....i—1,i4+1,...,k

ﬁlk\{i} =

V= 2)(1 - p2)



Kapitel 2. Sensitivitdten der n-Bermuda-Put-Option

Aus Vollstéandigkeitsgriinden seien hier noch die alternativen Darstellungen (vor allem
weil sie den Darstellungen von Geske und Johnson [41] sehr &hneln) der partiellen Ab-
leitungen nach der Volatilitdt o und der Restlaufzeit T' préasentiert:

n k
P, . AN (b; - _
. = —KZ@ (77 Zéik d(g- )\/E'Nkfl <b1k\{i} ; le\{i}) , (2.44)

k=1 =1 g
0P, r o .
o — K7 ;tke " Nj, (bix; Ruk)
n k
g - dN (b;) T ~
— Kﬁ ; e Ttk z_; dik db, VtiNg—1 (blk\{i} : le\{i}) . (2.45)

Die in Formeln (2.44) und (2.45) verwendeten Terme lassen sich auch in der Originalarbeit
von Geske und Johnson [41] finden. Wir vermuten obendrein, dass der von Geske und
Johnson nicht weiter ausgefiihrte Term w) folgende Darstellung besitzen muss'

" " dAN(by) [ - ~
wh=—> e N "5y, dbiz \/;Nk—l (bm\{i} ; le\{i}) : (2.46)
k=1

i=1

Mit dieser Vermutung konnen wir die Richtigkeit der von Geske und Johnson angegebenen
partiellen Ableitungen insgesamt bestétigen.?

Y = iT/n,i=1,...,n wie in der Originalarbeit von Geske und Johnson.

Wie sehr sich unsere Herleitungswege dieser Formeln &hneln und auf welchem Wege die Autoren zu
ihren Ergebnissen kamen, kann aufgrund der fehlenden Beweise in der Arbeit von Geske und Johnson
[41] nicht gesagt werden. Aus der E-Mail-Korrespondenz mit den Autoren lisst sich eher auf einen
intuitiven Herleitungsvorgang seitens dieser schlieflen.
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2.3 Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen
2.3. Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen

Bei einer néheren Betrachtung der Preisformel einer n-Bermuda-Put-Option und deren
Ableitungen fallen folgende Zusammenhénge auf

0P, 0P,
oS 0K

(2.47)

und

0P, 0P, o¢J0PF,
T@T ~"or T2 (2.48)

An dieser Stelle wollen wir die partielle Differentialgleichung (2.48) auf anderem Wege
herleiten. Als Nebeneffekt wird damit die Richtigkeit unserer Berechnungen aus dem vor-
herigen Abschnitt bestétigt. Aufferdem zeigen wir, dass amerikanische Put-Optionen die
partielle Differentialgleichung (2.48) ebenso erfiillen.

Lemma 2.28. Seien Z,, eine Zerlegung des Intervalls [0,T] und Zy, == {\t | t € Z,}
eine Zerlegung des Intervalls [0, \T'], mit A > 0. Es gilt

P"(S,K,T,r o) =PA" >(s K, \T, ~ (2.49)

)
Beweis. Wir iiberpriifen die geforderte Gleichheit mit Hilfe der Geske-Johnson-Formel
(1.10). Die Matrizen Ry sind von der Transformation 7' — AT' (bzw. t; — At;, i =
1,...,n) nicht betroffen. Die Grofen rt; fir ¢ = 1,...,n sind von der Transformation

T — AT und r — r/X\ ebenfalls unberiihrt. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Gro-
flen a; und b; definiert in (1.11) unter der Transformation der Variablen (T',r,0) —

(AT, /X, 0 /+v/)) invariant sind. Da b; = a; — o+/%; gilt, reicht es lediglich die Aussage fiir
b; zu lberpriifen. Es gilt fir allei=1,...,n—1

T g
b’L<Sv S*( )7ti7T7 U) = bZ <S S*()\ N )
i,(n n) )\ \/‘

mit

log%—k (r—%)ti

bi(S7S£kati,T70) = \/'F
2RV 2

genau dann, wenn 5’;‘( ) = Sl*()\ ) flir alle ¢ = 1,...,n — 1 gilt. Dabei sind S;*(n) bzw.
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Kapitel 2. Sensitivitdten der n-Bermuda-Put-Option

SZT*( n) die eindeutigen Losungen von
K — S*(n)— ( )(Sj(n),K,ﬂ,T,U)

bzw.

. PO (g

Wir gehen nun induktiv vor und starten mit dem vorletzten Ausiibungszeitpunkt. Zu-
néchst ist der letzte kritische Preis S (n) = K invariant gegeniiber der Transformation

(T,r,0) — (AT,r/\,0/v/X). Somit ist die europiische Put-Option P; ebenso invariant
beziiglich dieser Transformation. Daher folgt

K S* 1 (TL) Pln)(S;fl,(n)vK? Tn_l,r, 0')

und

* An * o
K—gHMm:q %s “mKAml’\5>

= P (SE_ amy K T, 0).

Die Gleichung K — S = Pl(n)(S, K,T,r o) besitzt nach Satz 3.1 eine eindeutige Losung.
Daraus folgt S* (n) = Sy (An)°
Ferner ist die 2-Bermuda-Put-Option P eine Funktion von S;_; und P;. Da die letz-

ten beiden Croken beziiglich der Variablentransformation (T,7,0) — (AT,7r/X,0/vA)
invariant sind, ist P, von dieser Transformation ebenso nicht betroffen und erfiillt somit
Gleichung (2.49).

Eine induktive Fortsetzung dieser Argumentation liefert die Behauptung.
O

Bemerkung 2.29. An dieser Stelle mochten wir hervorheben, dass beim Beweis von
Lemma 2.28 zusétzlich gezeigt wurde, dass auch der kritische Rand unter der Transfor-
mation der Variablen (T, r,0) — (AT, /), o/v/)) invariant ist.

Dazu seien Z,, eine Zerlegung des Intervalls [0,T], 2y, := {\t | t € Z,} eine Zerlegung
des Intervalls [0, \T] und T; = T — ¢t;. Es gilt

SZ(n) (Ea r, U) - S:()\n) ()‘E7 T/Av O-/\/X) (250)

Dabei bezeichnet 57, , (bzw. S} On )) den kritischen Preis zur Zeit t; (bzw. At;) zur Zer-
legung Z,, (bzw. Zy,).

72



2.3 Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen

Lemma 2.30. Es gilt

PAS,K,T,r,0) = P <S, KT, - (2.51)

ff>
VIV
Beweis. Durch den Grenziibergang auf beiden Seiten von Gleichung (2.49) folgt die Be-

hauptung.
O

Bemerkung 2.31. Gleichung (2.51) kann auch direkt aus

PA(S,K,T,r,0) = sup E* [e™ (K —5;)" | Sy =5]

TGSO’T

mit Hilfe der Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung Wy, ~ VAW, fiir alle
t € [0,T] gewonnen werden, denn es gilt

o] (r- L) om0}~ (5 - 22) 0+ Zavian

Das Zeichen ~ steht dabei fiir ,hat die gleiche Verteilung wie".

Lemma 2.32. Fir die amerikanische Put-Option gilt

pOPt _ oPt  ooPt
or ~ " or 2 o0

(2.52)

Beweis. Das Differenzieren der beiden Seiten von Gleichung (2.51) nach A und das an-
schliefsende Setzen von A = 1 fiihrt zur Behauptung.
O

Bemerkung 2.33. Nach unserem bisherigen Wissensstand, wurde die partielle Differen-
tialgleichung (2.52) noch nicht in der Literatur behandelt. Die Information, wonach der
Preis einer amerikanischen Put-Option entlang der Kurven v, o 7(s) = (T's,r/s,0/+/s)
einen konstanten Verlauf hat, kann bei der Suche nach der analytischen Formel behilf-
lich sein. Aufserdem ist die Relation zwischen den partiellen Ableitungen sowohl fiir die
numerische Bestimmung des kritischen Randes, als auch fiir die Intuition der Definition
des kritischen Randes nach Bunch und Johnson [19] wichtig. Die Autoren haben den
kritischen Preis zur Zeit ¢ als den grofsten Aktienpreis definiert, fiir welchen der Preis
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Kapitel 2. Sensitivitdten der n-Bermuda-Put-Option

einer amerikanischen Put-Option nicht von der Restlaufzeit abhingt!(vgl. [19]), d.h.

OPA(S = Sp)
T—GT =0. (2.53)
Konkret bedeutet dies, dass bei optimaler Ausiibung einer Option, es dem Besitzer der
Option unwichtig ist, wie lange diese noch ,lebt“. Andersherum heiftt es, dass der Zins-
effekt zur Zeit der optimalen Ausiibung durch den Volatilitatseffekt ausgeglichen wird.
Diese Interpretation wird auch analytisch mittels Relation (2.52) bestdtigt, denn fiir
S =5 gilt

TaPA(S = S%) N o OPA(S = S5)

=0. 2.54
or 2 0o 0 (2.54)
Weiterhin haben Bunch und Johnson [19] aus
OPA(S = Sp)
0/ — 2.
- 0 (2.55)

den kritischen Rand numerisch berechnet. Hierfiir kann sicherlich auch Relation (2.54)
verwendet werden, vor allem wenn die genauen Schétzer fiir die partiellen Ableitungen
nach r und o bekannt sind.

Ein weiterer moglicher Ansatz ist es die partielle Differentialgleichung (2.52) zu unter-
suchen und ausgehend von einer Anfangsbedingung neue Erkenntnisse {iber den Preis
einer amerikanischen Put-Option oder eventuell sogar eine analytische Darstellung fiir
die Preisformel zu gewinnen.

Gesucht ist somit eine Funktion f: R} — Ry, (S, K,T,r,0) — f(S,K,T,r,0) mit

Tfr —rfr =5 fs=0. (2.56)

Das ist eine homogene lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Ein na-
heliegender Ansatz ist es daher die Methode der Charakteristiken zu verwenden. Das
charakteristische System fiir die partielle Differentialgleichung (2.56) lautet

SZO, KZO, T:T7 7":—7*, o= —

und besitzt die allgemeine Losung (charakteristische Kurven)

!Die analytische Herleitung der Definition von Bunch und Johnson kann wie folgt stattfinden (vgl. [44],
[74]): Sei 7 die Restlaufzeit, aus P*(S*(1),7) = K — S*(r) folgt

dPA(S*(1),7) _ aPA(5*(7),7) 4 aPA(S*(r), ) dS*(7) _ _dS*(T)
dr or oS dr dr

o OPA(S* (1)) _ aPA(S*(1),m) _
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2.3 Beziehungen zwischen den partiellen Ableitungen

S(t)=Cy, K(t)=Cy T(t)=Csel, r(t)=Cie™t, o(t)=Cse 2  (2.57)

mit den Konstanten C1, ..., C5. Hieraus folgt zum einen, dass auf eine der drei Variablen
T,r, o verzichtet werden kann und zum anderen, dass die Anfangsbedingung nicht bei
r = 0 (entsprechend T',0 = 0) starten darf, um die lokale Invertierbarkeit (siehe unten)
nicht zu verletzen.

Sei nun die Anfangsbedingung
f(S,K,T,e,0) =ge(S, K, T, 0) (2.58)

mit g. € C’l(Ri), € > 0 gegeben'. Dann folgt daraus und aus den charakteristischen
Gleichungen (2.57) fiir die Losung von f

T
F(S, K, T,r,0) = g. <S, K, T,a\ﬁ) . (2.59)

e
Falls beispielsweise g.(S, K,T,0) = p¥(S,K,T,r = ¢,0) gilt, wobei p¥ den Preis einer
européischen Put-Option bezeichnet, so folgt daraus

f(S,K,T,r o) :pE(S,K,T,T,O').

Dieses Ergebnis steht mit Gleichung (2.49) im Einklang, wonach gilt

pE(S,K,T,r,0) = p~ (5, KT, - YA > 0.

)

)\ Y \/X )
Wiren wir in der Lage gewesen als Anfangskurve g (S, K,T,0) den Preis einer ameri-
kanischen Put-Option PA(S, K, T,r = ¢,0) fiir einen festen Zinssatz r = ¢ (alternativ
T,0 = €) anzugeben, so hatten wir den Preis einer amerikanischen Put-Option als Lo-
sung der Differentialgleichung (2.56) erhalten. Leider ist der Preis einer amerikanischen
Put-Option nur in einigen wenigen Féllen explizit bekannt (am Rand r, 0,7 = 0 oder im
Grenzfall fiir r,0,T — o00). In diesen Féllen scheitert die Methode der Charakteristiken,
da die lokale Invertierbarkeit verletzt ist.

Partielle Black-Scholes-Differentialgleichung und n-Bermuda-Put-Option

Geske und Johnson [41] haben behauptet, dass eine n-Bermuda-Put-Option die partielle
Black-Scholes-Differentialgleichung auf der Menge {So > S ( n)} erfiillt, d.h.

| , ,P, 0P, opP,
37 % 952 T %5 T T o

L 0. (2.60)

! Alternativ sei die Anfangsbedingung fiir ein festes T oder o > 0 gegeben.
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Kapitel 2. Sensitivitdten der n-Bermuda-Put-Option

Wir wollen hier diese Aussage verifizieren. Mit der Relation

0P, 0P,
2.61
08 0K (261)
kann Gleichung (2.60) wie folgt umgeformt werden
1 2 28 P, or, 0P,
_ S LS g 2.62
27 s Kok ~ar O (2.62)

Zu untersuchen ist nun, ob die n-Bermuda-Put-Option diese letzte partielle Differential-
gleichung erfiillt.

Es gilt
OPy <=~ _,
K~ 2-© % N (b1 ; Rug),
k=1
OFn = —ern:t—kefrt’“N (b1 ; Rik)
a7 T i (D1k s Rag

k=1

&L dN(a) 1t
*S%ZZ% dc(L? \FTNIC 1<a1k\{z}aR1k\{z})

k=1 =1
2P, 1 e~ dN(a) 1 ~ 7
95 = o 2 a0, vt (@i Banen).

Insgesamt gilt

n k
]- 2 28 P aP ag . —
275 sz KeTK :_S 2 ;25’“ TNk 1<a1k\{i}s Rm\{i})
— T’KZG_Ttka(blk; Ryy)
k=1

n
t
+ TKZ %e_rtka (blk ; le)
k=1

7 ti ~ H
+S< ZZ% daC-L \/ETNk_l (alk\{i}§ le\{i})

klzl v

k
755 dN(a;) 1 [t _ -
- SE — ik da; /t; (T a 1) Ni-1 (alk\{i} ; le\{i})

"t
+ TK; <,1’j — 1> 67”ka (b1k§ le) . (2.63)
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Die Frage ist nun, ob und fiir welche n der Ausdruck

k

- dN(a;) 1 [t ~ ~
S% S da d(i? ) NG (T - 1> Ni-1 (alk\{i} ; le\{i})

k=1 1i=1

"t
+ TK; (]lf — 1) e_rtka (blk; le) (264)

verschwindet. Fiir n = 1 ist dies der Fall, also fiir eine européische Put-Option, denn dann
ist &y = T und & = 1, womit die beiden Terme in (2.64) zu Nulltermen werden. Fiir
den Fall n = 2 gilt das allerdings nicht mehr, was das folgende numerische Beispiel belegt.

Beispiel 2.34. Seien n = 2, die Zerlegung Z9 = {0,7/2,T} und die {ibrigen Parameter
S =100, K =100, = 0.04, 0 = 0.2 und 7' = 1 gegeben. Das Finsetzen dieser Parameter
in Formel (2.64) ergibt

1 o dN(al) 1 " 1 T/
§S§ day T/2 (1= N (@12\(13)) — §TK€ 2N (b11), (2.65)
mit
S a2
dN(a) _ 1ty gt (rr ) 72
- € ) al =

day V2m o\/T/2 ’

S*
log %2+<r+%2>T/2 log%er(T*L;)T/Q
a — 5 b = — .
1A o/T/2 H o/T/2

Die einzige verbleibende unbekannte Grofe ist der kritische Preis S7. /o 2ur Zeit T/2.
Dieser berechnet sich aus

K_S;/Q :pE( }/27K7T/270->7“)a (266)

wobei p¥ der Preis einer europiischen Put-Option ist. Die Berechnung des kritischen Prei-
ses und der anderen auftretenden Funktionen kann beliebig genau durchgefiihrt werden.
Fiir ST, /o gilt bis auf die 15-te Nachkommastelle genau (berechnet mit Newton-Raphson-
Methode)

S}m = 89.144467889928990 (2.67)
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und somit fiir die Differenz aus (2.65) bis auf die 5-te Nachkommastelle genau

1 O'dN(CLl) 1 - 1 T/
272 N A — ~rKe 2N (byy) = 0.0878.
2°% " day T/Q( (@12\(1y)) = grKe (b11) = 0.0878

Mit diesem Beispiel wurde gezeigt, dass der Ausdruck aus (2.64) nicht fiir alle n € N
null wird. Das Ergebnis steht nicht im Einklang mit einer der Aussagen von Geske und
Johnson [41]. Denn, wie schon erwéhnt, haben die Autoren behauptet, dass die partiellen
Ableitungen (2.39)—(2.43) die partielle Black-Scholes-Differentialgleichung (2.60) erfiillen.
Ob die Gleichung fiir alle n € N oder nur fiir ganz bestimmte n erfiillt sein sollte, geht
aus der Arbeit allerdings nicht hervor. Das ist zum Teil auch auf die nicht eindeutige
Notation der Autoren zuriickzufiihren.
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3. Kritischer Rand

In fritheren Kapiteln haben wir sowohl die Existenz, als auch die Eindeutigkeit des kriti-
schen Randes (S} ))0<Z<n einer n-Bermuda-Put-Option vorausgesetzt. In diesem Kapitel
werden die fehlenden Beweise prasentiert. Dariiber hinaus werden weitere Eigenschaften
(wie etwa Monotonie und Homogenitét) des kritischen Randes bewiesen.

3.1. Existenz und Eindeutigkeit

Der kritische Preis S} zur Zeit tl(n) wurde als Losung der folgenden Gleichung definiert
RS K. T) = (K = 57)° (3.1)

mit der Restlaufzeit T; := T — ¢; und dem Preis einer (n — i)-Bermuda-Put-Option Péﬁ)i
zur Zeit t; mit den Ausiibungsmoglichkeiten in ti +)1, ceey 5{”
rekursiv aus Formel (3.1) berechnet. Rekursiv heifst dabei, dass zunéchst der kritische
Preis S;_,, ausgehend von der Anfangsbedingung S;; = K berechnet wird, dann S} _,

USw.

. Die kritischen Preise werden

Die partielle Ableitung einer n-Bermuda-Put-Option nach dem Aktienkurs S ist gegeben
durch

3% ; Ni (a1 ; Rug) = (a'lna R1n> —1<0 firalle neN.
ichen gi o8, : ()
Das Vorzeichen gilt ebenso fiir den Fall —jc= fiir alle i = 1,...,n — 1, denn P,”; kann

nach Lemma 1.13 (Homogenitét in der Zeit) als eine (n —i)-Bermuda-Put-Option P(nfi)

(n—i)

mit den Ausiibungsmoglichkeiten in ¢; 7/, ... ,t;n i 2 aufgefasst werden. Es soll zuséatzlich

nur die Bedingung der Ausiibung in gleichen Zeitabsténden, d.h.

t,(ﬂnﬂ) t]in 11) = tz(-i-)k — tz(:L-)k , firalle k=1,...,n—1,
erfillt sein.

Speziell fiir 1 = n—1 folgt, dass die Funktion Pl(n)(S ) streng monoton fallend ist. Weiter-
hin gilt P"(S) > 0 und limg_o P\"™)(S) = e"Tv-1 K > 0 fiir K > 0. Daraus folgt, dass
P{™(S) > 0fiir alle S € [0, 00) ist. Fiir die Funktion f(S) := P"(S, K, Tp_1)— (K —S)*+

79
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gilt somit limg_,o f(S) < 0 und f(S) > 0 fiir alle S > K. Daher existiert ein S € (0, K)
mit f(S) = 0. Aus 0f/0S = N(a) > 0 mit a definiert wie in (2.2) folgt weiter, dass es
nur ein S € (0, K) mit f(S) = 0 gibt. Diese Nullstelle nennen wir kritischer Preis zur

Zeit t,,—1 und bezeichnen sie mit S (n)? d.h.

Pl(n)(S, K, T,1)<K-S falls S< SZ—I,(n)
Pl(n)(s, K, T,.1)>K—-S falls S> S;:—L(n)
P8, K T 1) =K =8 falls S=85 .

Es seien nun die kritischen Preise S}, | (n)’ Sio (n)r " Sy (n)’ Sr (n) gegeben. Der Preis
einer (n — i)-Bermuda-Put-Option Pr(LTi)i und dessen Ableitung nach dem Aktienkurs S

kénnen somit nach Formeln (1.25) und (2.24) berechnet werden. Wir erwahnen an dieser
Stelle, dass der kritische Preis ST (n) nicht in Preisformel (1.25) und somit auch nicht

in der Ableitung von Péi)i nach dem Aktienkurs S vorhanden ist. Die Argumentation

fiir die Existenz und Eindeutigkeit von S* (n) funktioniert genau wie fiir Sy, (n)° Auf

(0, K) gilt 8f/0S = Ny—i(@1n—i; Ripn-i) > 0 mit £(5) := PUA(S, K, T;) — (K — S)*.
Gemeinsam mit limg_,o f(S) < 0 und f(S) > 0 fiir S > K folgt daher, dass genau eine
Nullstelle im Intervall (0, K) existiert.

Dieses Resultat halten wir im nichsten Satz fest.

Satz 3.1. Fiir jedes k = 1,...,n—1 existiert eine eindeutige Losung S}, (n) € (0, K) der
Gleichung
P™ (S, K, Ty) = (K — 9)*. (3.2)

Diese eindeutige Losung S;, (n) wird kritischer Preis einer n-Bermuda-Put-Option zum
Zeitpunkt t, genannt.

Bemerkung 3.2. Die Folge Szkn) = (S;: (n)>1§k§n der kritischen Preise einer n-Bermuda-
Put-Option nennen wir kritischer Rand einer n-Bermuda-Put-Option oder kurz kritischer
Rand. Um die Abhéngigkeit einer Bermuda-Put-Option vom kritischen Rand zu betonen,
werden wir gelegentlich p" (- ;S%) schreiben.

Lemma 3.3 (Optimalitdt des kritischen Randes). Es seien S* := (S} (n))lﬁkén der

kritische Rand einer n-Bermuda-Put-Option P und S = (§k,(n))1§k§n eine (determi-
nistische) Folge mit Werten in [0, K]. Dann gilt

P (8o, K, T3 5*) > P\ (S0, K, T3 S). (3.3)

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus den Definitionen des kritischen Randes und des
Preises einer n-Bermuda-Put-Option. O
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3.2. Monotonie

Der Beweis der Monotonie des kritischen Randes funktioniert auf eine dhnliche Weise
wie der einer amerikanischen Option. Daher erlautern wir zunéchst die Intuition anhand
des Beispiels einer amerikanischen Option, um anschlieffend den Beweis fiir die Bermuda-
Option herzuleiten.

Es seien zwei amerikanische Optionen PA(S,7;) und P4(S, ) mit verschiedenen Rest-
laufzeiten 7 und 7o, aber sonst gleichen Parametern gegeben. Angenommen es gilt
1 < 7o, dann ist PA(S, ) wertvoller als PA(S, 71). Bei einer optimalen Ausiibung
der Option mit der lingeren Laufzeit P4 (S, 73) ist auch die Ausiibung der Option mit
der kiirzeren Laufzeit P4(S,7;) optimal (vgl. zum Beispiel [26]). Weiterhin sei Sy, der
kritische Preis der Option PA(S, 73). Dann gilt
* A gx* A ox
K —S7, = P7(S},,m2) > P°(S;,, 1)

und gemeinsam mit der Tatsache, dass der Preis einer amerikanischen Put-Option grofier
oder mindestens gleich ihrem inneren Wert ist, folgt PA(S% 1) = K — S7,. Nach der

T2

Definition des kritischen Preises S7, der Option PA(S, 1) gilt weiterhin

Sy =sup{S| PAS, 1) =K — S},

woraus dann folgt K — Sy < K — 57, und damit S7, > S57,.

In der nachfolgenden Abbildung (Abb. 3.1) wird die obige Intuition noch einmal anschau-
lich dargestellt.

ABBILDUNG 3.1.: KRITISCHE RANDER ZWEIER AMERIKANISCHEN PUT-OPTIONEN MIT VERSCHIE-
DENEN LAUFZEITEN BEI SONST GLEICHEN PARAMETERN K = 45, r = 0.04,
c=03,T=1.
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Lemma 3.4 (Monotonie). Es sei Z, eine dquidistante Zerlegung des Intervalls [0,T).
Es gqilt
0< ST () S5 m < <Sn_1m) < Snm) = K, (3.4)

(n)

wobei S;‘(n) den kritischen Preis zur Zeit t; "~ einer n-Bermuda-Put-Option bezeichnet.

Beweis. Angenommen, es gilt Sz+1( ) < S i (n)" Dann existiert ein .S, so dass SZJrl (n) <
S < Sf(n) gilt. Fiir dieses S folgt jedoch
P (8 K, Tia) > K — 8 > P (S, K, Ty),
was im Widerspruch zu Péi)(i+1)(5, K, Tiy1) < Pflri)i(S, K, T;) steht.
O

Lemma 3.5. Es sei Z, := {to,t1,...,th—1,tn} eine Zerlegung des Intervalls [0 T] und
Zn+1 = {to,tl, .. tn,tn+1} etne weitere Ze'rlegung mit t; = t; firi = 0,1....k und

t; = t2+1 firi =k+1,...,n. Die Zerlegung Zn+1 entsteht somit aus Z, durch das
Hinzufiigen eines weiteren Punk‘tes zwischen ty und tg1q. Es gilt

ST S STy k@) S Sk und Siio @) = Sktim)r - Snt 1, m) = On(n)-

Dabei bezeichnen ST (n) und S;‘(ﬁ) die kritischen Preise (zur Zeit t;) der Bermuda-Put-

Optionen zu Zerlegungen Z, und Zp41.
Beweis. Die Behauptung folgt aus P,,—;(S, K,Ti;Zn)Ng P, _it1(S, K,Ti ; Z~n+1) fiir alle

i=1,...,kund aus P,_;(S, K, T;; Z,) = P,—i(S, K, T;11 ;§n+1) firallei = k+1,...,n
O

Bemerkung 3.6. Zur Vereinfachung sei die Zerlegung Z,, := {to,t1,...,t,} fir den
Rest dieses Kapitels dquidistant. Wir halten dies fest und lassen der besseren Ubersicht
wegen den auf diese Zerlegung deutenden Index -(™ bzw. “(n) WEg.

3.3. Weitere Eigenschaften des kritischen Randes

Wie oben bereits gezeigt wurde, sind die kritischen Preise S; mit £ = 1,...,n — 1
eindeutig durch die Gleichungen

Pn,k(Sk,K,Tk)ZK—Sk, kzl,...,n—l (35)

festgelegt.
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Der kritischer Preis S} zur Zeit tj ist eine Funktion des Zinssatzes r, der Volatilitit o
und des Ausiibungspreises K. Wir wollen daher das Verhalten dieser Funktion in Abhén-
gigkeit von diesen drei Parametern untersuchen und starten mit dem Ausiibungspreis K.

Lemma 3.7. Der kritische Preis S}, ist eine lineare Funktion des Ausiibungspreises K.

Beweis. Aus

K — Sp(K) = Poi(Sk(K), K)

folgt
AK = AS(K) = APy 4 (SL(K), K)

und daraus mit der Homogenitéatseigenschaft von P,,_
AK — A\SE(K) = Pk (ASL(K), AK).
Auf der anderen Seite gilt
AK — Sp(AK) = P, k(SL(AK), AK)
woraus aufgrund der Eindeutigkeit der Losung folgt
SEAK) = A\Sj(K).

Somit ist S} (K, r,0) = K Ci(r,0), wobei C(r, o) eine Konstante bzgl. K ist. O

Bemerkung 3.8. Dieses Ergebnis (Linearitat in dem Ausiibungspreis K) kann eben-
falls auf den kritischen Rand einer amerikanischen Put-Option iibertragen werden (vgl.
auch [35]). Somit wird die Untersuchung des kritischen Randes einer amerikanischen
Put-Option als Funktion von vier Parametern S*(K, 7,7, 0) auf die Untersuchung der
Funktion S*(1,7,7,0), die nur noch von drei Parametern abhéngt, zuriickgefiihrt. In
Abbildung 3.2 ist eine solche Funktion C(7,7,0) als Funktion der Restlaufzeit grafisch
dargestellt.

ABBILDUNG 3.2.: KriTiSCHER RAND S*(1,7,7,0) Bzw. C(1,r,0) ALS FUNKTION DER REST-
LAUFZEIT. WEITERE PARAMETER SIND K =1, r=0.04, 0 =0.3, T'=1.
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Lemma 3.9. Der kritische Preis S]° fiir i = 0,1,...,n — 1 ist eine monoton wachsende
Funktion des Zinssatzes r und eine monoton fallende Funktion der Volatilitit o. Dariiber
hinaus ist der kritische Preis S}, i =0,1,...,n—1 partiell nach v und o differenzierbar.

Beweis. Wir beginnen mit dem Zinssatz r. Der Ubersicht wegen wird eine n-Bermuda-
Put-Option lediglich als eine Funktion von S und r betrachtet. Es seien die Zinssétze
ro,71 > 0 (0.B.d.A. sei 71 < r3) gegeben. Nach der Definition von S} _; gilt

K =S85 1(r1) = Pi(S;-1(r1), 1)

K =85 1(r2) = P1(S;_1(r2), 72).
Aus Py (S,r1) > Pi(S,r) folgt S):_1(r1) < S}_;(rz) und somit die Monotonie von S}_;
in r. Weiterhin folgt

Sn-1(r2) = S5_1(r1) = P1 (S5 _1(r1),71) = P1 (S5 _1(r2), 72)
+ P (S:Z,l(’l”g)ﬂj) - P (5271(7“2),7“1)

und daraus nach dem Mittelwertsatz

n-1(r2) — 5:271(7“1) Py ( no1(r2),r ) Py (Sn 1(7“2)77“2)
T —1T1 ( 8P1 (577"1)) (7“2 _7"1)

, (3.6)

wobei £ € (Si_1(r1),S5_1(r2)) ist. Da ry > rq > 0 gilt, Hq > 0 mit ¢ < . Gemeinsam
mit der Konvexitat von Pj folgt somit —1 < 8P1 o (q,m1) < 6S P rm) < 8Pl( ¥ _1(r2),m2).
Das bedeutet, dass der Grenzwert fiir 1 — 7"2 auf der linken Seite von Formel (3.6)
existiert und daher folgt die Differenzierbarkeit nach dem Zinssatz r

95,4 o) — 631?( no1(r2),72)

or (ra) = 14+ 8Pl(S* 1(r2),72) >0

Eine Eins-zu-eins-Ubertragung der obigen Argumentation auf S¥_o(r) als Losung von
K =5, 5(r)=P (5272(7")#')

und eine induktive Fortsetzung dieser Argumentation bis 7 = 0 liefert die Behauptung fiir
den Zinssatz r. Der Beweis fiir die Volatilitdt o erfolgt analog, mit der Ausnahme, dass
Pi(S,01) < Pi(S,092) fiir o1 < o9 gilt und daher S} _,(01) > S’_;(02) ist. Insgesamt
folgt somit fiir ein og € (0, 00)

05} ) = — 2=t (85 (00), 00)
0o 1+ 22t (S7(00), 00)
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Im néchsten Lemma wird das Verhalten des kritischen Randes (SZ(n))OSiSH als Funktion
des Zinssatzes r und der Volatilitiat ¢ in Grenzféllen » = 0,7 — oo und 0 — 0,0 — o
untersucht. Zum Zeitpunkt ¢, = T ist der kritische Preis bekannt, er ist gleich dem Aus-
iibungspreis K, d.h. S:fh(n) = K, nach der Definition.

Lemma 3.10. Sei der Austibungspreis K > 0 fest und 2, := {0 =tg, t1,...,t, =T}
eine dquidistante Zerlegung.

i) Firr =0 gilt

Si(-,r)=0, firale i=0,...,n—1. (3.7)

it) Firr — oo gilt
ILme(‘,r):K, fir alle 1=0,...,n—1. (3.8)

iii) Fir o — 0 gilt
lin})Sf(',U):K, fir alle i=0,...,n—1. (3.9)

o—

i) Fir o — oo gilt

lim S;(-,0) =K (1—e "), firale i=0,...,n—1. (3.10)

ag—00

Beweis.

i) Eine europiische Put-Option p” hat folgende Schranken

Ke ™ -8 <pP(S,K,T,r,0) <K.

Fiir r = 0 und S = 0 folgt p¥ = K. Somit hat die Gleichung
K —S=p"S K,T,r0)

flir r = 0 eine Losung S = 0. Da % > —1 fiir alle S > 0 ist, ist dies zudem die

einzige Losung fiir beliebige Restlaufzeiten T' € (0, 00).

Es seien Sf,; = S/, =...=S;_; = 0. Dann ist der Preis einer (n — 7)-Bermuda-
Put-Option P,,_;(S, K, T;) gleich dem Preis einer européischen Put-Option mit der
Restlaufzeit T; (vgl. Formel (1.9)). Daher folgt fiir den kritischen Preis S}, nach der
obigen Uberlegung , S; = 0.
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ii) Fiir den Preis einer n-Bermuda-Put-Option mit den Ausiibungsmoglichkeiten in
{0 <t1,...,tn =T} gilt zur Zeit tg =0

0 < Pu(S,K,T) = e ™ E* [max {K — 815 Py1(S1, K, Tl)} | 5} <e MK,

Demnach ist lim,_,o P, = 0 und weiter S5 = K fiir r — oco. Die Behauptung ii) folgt
nach Lemma 3.4 aufgrund der Monotonie des Randes, d.h. 5§ < 57 < ... < S5;, = K.

iii) Fiir den Preis der européischen Put-Option P; gilt im Falle 0 — 0

e—r(tn_tnl)KN<log (Si:) - (r - %2) Tn—1>

lim P;(Sy—1,K,Tp,—1,7,0) = lim
o—0 o—0

e N(log (%) - (r+%) Tn_1>

= (eI K 5,

Fiir den kritischen Preis S, folgt somit lim,_,0.5,,_; = K. Damit und nach der
Definition von P» (siehe Formel (1.25)) ergibt sich fiir den Preis der 2-Bermuda-Put-
Option

Jr
lim PQ(Sn_Q, K, T, o, O') = (G_T(tnfl_tnfz)K - Sn—Z)
o—0

und folglich ist S}_, = K fiir 0 — 0. Eine induktive Fortsetzung dieser Argumenta-

tion fihrt zu
lim P (S, K, T, 7,0) = (™MK — Sp) " (3.11)
o—>

und zu S; = K fiir 0 — 0.

iv) Fiir den Fall 0 — oo ergibt sich nach Formel (1.25) fiir den Preis einer (n — i)-
Bermuda-Put-Option

lim P,_;(S,K,Tj,r,0) = e ™A K

g—00

und hiermit die Behauptung. .

Lemma 3.11. Fir die untere Schranke des kritischen Randes einer n-Bermuda Put-

Option gilt
K

<
5 X
1+3

0n) < S n) S o0 =5 ) = K. (3.12)
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Beweis. Bs gilt S5 ) > Sp, wobei Sj der kritische Preis (zur Zeit t() einer amerikanischen
Put-Option mit der Laufzeit T ist. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache,
dass K/(1+ g—i) der kritische Preis der sogenannten ewigen amerikanischen Put-Option?
ist (vgl. [96]) und aus der Relation PA(T) < P4(c0).

O

Zu den weiteren Eigenschaften des kritischen Randes einer n-Bermuda-Put-Option zéhlt
auch die Invarianz beziiglich der Transformation der Variablen (7,7, o) — (A1, /X, o /v/A),
wobei 7 die Restlaufzeit bezeichnet. Diese Eigenschaft wurde bereits im Beweis von Lem-
ma 2.28 bewiesen. Aus Vollstandigkeitsgriinden sei dieses Resultat hier noch einmal er-
wahnt.

Lemma 3.12. Der kritische Rand einer n-Bermuda-Put-Option ist invariant unter der
Transformation (T;,r, o) — (AT}, /X, 0/V/X), genauer:

Sei Z,, eine Zerlegung des Intervalls [0, T] und Zy, = {\t | t € Z,} eine Zerlegung des
Intervalls [0, \T']. Dann gilt

SZ(”) (E’ T U) = S:()\n) ()‘,—T’Lv T/)‘a 0-/\/X)7 (313)

wobei S} (bzw. S’;(M)) den kritischen Preis zur Zeit t; (bzw. At;) zur Zerlegung Z,
(bzw. 2y, ) bezeichnet.

Folgerung 3.13. Durch den Grenziibergang auf beiden Seiten von Gleichung (3.13)
kann das Ergebnis des letzten Lemmas auf den kritischen Rand einer amerikanischen
Put-Option iibertragen werden. Aus Lemma 3.12 folgt somit

S*(K,r,r,0)=5" (K, )\T,r/)\ja/ﬁ> . (3.14)

Dabei bezeichnet S*(K,7,r,0) den kritischen Rand (zur Zeit t) einer amerikanischen
Put-Option zu den Parametern: Ausiibungspreis K, Restlaufzeit 7 = T — ¢, Zinssatz
r und Volatilitdt o. Gemeinsam mit der Linearitdt des kritischen Randes in dem Aus-
iibungspreis K folgt daher

S*(K,r,r,0) = KS*(1,7,7,0) = KS*(1,1,r7,0y/7). (3.15)

Bemerkung 3.14. Nach (3.15) kann der kritische Rand einer amerikanischen Put-
Option nur noch als Funktion von zwei (anstatt vier) Parametern betrachtet werden.
Dies ist eine weitere wichtige Erkenntnis bei der Suche nach einer analytischen Darstel-
lung der unbekannten Funktion S*. Auferdem kann mit Relation (3.14) die Giite von
analytischen Approximationen des kritischen Randes iiberpriift werden, denn eine gu-
te analytische Approximation soll alle bekannten Eigenschaften des kritischen Randes
wiedergeben konnen.

'Eine ewige amerikanische Put-Option ist ein rein theoretisches Konstrukt.
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4. Numerische Studie

In diesem Kapitel wollen wir auf die numerische Berechnung der Preise amerikanischer
Put-Optionen mit Hilfe von n-Bermuda-Put-Optionen im Black-Scholes-Modell eingehen.
Die daraus resultierenden Ergebnisse werden mit den Ergebnissen aus einem Referenz-
modell verglichen. Als Referenzmodell wird in dieser Arbeit das Binomialmodell dienen.
Im ersten Teil des Kapitels wird daher das Binomialmodell beschrieben und die Bewer-
tung von amerikanischen Put-Optionen in diesem Modell kurz skizziert. Dariiber hinaus
kann im Binomialmodell, dhnlich zum stetigen Fall, der kritische Rand definiert und
bestimmt werden. Die Beriicksichtigung des kritischen Randes bei der Berechnung der
Preise amerikanischer Put-Optionen im Binomialmodell fithrt zu einem viel effiziente-
ren Algorithmus (Boundary-Algorithmus 4.12) im Vergleich zum klassischen Cox-Ross-
Rubinstein-Algorithmus (CRR-Algorithmus). Der zweite Teil wird sich mit der numeri-
schen Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option im Black-Scholes-Modell be-
schéftigen. Dabei wird zunéchst untersucht, wie gut sich eine direkte Berechnung, mittels
der analytischen Geske-Johnson-Formel (1.10) eignet, um den Preis einer amerikanischen
Put-Option approximativ zu bestimmen. Anschlieflend werden weitere approximative
Methoden, basierend auf der Early-Exercise-Préamie-Darstellung einer n-Bermuda-Put-
Option aus Kapitel 1 entwickelt. Ein Algorithmenvergleich auf dem Parametersample aus
der Originalarbeit von Geske und Johnson [41] rundet dieses Kapitel ab.

4.1. Das Binomialmodell

Das Binomialmodell ist ein zeitdiskretes Finanzmarktmodell, das im Jahre 1979 in der
Originalarbeit von Cox, Ross und Rubinstein [25] beschrieben wurde. Aufgrund seiner
einfachen und iiberschaubaren Struktur hat es sich sowohl in der Finanzwelt beliebt
gemacht als auch in der Finanzliteratur fest etabliert. Einige wichtige Aspekte der Op-
tionspreistheorie, wie etwa die Duplikationsstrategie oder die No-Arbitrage, lassen sich
mit Hilfe des Binomialmodells auf einfache Weise veranschaulichen.

4.1.1. Bewertung im Binomialmodell

Es lésst sich eine Fiille an Literatur mit einer ausfiihrlichen Beschreibung des Bino-
mialmodells selbst und der Bewertung derivativer Instrumente in diesem finden (siehe
beispielsweise [25], [52], [74] oder [112]). Im Folgenden wird daher das Modell nur kurz
skizziert und in unserer Notation wiedergegeben.
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Wir betrachten ein N-periodiges Binomialmodell, in dem es, wie auch im Black-Scholes-
Modell, zwei Anlagearten gibt, eine risikolose und eine riskante Anlageart. Die risikolose
Anlageart entwickelt sich mit dem Zins r. Die riskante, wie der Name ,Binomial“ sugge-
riert, hat in jeder Zeitperiode nur zwei mogliche Entwicklungen: ,up“ und ,down®, d.h.
die riskante Anlage und hier speziell die Aktie S, entwickelt sich in einer Periode mit der
Wahrscheinlichkeit p zu S, 11 = wS,, oder mit der Wahrscheinlichkeit 1—p zu Sp,+1 = dS,
(iblicherweise v > 1, p > 0 und 0 < d < 1). In der darauffolgenden Periode sind fiir
Sn42 die moglichen Kursstande u?S,,, udS,, duS,, oder d?S,.

Die Wahrscheinlichkeit fiir Aufwérts- bzw. Abwértsbewegung in jeder Periode ist p bzw.
1 — p. Wir wihlen d = 1/u und entscheiden uns somit fiir einen so genannten rekom-
binierenden Binomialbaum, in welchem S, = udS,, = duS,, gilt. Insgesamt, ausgehend
vom Zeitpunkt 0 und dem bekannten Aktienkurs Sy ergibt sich fiir einen N-periodigen
Baum (Sy,.i)in=0,..N

Spi=u'd™ 'Sy, 0<n<N, 0<i<n. (4.1)
Den Preis einer amerikanischen Put-Option zur Zeit ¢,,, zum Aktienpreis S, ; und zum

Ausiibungspreis K bezeichnen wir als V;, ;. Die Auszahlung der Option am Ende der
Laufzeit ¢ty = T berechnet sich aus

Vi =max{K — Sy;, 0}, i=0,1,...,N. (4.2)

Mit Hilfe der Riickwéartsinduktion ldsst sich der Preis nun auch zu fritheren Zeitpunkten
bestimmen, bis wir schlieklich to erreichen. Es gilt!

Vnﬂ' = max {K — Sn,i s eiTAt"Jrl (p Vn_i,_l,i_l,_l + (1 — p) Vn—i—l,i)} (43)
und

Vo =max {K — So, e "™ (pVi1 + (1 —p) Vo) } , (4.4)

mit At; =t; —ti_1.

Die Formeln (4.1)-(4.4) beschreiben vollstandig die klassische Vorgehensweise bei der
Bewertung einer amerikanischen Put-Option in einem Binomialmodell. Beginnend mit
(4.1) wird der Baum zunéchst initialisiert, danach werden in (4.2) die Optionswerte zum
Laufzeitende ermittelt, woraus dann im letzten Schritt rekursiv mit den Formeln (4.3)-
(4.4) der aktuelle Preis Vj berechnet wird.

Der auf diese Weise ermittelte Preis hdngt, wie aus den Formeln ersichtlich, von den
Modellparametern u, d,r und N ab. Um einen Vergleich der Optionspreise aus dem Bi-

'Die Wahrscheinlichkeit p bezeichnet in Formeln (4.3)-(4.4) die sogenannte risikoneutrale Ubergangswahr-
scheinlichkeit.
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nomialmodell mit den Preisen aus dem Black-Scholes-Modell zu ermoglichen, sollten die
Parameter u,d und N so festgelegt werden, dass der Binomialprozess

k
Skay = S()HR@ mit R; =

=1

u  mit Wkeit p
d mit Wkeit 1 —p

den stetigen risikoneutralen Prozess
dSt = TStdt + O'St th

,moglichst gut“ approximiert [13].

Die erste Forderung ist somit, dass die ersten beiden Momente fiir den diskreten und den
stetigen Prozess tibereinstimmen. Dazu setzen wir At = T'/N und berechnen aus

!
E [Sﬁsm] = Se"At = 6, (pu+(1—p)d)=E [ng\gt] , (4.5)

die Wahrscheinlichkeit p. Es gilt

erAt —d

P T

Formel (4.5) entspricht der Martingal-Gleichung (No-Arbitrage-Gleichung) fiir das Bi-
nomialmodell. Somit ist die ermittelte Grofie p eine risikoneutrale Wahrscheinlichkeit,

solange

rAt

d<e™ <u (4.6)

gilt. Relation (4.6) ist die No-Arbitrage-Bedingung fiir das oben beschriebene Binomi-
almodell.

Mit Hilfe von (4.5) ergibt sich fiir die Varianzen
Var [Sffm] = §2e2rAt (e"QAt - 1)
Var [SEX,] = S7 (pu® + (1 — p)d?) — S7e* ™.

Aus Var [Sffm] < Var [Sﬁj\gt] folgt somit

Q2 ALHOTAL _ 2 (1 p)d2. (4.7)

t

Das Einsetzten von p = eTuA_gd und d = 1/ in (4.7) liefert

1+ 627“At+02At + \/(1 + 62rAt+a2At)2 — 4e2rAt

267“At

u =

(4.8)
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Mittels der Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion nach At kann der Ausdruck fiir
u approximativ fiir grofte N durch eVt ersetzt werden. Insgesamt bekommen wir fiir
die Parameter u,d und p'

rAt d

VAt €

:eam, d= und p=——
u—d

u e ? (4.9)

Diese Parameterwahl ist in der Literatur als CRR-Parameter bekannt und wurde von den
Autoren Cox, Ross und Rubinstein [25] vorgeschlagen. Es ist keineswegs eine endgiiltige
und auch keine eindeutige Wahl der Parameter. Wenn wir zum Beispiel p = 1/2 setzen,
erhalten wir nach der gleichen Kalkulation wie oben fiir 4 und d die sogenannte Jarrow-
Rudd-Parametrisierung [59]

u=ce d=c¢e

5"

(T—é)At-ﬁ-O’\/E’ (T—é)At—O’\/Kt’ - 1

In dieser Arbeit entscheiden wir uns fiir die CRR-Parametrisierung und verwenden die
Formeln (4.1)—(4.4) bei der Berechnung der Preise von amerikanischen Put-Optionen.
Quellcodes fiir die Implementierung im MATLAB kénnen dem Anhang entnommen wer-
den.

In Abbildung 4.1 sind die Preise amerikanischer Put-Optionen im Binomialmodell fiir
unterschiedliche N, beginnend bei N = 10000, dargestellt.

6.24372

Am
PN

6.24369

6.24367 AAM
e 20366 | RN vesaaasoppapyapes,

6.24364 : ! : !
0

ABBILDUNG 4.1.: KONVERGENZ EINER AMERIKANISCHEN PUT-OPTION IM BINOMIALMODELL.
PARAMETER So=40, K =45, r = 0.0488, 0 = 0.3, T'=7/12. VoN 1 X 10* BIS
2 x 10° WURDE JEDER 10°-WERT AUFGETRAGEN.

'Fiir diese Wahl der Parameter ist die linke Ungleichung in (4.6) automatisch erfiillt. Die rechte Unglei-
chung hangt hingegen von den Parametern r,o,T und N ab. Fiir alle N > 7’2T/02 ist sie jedoch immer
erfiillt.
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Bemerkung 4.1. Der Grenzwert der Folge in Abbildung 4.1 ist der Preis einer ameri-
kanischen Put-Option im Black-Scholes-Modell. Die Untersuchung auf die Konvergenz-
geschwindigkeit wurde unter anderen von Lamberton [77] und Leisen [80] durchgefiihrt.
Lamberton fand fiir alle V € N die folgende Relation

c <P]€:M_PBS< ¢

ON2/3 = = N4/5’ (4.10)

mit den Konstanten ¢, C' und verwies auf numerischen Studien, welche auf die Konver-
genz der Ordnung 1/N hindeuteten. Leisen [80] hat dies in Theorem 3.4. seiner Arbeit
analytisch belegt.

Die Konvergenzordnung der Preise ist somit C'//N, mit einer unbekannten Konstante C'.
Das ist insofern unzureichend, da die Konstante ziemlich groft sein kann, so dass die
Preise selbst fiir grofe N, z.B. N = 10000 nicht genau genug sind (vgl. [64], [98]).

Bemerkung 4.2. Der grofite Nachteil des Binomialmodells ist die oszillierende Kon-
vergenz der Preise (abgesehen von einigen Spezialféllen), was Abbildung 4.1 entnommen
werden kann. Dessen ungeachtet wird in der Literatur oft der Preis bei N = 15000 als
,wahrer Preis betrachtet (vgl. [17]). In unserem Beispiel ist die Abweichung vom ,wah-
ren* Preis, der wahrscheinlich zwischen 6.24366 und 6.24367 liegt, bei N = 15000 grofser
als zum Beispiel bei N = 12000.

4.1.2. Kritischer Rand im Binomialmodell

Eine besondere Eigenschaft amerikanischer Put-Optionen besteht in der vorzeitigen Aus-
iibung. Wie aus Formel (4.3) ersichtlich, wird die Option genau dann ausgeiibt, wenn ihr
innerer Wert groker oder gleich ihrem Fortsetzungswert! ist. Wie wir spéter sehen wer-
den, kann die Entscheidung iiber die Ausiibung der Option zur Zeit ¢, in Abhéngigkeit
vom Aktienkurs S, getroffen werden. Mit anderen Worten, die Option wird genau dann
ausgeiibt, wenn der Aktienkurs S,, einen bestimmten Wert S;; iibertrifft. Diesen Wert
Sy, falls ein solcher existiert, nennen wir (dhnlich zum stetigen Fall) kritischer Preis zur
Zeit t,,. Die Folge (S} )n=0,..n wird kritischer Rand bzw. kritische Grenze genannt.

In diesem Abschnitt wollen wir den kritischen Rand in einem Binomialmodell definieren
und die Eigenschaften des Randes studieren. Wie bereits oben angemerkt wurde, fithrt die
Beriicksichtigung des Randes bei der Berechnung der Preise amerikanischer Put-Optionen
im Binomialmodell zu einem effizienten Algorithmus (siehe unten Boundary-Algorithmus
4.12), der im Vergleich zum klassischen Algorithmus (beschrieben in (4.2)—(4.4)) mit
weniger Rechenaufwand auskommt.

'Der Wert der Option ohne einer sofortigen Ausiibung.

93



Kapitel 4. Numerische Studie

Wir starten unsere Uberlegungen mit dem letzten Zeitpunkt ¢y. Dies ist gleichzeitig der
letzte Ausiibungszeitpunkt. Die amerikanische Put-Option wird genau dann zur Zeit ¢y
ausgeliibt, wenn K — Sy > 0 ist. Insofern ist es naheliegend den kritischen Preis zur Zeit
ty als

S}k\/ = maX{SN,,- ’ K—SNJ‘EO, iZO,l,...,N} (411)

zu definieren.

Nach der Definition von Sy ; gilt Sy ; = u*dN"1Sy. Somit ldsst sich S ~,; vollstdndig durch
i, d.h. durch die Anzahl der Aufwértsbewegungen (auch ,ups‘ gennant) beschreiben.
Wir definieren daher den kritischen Index iy als denjenigen Index i zur Zeit ¢ty im
Binomialbaum (.S, ;), fiir welchen das Maximum in (4.11) erreicht wird. Demzufolge gilt

iy =max{i | K —u'd"""Sy >0, i=0,1,...,N}. (4.12)

Der kritische Preis S3; wird also durch den kritischen Index ¢y eindeutig als S%; := S iy
definiert. Aus (4.12) und u = 1/d folgt fur iy

log (KégN)
iN:maX Z‘Zgw, i:(),l,...,N (413)
bzw.
K N
. log( S“O )
in=|———%| AN, (4.14)

2log(u)

wobei || fir die untere Gaufsklammer steht, d.h. n = |r| ist die grofte natiirliche Zahl
n € N mit n <r, r € R. Das Symbol A bedeutet hier z A y := min{z, y}.

Die Menge in (4.13) ist fiir kleine K, speziell fiir K < d’¥Sp, leer. In diesem Fall ist
der kritische Index und somit auch der kritische Preis nicht definiert. Es liegt daran,
dass unser Binomialbaum (S, ;) nicht grof genug ist. Was grofs genug bedeutet, werden

wir spater erkldaren. Bis dahin nehmen wir an, dass in einem Binomialbaum (5’7(1]\;)),
OSnSN,OSiSnstetsKZdNSogﬂt.

Den kritischen Index zu einem fritheren Zeitpunkt ¢,,, n < N definieren wir als

in =max{i | K —u'd"'Sy > V,;, i=0,1,...n}, (4.15)

mit V,,; aus (4.3). Der kritische Preis zur Zeit ¢, wird dabei, in Analogie zur obigen
Uberlegung, als S} := S, ;, definiert.
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Der kritische Index i,, sofern existent, teilt einen Binomialbaum zur Zeit ¢,, in zwei
Bereiche. Den Bereich, in welchem es optimal ist die Option zu halten, bezeichnen wir
mit

Cn :={(n,7) | i>1in} (4.16)

und nennen ihn, wie es in der Literatur iiblich ist, continuation region zur Zeit t,.

Im anderen Bereich hingegen ist eine sofortige Ausiibung vorteilhaft. Wir bezeichnen ihn
mit

Spi={(n,3) | i < in} (4.17)

und nennen ihn stopping region zur Zeit t,.

Fir die Gesamtlaufzeit der amerikanischen Put-Option V{ wird stopping region bzw.
continuation region als

S:={S,, n=0,1,...,N} (4.18)
bzw.

C:={Ch, n=0,1,...,N} (4.19)
definiert.

Bemerkung 4.3. Eine optimale Strategie fiir die amerikanische Put-Option wére es
somit diese zu halten, falls sie sich in continuation region C befindet und sie auszuiiben,
falls sie in stopping region S ist. Die Folge von kritischen Indizes (iy)n=0,. N ,trennt®
beide Regionen voneinander.

Wie oben bereits angemerkt wurde, kann der Aktienstand .S, ; zur Zeit ¢,, eindeutig durch
die Angabe des Knotens (n, ), aufgrund der Definition S, ; := u'd™ 1Sy, vollstindig be-
schrieben werden. D.h. zwischen den Mengen CAn = {Spi | Vni>K—Snii=0,...,n}
und C,, bzw. zwischen Sn = {Sni| Vai <K — Sm,z =0,...,n} und S, besteht eine
FEins-zu-eins-Beziehung. Obwohl die Mengen Cn,S die Aktlenkurse Sni zur Zeit t,, ent-
halten und die Mengen C,, S,, die Knoten (n,4) des Binomialbaumes, sind sie ineinander
iiberfithrbar. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit keine strikte Differenzie-
rung zwischen beiden Mengentypen vorgenommen und im Folgenden §n, S, als stopping
region zur Zeit t, bzw. é\n,Cn als continuation region zur Zeit t, bezeichnet. Welche
Menge dabei gemeint ist, wird aus dem Kontext ersichtlich.

In Abbildung 4.2 sind die kritischen Rander (S ( N))0<”< ~ fiir verschiedene Perioden N
aufgetragen. Es lassen sich einige Regelmaﬁlgkelten im Verhalten des kritischen Randes
erkennen.

! Auf eine #hnliche Weise wird continuation region im Black-Scholes-Modell definiert.
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ABBILDUNG 4.2.: VERGLEICH VON KRITISCHEN RANDERN IM BINOMIALMODELL MIT UNTER-
SCHIEDLICHER ANZAHL AN PERIODEN N (N = 10, 100 unD 1000). DIE UBRI-
GEN PARAMETER SIND Sp=45, K =45, r =0.04, 0 = 0.2, T = 1.

Zuerst sei auf den Verlauf des kritischen Randes hingewiesen. Im Verlaufsmuster sind fiir
die unterschiedlich grofen N verschieden grofse Sdagezahnmuster erkennbar, die allesamt
stufenartig ansteigen. Die Breite solch einer Stufe hangt offensichtlich von der Restlaufzeit
ab. Je kiirzer diese ist, desto schméler wird eine Stufe. Innerhalb einer Stufe hat der
kritische Rand einen im Sinne des Binomialbaumes konstanten Verlauf.

Weiterhin sei angemerkt, dass es vorkommen kann, dass der kritische Rand je nach Bino-
mialbaum in den ersten Perioden gar nicht definiert ist, d.h. die Menge in (4.15) ist eine
leere Menge. Das ist in Abbildung 4.2 bei allen drei Baumen der Fall. In diesen Féllen
hat der kritische Rand die untere Grenze des jeweiligen Baumes erreicht, d.h. S* < d"Sy
fiir ein n € {0,1,..., N} und fiir alle k € {0,...,n} gilt K — d*Sy < V0. Das bedeutet,
dass der Fortsetzungswert der Option am unteren Rande des Baumes echt grofser als der
innere Wert ist.

Eine weitere Erkenntnis ist, dass der kritische Preis S;;_, zur Zeit t,,_1 entweder gleich
uS} oder dS; ist. Das ist die Stetigkeit des kritischen Randes (S})o<p<n im Sinne des
Binomialbaumes.

Unsere Beobachtungen fiithren zum folgenden Ergebnis.

Lemma 4.4. Es sei optimal fir einn € {1,..., N} die amerikanische Put-Option aus-
zutiiben, d.h. 3i € {0,1,...,n} mit V,,; = K — Sy, ;. Ferner sei i > 0'. Dann gilt

Vitic1=K — Sp_11 = K —u'""d" S (4.20)

'"Damit ist sicher gestellt, dass der Knoten (n,) nicht am unteren Rand des Baumes liegt.
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Beweis. Aus V;,; = K — Sy ; folgt V,,;,_1 = K — Sp, ;-1 und daraus

eirAt (an,z' + (1 - p)Vn,i—l) = eirAt (p(K - Sn,z) + (1 - p) (K - Sn,i—l))
= eirAtK - eirAt (pSn,i - (1 - p)Sn,i—l)

<K —-85,_1-1-

Fiir den Preis Vj,_; ;—1 folgt daher aus Definition (4.3)
Viotio1 =max {K — Sp_1-1; € " (pVii + (L= p)Vnic1)} = K — Spo1-1.

O]

Bemerkung 4.5. Das Ergebnis aus Lemma 4.4 war der bewegende Punkt fiir eine
umfangreiche Literaturrecherche zu den Figenschaften des kritischen Randes im Binomi-
almodell gewesen. Auch bei der Entwicklung eines neuen Algorithmus zur Berechnung
der Preise von amerikanischen Put-Optionen spielt Lemma 4.4 eine zentrale Rolle.

Die Literaturrecherche hat erstaunlicherweise ergeben, dass die Definition und iiberhaupt
das Gesamtkonzept des kritischen Randes im Binomialmodell sich nur in relativ wenigen
Arbeiten finden léasst. Zu der Pionierarbeit aus unserer Sicht gehort die Arbeit von Kim
und Byun [72]. Die Autoren haben eine tief gehende Analyse des kritischen Randes im
Binomialmodell durchgefithrt. Ebenso lisst sich dort eine dhnliche Aussage wie in Lem-
ma 4.4 in einer abgednderten Notation finden.

Lemma 4.6. Fir einn € {2,...,N} gdbe es ein Index i € {1,...,n— 1}, so dass im
Knoten (n,i) gilt Vi > K — Sy, d.h. es ist nicht optimal die Option dort auszuiben,
dann gilt (vgl. [72])

angﬂ;l > K — Snf2,i71' (4.21)

Beweis. Zunéachst sei erwdahnt, dass in einem rekombinierenden Binomialbaum gilt

Sn,Q’Z',l = Uz_ldn_Z_ISO = uzdn_ZSO = Sn,i'

Infolgedessen sind V;,—2 ;—1 und V,, ; zwei Optionen mit denselben Parametern bis auf die
Restlaufzeit. Aus t,,_s < t,, ergibt sich somit

Vie2,ic12Voi>K =5, =K —Sp—2,i—1.
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Folgerung 4.7. Fallseseinn € {2,...,N} und i € {1,...,n — 1} gibt, so dass V,,; >
K — S, gilt, dann folgt
Vn—l,i > K — Sn—l,i- (4.22)

Beweis. Der Beweis ist die direkte Folgerung aus beiden Lemmata 4.4 und 4.6. Denn aus
der Ungleichung V,,; > K — S, ; folgt nach Lemma 4.6 fiir den Preis im Baumknoten
(n—2,i—1) V21 > K — Sy_2i—1. Des Weiteren steht V,,_1 ; < K — S,_1,; im
Widerspruch zu Lemma 4.4. Daher gilt die Umkehrung und somit die Behauptung.

O

Mit Lemmata 4.4, 4.6 und Folgerung 4.7 ist es moglich aus der Kenntnis iiber conti-
nuation region C, und stopping region S, zur Zeit t,, die continuation region C,_; und
stopping region S,,—1 (und als Folgerung die kritische Grenze) zur Zeit ¢,,_; bis auf einen
Baumknoten genau zu bestimmen. Dieser Vorgang wird in Abbildung 4.3 anschaulich
dargestellt.

@)

Folgerung 4.7 /
_ - T T T T T
-
-
- Lemma 4.6

ABBILDUNG 4.3.: VORGEHENSWEISE BEI DER BESTIMMUNG DER REGIONEN S,,_1, Cn_1 AUS S,
UND Cp,.

Wie aus Abbildung 4.3 ersichtlich, gehéren die Knoten mit den schwarzen Kreisen zur
stopping region S und die Knoten mit den grauen Kreisen zur continuation region C.
Beide Regionen C,, und S,, sind zur Zeit t,, bekannt. Nach einem Schritt zuriick in der
Zeit zum Zeitpunkt t,_1 bleibt lediglich zu iiberpriifen zu welcher Region der Knoten
mit dem weifien Kreis gehort. Hierfiir wird er induktiv (riickwérts!) aus seinen beiden
Kindknoten zur Zeit ¢,, nach Formel (4.3) berechnet. Danach sind die Mengen S,,—1 und
Cn_1 eindeutig festgelegt.
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Der eben beschriebene Induktionsschritt stellt die Grundlage fiir einen neuen Algorith-
mus dar. Bevor wir mit der Beschreibung des Algorithmus fortfahren, wollen wir noch
auf die Frage der Existenz und Eindeutigkeit des kritischen Randes eingehen.

Bemerkung 4.8. Wie aus Abbildung 4.2 hervorgeht, kann es vorkommen, dass der
kritische Rand (S;‘L’( N)>0§n§ N, in einem festen Binomialbaum (S,(L{\Z())ggng ~ mit den Pa-
rametern u, d, At und Sy nicht definiert ist fiir 0,1,...,ng mit ng € {0,1,..., N}!. Das
ist genau dann der Fall, wenn der kritische Rand die untere Grenze des Baumes erreicht
und den Baum komplett ,verldasst‘. Je nach Anwendung kann dies auf verschiede Weise

behoben werden.

Fiir die Preisbildung in einem Binomialbaum zum Beispiel, ist es irrelevant wo genau sich
der kritische Rand zur Zeit t;, fiir alle k € {0, ..., nx} befindet. Wichtig ist die Tatsache,
dass S} < d* Sy fiir alle 0 < k < ny gilt. Da jeder Aktienkurs Spi im Binomialbaum
mit CRR-Parametern nach der Definition strikt positiv ist, ist es zulassig S} = 0 fiir
alle k € {0, ..., ng} zu setzten. Fiir den kritischen Index i; bedeutet das dquivalent dazu
i = —oo fiir alle £ = {0,...,nt}.

Falls jedoch der kritische Rand aus dem Binomialmodell zur approximativen Berechnung
des stetigen kritischen Randes herangezogen werden soll, so ist der obige Vorschlag unzu-
reichend. Abhilfe verschaffen kann hier ein Baum, der weit in der Vergangenheit startet

(vel. [7]).

Der Ausgangsbaum (57(1]\1[)) wird durch einen gréferen Baum (S, ,”), d.h. N > N, mit
sonst identischen Parametern u, d, At und Sy ersetzt. Die Gleichheit der Parameter impli-
ziert dabei, dass der Ursprungsbaum ein Unterbaum des neuen Baumes ist. Wir definieren

daher

(V)

Sniv) = S%_vemywy . =01 N (4.23)

Es bleibt schliefslich nur noch die Frage zu klaren wie groft N gewahlt werden soll, damit
S% . fir n = 0 und ebenso fiir alle n = 1, ..., N definiert ist. Das néchste Lem-
N—(N-n),(N)

ma beantwortet diese Frage.

Lemma 4.9. Es sei ein Binomialbaum (ST(ZAZ)) mit den Parametern u,d, At und Sy ge-
geben. Weiterhin sei der kritische Index in wohldefiniert, d.h. 0 < iy < N. Definiere ein
N durch

N:=2(N—iy)+ N (4.24)

und einen vergréflerten Binomialbaum (Sfl]\p) mit den Parametern u,d, At und Sg. Dann

. . . . .. ’ oy * . N
existiert in diesem vergréfierten Baum der kritische Rand SN—N,(N) zur Zeit tg -

'Die Existenz und die Eindeutigkeit des Randes (S};) zu Zeiten t,, 41,...,ty ist durch Lemmata 4.4, 4.6
und Folgerung 4.7 gewéhrleistet.
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Beweis. Der kritische Preis S3 zum kritischen Index iy ist

Sy = uNdN TIN5y = aN TN S,

Da der vergroferte Baum den urspriinglichen enthélt, gilt in der Periode N , S]*V = Sy
Weiterhin gilt nach Lemma 4.4

N o* o
S < d¥S% € S5y

Nach der Definition des kritischen Randes in der Periode N — N gilt aV 51*\7 < SJ*V—N'
Falls also dVS% ein Baumknoten des neuen Binomialbaumes (ST(LA{)) ist, so existiert in
diesem Baum der kritische Preis SJ*V N Fiir den kleinsten Baum, der zudem noch den

Knoten dNS]*\A[ = d2(N=iN) Sy enthélt, muss also gelten
dﬁ—NSO L d2(N—iN)SO.

Daraus folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 4.10. Lemma 4.9 garantiert also die Existenz (die Eindeutigkeit folgt dann
aus der Definition) des kritischen Randes (S} )o<n<n fiir einen Baum, der 2(N — iy)
Perioden in der Vergangenheit zur Zeit to = —t 2(N—iy) startet. Der kritische Rand wird
ausgehend von dem Endzeitpunkt ¢y rickwérts bis zum Zeitpunkt tg berechnet. Der
Rest des Baumes zu den Zeitpunkten —t9y_;y), ..., —t1 spielt bei der Berechnung des
Randes keine Rolle und wird ignoriert.

Die nach Lemma 4.9 ermittelte Anzahl der Perioden N eines Binomialbaumes ist nur
eine hinreichende Groéfse, um die Existenz des kritischen Randes sicherzustellen. Der ver-

@)

ni ) hat je nach Grofe von iy bis zu 3-mal so viele Perioden

groferte Binomialbaum (

als der Ursprungsbaum (51(1]\[)) Viele praktische Beispiele belegen jedoch, dass die Exis-
tenz auch durch einen Binomialbaum mit einer deutlich kleineren Anzahl an Perioden
gewahrleistet werden kann. Das wird auch in der Arbeit von Basso, Nardon und Paolo
[7] bestétigt. Die Autoren haben 25000-periodige Binomialbdume mit der Auslassung
der ersten 5000 Schritte betrachtet. Nach Aussage der Autoren scheinen solche Modelle
fiir viele Parametersétze robust zu sein. Allerdings ist nicht ganz einleuchtend wie viele
Schritte ausgelassen werden sollen bei Bdumen mit einer kleineren oder groferen An-
zahl an Perioden. Die 1/4 - Regel (abgeleitet aus 5000/20000) ist zum Beispiel fiir ein
100-periodiges Binomialmodell mit Auslassung der ersten 20 Perioden und den {iibrigen
Parametern Sy = 45, K = 30, 0 = 0.3, r = 0.03 und T = 1 verletzt, d.h. der kritische
Rand bleibt in diesem Fall fiir n = 20 nicht definiert. Die empirischen Beobachtungen
liefern daher keineswegs ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz des kritischen Ran-
des und ersetzen somit Lemma 4.9 nicht.
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Wir schliefsen diesen Unterabschnitt mit einer letzten Feststellung ab, die bei der Imple-
mentierung des neuen Algorithmus gebraucht wird.

Feststellung 4.11. Wie bereits von Cox, Ross und Rubinstein [25] erwadhnt wurde (vgl.
auch [50]), ist der Wert einer européischen Put-Option an bestimmten Knoten des Bino-
mialbaumes von vornherein null. In Analogie dazu bezeichnen wir die Menge aller Knoten
des Binomialbaumes, an welchen die amerikanische Put-Option den Wert null annimmt
mit

N = {(n,i) | Vs = 0} (4.25)

und nennen sie null region.

Mit der Kenntnis von iy und Formel (4.3) kann die Menge N vollstandig beschrieben
werden. Es gilt
N ={(n,i) |ixn <i<mn, iy <n<N}. (4.26)

Da V,; = 0 fiir alle (n,7) € N ist, werden diese Baumknoten bei der Berechnung des
Preises einer amerikanischen Put-Option mit dem neuen Algorithmus nicht beriicksich-
tigt.

4.1.3. Boundary-Algorithmus

Die Grundlage fiir den Boundary-Algorithmus zur Berechnung der Preise amerikanischer
Put-Optionen in einem Binomialmodell stellen die Ergebnisse von Lemmata 4.4, 4.6 und
Folgerung 4.7 dar.

Ebenso wie der klassische Algorithmus' startet auch der neue Algorithmus am Ende
des Baumes und arbeitet sich rekursiv durch den ganzen Baum bis zum Anfang des
Baumes vor. Ein wesentlicher Unterschied zum klassischen Algorithmus besteht darin,
dass im Boundary-Algorithmus die Kenntnis iiber die stopping region S und continuation
region C bzw. Aquivalent dazu die Kenntnis iiber den kritischen Rand (daher auch der
Name Boundary-Algorithmus) bei der Berechnungen berticksichtigt und in jedem Schritt
verwendet wird.

Zum Vergleich, im ersten Schritt zum Endzeitpunkt ¢y berechnet der klassische Algo-
rithmus N + 1-mal den Preis Vi ;, ¢ = 0,1,..., N nach der Formel

VN =max{K — Sy, , 0}, i=0,1,...,N.

! Ein Algorithmus, der aus Formeln (4.2)—(4.4) entsteht und im Anhang als Algorithmus C.1 zu finden
ist (vgl. auch [13]).
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Beim Boundary-Algorithmus wird nur der kritische Index i nach der Formel
log <K;ON>
2log(u)

IN =

berechnet und anschlielsend Vi ;, = K — Sy i, gesetzt. Es besteht keine Notwendigkeit
Vi,i fiir alle ¢ # i zu bestimmen, denn es gilt Viy; = O fiir alle i > iy und Viy; = K—Sn;
fur alle 7 < iy.

Im néchsten Schritt zur Zeit ty_1 wird lediglich Vy_1;, aus Vy;y und V41 = 0
berechnet und die Zugehorigkeit des Knotens (N — 1,iy) zur stopping region Sy_1 oder
continuation region C_; festgestellt, anstatt die Berechnungen in jedem der N Knoten
durchzufiithren, wie es beim klassischen Algorithmus der Fall ist.

Allgemein werden beim klassischen Algorithmus n+1 Rechenschritte zur Zeit ¢,, benétigt,
wohingegen es beim Boundary-Algorithmus

min{n , iy} —max{0, in41 —1}, n=0,...,.N—1 (4.27)

Schritte sind.

Wir fassen den gesamten Algorithmus zusammen.

Algorithmus 4.12 (Boundary-Algorithmus).

1) Berechne iy nach der Formel

log (KégN >
A log(u)
Falls

in>N+1 setze Vo=K-—98,
in=0 setze Vo =e VA1 — p)N(K — dN Sp),
in <0 setze Vp =0,

sonst gehe zum ndchsten Schritt tiber.

11) Fireinne{l,...,N — 1} berechne V,,; fir alle i aus der Menge

{max {0, ipnt1},...,min{n, ix}}

nach der Formel
Vi =e "™ (pVigivr + (1= p)Vnr1a) -
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Falls

Viyingr > K — Snjin,  setze iy =ipgp1 — 1,

Vigingr < K — Snjinyy  setze ip = tn41, Vi, = K — Snjipiq-

111) Berechne den Preis Vi zur Zeit tg nach der Formel
Vo = max {K — Sy , e_TAt (pVLl + (1 —p)VL(])} .

Bemerkung 4.13. Der Boundary-Algorithmus ist keine Approximation, sondern ei-
ne optimierte Version des klassischen Algorithmus und daher auch mit den géngigen
Konvergenz-Beschleunigungstechniken (wie z.B. control variate methods) kompatibel.
Der Vorteil und die Effizienz des neuen Algorithmus besteht in der Verwendung deutlich
weniger Rechenoperationen gegeniiber dem klassischen Algorithmus. In Abbildung 4.4
ist die Arbeitsweise des neuen Algorithmus anschaulich dargestellt. Allein daraus lasst
sich erkennen, dass der Boundary-Algorithmus mindestens 2-mal schneller ist, als der
klassische Algorithmus.

110
100
90 |
80

70 b null region N

60 I European put

region
50 F continuation region C
40 F

301
20
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

stopping region S

ABBILDUNG 4.4.: DIE FUNKTIONSWEISE DES BOUNDARY-ALGORITHMUS. PARAMETER: S = 45,
K =45, r=0.04, c =02, T=1 unD N = 20.

Wie aus Abbildung 4.4 hervorgeht, wird der Binomialbaum in vier Gebiete unterteilt.
Im Unterschied zum klassischen Algorithmus findet die Berechnung beim Boundary-
Algorithmus nur in der continuation region C statt. Diese Region ist mindestens 2-mal
kleiner, im Sinne der Anzahl der Baumknoten, als der Gesamtbaum. In anderen Regionen
ist der Preis der amerikanischen Put-Option bekannt und betrégt V;, ; = 0, falls (n,i) € N
oder V,,; = K — u'd"™'Sy, falls (n,i) € S.
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Sobald der kritische Rand das untere Ende des Binomialbaumes erreicht, z.B. zur Zeit
tn,, wird die amerikanische Put-Option zu den fritheren Perioden n < nj nicht mehr
ausgeiibt. Der Preis einer amerikanischen Put-Option zur Zeit ¢ty kann somit, dhnlich
wie im européischen Fall, mit Hilfe der folgenden geschlossenen Formel berechnet werden

(vgl. [25])

nk
Vo=>_ (”’“) eTTEAL T (1 — )TV, (4.28)

7
=0

Allerdings ist die Furopean put region marginal klein, vor allem fiir grofse N, im Vergleich
zu der Groke des Baumes selbst. Zum Beispiel fiir Sy = 45, K = 45, » = 0.04, 0 =
0.2, T = 1 und N = 10000 betrdgt die European put region knapp mehr als 1/100-
Perioden des Gesamtbaumes. Aus diesem Grund wurde Formel (4.28) nicht im Boundary-
Algorithmus beriicksichtigt.

Aufgrund seiner Effizienz wurden alle Berechnungen im Binomialmodell mit dem neuen
Boundary-Algorithmus durchgefiihrt. Der MATLAB-Quellcode kann dem Anhang ent-
nommen werden.
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4.2. n-Bermuda-Put-Option im Black-Scholes-Modell

In diesem Abschnitt wollen wir uns der Frage der numerischen Berechnung des Prei-

ses Py(Ln) einer n-Bermuda-Put-Option im Black-Scholes-Modell widmen. Die analytische
(n)

Preisformel fiir P, ’ wurde im ersten Kapitel hergeleitet. Danach gilt

n

P{M(S,K,T)=K> e ™ Ng(big; Rig) =S Y Ni(aw; Rix), (4.29)
k=1 k=1

mit
log%#— (T— "72> t;
T o/t
blk = (bla “e 7bk—15 7bk‘) 5

und a; ;= b; + o/,

alg ‘= (a17 sy k-1, —(Ik) )
1 b - G —/ha
t2 th—1 122
1 1 ta _ Jt2
to T tk—1 7%
Ry = : : : : (4.30)
_t1 _ta 1 k-1
te—1 tp—1 77 173
/b2 _ [tk 1
123 17" 123

Zunéchst werden wir versuchen den Preis einer n-Bermuda-Put-Option direkt aus (4.29)
numerisch zu bestimmen. Fiir welche n eine direkte Berechnung realistisch durchfithrbar
ist, wird die wesentliche Fragestellung im ersten Teil dieses Abschnittes sein. Der zweite
Teil des Abschnittes wird eine approximative Berechnung des Preises einer amerikani-
schen Put-Option (bzw. einer n-Bermuda-Put-Option fiir grofe n) behandeln. Basierend
auf der Early-Exercise-Préamie-Darstellung (1.87) werden zwei Algorithmen zur approxi-
mativen Berechnung des Preises einer amerikanischen Put-Option vorgeschlagen.

4.2.1. Direkte Berechnung

In diesem Abschnitt greifen wir auf die Mittel zuriick, die bereits im zweiten Kapitel
entwickelt wurden, speziell auf Satz 2.2 und Lemmata 2.5, 2.7 und 2.14.
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Nach Lemma 2.14 gilt

Prgn)(s’ K? T) = Kie_Ttka (blk ; le) -5 (1 - Ny, (aln ; Eln)) (431)
k=1

mit a1, = Dpai,, ﬁm = D, Ry, D,, und einer Diagonalmatrix D,, := diag(1,...,1,—1).
Somit wurde der zweite Summenausdruck in (4.29) durch eine n-dimensionale Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung ersetzt. Leider kann die iibriggebliebene
Summe in (4.31) aufgrund des Diskontierungsfaktors e "% nicht auf eine dhnliche Weise
vereinfacht werden. Es kann jedoch die Halbierung der Dimension aller in der Formel
(4.31) auftretenden Normalverteilungsfunktionen erreicht werden. Nach Satz 2.2 gilt

b;

Ni (b1 s Ryg) = /

—00

n(x;) Ny—1 (Elk\{i} ; ﬁlk\{i}) dz;. (4.32)

Dabei gilt

ohne i
iy = | —/— .. ... , : ’
2
e Jimr 1-a
biiy (i) by i)
trminds:t
Ry ={pst | s,t=1,...,k}, pst = OskOpt tmmi&;7
max{s;
Ry = Pst = PisPit st=1,....i—1i+1,....k

V=P = p3)

Weiterhin hat die Matrix ftlk\{i} nach der Begriindung im Beweis von Lemma 2.7 die
folgende Struktur

~ ﬁli\{i} 0 )
Ry i 1:< ~ ;
\{4} 0 Rik\{i}

so dass nach Lemma 2.5 folgt

Ny (Elk\{i}S ﬁlk\{i}) = Ni1 (Eli\{i}5 ﬁu\{i}) Ni—; (Eik\{i} ; ﬁik\{z‘}) . (4.33)
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Insgesamt folgt fiir die k-dimensionale Verteilungsfunktion der Normalverteilung

b;

Ny, (biy; Riy) :/

—00

n(x;) Ni—1 (Eu\{i}; ﬁu\{i}) Ni—i (Eik\{i} ; ﬁik\{i}) dz;. (4.34)

Jede Normalverteilungsfunktion in Formel (4.29) kann aufgrund der symmetrischen Struk-
tur der Korrelationsmatrix auf die Form (4.34) gebracht werden. Somit kann eine k-
dimensionale Verteilungsfunktion der Normalverteilung (k > 2) als ein Integral iiber
(k — i) und (7 — 1)-dimensionale Verteilungsfunktionen der Normalverteilung aufgefasst
werden (vgl. [28]). Auf diese Weise wird eine Reduzierung der Dimension der zu berech-
nenden Integrale (multivariate Normalverteilungen) erreicht. Da die Zerlegung in (4.34)
fiir jeden Index ¢ = 1, ...,k giiltig ist, kann letzterer frei gewdhlt werden. Die niedrigste
Dimension, die die mehrdimensionalen Integrale auf der rechten Seite von Formel (4.34)
einnehmen konnen, tritt im Falle 1 — 1 = k£ — ¢ auf. Das bedeutet, dass fiir die Wahl
des Index i = |k + 1/2] die Dimension der k-dimensionalen Normalverteilung nahezu
halbiert wird (vgl. auch [103]).

Die Korrelationsmatrix ﬁz‘k\{z’} der (k — i)-dimensionalen Normalverteilung in Formel
(4.34) hat nach (2.17) die folgende Gestalt

1 tit1—t; tit1—t; _ Jtigi—t
tiy2—1; T tk—1—1; tp—ti

tiy1—1; 1 tiyo—1; _ [tigo—t

tit2—t; e th_1—t; tp—t;
R\ iy = :

tir1—t; tiyo—t; 1 _ Jtk—1—t

tk—1—%; te—1—t; e t—ti

_ izt fliva—ti _ [ttt 1
tr—t; tr—t; T tr—t;

Die Struktur dieser Matrix stimmt mit der Struktur der Korrelationsmatrix Ry tiberein
(vergleiche dazu die Struktur der beiden Matrizen z.B. fiir ¢ = 0). Somit kann Formel

(4.34) wiederholt auf die multivariate Normalverteilung Ny_; ( ; Rik\{i}> angewandt

werden. Besondere Vorteile dieser Beobachtung (gleiche Struktur der Matrizen Ry und
Rik\{i}) eroffnen sich fiir kleine Indizes i. Insbesondere werden wir hier die Falle ¢ = 1
und ¢ = 2 untersuchen. Die Begriindung fiir diese Wahl ist die folgende: die Komposition
n(-)N;—1(-) ist eine Funktion, die fiir i = 1,2 (zur Erinnerung Ny = 1) sowohl analytisch,
als auch numerisch gut handhabbar ist.

Da der Fall i = 1 ein Spezialfall eines Algorithmus von Genz [37] ist, welchen wir weiter
unten ausfiithrlich beschreiben und fiir unsere Zwecke einsetzten werden, vertauschen wir
die natiirliche Reihenfolge und beginnen zunéchst mit einer kurzen Erlduterung des Falls
1= 2.
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Fall : = 2:

Mit der Wahl des Index ¢ = 2 wird nach der obigen Argumentation eine k-dimensionale
Standardnormalverteilung in eine 1-dimensionale und eine (kK — 2)-dimensionale Stan-
dardnormalverteilung aufgespalten (vgl. [28]). Im néchsten Schritt wird die (k — 2)-
dimensionale Standardnormalverteilung wieder mit Hilfe von Formel (4.34) als ein In-
tegral tiber eine 1-dimensionale und eine (k — 4)-dimensionale Standardnormalverteilung
geschrieben. Diese Prozedur wird insgesamt, ausgehend von einer k-dimensionalen Stan-
dardnormalverteilung, |k + 1/2]-mal wiederholt.

Beispiel 4.14 (Index i = 2). Essei Z5 = {0,Z,%, 2 2 3L T} dann ergibt sich, nach
einer 3-fachen Anwendung von Formel (4.34) auf sich selbst, fiir eine 6-dimensionale
Standardnormalverteilungsfunktion! mit einem Vektor big = (b1, bo,...,bg) und einer

Korrelationsmatrix Rig = { % |i,j=1,2,... ,6}, wobei i A j (i V j) fir min{i,j}
(max {i,j}) steht,

bo
Ng (bis; Rig) = / n(z1)N(V2by — 21)x

— 00

/\/;)4_%1 n(z2)N(vV2v3bs — 21 — ) ¥

/\/gbﬁ—(m-sz)

n($3)N(\/§\/gb5 — 2(x1 + ®o) — w3)drs dre day.
(4.35)

[e.9]

Dabei steht n(x) e~**/2 fiir die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung.

_ 1
T Vor

Das letzte Integral in (4.35) hat die Form

/ay n(x)N(b— 2y — x)dx. (4.36)

—00

Nach unserem Wissensstand gibt es keinen geschlossenen Ausdruck fiir das obige Integral
in (4.36), so dass die Berechnung der 6-dimensionalen Normalverteilung in (4.35) nur mit
Hilfe von numerischen Methoden zu bewiéltigen ist.

'Eine allgemeine Rekursionsformel fiir Ni (b1x; Rix) findet sich im Anhang.
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Fall 7 = 1:
Es seien ein Vektor by = (b1, ba, ..., b;) und eine Korrelationsmatrix
v
le_{ l 17-‘27.7*1727 7k}
1V
gegeben!.

Fiir eine k-dimensionale Normalverteilungsfunktion der Standardnormalverteilung an der
Stelle b1 und mit der Korrelationsmatrix Ry folgt nach einer k-fachen Anwendung von
Formel (4.32) mit dem Index i = 1 auf sich selbst

Ni (big ;s Ryg) =

b1 V2bo—x1 V3bz—z1—x2 Vb= @
—/ n(xl)/ n(xQ)/ n(acg)/ n(xy)dzy . . . dx;.
(4.37)

Der Ausdruck in (4.37) kann mit den Methoden von Genz [37] weiter behandelt werden.
Der von ihm vorgeschlagenen Algorithmus zur numerischen Berechnung von multivaria-
ten Normalverteilungen ist einer der géngigsten Algorithmen sowohl in der Literatur als
auch in der Praxis.

Algorithmus 4.15 (Algorithmus von Genz).

1) Transformation:

Fiir jedes x; verwende die Substitution x; = N~'(y;). Das Integral aus Formel (4.57)
transformiert sich dann zu

N(b1) pN(v2b2—N"1(y1)) N(VEb =50 N=1(ys)
Ni (bir; Rig) :/ / / dyy. . . . dy.
0 0

0
(4.38)

Eine zweite Substitution y; = A;z;, wobei A; = N (\/Ebk — Zf:_f N_l(yi)) die

obere Integralgrenze des jeweiligen Integrals ist, fiihrt zu

1 1 1
Nk(b1k;R1k)=Bl/ Bz--~/ Bk/ dzy, ...d=
0 0 0

!Die Struktur der Korrelationsmatrix entspricht der Struktur der Korrelationsmatrizen in der Geske-
Johnson-Formel (4.29) im Falle einer arithmetischen Zerlegung 2, = {0,T/k,...,(k— 1)T/k, T}.
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bzw.
1l 1
Nk (blk’; le) = / / / BlBQBk- de_l...dzl (439)
0 0 0
mat
By = N(b1) (4.40)
und

k—1
By :=N (x/Ebk -y N (ziBZ-)> . (4.41)

11) Berechnung:

Verwende (Quasi-)Monte-Carlo-Methoden, um das Integral in (4.39) zu berechnen.

Bemerkung 4.16. Der oben beschriebene Algorithmus von Genz ist ein Spezialfall
seines Algorithmus in [37] angepasst an unsere Situation. Genz [37] hat allgemeine mul-
tivariate Normalverteilungen betrachtet

Nip(Ag; ) = BT SR (4.42)

1
NRICOE /A ‘

Dabei sind .ﬂls’,fc = (r1,22,...,Tk), 2,;1 eine k X k symmetrische positiv definite Ma-
trix und Ay ein k-dimensionaler Hyperwiirfel. Im allerersten Schritt wird das Integral
in (4.42) mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung der Kovarianzmatrix ¥;, = C;C% und der
Substitution x; = C}y; auf eine &hnliche Form wie unser Integral in Formel (4.37)
gebracht. Danach wird wie in Algorithmus 4.15 fortgeschritten. Dieser erster Schritt und
somit auch der Aufwand von O(n?) bleibt uns allerdings erspart (siehe Herleitung oben).

Bemerkung 4.17. Das Ausgangsintegral Nj (byy; Rqx) wird somit mit den von Genz
[37] vorgeschlagenen Transformationen auf ein (k—1)-dimensionales Integral der Funktion

k

f(zl,...,zk,l) = HBZ', (4.43)

i=1

mit B; definiert in (4.41), iiber einen (k—1)-dimensionalen Einheits-Hyperwiirfel [0, 1]¥~1
zuriickgefiihrt!. Das letztere Integral kann mit einer der folgenden Methoden approxima-

'"Mit der Wahl des Index i = 2 (siche Abschnitt ,Fall i = 2 ) kann die Dimension des Integrationsgebietes
[0,1]*~! halbiert werden. Der Integrand f ist dann eine etwas ,kompliziertere* Funktion f = H?il B,
die sich als Komposition von héchstens 1-dimensionalen Verteilungsfunktionen der Standardnormalver-
teilung darstellen l&sst.
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tiv berechnet werden: Monte-Carlo-Methode oder Quasi-Monte-Carlo-Methode.

Die Grundidee bei Monte-Carlo und Quasi-Monte-Carlo Methoden ist es das zu berech-
nende Integral als arithmetisches Mittel der Funktionswerte, ausgewertet an den Stiitz-
stellen @1, Tk 9, ..., 2k N € [0,1]%, zu approximieren

| X
/[o,m f(zy) dzy, = N ; f(xp). (4.44)

Der Hauptunterschied zwischen den beiden Methoden liegt in der Natur der Stiitzstel-
len. Wenn es bei der Monte-Carlo-Methode @ ;, ¢ = 1,2,..., N unabhéngige auf [0, 1]
gleichverteilte (Pseudo-) Zufallszahlen sind, sind es bei Quasi-Monte-Carlo-Methode de-
terministische gleichverteilte Punkte aus [0, 1]* von niedriger Diskrepanz, z.B. die Halton-
Folge (vgl. [42]). Eine weitere detaillierte Beschreibung dieser Methoden kann in Genz
und Bretz [40] oder in Deék [32] gefunden werden.

Bemerkung 4.18. Andere in der Literatur beschriebene Verfahren zur Berechnung der
multivariaten Normalverteilungen sind zum Beispiel der Algorithmus von Schervish [102],
der Algorithmus von Miwa et al. [91] und der Algorithmus von Craig [27], der den Ansatz
von Miwa et al. [91] weiter entwickelte.

Das Verfahren von Schervish [102] verfolgt die Idee der lokal adaptiven numerischen
Integration basierend auf Quadraturformeln (Simpson-Regel, Trapezregel etc.). Eine be-
sondere Eigenschaft seines Verfahrens ist, dass eine exakte (deterministische) Fehlerab-
schitzung angegeben werden kann. Andere Verfahren liefern meist nur die statistischen
Schétzer fiir den Approximationsfehler (vgl. [36]).

Auferdem schlidgt Schervish [102| vor, den Vektor der oberen Integrationsgrenze by
(und daher auch die zugehodrigen Zeilen und Spalten der Kovarianzmatrix) geeignet zu
sortieren, was zu einer Reduzierung des Rechenaufwandes fithren kann. Dieser Ansatz
kann ebenso bei anderen Verfahren angewandt werden.

Die Algorithmen von Miwa et al. [91] und Craig [27] basieren auf der Idee, dass fiir jedes
X ~ Ni(p,X) und fiir jede Zerlegung der Kovarianzmatrix ¥ = CC" gilt X = p+ CZ
mit Z ~ N (0, ). Daher ist!

P(X>0)=P(C'u+ZcQ), (4.45)

wobei @ := {x | Cz > 0} ein polyedrischer Kegel in R” ist. Weiterhin kann die Geometrie
der Kegeln genutzt werden, um die Ausgangswahrscheinlichkeit in (4.45) als Komposition
von multivariaten Normalverteilungen, welche wiederum numerisch einfacher zu handha-
ben sind, darzustellen (vgl. [27], [91]).

'Bei Variation von g in (4.45) kénnen k-dimensionale Normalverteilungen fiir jeden Punkt aus R* aus-
gewertet werden.
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Ein direkter Vergleich dieser Methoden in Bezug auf ihre Effizienz (Schnelligkeit und
Genauigkeit) kann in [38] und [90] gefunden werden. Zusammenfassend ldsst sich sagen,
dass fiir kleine Dimensionen (k < 4 fiir den Algorithmus von Schervish und &£ < 7,8
fiir die Algorithmen von Miwa et al. bzw. Craig), die in dieser Bemerkung kurz erlau-
terten Algorithmen durchaus eine Alternative zum Algorithmus 4.15 (Algorithmus von
Genz) darstellen oder diesen sogar in speziellen Féllen iibertreffen (bezogen auf die Zeit
oder die Genauigkeit). Fiir hohere Dimensionen gibt es hingegen keine echten Alter-
nativen zum Algorithmus 4.15. Die Autoren in [90] behaupten sogar, dass das quasi-
randomized Monte-Carlo-Verfahren von Genz und Bretz [39] fiir die Berechnung bis zu
1000-dimensionalen Normalverteilungen verwendet werden kann.

In dieser Arbeit entscheiden wir uns fiir den Algorithmus von Genz (Algorithmus 4.15).
Dieser steht im Matlab als Funktion muncdf zu Verfiigung. Dabei wird bei dieser Funktion
fiir Dimensionen < 4 ein dhnlicher Algorithmus wie der von Schervish [102] verwendet
und erst ab Dimensionen > 5 der Algorithmus von Genz.

1.29r
X
1.26¢r
1.2361e ° e 1 ¢ . ° ° ° °
X
o) (]
X ° le) o ©
1.2F o
(@]
1.17F o) P7(Ln) ° PAm X PRE(L...,H)
1.14 1 1 1 1 1 1 1 1 J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ABBILDUNG 4.5.: n-BERMUDA-PUT-OPTION PT(f‘) VS. AMERIKANISCHE PuT-OPTION PA™ vs.
RICHARDSON-ExTRAPOLATION PTE(1,... n). PARAMETER So=50, K = 45,
r=0050=02T=1, Z,={0,T/n,2T/n,..., T}, n=1...,10.

In Abbildung 4.5 haben wir die ersten Folgenglieder PT(Ln) firn=1,2,...,10 im Vergleich
zum Preis einer amerikanischen Put-Option (berechnet mit Boundary-Algorithmus mit
N = 10° Perioden) aufgetragen. Hiermit wird noch einmal, die im ersten Kapitel gezeigte
Konvergenz der Preise grafisch bestétigt.

Trotz unserer Bemiihungen den Rechenaufwand soweit wie moglich zu reduzieren, bleibt
eine direkte Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option nach der Geske-Johnson-
Formel (4.29) ein rechenintensiver Prozess. Abgesehen davon, dass die numerische Be-
rechnung der multivariaten Normalverteilungen ohnehin mit einem hohen Rechenauf-
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wand verbunden ist, méchten wir zwei Hauptursachen fiir die immense Rechenintensitat
in unserem Fall hervorheben:

1) Erste Summe in der Geske-Johnson-Formel (4.29)

Im Gegensatz zum zweiten Summenausdruck, kann die erste Summe aufgrund des
Diskontierungsfaktors e~"* nicht vereinfacht werden.

11) Berechnung des kritischen Randes

Um den Preis einer n-Bermuda-Put-Option zu berechnen, wird zunéchst der kriti-
sche Rand (S})i=1,... n—1 rekursiv aus der impliziten Gleichungen

PM(S) —(K-8)=0, i=1,...,n—1

ermittelt (z.B. mit der Newton-Raphson-Methode). Das impliziert eine mehrfache'
Berechnung der Preise von 1- bis (n — 1)-Bermuda-Put-Optionen.

Eine direkte Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option ist somit nicht fiir
beliebig grofe n praktisch durchfiihrbar. Allein die Berechnung des Preises einer 15-
Bermuda-Put-Option dauert 30 bis 40-mal l&nger als die Berechnung einer amerikani-
schen Put-Option (mit den gleichen Parametern) in einem 105-periodigen (!) Binomi-
almodell.

Aus diesem Grund haben Geske und Johnson [41] vorgeschlagen auf Extrapolations-
methoden zuriickzugreifen. In Abbildung 4.5 wurden die Extrapolationswerte basierend
auf den ersten Folgengliedern, ermittelt mit Hilfe der Richardson-Extrapolation?, nach
dem Vorschlag von Geske und Johnson [41], aufgetragen. Die Extrapolationsformeln
PRE(1,23) fiir den Fall n = 3 und P%F(1,2,3,4) fiir den Fall n = 4 sind in [41] zu
finden (sieche auch Formeln (1.34) und (1.35)).

Ein geschlossener Ausdruck fiir den Richardson-Extrapolationswert P#(1,2,...,n), be-
rechnet aus den ersten n Gliedern der Folge Py(Ln) (n-Bermuda-Put-Option) bei der arith-
metischen Zerlegungsfolge Z,, = {0,7/n,2T/n,..., T} der Ausiibungszeitpunkte, wurde
von Prékopa und Szantai [97] hergeleitet. Danach gilt

n

_1\n—k 1.n—1
PRE(12. ... n)= ; (li _1)1)!(nk_ k)!p,g’ﬂ. (4.46)

Die Idee, den Ansatz von Geske und Johnson weiterzuverfolgen und die Richardson-
Extrapolation auf eine hohere Anzahl der ersten Folgenglieder qun) anzuwenden, schei-

1{Ublicherweise werden 2 bis 5 Iterationen gebraucht, um mit einer ¢ = 0.0005 Genauigkeit die Losung der
impliziten Gleichung PZ.(”)(S) = K — S zu erhalten.

2Zur Richardson-Extrapolation sei auf das Buch von Dahlquist und Bjorck [30] und die dort befindlichen
Referenzen verwiesen.
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tert allerdings aus folgendem Grund. Die Gewichte in Formel (4.46) werden bereits fiir
kleine Indizes n sehr groff. Zum Beispiel ist der Koeffizient bei P1(;5) bei n = 15 grofer
als 3 x 10°. Damit werden die Folgenglieder mit einem grofien Index (die iiblicherweise
nur mit begrenzter Genauigkeit ermittelt werden koénnen) viel stiarker gewichtet, als die

Folgenglieder mit einem kleinen Index.

Mit Hinzunahme von weiteren Folgengliedern wird daher die Richardson-Extrapolation
nicht nur instabil, sondern verschlechtert sich so sehr, dass die Differenz zwischen dem
Preis einer amerikanischen Put-Option und den extrapolierten Werten ein vielfaches (!)
vom Ausiibungspreis K, was der oberen Grenze fiir den Preis einer amerikanischen Put-
Option entspricht, betragen kann. Ubrigens ist das die Erklarung dafiir, warum extrapo-
lierte Werte in Abbildung 4.5 nur bis n < 7 zu finden sind.

Zum Abschluss dieses Abschnittes halten wir fest, dass sowohl eine direkte Berechnung
des Preises einer n-Bermuda-Put-Option fiir grofse n, als auch die Idee der Richardson-
Extrapolation sich nur sehr eingeschrankt erweitern lassen. Im néchsten Abschnitt wird
daher eine andere Methode, basierend auf der Early-Exercise-Darstellung aus Kapitel 1,
zur Berechnung der Preise von n-Bermuda-Put-Optionen fiir grofse n entwickelt.
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4.2.2. Approximative Berechnung

In diesem Abschnitt wollen wir die Schwierigkeiten der Auswertung multivariater Nor-
malverteilungen fiir groffe Dimensionen umgehen und andere Methoden zur approximati-
ven Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option (fiir grofse n) vorschlagen. Auf
Grund von Abschétzung (1.47) aus Satz 1.24 kénnen die mit den Methoden aus diesem
Abschnitt berechneten Preise ebenso als eine Né&herung fiir den Preis einer amerikani-
schen Put-Option verwendet werden.

Die Grundidee in diesem Abschnitt ist weitgehend die folgende:

Ansatz 4.19.
1) Zerlege den Preis Pr(Ln) einer n-Bermuda-Put-Option in ]37@ und Rﬁ[‘), d.h.

P — ) L g

n n n

Hierbei werden folgende Bedingungen an ]37(171) und R;n) gestellt:
a) ﬁy(Ln) ist ,leicht” berechenbar
b) R%n) ist eine Nullfolge

11) Ignoriere R (alternativ, modifiziere zu R ) und setze pM = pm (bzw. alter-
nativ P,&") = ]3,(1") + ﬁ%n) ).

Bei der Umsetzung greifen wir dabei auf die Early-Exercise-Pramie-Darstellung des Prei-
ses einer n-Bermuda-Put-Option zuriick und folgen grundsétzlich dem Vorschlag aus Be-
merkung 1.45.

Sei nun die Zerlegung Z,, = {0,7/n,2T/n,..., T} fiir den Rest des Abschnittes fixiert.
Wie wir bereits aus Gleichung (1.87) wissen, besitzt der Preis einer n-Bermuda-Put-
Option folgende Darstellung

P{M(So, K,T) = p(So, K, T) + e (S0, K, T) + R (S0, K, T). (4.47)

Der besondere Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass die multivariaten Normalver-
teilungen nur im letzten Fehlerterm Rén) vorhanden sind. Da dieser mit wachsendem
n beliebig klein wird (siehe Lemma 1.41), wird er von vornherein ignoriert und fiir die

Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option eine approximative Formel

P (So, K, T) = p(So, K, T) + & (S0, K, T), (4.48)
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mit
n—1
(0. K. T) = Y e (1 (tk+1—tk>)KE*[

0 | S (4.49)
b

{8:<5; )

verwendet. Es kommen dabei nur die eindimensionalen Normalverteilungsfunktionen in
Formel (4.48) vor und zwar bei der européischen Put-Option

p(So, K, T) = Ke "' N (—=dy (So, K, T)) — SoN (—dy (So, K, T))
~(n)

und bei der Early-Exercise-Pramie e, ’, denn es gilt

E* [l{sksﬁ;;} | so} =N (—dz(Soﬁ;,(n),tk)),

mit
log & <7’ — %) t
dy (S1,52,t) = ,dy (S1,S2,t) = dy (S1,S2,t) + oVt
oVt
Die approximativen kritischen Preise §;‘ (n) fir i =n—1,...,0 werden rekursiv aus der
Gleichung

ausgehend von der Startbedingung 5’\; (n) = K bestimmt!.

Kallast und Kivinukk [67] (vgl. auch [54]) haben die Anwendung der Newton-Raphson-
Methode zur Bestimmung der kritischen Preise S7 ), ¢ = 0,...,n — 1 vorgeschlagen.
Wir verfolgen hier den gleichen Ansatz. Es gilt also zu jedem Ausubungspunkt t; die
Fixpuntgleichung (4.50) zu 16sen. Dazu wird zunéchst das Fixpunktproblem (4.50) in
ein Nullstellenproblem K — S; — ﬁé@z(&) = 0 umgewandelt. Danach wird die Newton-
Raphson-Methode (siehe dazu z.B. [99]) zur Nullstellensuche verwendet. Die Existenz
einer Nullstelle (bzw. einer Losung von (4.50)) wird dabei durch

nl— N (—di(Si, K, T3))

_ Z r(t,— t)( e r(tk+1*tk))K (dQ(S;,SL/L ti)) <0,
i0 tk - tz

k=i+1
(4.51)

'Bs gilt €,-4(Si, K,T}) = ZZ;E.H e~ T(tk—t) (1 _ e—T(tk+l—tk)) K N(—d2(S;, §k,(n)7tk))~
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n—1
Sligl() ﬁéﬁ)@ = Ke "l Z e (te—ti) (1 _ e*T(thrl*tk)) K = Ke "tini—ti) -
' k=i+1

und P, > 0 gewihrleistet.
Die Newton-Raphson-Iteration fiir den i-ten kritischen Preis lautet

8ﬁ(n)v 3(n
Si,k# (S%k) + K — Pr(L—)‘(SiJf)

)

Sikt1 = ) , k=0,1,... (4.52)

1+ =55 (Sik)

mit dem Startwert S; o := §;‘+1
K — S,;’k — ﬁéi)‘(Si,k) < €.

]

(n) und den Abbruchbedingungen [S; ;, — S; x—1| < € und

Sobald alle kritischen Preise :9\1‘ (n)? §§ (n) " §:L

(4.48) eingesetzt, um anschliefsend den Preis einer n-Bermuda-Put-Option zu berechnen.

(n) bestimmt sind, werden sie in Formel

5.7
o 0 © o R
5.68F 000 © _—P(A)
f (o]
5.6571F e00 0 0 © o ° ° ° °
5.64F
5.62f ©  Pu(A) Dy(A)
Y Am \
5.6 P o
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A

ABBILDUNG 4.6.: APPROXIMATIVE n-BERMUDA-PUT-OPTION ﬁn ALS FUNKTION VON A Vs.
AMERIKANISCHE PuUT-OPTION. PARAMETER So=40, K = 45, r = 0.04,
c=02,T=1, 2,={0,T7/n,2T/n,..., T}, n=2...,100.

In Abbildung 4.6 sind die approximativen Preise 13,5”) fiir n = 2,3...,100 aufgetragen.
Das Bild zeigt das iibliche Verhalten der Folge ]35")(5’0, K,T; Z,). Diese steigt monoton
an, iibertrifft den Preis der amerikanischen Put-Option P4 mit den gleichen Parametern
So, K,r,0 und T, erreicht dann ihr Maximum und fallt monoton wieder gegen den Preis
der amerikanischen Put-Option PA(Sy, K, T,r, o).
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Das erste Glied der Folge ﬁrﬁ")(so, K,T; Z,) ist gleich dem Preis der européischen Put-
Option ﬁl(l) = p¥ und ist daher immer kleiner als der Preis einer amerikanischen Put-
Option mit den gleichen Parametern. Die Ursache dafiir, dass die approximierten Preise
]3,(;1)() einer n-Bermuda-Put-Option den Preis einer amerikanischen Put-Option iiber-
treffen, liegt an dem negativen Restterm Rﬁl”), der bei der Berechnung von ﬁé") nicht
beriicksichtigt wird (siehe Begriindung oben).

Beobachtung 4.20. Fir beliebige Parameter K,r,0,T € Rxq existiert auf der Menge
{So > 5; (n)} €in 1 1= 1Sy K,ro,T)s 50 dass fir alle n >n gilt

PA(Sy, K, T,r,0) < P (Sy, K,T,r,c; Zy). (4.53)

Bemerkung 4.21. Es ist nicht einfach die Konstante n fiir jede Wahl der Parameter
exakt anzugeben oder diese geeignet nach oben abzuschétzen. Fiir eine ,near the money*
n-Bermuda-Put-Option und fiir die Volatilitdt o € [0.05,0.9], sowie den Zinssatz r €
[0.01,0.1] liegt sie jedoch im Bereich 2 < n < 20.

Die Forderung an Sp in Beobachtung 4.20 kann nicht ohne Verletzung von Ungleichung
(4.53) ignoriert werden, denn auf der Menge {S[) < 55 (n)} gilt nach der Definition von
0,(m) ~

P (So, K, T, 1,05 2,) < K — Sy < P4(So, K, T, r,0). (4.54)

Im Folgenden wollen wir von Abschétzung (1.47) Gebrauch machen und aus dieser ein
Abbruchkriterium fiir die Approximation einer amerikanischen Put-Option P4 durch den
approximativen Preis der n-Bermuda-Put-Option P,(Ln) ableiten.

Approximationsfolge P\

Der Ansatz hier besteht darin den approximativen Preis einer n-Bermuda-Put-Option
ﬁén) fiir eine niherungsweise Berechnung einer amerikanischen Put-Option P4 heranzu-
ziehen. Die Konvergenz der Folge ﬁén) folgt aus Lemmata 1.41 und 1.50. Es bleibt ferner
die Frage zu kldren fiir welche n € N die Abweichung der Preise einer amerikanischen

Put-Option P4 und einer approximativen n-Bermuda-Put-Option ﬁ&”) eine vorgegebene
Genauigkeit € erreicht. Es wird also ein ne gesucht, so dass

‘PA - ﬁ,g”) <e firalle n>n, (4.55)

gilt.

Geméif Abschitzung (1.47) entscheiden wir uns n, > KrT/e zu setzen. Zu Uberpriifen
ist somit, ob B mit n = | KrT/e| + 1 der Abschétzung aus (4.55) gentigt. Hierfiir
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definieren wir ein Sample
S = {7’ | Z = (SO’K7 T) r, U)}7 (456)

wobei Sy € {35,37,...,55}, K = 45, T = {0.2,0.4,...,2}, r = {0.01,0.02,...,0.1}
und o = {0.1,0.2,...,0.8} sind. Damit bekommen wir insgesamt 8800 Parametersét-
ze, die einen groften Bereich an unterschiedlichen Szenarien abdecken. Weiter wird wie
folgt vorgegangen. Zunédchst wird eine Genauigkeit €, die in unserem Fall einen Cent
(e = 0.01) betrigt, vorgegeben. Danach wird zu jedem Parametersatz i aus der Stich-
probe § die Menge der Ausiibungsmoglichkeiten Z,, :={0,7/n,...,(n —1)T/n, T} mit
n = |KrT/e|] + 1 generiert. Abschliefend erfolgt die Berechnung der Preise P (7) und
PA(i) und des Betrags ihrer Differenz D(i) := |PA(i) — P,(i)|. Dabei bezeichnet P* den
Preis einer amerikanischen Put-Option, der approximativ in einem 5 x 10%*-periodigen
Binomialmodell berechnet wird, d.h. wir setzen P4 = P?Oil?.

In Tabelle 4.1 sind die Ergebnisse der eben beschriebenen Vorgehensweise aufgelistet.

Kenngrofen Ergebnisse

8800

>~ Lpgy=o0.01 0 bzw. 0%

i=1

max {D(i),i € S} 0.009998

min {D(i),i € S} 2.09 x 1011
mean {D(i),i € S} 0.0012
std{D(i),i € S} 0.0015

8800

Zl L¢p(i)>0.005} 326 bzw. 3.7%
8800

>~ Lipi)<0.002} 8087 bzw. 91.9%
i=1

8800

> L¢p(i)<0.001} 4438 bzw. 50.43%
i=1

TABELLE 4.1.: VERGLEICH DER PREISE VON APPROXIMATIVEN n-BERMUDA-PUT-OPTIONEN P,
UND AMERIKANISCHEN PUT-OPTIONEN P# AUF DEM SAMPLE S (4.56). DABEI

1sT D(i) := |PA(i) — P,(i)] MIT i € S. DIE GEFORDERTE GENAUIGKEIT IST
e = 0.01.
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Wie aus Tabelle 4.1 hervorgeht, wurde die geforderte Genauigkeit von einem Cent in
100% aller Falle erreicht. Vielmehr liegt die Differenz der Preise meist (92% aller Fél-
le) unter 0.002 (< 2¢/10) und in 50% der Fille sogar unter 0.001 (< €/10). Die Giite
der Approximation wird noch einmal durch die Kenngrofen, den Mittelwert und die
Standardabweichung (mean und std in Tabelle 4.1) der Stichprobe bestétigt.

Lediglich in 3.7% der Félle ist die Differenz der Preise schlechter als 0.005 und in etwa
1.7% der Falle (nicht in der Tabelle aufgelistet) schlechter als 0.008. Die Analyse genau
dieser Parametersitze ergibt jedoch, dass es sich um solche Fille handelt, in welchen
sich der Aktienkurs Sy unter dem kritischen Preis S einer amerikanischen Put-Option
befindet. Auf der Menge {Sy < Sj} ist allerdings die amerikanische Put-Option gleich
ihrem inneren Wert K — S und wird somit sofort nach dem Verkauf ausgeiibt, de facto
gar nicht erst verkauft.

Die nachfolgende Abbildung stellt dies noch einmal grafisch dar. Dort sind die Preise ame-
rikanischer Put-Optionen, berechnet in einem 5 x 10*- periodigen Binomialmodell, fiir
alle Parametersitze ¢ € S aufgetragen, fiir welche die Preise amerikanischer und appro-
ximativer n-Bermuda-Put-Optionen um mehr als 0.003 (d.h. D(7) > 0.003) voneinander
abweichen. Insgesamt sind es 482 Szenarien.

11
10

1 1 1 1 1 J
0 100 200 300 400 500

i € S mit D(i) > 0.003

ABBILDUNG 4.7.: PREISE AMERIKANISCHER PUT-OPTIONEN BERECHNET IN EINEM 5 X 10%-
BINOMIALMODELL FUR DIE PARAMETER ¢ € S, FUR DIE D(i) > 0.003 GILT.
DABEI 1ST D(i) := |PA(i) — Pn(i)].

Wie aus Abbildung 4.7 ersichtlich, sind alle Preise amerikanischer Put-Optionen zu Pa-
rametersitzen ¢ € {i € S | D(i) > 0.003} gleich ihrem inneren Wert. Die Abweichung der
Preise in diesen Féllen (auf der Menge {Sp < S;}) ist allerdings gut kontrollierbar und
durch die Schranke K (1 —e~"27) aus Satz 1.24 exakt beschrieben. Wir interessieren uns
vielmehr fiir die Situationen, in welchen amerikanische Put-Optionen zum Zeitpunkt des
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Verkaufs noch ,am Leben“, sprich grofser ihrer inneren Werte sind. In Tabelle 4.2 haben
wir daher die Kennzahlen fiir die Differenzen D(i) = |PA(i) — P,(i)] fiir alle i € Spew
definiert durch

Snew :={i € S |PA(S,K) > K — S} (4.57)

aufgelistet. Es sind 8271 von insgesamt 8800 Szenarien.

Kenngrofen Ergebnisse
max {D(i),i € Spew} 0.0024
miin{D(i),i € Snew} 2.09 x 10711
me(iiian{D(i),i € Snew} 9.56 x 10~*
mean {D(i),i € Spew} 9.29 x 1074
std {D(i),i € Spew} 5.29 x 1074

TABELLE 4.2.: VERGLEICH DER PREISE APPROXIMATIVER n-BERMUDA-PUT-OPTIONEN P, MIT
AMERIKANISCHEN PUT-OPTIONEN P4 _AUF DEM BEREINIGTEN SAMPLE Syew
(4.57). DaBEI 18T D(i) := |[P*(i) — P,(i)] MIT i € Swew. DIE GEFORDERTE
GENAUIGKEIT IST € = 0.01.

Wir stellen fest, dass die grofste Abweichung der Preise P,&”) und P4 sich unter 0.0025
befindet, was wiederum weit unter der geforderten Genauigkeit von einem Cent liegt. Ein
Blick auf den Median verrit uns, dass etwa in 50% der Félle die Abweichung der Preise
sogar unter 0.001 (!) bleibt.

Bezogen auf das Gesamtsample S liasst sich zusammenfassend sagen, dass die grofite
Abweichung zwischen den Preisen einer amerikanischen Put-Option P4 und einer ap-
proximativen n-Bermuda-Put-Option ﬁn auf der Menge {Sy < Si} erreicht wird. Auf
dieser Menge ist jedoch die maximale Differenz der Preise bekannt und durch die Nullfol-
ge K(1 — e ") nach oben beschriinkt. Die Wahl der Approximationsfolge 137(Ln), sowie
des Gliedes mit n = [K7T/e| + 1 hat sich somit als geeignet erwiesen, um den Preis
einer amerikanischen Put-Option beliebig genau anzundhern. Da das Abbruchkriterium
die Modellparameter beriicksichtigt, bleibt das Verfahren fiir jegliche Parametervariation
stabil.! Demzufolge kann dieses Verfahren, wie auch das Binomialmodell, als Benchmark-
Modell verwendet werden.

'Ein intuitiv naheliegender Gedanke wie zum Beispiel, dass bei der Gewahrleistung einer festen Genau-
igkeit die Erhohung der Laufzeit einer amerikanischen Put-Option eine Erhchung der Ausiibungsmog-
lichkeiten einer n-Bermuda-Put-Option nach sich zieht, kann dem Abbruchkriterium direkt entnommen
werden.
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Zwei-Schritt-Algorithmus

Zum Abschluss des Kapitels wollen wir einen weiteren Algorithmus zur approximativen
Berechnung von amerikanischen Put-Optionen (dquivalent dazu auch n-Bermuda-Put-
Optionen fiir grofe n) priasentieren. Die Methoden, die dabei verwendet werden, konnen
ebenso fiir andere Problemstellungen von Interesse sein.

Wie bereits im vorherigen Abschnitt werden wir auch hier von der Early-Exercise-Darstel-
lung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option ausgehen. Von Bedeutung ist hier aller-
dings die Abhéngigkeit der Preise vom kritischen Rand. Daher wird diese Abhéngigkeit
explizit angegeben und die Preise als Funktionen vom kritischen Rand betrachtet. Die
Menge der Ausiibungsmoglichkeiten (Zerlegung) 2, := {0,T/n,...,(n — 1)T/n,T} sei
fiir den Rest des Abschnittes fixiert. Der besseren Ubersicht wegen lassen wir den auf
diese Zerlegung deutenden Index - bzw. “(n) stets weg. Bei Bedarf wird dieser wieder
eingefiigt.

Nach Satz 1.43 gilt fiir den Preis einer n-Bermuda-Put-Option

Po(So,T; S*) = Po(Sy, T: S*) + Rn(So, T: S*), (4.58)
mit
N n—1
Pn(So,T; S*) = pE(So,K, T) + Ze_rt’“ (1 — e_T(tk+1_tk)> KE* [R{SkSS;} | So
k=1

und R,, wie in Satz 1.43 definiert. Der kritische Rand der n-Bermuda-Put-Option P,
wird dabei mit S* := (S})i1<k<n bezeichnet.

Der Preis der n-Bermuda-Put-Option P, kann nicht direkt aus Gleichung (4.58), aufgrund
der im Fehlerterm R, enthaltenen multivariaten Normalverteilungen, berechnet werden.
Die Idee ist es daher zwei Folgen U, und O, zu finden, fir die gilt U, < P, < O,
und O, — U, — 0. Es soll dabei moglich sein beide Folgen, also Ober- und Unterfolge,
analytisch oder numerisch zu kontrollieren.

Es seien nun B := (Bj)1<k<n und H := (Hy)1<k<n zwei (deterministische) Folgen! mit
Werten in [0, K] und den folgenden Eigenschaften: a) By < S} < Hj, fiir alle 1 <k <n;
b) B, = H, = K.

Aus Lemma 1.49 und der Tatsache, dass der Fehlerterm R,, negativ ist (siehe Abschnitt
1.4), folgt dann einerseits

~

P.(So, T;8*) < Po(Sy, T; H) (4.59)

"Wir werden sie gelegentlich auch Rénder nennen.
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und andererseits, unter Zuhilfenahme von Lemma 1.41
P(So,T; B) — Gn < P, (So, T; %), (4.60)
wobei G, eine Nullfolge mit —G,, < R,, ist.
Somit haben wir eine Ober- und Unterfolge gefunden, fiir die gilt
P.(So,T; B) — Gn < Po(S0,T; S*) < Py(So, T; H).

Fiir die Differenz der beiden Folgen kann nach Lemma 1.50 folgende obere Schranke
angegeben werden

Po(So, T; H) — (Po(So,T; B) — Gp)| <

" (3V/An +2VT) |[Hy — Bl + (Gl
(4.61)

Dabei steht || Hy, — By||, fiir max |Hy, — Bg| und A,, = T'/n. Demnach besitzen die Ober-

folge P,(-; H) und die Unterfolge P, (-; B) — Gy, denselben Grenzwert, sobald die maxi-

male Differenz der Rdnder H und B mit wachsendem n gegen Null strebt.

\ﬁo—

Es bleibt noch die Frage zu klaren wie die beiden Rénder H und B zu finden sind. Dazu
definieren wir fiir einen Rand L := (Lg)it1<k<n mit L, = K

P85, T L) := pP(Si, Lo, T)) +Z ) (1= e ) ) KB (1, <p, 1 S1],
k=i+1
(4.62)

wobei T; := T — t; ist.

Beobachtung 4.22. Es seien die Rinder B := (Bj)i<i<n und H = (H;)i1<i<n mil
B, = H, = K wie folgt rekursiv definiert

K—B=P"(B,Ti;B)~ G, i=n—1,..1,

K —H; :ﬁéﬁ)i(Hi,Ti;H)—Fn, i=n—1,...,1.
Hierbei ist P deﬁmert wie in (4.62) und die Konstanten G, und F,, so gewdhlt, dass

die obigen zmplzzzten Gleichungen auflésbar sind. Falls weiter 0 < Gy, < F, gilt, so folgt
daraus B; < H; firi=1,2,...,n

Beispiel 4.23. Es seien folgende Parameter gegeben: die Laufzeit T = 1, der Zinssatz

r = 0.04, die Volatilitdt o = 0.3 und der Ausiibungspreis K = 45. Weiterhin sei die
Zerlegung Z, = {iT/n|i=0,1,...n} fixiert. Wir wollen die Réinder B := (B (n))lgign
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fir j =1,2,3 aus

B0

K-B =P"™(BI T,;B) -G, i=n—1,...,1, j=1,23

fir G' = 0, G*> = 0.05 und G3

(4.63)

0.1 berechnen und uns so vergewissern, dass die

Behauptung B} < B? < B} fiir i = 1,2, ..., n erfiillt ist. Die nach Vorschrift (4.63) be-
rechneten Rénder sind in Abbildung 4.8 aufgetragen. Wie aus der Abbildung hervorgeht,

wird unsere Beobachtung 4.22 fiir dieses Beispiel grafisch bestétigt.

451 .
o Gl=0 X
)
x
2 <0°
° G==10.05 xO¢
x0
Xo [ ]
R %o @
40+ x  G*=0.1 S
x*o° @
B o0 e®
~ )(XOO °
! 500 g
— %x%00° o®
Q xx X000 g®
xX% 500" g®!
xXX500 g0
xxX 000 g@®
0% _e®
35+ xx% 500004 90®
o x;;géoggs.o“
000 00
cx XXX X0033°ﬁ22' o
o SETE030 00000
X 00
e
xxxx X XXBO0SSY
X x XXX XEZBQLQ
xxEE5520888
30 LLAd 1 1 1 1 J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ABBILDUNG 4.8.: VERGLEICH DER KRITISCHEN RANDER G', G? UND G® BERECHNET NACH
(4.63). PARAMETER: So=45, K = 45, r = 0.04, 0 = 03, T =1, 2, =

{0,T/n,2T/n,..., T}, n = 100.

Nun haben wir alle bendtigten Bestandteile fiir den Zwei-Schritt-Algorithmus zur Verfii-

gung und kénnen somit mit seiner Beschreibung beginnen.

Algorithmus 4.24 (Zwei-Schritt-Algorithmus).

Initialisiere die Parameter: den Aktienkurs Sy, den Austubungspreis K, die Laufzeit T,
den Zinssatz r und die Volatilitit o. Definiere die Anzahl n und die Menge der Aus-

tibungsmaglichkeiten Z, = {0 = tg,t1,...,t, =T}.

SCHRITT 1

Starte mit B, = H, = K und berechne B := (B;)1<i<n, H = (H;)1<i<n rekursiv

aus
K—B;=P"(B;,T;;B), i=n—1,...,1,
K—-H; = AT(L@Z-(HZ',E;H)—G”, i=n—1,...,1

Dabei ist ﬁr@l definiert wie in (4.62) und Gy, eine Nullfolge mit —G,, < R,,.
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SCHRITT 2

Berechne die Oberfolge O,, und die Unterfolge U, aus

O, =
U, =

") (So, T H) (4.66)
(")(So, T'; B) — G, (4.67)

sowie ihre Differenz Dy, :== O, — U,.

Fiir den Preis einer n-Bermuda-Put-Option P, aus (4.58) gilt U, < P, < O, bzw.
O, — P, <D,,.

In der nachstehenden Abbildung 4.9 wird die Arbeitsweise des Zwei-Schritt-Algorithmus
noch einmal grafisch erlautert. Als Folge G, haben wir beispielhaft K (1 —e~"2") genom-
men.

6_
o000 O © © °© © .
5.6572—%--.. o« o . . %
- XX
5.5 X x o .
X
X
X
5_
X Un(A) (¢] O,L(A) o PAm “
4.5 L 1 | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A

ABBILDUNG 4.9.: FUNKTIONSWEISE EINES ZWEI-SCHRITT- ALGORITHMUS. PARAMETER: So=50,
K=451=0050=02 T=1, Z,={0,T/n,2T/n,..., T}, n=2...,100.

Bemerkung 4.25. Die Ergebnisse aus Kapitel 1 belegen, dass der Zwei-Schritt- Algorith-
mus konvergent ist (dies wird ebenso durch Abbildung 4.9 bestétigt). Hierin liegt auch der
Vorteil des Algorithmus. Seine Nachteile sind die folgenden. Zunéchst ist der Zwei-Schritt-
Algorithmus ein a posteriori Algorithmus. D.h. die Differenz zwischen der Ober- und
Unterfolge wird erst nach der Berechnung bekannt. Falls diese jedoch nicht ausreichend
ist, muss eine weitere Berechnung mit einer groferen Anzahl an Ausiibungsmoglichkeiten
durchgefiihrt werden. Weiterhin gestaltet sich die Wahl der Nullfolge G,, als schwierig.
In unserem Fall konnten wir zwar von Abschitzung (1.80) aus Lemma 1.41 Gebrauch
machen, missten die Berechnung jedoch wegen der allzu grofen Konstante aufgeben.
Sobald also eine kleinere Konstante oder gar eine bessere Ordnung fiir die Differenz

‘PA —P ) in Abschétzung (1.80) bekannt ist, kann der Zwei-Schritt-Algorithmus als ein

wichtiges Werkzeug zur Berechnung der Preise amerikanischer Put-Optionen (bzw. n-
Bermuda-Put-Optionen fiir grofse n) dienen.

125



Kapitel 4. Numerische Studie

Algorithmenvergleich

Zum Abschluss ist in Tabelle 4.3 ein direkter Vergleich aller in dieser Arbeit beschrie-
benen Algorithmen auf dem Parametersample aus der Originalarbeit von Geske und
Johnson [41] gegeniibergestellt. In Spalte 5 von Tabelle 4.3 befinden sich die Preise
amerikanischer Put-Optionen P4 berechnet im 10°-periodigen Binomialmodell. In den
Spalten 6-9 sind die absoluten Abweichungen zu den Ergebnissen aus Spalte 5 aufge-
tragen. Wie auch zu erwarten war, eignen sich sowohl eine direkte Berechnung einer
n-Bermuda-Put-Option (vgl. 10-Bermuda-Put-Option Pl%J in der Tabelle), als auch die
Richardson-Extrapolation Pl],{2]?3,4’ basierend auf den ersten vier Gliedern der Folge P,
(vgl. Formel (4.46)), am schlechtesten zu einer approximativen Berechnung der Prei-
se amerikanischer Put-Optionen. In beiden Féllen sind nahezu zu jeder Parameterwahl
die grofiten Abweichungen zum Preis einer amerikanischen Put-Option zu verzeichnen.
Die Approximationsfolge ]3,% mit ne = [KrT/e|] + 1 weist hingegen die geringsten Ab-
weichungen auf. Die geforderte Genauigkeit € wurde dabei in allen Fillen erreicht. Die
Tatsache, dass die absoluten Abweichungen bei P, geringer als bei P, _ ausfallen, ist
allein auf die unterschiedlichen geforderten Genauigkeiten €; = 0.01 und €2 = 0.001 zu-
riickzufiihren. Weiterhin lasst sich mit den Ergebnissen aus der Tabelle die Beobachtung
bestitigen, dass die groften Abweichungen |P4 — ISnE| auf der Menge {Sp < S;} erreicht
werden (vgl. die Zeile, in welcher der Preis einer amerikanischen Put-Option gleich ihrem
inneren Wert ist, d.h. bei P4 = 5). Zusammenfassend lésst sich sagen, dass unser Vor-
schlag die Approximationsfolge P,, mit n, = [ KrT /| +1 als Benchmark-Modell bei der
Berechnung der Preise amerikanischer Put-Optionen zu verwenden, erneut Bestétigung
findet. Abschlieffend sei hier erwéhnt, dass die Berechnung von Spalte 6 der Tabelle 4.3,
also der Preise von 10-Bermuda-Put-Optionen, eineinhalb Tage gedauert hat, wohingegen
die Berechnung anderer Spalten nur wenige Minuten in Anspruch nahm.
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r K o T pA PG’ PRy, P, P,
0.1250  1.00 0.50 1.00  0.1480  0.0016  0.0000  0.0007  0.0001
0.0800  1.00 0.40 1.00  0.1260  0.0011  0.0002  0.0004  0.0001
0.0450  1.00 0.30 1.00  0.1005  0.0006  0.0001  0.0001  0.0001
0.0200  1.00 0.20 1.00  0.0711  0.0002  0.0008  0.0002  0.0000
0.0050  1.00 0.10 1.00  0.0377  0.0001  0.0003  0.0003  0.0000
0.0900  1.00 0.30 1.00  0.0861  0.0010  0.0004  0.0006  0.0001
0.0400  1.00 0.20 1.00  0.0640  0.0004  0.0002  0.0002  0.0001
0.0100  1.00 0.10 1.00  0.0357  0.0001  0.0005  0.0002  0.0000
0.0800  1.00 0.20 1.00  0.0527  0.0010  0.0002  0.0006  0.0001
0.0200  1.00 0.10 1.00  0.0322  0.0002 0.0004  0.0000  0.0001
0.1200  1.00 0.20 1.00  0.0441  0.0011  0.0000  0.0008  0.0001
0.0300  1.00 0.10 1.00  0.0293  0.0002  0.0005  0.0003  0.0001
0.0488  35.00 0.20  0.0833  0.0062  0.0030  0.0086  0.0000  0.0000
0.0488  35.00 020  0.3333  0.2004  0.0083  0.0012  0.0001  0.0000
0.0488  35.00 020  0.5833 04328  0.0064 0.0081  0.0002  0.0000
0.0488  40.00 020  0.0833  0.8523  0.0042  0.0081  0.0002  0.0001
0.0488  40.00 020  0.3333 15799  0.0107  0.0172  0.0008  0.0001
0.0488  40.00 0.20  0.5833 19905  0.0142  0.0160  0.0009  0.0001
0.0488  45.00 020  0.0833 50000 0.0201  0.0001 0.0062  0.0006
0.0488  45.00 020  0.3333 50883  0.0169 0.0170  0.0021  0.0002
0.0488  45.00 020  0.5833 52670  0.0279  0.0235  0.0019  0.0002
0.0488  35.00 0.30  0.0833  0.0775  0.0004  0.0208  0.0001  0.0000
0.0488  35.00 0.30  0.3333  0.6976  0.0015  0.0146  0.0001  0.0000
0.0488  35.00 0.30  0.5833  1.2199  0.0092  0.0121  0.0003  0.0001
0.0488  40.00 0.30  0.0833  1.3102  0.0005 0.0228  0.0001  0.0001
0.0488  40.00 0.30  0.3333 24827  0.0076  0.0193  0.0007  0.0001
0.0488  40.00 0.30  0.5833  3.1697  0.0175  0.0029  0.0009  0.0001
0.0488  45.00 0.30  0.0833 50597  0.0090 0.0012  0.0017  0.0002
0.0488  45.00 0.30  0.3333 57057  0.0144  0.0211  0.0015  0.0002
0.0488  45.00 0.30  0.5833  6.2437  0.0210  0.0271  0.0015  0.0002
0.0488  35.00 0.40  0.0833  0.2467  0.0037  0.0082  0.0001  0.0000
0.0488  35.00 040  0.3333 13462  0.0026  0.0037  0.0002  0.0000
0.0488  35.00 040  0.5833  2.1550  0.0094  0.0068  0.0004  0.0001
0.0488  40.00 0.40  0.0833 17685  0.0048  0.0060  0.0000  0.0001
0.0488  40.00 040  0.3333  3.3876  0.0102  0.0033  0.0007  0.0001
0.0488  40.00 0.40  0.5833  4.3528  0.0072  0.0347  0.0009  0.0001
0.0488  45.00 0.40  0.0833 52870  0.0011  0.0012  0.0011  0.0002
0.0488  45.00 040  0.3333 65099  0.0147  0.0169  0.0013  0.0002
0.0488  45.00 040  0.5833  7.3831  0.0264  0.0038  0.0013  0.0002

max |P4 —P|, P € {PG), PIFs 4, Po  Po}: 00279 00347  0.0062  0.0006

TABELLE 4.3.: ALGORITHMENVERGLEICH. So = 1 FOR K = 1 UND Sp = 40 FUR K # 1. P4 :=
PRn - PG7- 10-BERMUDA-PUT-OPTION NACH DER GESKE-JOHNSON-FORMEL,
Pf_f"fg,zl - RICHARDSON-EXTRAPOLATION VON 1,2,3,4-BERMUDA-PUT-OPTIONEN.
ﬁng - APPROXIMATIVE BERMUDA-PUT-OPTION MIT ne =
FORDERTEN GENAUIGKEITEN €; = 1072, €3 = 1073, IN DEN SPALTEN 6-9 SIND
DIE BETRAGE DER DIFFERENZ ZU P“ AUFGETRAGEN.

|KrT/e| + 1. DIE GE-






Zusammenfassung

Diese Arbeit hat den Ansatz von Geske und Johnson [41] zur Bewertung amerikanischer
Put-Optionen aufgegriffen und weiterentwickelt. Ebenso wie in [41], wurde auch hier
eine n-Bermuda-Put-Option eingefiihrt. Fiir n = 1 ist sie dabei eine européische Put-
Option und im Grenzwert (n — oo) stellt sie eine amerikanische Put-Option dar. Diese
Verallgemeinerungseigenschaft hat unser Interesse am Studium der Eigenschaften von
n-Bermuda-Put-Optionen geweckt.

Kapitel 1. Der Beweis fiir die analytische Preisformel einer n-Bermuda-Put-Option nach
Geske und Johnson [41] wurde wesentlich spéter von Prékopa und Széantai [97] présentiert.
Im Gegensatz zu Prékopa und Szantai [97], die zum Teil technisch aufwendige Methoden,
dghnlich denen aus Kapitel 2, verwendeten, haben wir hier zunéchst den Preis einer n-
Bermuda-Put-Option als diskontierten Erwartungswert aller zukiinftigen Auszahlungen
dargestellt

n
¥ —rt —
P.(S,K,T)=E Ze " (K — Sk) Lisi>st, 8 1>8;_,,80<51} | So=S5
k=1

Gemeinsam mit einer besseren Interpretierbarkeit ldsst sich dieser zudem mit einfachen
Mitteln analytisch berechnen, woraus dann die Geske-Johnson-Formel (1.10) hergeleitet
werden kann.

Wie oben bereits erwdhnt wurde, konvergiert der Preis einer n-Bermuda-Put-Option
gegen eine amerikanische Put-Option mit den gleichen Parametern. Weiterhin kann sogar
eine explizite Abschitzung fiir die Differenz der Preise beider Optionstypen angegeben
werden, nimlich P4 — P, < K(1—e ") (vgl. [21]). Mit Hilfe dieser Abschitzung haben
wir die folgende obere Schranke fiir die Differenz der kritischen Réander amerikanischer
und n-Bermuda-Put-Optionen bekommen

Dariiber hinaus wurden Abschétzungen fiir die Differenzen zweier kritischer Preise auf
dem kritischen Rand einer n-Bermuda-Put-Option (vgl. Formel (1.59)), sowie einer ame-
rikanischen Put-Option (vgl. Formel (1.58)) hergeleitet. Die Moglichkeit fiir die numeri-
sche Berechnung der Preise amerikanischer Put-Optionen (bzw. Bermuda-Put-Optionen
fiir grofte n) wird erst mit der Early-Exercise-Pramie-Darstellung (EEP-Darstellung) ei-
ner n-Bermuda-Put-Option ertéffnet. Danach ldsst sich der Preis einer n-Bermuda-Put-

V1—eTAn,
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Option als der Preis einer européischen Put-Option zuziiglich einer Pramie schreiben:
P, = p¥ 4+ E,,. Diese Zerlegung wurde in einen gegen die EEP-Darstellung einer ame-
rikanischen Put-Option konvergenten Term ﬁn und einen Restterm R,, umgeformt, d.h.
P, = P, + R,,. Dabei gilt

n—1

ﬁn(S())K7 T) = pE(SQ,K, T) + Ze—rtk (1 _ e—T‘(tk+l—tk)> KE* {l{skgsg} | SO]
k=1

und R, = O(v/A,) mit bekannten Konstanten (vgl. Formel (1.80)). Die Gréfe P, haben
wir als approximativen Preis einer n-Bermuda-Put-Option bezeichnet und als Funktion
des kritischen Randes untersucht (siehe Lemma 1.49 und Lemma 1.50).

Weiterhin haben wir gezeigt, dass zu einer approximativen Berechnung des Preises einer
amerikanischen Put-Option mit geringer Restlaufzeit keine genaue Approximation des
kritischen Randes erforderlich ist (siche Lemma 1.52).

Kapitel 2. Das zweite Kapitel hat sich hauptsédchlich mit der Berechnung der partiellen
Ableitungen (Sensitivitidten) einer n-Bermuda-Put-Option beschéftigt. Dabei spielte die
folgende Hilfsrelation, die eine Verallgemeinerung zum européischen Fall ist, eine wichtige

Rolle

KY e dNp (big; Rig) sy dNi (a1k; Rik) _

dz dz
k=1 k=1

fir z € {S, K,r}. Damit lassen sich die partiellen Ableitungen des Preises einer n-Ber-
muda-Put-Option nach den Variablen S, K und r einfach berechnen (vgl. Séatze 2.16, 2.17
und 2.18). Des Weiteren wurden alle Sensitivitatsgrofen auf das Vorzeichen untersucht.
Wie auch bei einer européaischen Put-Option lasst sich iber das Vorzeichen von Theta
(partielle Ableitung nach der Restlaufzeit) einer n-Bermuda-Put-Option keine eindeutige
Aussage treffen. Genauer, je nach Modellparameter kann Theta sowohl positive, als auch
negative Werte annehmen. Das ist insofern interessant, da Theta einer amerikanischen
Put-Option immer positiv ist.

Zum Abschluss des Kapitels wurde gezeigt, dass eine n-Bermuda-Put-Option die folgende
Homogenitatseigenschaft besitzt

T o
P,(S,K,T,r,0) = P,(S,K,\T, -, —
( )= Pl o

Diese iibertragt sich durch den Grenziibergang auch auf amerikanische Put-Optionen.

), A>0.

Kapitel 3. In diesem Kapitel wurden die Eigenschaften des kritischen Randes einer n-
Bermuda-Put-Option, sowie die Frage wie weit sich einige Eigenschaften auf den kri-
tischen Rand einer amerikanischen Put-Option iibertragen lassen, behandelt. Zunéchst
wurden alle bis dahin vorausgesetzten Figenschaften, wie Existenz, Eindeutigkeit und
Monotonie des kritischen Randes bewiesen. Dariiber hinaus wurde die Optimalitat des
kritischen Randes gezeigt, sowie sein Verhalten als Funktion von den Parametern K, T, r
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und o untersucht. Einer der wesentlichen Resultate dieses Kapitels ist das folgende Ver-
halten des kritischen Randes einer amerikanischen Put-Option als eine Funktion der
Parameter K,r,oc und T

S*(K,T,r,0) = KS*(1,T,r,0) = KS*(1,1,rT,0VT).

Die erste Gleichung besagt, dass der kritische Rand eine lineare Funktion des Ausiibungs-
preises K ist. Die zweite in dieser Arbeit hergeleitete Gleichung folgt aus der Invarianz des
kritischen Randes S* beziiglich der Variablentransformation (T, 7, ) — (AT, 7/\,0/vV/)).
Eine gute analytische Approximation des kritischen Randes soll diese Eigenschaften (Li-
nearitdt und Invarianz) wiedergeben konnen (vgl. z.B. die Approximation von Barone-
Adesi und Whaley [6]).

Kapitel 4. Das letzte Kapitel dieser Arbeit beschéftigt sich mit der Frage der numerischen
Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option. Angesichts der Abschétzung

PA— P, <K(1—en)

kann eine Bermuda-Put-Option zur approximativen Berechnung des Preises einer ame-
rikanischen Put-Option herangezogen werden. Danach lasst sich auch ein n, ermitteln,
so dass fiir alle n > n. eine vorgegebene Genauigkeit € erreicht werden kann. Die analy-
tische Formel fiir P,, (Geske-Johnson-Formel (1.10)) ist jedoch fiir n > n. im Allgemei-
nen aufgrund der dort auftretenden multivariaten Normalverteilungen nicht anwendbar.
Im Abschnitt ,Direkte Berechnung” wurde diese Problematik ndher beleuchtet. Dariiber
hinaus wurden dort Techniken zur Reduzierung des Rechenaufwandes vorgeschlagen und
die in der Literatur vorhandenen Verfahren zur Berechnung von multivariaten Normal-
verteilungen vorgestellt. Wir haben uns fiir den Algorithmus von Genz (Algorithmus
4.15), einen der meistverwendeten Algorithmen zur Berechnung von Verteilungen solcher
Art, entschieden. Dazu wurden alle in der Geske-Johnson-Formel auftretenden multiva-
riaten Verteilungsfunktionen der Normalverteilung auf die vom Algorithmus benétigte
Form gebracht (vgl. Formel (4.37)) und nach der von Genz 37| vorgeschlagenen Varia-
blentransformation als ein Integral iiber einen multidimensionalen Einheits-Hyperwiirfel
dargestellt (vgl. Formel (4.39)). Letzteres wurde mit Hilfe von (Quasi-)Monte-Carlo-
Methoden approximativ berechnet. Dennoch ist eine direkte Berechnung des Preises ei-
ner n-Bermuda-Put-Option nach der Formel von Geske und Johnson ein rechenintensiver
Prozess und bleibt nur fiir kleine n (n < 20) praktisch durchfiihrbar.

Um eine numerische Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option fiir grofe
n (und somit einer amerikanischen Put-Option) zu erméglichen, wurde auf die EEP-
Darstellung einer n-Bermuda-Put-Option P, = ]3n + R, aus Kapitel 1 zuriickgegriffen.
Weil der Fehlerterm R, mit wachsendem n gegen null strebt, wurde dieser zunéchst bei
der Berechnung nicht berticksichtigt. Da weiterhin die Folge P,, der approximativen Prei-
se einer n-Bermuda-Put-Option gegen den Preis einer amerikanischen Put-Option mit
gleichen Parametern konvergiert, ging es allein um die Frage, wann diese abgebrochen
werden sollte, um eine vorgegebene Genauigkeit € dennoch zu erreichen. Dafiir haben
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wir das Folgenglied P,_, mit n, = |K7T/e| 4+ 1 vorgeschlagen. Diese Wahl wurde auf
einem grofen Sample getestet (8800 Parameter). Es hat sich gezeigt, dass die maxima-
le Differenz der Preise einer amerikanischen Put-Option P4 und einer approximativen
Bermuda-Put-Option ﬁn auf der Menge {Sp < 5’57(n)} erreicht wird. Auf dieser Menge ist

jedoch die maximale Differenz durch die Nullfolge K (1 — e~"An) nach oben beschrinkt.
Somit hat sich das Abbruchkriterium (das aus der obigen Nullfolge abgeleitet wurde)
als geeignet erwiesen, um die Preise einer amerikanischen Put-Option beliebig genau zu
approximieren.

Der Vorschlag von Broadie und Detemple [17] das Binomialmodell als Benchmark-Modell
bei der Bewertung amerikanischer Put-Option zu verwenden hat sich in der Literatur
etabliert und wird seither einheitlich benutzt. Diesem Beispiel folgend wurde im vier-
ten Kapitel das Binomialmodell eingefiihrt und die Bewertung in diesem kurz skizziert.
Dariiber hinaus wurde der kritische Rand einer amerikanischen Put-Option im Binomi-
almodell definiert und auf die Existenz und Eindeutigkeit untersucht. Basierend auf den
Ideen von Kim und Byun [72| wurde ein Algorithmus (Boundary-Algorithmus) entwi-
ckelt, der den kritischen Rand als einen wichtigen Bestandteil der Berechnungsproze-
dur in die Berechnung integriert. Es hat sich gezeigt, dass bei der Bewertung amerika-
nischer Put-Optionen der Boundary-Algorithmus mindestens 2- bis 3-mal schneller ist
(je nach Modellparametern) als der klassische Cox-Ross-Rubinstein-Algorithmus (CRR-
Algorithmus). Eine besondere Eigenschaft des neuen Algorithmus besteht darin, dass die-
ser schlicht eine optimierte Version des CRR-Algorithmus ist und somit mit allen fiir den
CRR-Algorithmus entwickelten Konvergenz-Beschleunigungstechniken (wie Richardson-
Extrapolation, Control-Variates-Technik) kompatibel ist. Aufgrund seiner Schnelligkeit
und intuitiver Handhabung sollte der Boundary-Algorithmus, unserer Meinung nach,
anstelle des klassischen CRR-Algorithmus verwendet werden. Alternativ kann die Ap-
proximationsfolge ﬁn ebenso die Rolle eines Benchmark-Modells bei der Berechnung der
Preise amerikanischer Put-Optionen iibernehmen.

Ausblick. Ahnliche Strukturen, wie die in der analytischen Geske-Johnson-Formel, las-
sen sich auch bei Compound-Optionen (Optionen auf Optionen) und bei Installment-
Optionen (Optionen, bei denen die Optionspramie nicht sofort, sondern iiber die Opti-
onsdauer verteilt entrichten wird, mit der M6églichkeit jederzeit aus dem Optionskontrakt
auszusteigen) erkennen. Es wére daher interessant zu untersuchen, welche und vor allem
wie weit sich Methoden dieser Arbeit auf die eben genannten Optionstypen {ibertragen
lassen. Ebenso interessant wére die Anwendung einiger Ergebnisse dieser Arbeit (wie z.B.
diskrete Early-Exercise-Pramie-Darstellung) auf allgemeinere Modelle, wie etwa Modelle
mit Sprungprozessen oder stochastischer Volatilitdt. Falls sich eine kleinere Konstante
oder eine bessere Ordnung als O(y/A,,) fiir die Abschiitzung des Fehlerterms R,, finden
lassen, kann der Ansatz des Zwei-Schritt-Algorithmus erneut aufgegriffen und weiterver-
folgt werden. Im Binomialmodell 14sst sich in einigen Féllen, wie etwa bei amerikanischen
at-the-money Put-Optionen (vgl. Anhang B), eine monotone Konvergenz gegen die Prei-
se amerikanischer Put-Optionen im Black-Scholes-Modell beobachten. Die Frage nach
der Konstruktion eines Binomialbaumes, in welchem die monotone Konvergenz auch fiir
andere Wahlen des Ausiibungspreises bestehen bleibt, ist noch zu kléren.
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A. Multivariate Normalverteilung

In Kapitel 2 wurde beim Beweis von Satz 2.1 auf den Anhang verwiesen. Da der Beweis
von Satz 2.2 (Verallgemeinerung von 2.1) mit Ausnahme der marginalen Anderungen,
identisch zum Beweis von Satz 2.1 verlauft, wurde Satz 2.2 in der Arbeit nur kurz skiz-
ziert. Damit die Arbeit dennoch in sich abgeschlossen und die Beweisskizze verstandlich
bleibt, prisentieren wir unten den fehlenden Beweis von Satz 2.1. Dabei folgen wir Tho-
massen und Van Wouwe [108]. Eine weitere empfehlenswerte Referenz, wenn es um das
Studium von mehrdimensionalen Normalverteilungen geht, ist Tong [111].

Definition A.1. Sei C eine positiv definite Matriz. Die Verteilungsfunktion der k-
dimensionalen Standardnormalverteilung an der Stelle (a1, ..., ax) ist definiert durch

1
Ni (a1, ..., ak; —:ctClm}d:cl---dxk, (A1)

C al ap 1

= c. —F—————— X

) /oo /oo @) det C p{ 2
mit ' = (x1,..., 7).

Satz A.2. Fiir eine k-dimensionale Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
Nk gilt

Ni(a1,...,ax; C) = /a1 \/12—ﬂ€_§$% Ni—1 af/xiflw“’ak —,011@961; B | dxy,
—o0 P12 £ /1= p%k_
(A.2)
wobei B = (bj)i j=1,.. k-1 und C = (cij)i j=1,.. 1 symmetrische Matrizen sind, fir die gilt
ci1 =1
C1j = P1j
Cil = pPi1

Cij = PLip1j + \/(1 = 1) (L= pijbicri-1.
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Beweis.
R T az — P12 71 akz*mkzﬂﬂl
€ 2" Nk—l ) dlL’l
|7 Y A e
2 1012 1 aE— plk 1 1
/ / /\/1 T Xp{th m}dml
(27r)kdetB 2
mit
/1] 0 0
_ 0
B '=|
: B!
0
und xt = (21,29, ..., 7).

An dieser Stelle fiihren wir die Substitution

yi = xi\/1—p3, + puzy fir i=2,....k

ein. Danach gilt fiir den Vektor x?

1] e
1-p7, 1—p3),
0 — 0 _,
(1,22, ..., zK) = (X1, Y2, -+, Yk) —Pi2 =z'D.
0 0 L
1-p7)

Somit lasst sich unser Integral wie folgt schreiben

o oz ax 1 1, =1,
= exp —Eaz DB D'x;dxridys--
—oo oo Sooo Jomp det BT, (1 - p2)

Wir definieren C~' := DB~ Dt daraus folgt C = (Dt)71 BD~! oder explizit
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P12 cee Plk \
V1= pis 0

/1] 0 0\ /
pr2| V1—pt, 0

[0 ... 0\ [/

1
0

Ol

0 V=7 \o o] o VI= 7

Pik

Die Matrix C = (¢ij)i,j=1,...,k ist dann eine symmetrische Matrix mit ¢ = 1, c1; = p1j,

ci1 = pi1 und ¢;; = p1ip1j + \/(1 —pi) (1 = pi;)bi1j-1.
Weiter gilt
k
det C = det B H(l — %)
i=2

und fiir das Integral

- [z ak 1 1oy =-1
exp —3 DB D'z ;dridys---dy;
—oo oo Jeoo om)k det BITE,(1 - p2)

/OL1 /az /ak L e p{ 15t01w} dz1d d
= —expq —=
oot ) /TR det © 2 12

= N (a1,a2,...,a;; C).
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Rekursionsformel fiir Ny (byy; Rix)

Es seien eine Zerlegung Z, = {0,7/n,2T/n,...,(n—1)T/n,T}, ein Vektor by =
(b1, b2, ..., b;) und eine Korrelationsmatrix

A
Ry = ,ij=1,2,...,k
1k { vj|lj }

gegeben. Die Korrelationsmatrix hat die Form

1

DI —
S

| o

—

EnlIN]

—_
N[ =
S
| [
—
=

le =

=
=

Eal
=
e
Eal —
(|
L
—_

H
T
L

und entspricht bis auf das Vorzeichen in der letzten Zeile und Spalte der Matrix der
Geske-Johnson-Formel (1.10). Nach Relation (4.34) in Kapitel 4 gilt

ba
Ni(bix; Rx) = / n(z1)N(V2b1 — 21)x
Nis (\/§b3 — V21 VAby — V21 Vb — /211 ‘Rip o) dis
_ v , 7 el — R .

Weiterhin kann Formel (4.34) auf Nj_o angewandt werden. Fiir Nj_o folgt

fb4 —T1
Ni—a / )N (V2V/3bs — 221 — 22) %

2 2
\/555—\/525% VBbs — V2> x; Vb, =23
Nk 4( =1 =1 =1 'le 4 dl‘g.
N V1 ’ V2 Y k—4 T

Eine wiederholte Anwendung von Formel (4.34) auf Nj_4 fithrt zu

Nk4 /fbﬁ ZZ ) <\f\[b5—22xz—x3>x

3
\ﬁb7_\/§z$i \/ng_\/§2$i Vb — V23 2
Ni—¢ = =, =L Ry |dus.
V1 V2 k—6 ’

136



Diese Vorgehensweise wird insgesamt | k+1/2]-mal wiederholt, so dass sich fiir die letzten
Integralterme ergibt:

Falls k gerade ist

k/2—1
%bk— Z . k/2—1
No(-; Ry2) = =t n(xk/Q)N \/5\/]43 —1bg_1—2 Z Tij — T2 dmk/Q.
o i=1
Falls k£ ungerade ist
“j?bk,l—(kfj)/;
N3(-; Ri3) = TUon(m(g_1)/2) X
(k—3)/2 (k—=1)/2

N \@\/ﬁbk,Q -2 Z Ty — x(k—l)/Q N \/Ebk + \/§ Z Xy dl'(k—l)/2-
=1 i=1

Eine allgemeine Rekursionsformel fiir Ni(b1x; Rix) ist somit

ba 4—T1
Nk(blk;le)Z/ n(x1)N (V2 — 1) /f n(w2)N(V2V3bs — 221 — 29) X

fbﬁ Z T; 2
/ )N(\@\/gb5—22xi—m3>x-~-
=1

+ X ngdazgkdxgk_l . dJJ1, (A3)

mit
2, k/2—1
2 h
Ge, = / Uon(zgp)N V2vk = by — 2 Z Ty — Ty | drgyo (A.4)
- i=1

fiir k gerade und

JEST (k—3)/2

be—1— > @
V2 =
Ge, =/ 2 (@) 2) %
(k—3)/2 (k—1)/2
N \@\/k - Qbk,Q -2 Z Ty — x(k:—l)/? N fbk + \[ Z Ty k 1)/2
i=1

(A.5)

fiir k£ ungerade.
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B. Einige Beweise und Bemerkungen

Satz B.1. Es seien S;‘(n) bzw. S} die kritischen Preise (zur Zeit t) einer n-Bermuda-

Put-Option bzw. einer amerikanischen Put-Option. Es gilt

2
’ T

wober A, := max {tgi)l — tgn)} die Feinheit der Zerlegung des Intervalls [t, T ist.
3

Beweis. Die Beweisidee stammt aus Chevalier [23]. Wir haben seinen Beweis auf unseren

Fall angepasst und am Ende eine andere Abschiitzung vorgeschlagen.'

Fiir alle S € (S}, 00) erfiillt eine amerikanische Put-Option die Black-Scholes Differenti-
algleichung

1 5 n0?P4 opPA 4
Z = _yP lali
50 S 552 +7rS 59 rP* + N

PA
9 =0.

Sei n € N so gewdhlt, dass Sy () < K gilt. Fiir diese n folgt dann fiir alle 5 € (St,8; (n))
(K — S)1{s<kxy = K — S und weiter

(S (y)? 92 PA oPA oPA
() A
> _ ot 9
Ll O (5,m) 2 v A7) —r O (5~ P05, 7)
A
> T‘PA(S,T) — ’I"S%(S,T)
PA
>r(K—-8)+rS—rS a—(S,T) +1
0S
. opA
> rkK — TSt,(n) (&S(S, 7') + 1) . (B2>

Das Integrieren der beiden Seiten der Ungleichung zwischen Sj und S € (S}, S} (n)) liefert

'Eine dhnliche Vorgehensweise bei der Abschiitzung von Gamma kann auch in [79] gefunden werden.
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Kapitel B. Einige Beweise und Bemerkungen

7(’"/

UZ(SZ(n))Q 8PA(
2 oS

S, 7) + 1) > rK (S = Sf) =Sy (PA(S,7) — (K = 9))
> rK(S = 57) =15 ) (PA(SZ(n)ﬁ) - (K - St*,(n))) ;
(B.3)
dabei gilt die letzte Abschétzung, weil die Funktion S — PA(S, 1) — (K — S) auf [0, K]

monoton wachsend ist. Es gilt

PAS; (1> 7) = (K = S} () = PA(SF (), 7) = PY (S} (1 T)-

Das Integrieren der beiden Seiten der Ungleichung (B.3), dieses Mal zwischen S} und
S;k(n), fiihrt zu

o?(S;

2
(”)) A gx (n * 1 * * 2
— (P (St nyT) — Py )(St,(n)77_)> 2 grK (St,(n) - St)

=155y (PAS s ) = B (S5 ) (Siy = 57

Daraus folgt

2
P (i = 87) < St (PA(SEy )~ PSS

n ’

7)) (02 +2)87 ) — 2057
< (0% +2r)(S; () * K (1 — e ™2n)

< (02 + 2r)K3 (1 — efrA”)

und daraus

o2
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Bemerkung zur Konvexitat von b,

Aus (4.51) folgt fiir die zweite partielle Ableitung des approximativen Preises einer n-
Bermuda-Put-Option P,_; nach dem Aktienkurs S;

0*Poi  n(di(Si, K, Ty))

957~ SiovT,

n—1 Gk
—r(tp—ti) _ —r(tkr1—tk) n(d2(5i’ Skvtk - tz)) _ Ox s
+ Z e <1 € ) K 51-202(7% - ti) dl(Sza Skatk tz)7

k=i+1
(B.4)
mit
log % + (r — %2> T
da (S1,52,7) = , d1 (81,82, 7) = da (S1,52,t) +o/T
o\T
und n(-) die Dichte der Standardnormalverteilung, d.h. n(z) = \/1276*5’52/2.

Wegen des Terms d; in der Summe (B.4) kann es vorkommen (z.B. fiir S; < :9\;;1), dass
2P, _;
952
Si > K allerdings ist jeder Summand der Summe (B.4) positiv. Daher ist die Funktion

P,_; auf dem Intervall S; € [K, oc0) konvex. Aufgrund von

die ganze Summe negativ wird. In diesem Fall ist das Vorzeichen von

ungewiss. Fir

n(dQ(SZa §Zatk - tl)) = er(tk_tl)gin(dl(sl) S’\zatk - tl))
k

folgt fiir Gamma von P,_; in (B.4)

0°Po_i _ n(di(S;, K, T))

08?2  SioVT;

n—1 .
- - K n(dl(ShS*atk — tz)) ~

N : i Stk — ti).  (B.
+k=zi;rl< ’ ) Sk Sio2(ty — t;) d1(Si, Sg, tr — ti). (B.5)

Benchmark-Preise amerikanischer Put-Optionen

Aufgrund der Tatsache, dass keine geschlossene Formel fiir die Preise amerikanischer
Put-Optionen (abgesehen von einigen Grenzfillen) existiert und es dariiber hinaus kei-
ne bekannten Fehlerabschétzungen fiir numerische Verfahren (aufer beim Ansatz von
Geske und Johnson) gibt, erweist es sich als problematisch die Preise amerikanischer
Put-Optionen bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit anzugeben. Broadie und Detem-
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ple [17] haben vorgeschlagen ein konvergentes Verfahren zu nehmen und die Berechnung
abzubrechen, sobald die gewilinschte Genauigkeit erreicht wird. Konkret haben Broa-
die und Detemple [17] ein 15 x 103-periodigen Binomialmodell als Benchmark-Modell
zur Bewertung amerikanischer Put-Optionen verwendet. Der Preis einer amerikanischen
Put-Option aus dem Binomialmodell wurde als ,wahrer* Preis bezeichnet. Dem Vorschlag
von Broadie und Detemple folgend und von der seitdem angestiegenen Rechenleistung
profitierend wird in manchen Arbeiten heutzutage der ,wahre Preis einer amerikanischen
Put-Option P als der Preis Pf}in berechnet in einem N-periodigen Binomialmodell mit
N =5x10* N = 10 x 10 oder noch grofer betrachtet. Die wesentliche Frage, ob fiir
eine vorgegebene Genauigkeit € (z.B. e = 107) die Abweichung |P4 — PE"| kleiner als
e ausfillt, wird dabei nicht beleuchtet. Aufgrund der oszillierenden Konvergenz ist diese
Frage auch nicht einfach zu beantworten. Es gibt jedoch Félle (wir nennen sie hier Spe-
zialfille) in welchen die Konvergenz im Binomialmodell monoton ist. Dies geht auch aus
der folgenden Abbildungen hervor.

4.62r
4.615F
On,
4.61F
4.605F

/

4.595+ Un,

1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000
N

4.59
0

ABBILDUNG B.1.: KONVERGENZ DER PREISE AMERIKANISCHER PUT-OPTIONEN IM BINOMI-
ALMODELL. PARAMETER: So=45, K = 45, r = 0.04, ¢ = 03, T = 1,
N = 100, 200, ...,5000, N2 =101, 201,...,5001

6.105F
6.1

6.095F z//

6.09-/rrr**4+44~ﬁ ---------

6.085 .

6.08F Un,

6.075 : : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000

N

On,

ABBILDUNG B.2.: KONVERGENZ DER PREISE AMERIKANISCHER PUT-OPTIONEN IM BINOMI-
ALMODELL. PARAMETER: Sp=100, K = 100, » = 0.05, 0 = 0.2, T = 1,
Ny = 100, 200, ...,5000, N2 =101, 201,...,5001

142



Wie aus Abbildungen B.1, B.2 ersichtlich, gibt es eine Unter- und Oberfolge (Uy und
Op), die monoton gegen den Preis einer amerikanischen Put-Option im Black-Scholes-
Modell konvergieren. Sobald die Differenz von Ox und Uy kleiner als e ausfillt, kann
ebenso gefolgert werden, dass |[P4 — Uy| < e ist. Auf diese Weise kann eine beliebige
Genauigkeit (in diesen Spezialféllen) gewéhrleistet werden. In der unten stehenden Ta-
belle ist die Differenz Oy — Uy bei einer wachsenden Anzahl der Perioden N fiir einen
anderen Spezialfall aufgetragen.

N 1k 50k 100k 250k 500k 1000k

(On+1—Un) 112.5 2.252 1.126 0.4504 0.2253 0.1126 | x107°

TABELLE B.1.: DIFFERENZEN DER FOLGEN Oxn UND Ux BEI WACHSENDEM N. DABEI GILT
k:= x103.

In allen oben prisentierten Féllen wurde die monotone Konvergenz fiir at-the-money
Optionen (Optionen fiir die K = Sy gilt) beobachtet. Dabei ist Uy eine Folge mit einer
geraden Anzahl an Perioden und Oy mit einer ungeraden. In anderen Fillen (K # S)
ist die Konvergenz nicht mehr monoton und die Relation Uy, < Op, fir N; € 2N und
Ny € 2N+1 gilt auch nicht mehr. Wir vermuten, dass die monotone Konvergenz stark mit
der Positionierung des Ausiibungspreises K im Binomialbaum zusammenhéngt. Daher
wére es von Interesse flexible Binomialbdume zu studieren, die die eben beschriebenen
Eigenschaften des klassischen CRR-Baumes bei der Bewertung amerikanischer at-the-
money Put-Optionen, sowohl fiir out-of-the-money (K < Sy), als auch fiir in-the-money
(K > Sp) Put-Optionen beinhalten.

Die sogenannten Gléttungstechniken zur monotonen Konvergenz wurden bereits unter
anderen von Broadie und Detemple [17]|, Heston und Zhou [49], Leisen [80] und Joshi
[62] vorgeschlagen. Die Frage nach dem Abbruchkriterium blieb allerdings ungeklért.
Deswegen mochten wir an dieser Stelle betonen, dass nicht nur die monotone Konvergenz
allein dieser heuristischen Beobachtung geschuldet ist, sondern der Existenz einer Unter-
und Oberfolge, die beide monoton gegen den Preis einer amerikanischen Put-Option im
Black-Scholes-Modell konvergieren.
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C. MATLAB - Code

C.0.3. Implementierung im Binomialmodell
Die Vorgehensweise bei der Bewertung amerikanischer Put-Optionen in einem Binomi-
almodell ist die folgende:
1. Parameter-, Bauminitialisierung
2. Ermittlung der Optionswerte bei Ablauf
3. Riickwartsinduktion zur Ermittlung der Preise zur Zeit tg
Die Quellcodes dazu sind nahezu in jedem Buch, welches sich mit numerischer Bewer-

tung der Optionen befasst, zu finden. Der Standardquellcode sieht wie folgt aus (vgl. [13]):

Algorithmus C.1 (Klassischer Algorithmus).

function price = amputlLattice_standard(S0,K,r,sigma, T,N)

dt = T/N;
u = exp(sigmax*sqrt (dt));
d = 1/u;

p = (exp(rxdt) — d)/(u—d);
p_u = p*exp(—r+dt);
p_d = (I—p) xexp (—rxdt) ;

stock = zeros (2#N+1,1);
stock (N+1) = S0;

for i=1:N

stock (N+1+1i) = u#stock (N+1i);
stock (N+1—1i) = dxstock (N+2—1i);
end

option = zeros (2+«N+1,1);
for i=1:2:2+N+1

option(i) = max(K—stock (i) ,0) ;
end
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for i=1:N

for j=(i+1):2:(2+N+1—1)

evalue = p_ux*option(j+1) + p_d#*option(j—1);
option(j) = max(evalue, K—stock(3j));

end

price = option (N+1);
end

Wir kénnen die Preisberechnung, vor allem fiir grofte NV beschleunigen, indem wir bei der
Implementierung die MATLAB-spezifische vektorielle Berechnungsweise verwenden. Fiir
einen tieferen Einblick in die Implementierung des Binomialmodells in MATLAB und
eine Performanceanalyse verweisen wir dabei auf Higham [50].

Algorithmus C.2 (Klassischer Algorithmus vektoriell).

function erg = amputLattice improved (S0,K,r,sigma, T,N)

dt = T/N;
u = exp(sigmax*sqrt (dt));
d = 1/u;

p = (exp(rxdt) — d)/(u=d);
p_u = prexp(—rx*dt);
(1—p) *exp (—r=*dt) ;

e
Q.
I

stock = [SO0*d."(N:—1:1), SO#*u.”(0:N)];

ivalue = max (K—stock(l:end),0);
option = ivalue;
for i=1:N

evalue = p_u#option(i+2:2:2+N+2—1)+p_d+option(i:2:2+N—1);

option (i+1:2:2#N+1—1i) = max(ivalue (i+1:2:2+N+1—1),evalue);

end

erg = option (N+1);

end
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Boundary-Algorithmus

Algorithmus C.3 (Boundary-Algorithmus).

function [price,boundary] = boundary_algorithm(S0,K,r,sigma,T,N)

dt = T/N;

u = exp(sigmax*sqrt (dt));

d = 1/u;

p = (exp(r*dt) — d)/(u—d);
p_u = prexp(—rxdt);

(1—p) *exp (—r=*dt) ;

e
Q.
Il

stock = [SO*d."(N:—1:1), SO#u.”(0:N)];

cb=zeros (1,N+1);

ci=zeros (1,N+1);

iIN=0.5+1og (K*u”N/S0) /log(u) ;
iN=floor (iN+1le—6);
IN_mod=iN*2+1;

if iN_mod>=2#*N+1
price=K—S0;
boundary=S0*u.” (0:N);
return

end

if iN_mod==

price=(K—stock (1)) +p_d"N;
boundary=stock (1) xones (1,N+1);

return
end

if iN_mod<l1l
price=0;
boundary=cb;
return

end

option=zeros (1,N+iN+2);

option (iN_mod)=K—stock (iN_mod) ;

ci (N+1)=1iN_mod;
cb (N+1)=stock (iN_mod) ;

flag=0;
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for i=1:N

last_ci=ci (N+2—1i)+1;
tmax=min (iN_mod+i, 2+N+1—1i);
tmin=max (i+1,last_ci);

for j=tmin:2:tmax

option(j) = p_uxoption(j+1) + p_dxoption (j—1);
end

if option (tmin)<=K—stock (tmin)
ci(N+1—1i)= tmin;
cb (N+1—1i)=stock (tmin) ;
option (tmin)=K—stock (tmin);
else

if i+1<= last_ci—2
ci(N+1—1i)=last_ci—2;
cb (N+1—1i)=stock (last_ci—2);
option (last_ci—2)=K—stock (last_ci—2);
end
end

if ci (N+1—1i)==2+N+1—1
flag=1;
break

end

end

if flag==

price=K—S0;

boundary=[S0*u.” (0:N—-1—1i),cb (N+1—1i:N+1)];
else

price = option (N+1);

boundary=cb;
end

end

Zeitgewinn filir groke N, etwa ab N = 1000, 2000 falls die for-Schleife

for j=tmin:2:tmax

option(j) = p_uxoption(j+1l) + p_d*option(j—1);
end
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durch die von MATLAB-spezifische vektorielle Berechnungsweise ersetzt wird

Algorithmus C.4 (Boundary-Algorithmus vektoriell).

function [price,boundary] = boundary_algorithm improved(S0,K,r,sigma, T, N)

option (tmin:2:tmax)=p_u*option (tmin+1:2:tmax+1)+p_dx*option (tmin—1:2:tmax—1);

end

C.0.4. Implementierung im Black-Scholes-Modell
Hier werden die Quellcodes fiir Algorithmen aus Abschnitt 4.2 aufgelistet: zunéchst

die Algorithmen zur direkten Berechnung nach der analytischen Geske-Johnson-Formel
(1.10) und danach die Algorithmen zur approximativen Berechnung.

Direkte Berechnung

Algorithmus C.5 (n-Bermuda-Put-Option P,).

function [price,boundary]=gjformel (exrsset,S0,K,r,sigma, prec)

N=Iength (exrsset);
cb=zeros (1,N);
cb (N) =K;

for i=N—1:—1:1
time=exrsset—exrsset (1) ;
CB _ol1d=0;
CB_new=cb (i+1);

while abs (CB_old—CB_new) >prec
CB_o0ld=CB_new;
CB_new=newtonstep (time (i+1:N),cb(i+1:N),CB_old, r,sigma);
end
cb (i)=CB_new;
disp(1i);
end

price=gjprice (exrsset,cb,S0,r,sigma);
boundary=ch;
end
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Algorithmus zur Berechnung des Preises einer n-Bermuda-Put-Option mit bekanntem
kritischen Rand:

function price =gjprice (time,boundary,S0,r,sigma)

N=Ilength (time);

b=(log (S0./boundary)+ (r—0.5+sigma"2) .+time) ./ (sigma*sqrt (time) ) ;
a=b+sigmax*sqrt (time);

corr=getcorr_neqgs (time);
suml=0;

for i=1:N
b i=b(1:1);
b i(:,i1)=—b_1i(:,1);

corr_i=corr(1:1,1:1);
corr_i(:,i)=—corr_1i(:,1);
corr_1i(i,:)=—corr_1i(i,:);

disp(corr_1i);
suml=suml+exp (—r+time (i) ) »mvncdf (b_i,zeros(1,1),
corr_1i, statset ('MaxFunkEvals', lel2, 'TolFun', le—4));
end

price=boundary (N) xsuml—S0* (1—mvncdf (a, zeros (1,N),
corr, statset ('MaxFunkEvals', 1lel2, 'TolFun', le—4)));
end

Korrelationsmatrix fiir die multivariaten Normalverteilungen:

function matrix = getcorr_neqgs (time)

size=length (time);
m=zeros (size,size);

for i=1:size
for j=i:size
m(i, j)=sqrt (time (i)/time (7)) ;
end
end
matrix=m+m'—diag (ones(size,1));
end
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Richardson-Extrapolation:

function extrpl = richardson (pricearray)

N=length (pricearray);
sum=0;
for i=1:N
sum=sum+ ( (—1) " (N—1i) 1" (N—1)) #pricearray (i) /(factorial (i—1) »factorial (N—1i));
end
extrpl=sum;
end

Approximative Berechnung

Algorithmus C.6 (n-Bermuda-Put-Option P,).

function [bermudan, boundary] = nbermudan(time,N,S _0,K,r,sigma, tol)

S _crit=zeros(1,N);
S_crit (N)=K;

for i=N—1:—1:1
S _after=S crit(i+1);
S_prior=0;

while abs (S_prior—S_after)>tol
S_prior=S_after;

[eep,d_eep]=eep_delta(time,N,i,S_crit,S _prior,K,r,sigma);
dMaturity=time (N+1)—time (i+1);

[Pe, d_Pe]=europut (dMaturity,S_prior,K,r,sigma);
Pb=Pe+eep;
d_Pb=d_Pe+d_eep;
S_after=(K—Pb+d_Pb#*S_prior)/(1+d_Pb);

end

S_crit(i)=S_after;
end
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arrayofbermudas=zeros (1, length(S5_0));
for i=1:1length(S_0)
arrayofbermudas (i)=europut (time (N+1),S_0(i),K, r, sigma)

+eep_delta (time,N,0,S _crit,S_0(i),K,r,sigma);
end

bermudan=arrayoffbermudas;
boundary=S_crit;

Early-Exercise-Pramie (EEP) und die Ableitung von EEP:

function [eep, d_eep] = eep _delta(time, N, i, S_crit, S, K, r, sigma)

if i>N-2
eep=0;
d_eep=0;
else
total=0;
d_total=0;

for k=i+1:N—1
dStep=time (k+2)—time (k+1);
dMaturity=time (k+1)—time (i+1);
sigmaSQRT=sigma*sqrt (dMaturity);
d2=(log(S./S_crit (k))+ (r—0.5+sigma”2) xdMaturity) ./sigmaSQRT;
jointterm=exp (—r+dMaturity) « (l—exp (—r*dStep) ) *K;
total=total+jointterm+normcdf (—d2) ;
d_total=d total—jointterm*exp(—0.5+d2"2)/ (S*sqrt (2+pi) *sigmaSQRT) ;

end

eep=total;

d_eep=d_total;

end

Preis einer européischen Put-Option:

function [put,deltaput] = europut (LAUFZEIT,S,K,r,sigma)

sigmaSQRT=sigmax*sqrt (LAUFZEIT) ;

d_1=(log(K./S)— (r+0.5+sigma"2) *LAUFZEIT) ./sigmaSQRT;
deltaput=—normcdf (d_1);

put=K. *exp (—r+«LAUFZEIT) . *normcdf (d_1+sigmaSQRT) +S. ~deltaput;,
end
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