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Diese Arbeit beschéftigt sich mit Fragen aus dem Umfeld der Arthur—Selbergschen
Spurformel. Fiir eine Zusammenhangskomponente L einer reduktiven Gruppe G
iiber einem globalen Korper F' besteht sie nach [Ar88], grob gesagt, aus einer Iden-
titdt von Distributionen

PORAGERD RPN fiir f € C°(L(A)"),

0€9(G) XeX (@)

bei der auf der sogenannten geometrischen Seite (links) gewichtete Orbitalinte-
grale mit verallgemeinerten Spuren auf der rechten, spektralen Seite verglichen
werden. Fiir viele Anwendungen, aber auch bei der Stabilisierung der Spurfor-
mel — oder auch Teilen der Spurformel, wie etwa der elliptischen Terme, deren
Stabilisierung in [KS99] modulo des fundamentalen Lemmas gezeigt wird — ver-
gleicht man die Spurformel fiir G mit denen zu "kleineren” quasizerfallenden zu-
sammenhingenden Gruppen H mit Zusatzstruktur (vergleiche (5.3)). Diese ”endo-
skopische” Gruppen héngen nach ihrer Definition [LS87, (1.2)] bzw. [KS99, (2.1)]
ziemlich indirekt mit G zusammen, nimlich zweifach iiber einen Dualisierungspro-
zess: H e "H — LG «~ G (im einfachsten Fall). Man kann allerdings halb-
einfache Elemente bzw. F-Tori direkt (und iiber F!) von H nach G einfiihren.
(Deswegen hat Langlands diese Gruppen wohl endoskopisch genannt.)

Dadurch werden zu gewissen stark reguliren Elementen v € Hyy(F') Elemente
d € L(F) assoziiert, die nach [KS99, Lemma 3.3.C| ebenfalls stark regulir sind
im Sinne von Definition 3.2. Genauer besteht ein solches Matching v <» 0 € L(F)
allerdings zwischen den stabilen Konjugationsklassen von v bzw. § in H bzw. G.
(Fiir stark regulire Elemente § € G/(F) ist die stabile Konjugationsklasse der Schnitt
der G(F)-Konjugationsklasse von § mit G(F), wobei ab nun immer G := G°.)
Ausgehend von dem Begriff des Matchings zwischen Elementen von H und L, definie-
ren [LS87, 1.4] bzw. [KS99, (5.5)] den Begriff eines Matchings von Funktionen. Ein
Matching f# < f zwischen zwei Funktionen f” € C*(H(F)) und f € C*(L(F))
(mit gewissen Eigenschaften beziiglich zentraler Elemente bzw. Charaktere von
G(F) ...) liegt vor, wenn ihre Orbitalintegrale folgendermafien ”aufeinandertref-
fen” /” zusammenpassen”:

Ofst(fH) = > A7, 605 (f),

§€L(F)/G(F)-Konj.

wenn 7 <> § € L(F) ein Matching stark reguldrer halbeinfacher Elemente ist.

Die hierbei auftretenden Gewichtungsfaktoren A(vy, d) stehen im Mittelpunkt dieser
Arbeit. Diese Transferfaktoren sind — wie auch Endoskopie und Matching — von
Langlands und Shelstad (in [LS87]) bzw. Kottwitz und Shelstad in [KS99] sowohl
fiir globale (Zahl-) Korper als auch fiir lokale Korper definiert worden. Der globale
Transferfaktor ist dabei ein Produkt iiber die lokalen A(~,,d,).

Diese Arbeit beschriankt sich auf die lokalen Transferfaktoren, und zwar an fast allen
Stellen eines Zahlkorpers: Fast immer ist F' ein p-adischer Korper mit geniigend
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groBer Restklassencharakteristik p und G = (L) eine reduktive Gruppe, die von
einer iiber F' definierten Zusammenhangskomponente L erzeugt wird. (Man nimmt
an, daB L(F) # 0.) Die weiteren Annahmen iiber L, G, die endoskopische Gruppe
H und ein a € H'(F, Cent(()) sind im Paragraphen ” Fundamentale Annahmen” in
(5.17) zusammengestellt.

Sei zum Beispiel G einfach zusammenhéngend, zerfallend {iber F' und mit Wurzel-
system ®(G) vom Typ D7, d.h. G = Spin(2-7). Sei O ein Automorphismus von G,
der ein F-Splitting (das sind hier ein Splittorus T in einer F—Borelgruppe B und
Waurzelvektoren fiir die einfachen (positiven) Wurzeln von ®(G,B, T)1) stabilisiert
und so operiert, dafl auf dem Dynkindiagramm, der nichttriviale Diagrammauto-
morphismus bewirkt wird, und G := G x (©).

Dann ist die duale Gruppe G x Gal(F/F), wobei G' = PSO,.-(C) = {g € PGI(14) |
tgJg = J} (*g ist das Transponierte zu g und J = (=1 - §;15_;);;) und der durch
O definierte Automorphismus 0 von G, der das iibliche Splitting mit den oberen
Dreicksmatrizen stabilisiert, ist gegeben durch Konjugation mit dem Element der
orthogonalen Gruppe, das auf dem Diagonaltorus 7 C G operiert durch vertauschen
der 7. und 8. Eintriige: ©(Diag(t, ..., t7,t7", ..., t7")) = Diag(ty, ..., te, t= ' t7, 15", ...).
Sei T ein anisotroper unverzweigter O-stabiler F'-Torus, so dafl durch die Identi-
fikation X*(T) = Hom(T,G,,) = Hom(G,,,T) = X.(T) die auf T iibertragene
Galoisaktion von dem Coxeterelement der Weylgruppe W (T,G)? = W(T?,G%)
erzeugt wird. Genauer soll (dabei) der Frobenius eines unverzweigten endlichen
Zerfallungskorpers F'/F auft = Diag(ty, ..., t7,t; ', ..., t; }) operieren durch (162534)0
is7 00 = (162534)i4, wobei der Zykel die Permutation auf den Indizes angibt und i,
die Eintrége, die invertiert werden. Sei s := (—1,—1,—1,1,1,1,1,...) € 7. Dann ist
H= (CAJSG)O vom Typ Bs x Bs und das Duale einer F—zerfallenden Gruppe vom Typ
Cs x C5. Weil H vom adjugierten Typ ist, ist die zugehorige endoskopische Gruppe
H = Sp(6) x Sp(6).

Nach den Rechnungen im Anhang (Fall 2.1 auf Seite 160) ist dies eine endoskopische
Gruppe, in der es einen F—Torus Ty gibt, fiir den Ty ~ Tg := T/(1 — O)T iiber
F definiert ist. Das ermoglicht Matching zwischen Ty (F) > v <» § = ¢ - O, fiir
t € T(F). Mit den Formeln aus Kapitel 8 kann man den (lokalen) Transferfaktor
von Kottwitz und Shelstad berechen zu

b

_vale (B /ta = D) (ta/ta — 1) (t3/ta — 1)
A(%é):<q6—/12> (tt 1o/t ts/t )

wenn t = 0 - ©7' = Diag(ty,...,t7,t;"...47") € T(F), q die GréBe des Restklas-
senkorpers von F' bezeichnet und valp die Bewertung von F, fiir die valp(F*) = Z.

Es folgt eine kapitelweise Beschreibung der Arbeit.

Im zweiten Kapitel wird folgender Satz von Steinberg bewiesen und verallgemeinert:
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Satz ([St68, 8.1]). Sei G eine reduktive Gruppe und © ein halbeinfacher Auto-
morphismus von G. Dann ist (G®)° eine reduktive Gruppe.

Beim Beweis wird ausfiihrlich die Struktur der Untergruppen Norm(T, G)®, T© und
U® analysiert, die G® nach der Bruhatzerlegung bestimmen.

In den hinteren Paragraphen von Kapitel 2 wird diese Information benutzt, um
(unter anderem) den wichtigen Satz von Dynkin zu verallgemeinern, der eine Bi-
jektion zwischen den Dynkintypen der maximalen reduktiven Untergruppen einer
zusammenhingenden reduktiven Gruppe G und den maximalen Subgraphen des
erweiterten Dynkindiagramms zu G ergibt. Man benutzt dazu geeignete Dynkin-
diagramme fiir Gruppen mit Twists (vgl. S. 29), die sich aus der Geometrie des
Alkovens (eines Fundamentalbereichs der Exponentialfunktion auf einen maximalen
Torus) ergeben. Diese Diagramme sind dieselben, welche Tits (z.B. in [Ti79, 4.]) bei
den Klassifikationen der einfach—algebraischen Gruppen (iiber p-adischen Korpern)
beniitzt.

Als weitere Anwendung werden in Behauptung 2.43 die Fundamentalgruppen der
Gruppen Cent(d, ) =: G° berechnet, wenn G einfach zusammenhingend und ein-
fach algebraisch ist.

Das dritte Kapitel vereinigt Einiges, was spéter benotigt wird. Gemeinsam ist fast
allen diesen Themen, daf sie halbeinfache Elemente (in nicht notwendig zusam-
menhéngend reduktiven Gruppen) behandeln.

Insbesondere wird der Begriff eines (maximalen) Torus verallgemeinert. Die Idee ist,
maximale Tori als Bizentralisatoren Cent(Cent (8, G), G) =: T von (fast) halbeinfa-
chen Elementen aufzufassen. (Die iiblichen Zentralisatoren Cent(d, G) halbeinfacher
Elemente sind ndmlich zu klein, wenn intd duflere Automorphismen von G bewirkt.)
Wenn G nicht zusammenhiingt, sind diese Tori nicht mehr zusammenhiingend. Aber
die (wichtigsten) Struktursidtze maximaler Tori lassen sich verallgemeinern: Jedes
fast halbeinfache Element von G liegt in einem Torus (3.3), je zwei Tori sind G(F)—
konjugiert (3.5), Norm(T',G)/T ist eine Coxetergruppe, usw.

Bei der Berechnung der Transferfaktoren spielt an wesentlicher Stelle — bei der Be-
rechnung von Ar und der Normierung von Ay — die Wahl einer maximal kompakten
(O-invarianten) Untergruppe von G(F') eine entscheidende Rolle. Daher wird in Ka-
pitel 4 die Theorie der Gebdude von Bruhat und Tits [BT72] und [BT84] referiert.
Nach einem knappen Einstieg, der sich im wesentlichen auf Tits’ Bericht in Corva-
lis [Ti79] stiitzt, werden einige Dinge fiir Gebdude von nicht zusammenhingenden
(unverzweigten und halbeinfachen) Gruppen bewiesen, denn die Literatur zu diesem
Thema scheint liickenhaft vertffentlicht.

Das ganze Kapitel zielt auf die Definition 4.45 und den letzten Satz 4.44. Er ist
eine wesentliche Ingredienz im Satz 8.6, in dem gezeigt wird, dafl es innerhalb der
halbstabilen Konjuagtionsklasse eines anisotropen (unzusammenhéingenden) unver-
zweigten F-Torus T C G (vgl. Definition 3.17) immer eine maximal kompakte
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Untergruppe U C T"(F) gibt, deren Fixpunkt im Gebiiude zu G(F) eine hyperspe-
zielle Ecke ist. Damit wéhlen in Kapitel 8 die maximal kompakten Untergruppen
der anisotropen Tori die maximal kompakten Untergruppen von G.

Im Kapitel 5 beginnt die eigentliche Arbeit mit der Referenz der wichtigsten Kon-
zepte aus [KS99]: Endoskopie, Matching halbeinfacher regulérer Elemente und die
vier Transferfaktoren Ay, ..., Ay aus denen der Transferfaktor A zusammengesetzt
ist. Im Abschnitt ”fundamentale Annahmen” wird angegeben, welche vereinfachte
(lokale) Situation stets das Hauptinteresse ist. (Die Liste (5.17) auf Seite 86 ist zwar
kurz, kann aber erst formuliert werden, wenn Endoskopie eingefiihrt wurde. Sie muf
auf jeden Fall vor der Definition der Transferfaktoren stehen, da deren allgemeinste
Definition viel zu aufwendig wire.)

Neben Referenzen und einfachen Betrachtungen werden in diesem Kapitel drei wich-
tige Dinge unternommen. Zum einen werden die Faktoren A; und Ay normiert.
Bei Ar(7v,d) hat man das Problem, dafl er von einer Wahl (eines F-Splittings von
G®") abhiingt, die keiner der anderen Faktoren kompensiert (wie es bei den anderen
Wabhlen iiblich ist). Diese Abhéngigkeit sollte durch Wahl ausgezeichneter Splittings
wegnormiert werden.

Der Faktor Arp(7,d;7,6) hiingt dagegen nach Definition in [KS99, (4.4)] ”genuin”
von zwei Matchings ab. Hier gilt es, das Refenzmatching (7, §) moglichst kanonisch
zu wéhlen.

Beide Probleme lassen sich (unter den Annahmen (5.17)) 16sen, wenn man die Wahl
eines hyperspeziellen (©*-stabilen) Punktes z im Gebdude B(G, F) zu G(F') in Kauf
nimmt. Nach dieser Wahl werden in (5.27) Splittings und in 5.43 Referenzmatchings
definiert, deren Wahl weder Af noch Afj; beinflussen.

Das dritte Problem in Kapitel 5 betrifft die Gruppe H im endoskopischen Datum
(5.3). Sie vermittelt zwischen den L-Gruppen “H und G und ist im allgemeinen
selbst keine L-Gruppe (auch nicht fiir halbeinfache, einfach zusammenhéngendes
@), geschweige denn isomorph zu “H. (Dieses Faktum verdoppelt die Definition
von AIII in [KSgg])

Im letzten Paragraphen von Kapitel 5 wird gezeigt, dafl unter den fundamenta-
len Annahmen (5.17) (natiirlich ohne die Annahmen (6) und die zweite Annahme
in (5)!) tatsiichlich H ~ FH ist und die L-Einbettung *H — LG sogar iiber
H x Gal(F'/F) < G x Gal(F'/F) mit einer endlichen, unverzweigten Erweiterung
F'/F faktorisiert.

Das sechste Kapitel bringt die Verallgemeinerung des Homogenitéitsresultats aus
[Hal93] auf Tranferfaktoren mit Twists. Dabei wird beschrieben, wie A(~, §) wichst,
wenn man den topologisch unipotenten Anteil der topologischen Jordanzerlegung
von v und 0 (die ab nun beide in kompakten Gruppen liegen sollen) gegen 1 streben
1a8t. (Der topologisch unipotente Teil §, eines halbeinfachen Elements § € G ist
charakterisiert als der Einseinheitenanteil von p(d) bei einer (oder jeder) stetigen
Darstellung p der Gruppe G in einer (geniigend groBen) Gl,(Q,). Der Restanteil
ds = 60, ' ist das, was man bei der Reduktion mod p als halbeinfachen Teil noch
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sieht. Deswegen wird J; in 3.29 der residuell halbeinfache Teil genannt werden.)
Man geht folgendermaflen vor: Man potenziert v und 0 mit einer geeigneten p—
Potenz @, so daf} die residuell halbeinfachen Anteile v, = 72, §; = 0% nicht veréindert
werden, aber die topologisch unipotenten Teile v2, §¢ gegen 1 gehen. Dann erhélt
man als quantitative Aussage tiber das Wachstum (in Satz 6.4 bzw. 6.5)

[M]

A(v9,09) = A(y,6) - Q7

wobei M C ®(G)e+ eine gewisse Teilmenge von Wurzeln ist. Thre Grofie hingt
ungefihr davon ab, wie stark das Wurzelsystem ®(H) der endoskopischen Gruppe
von dem der Fixgruppe ®(G®) abweicht und auf welchen dieser Wurzeln § nur bis
auf topologisch unipotente Faktoren nur aus einem Vertreter 6* fiir die gesternte
Aktion von L (vgl. (1.8)) besteht.

Der Wachstumsfaktor |Q[1™/2 kommt vom Faktor Ay her, der | - |—Betrag eines
Quotients zweier Harish—Chandra—Diskriminanten ist.

Die Schwierigkeiten liegen wieder beim Faktor App;: Man hat zu zeigen, dafl er
nur vom residuell halbeinfachen Anteil der topologischen Jordanzerlegung bestimmt
wird, d.h.

AIH(’Y, 5) = AIH(’Ys, 55)-
Das ist Satz 6.9.

Kapitel 7 beschéftigt sich mit dem Abstieg. Zum einen méchte man auf halbeinfache
Gruppen absteigen, zum anderen auf ©-stabile Levifaktoren von G. Nach diesen
Reduktionen darf man sich fiir den Rest der Arbeit auf halbeinfache Gruppen be-
schriinken, in denen 7T anisotrop ist. Das funktioniert routineméfig, wenn man die
Sataketransformation ein wenig modifiziert bzw. verallgemeinert.

Fiir unverzweigte halbeinfache Gruppen G und stark kompakte, stark regulére 6,
fiir die der zugehorige Torus T = Cent(é5, é) unverzweigt und anisotrop ist, wird
der Tranferfaktor A in Kapitel 8 berechnet. Hierzu wird in Definition 8.7 eine
Diskriminante AY(§) verallgemeinert, die Weissauer in [W] fiir zusammenhiingende
Gruppen definiert hat. Sie ist eine rationale Funktion in p (bzw. der Restklassen-
groBe ¢ = |Op/pr|) und wird gebildet zu einer maximal kompakten Untergruppe U
von T(F). Das Hauptresultat Satz 8.10 ist dann, daB

AY(5)

A(y,0) = ATu(F)()

fiic alle v € Ty(F), die einen vorgegebenen 1-Kozykel zj;(0) € Z*(F,Cent(H))
beranden. In Abhéngigkeit von «y ist 6 = () € G(F') (nach 8.2) stark reguldr und
kompakt wihlbar, so da§ v <> 0 ein Matching ist (vgl. Definition 5.9)).

Im Appendix werden alle endoskopischen Gruppen zu den einfachen, unverzweigten
Gruppen G angegeben, die ein Matching erméglichen, an dem ein primitiver ani-
sotroper Torus beteiligt ist. ”Primitiv” wurde in [BFW] definiert und bedeutet im



wesentlichen, dafl solche Tori in keine reduktive Untergruppe von G?” absteigen”.
(Vgl. Behauptung A.5.)

Ich bedanke mich bei Professor Weissauer fiir viele und wesentliche Anregungen
und seine Unterstiitzung, bei Dr. Uwe Weselmann fiir Korrekturen und zahllose
Gespriche iiber meine Arbeit und den Mitarbeitern des Lehrstuhls Mathematik 111,
von denen allen ich profitiert habe.



1 Bezeichnungen und Bekanntes

(1.1) In dieser Arbeit sei F' (aufler in Kapitel 2 und (5.18)) ein lokaler Korper der
Charakteristik 0 mit Restklassencharakteristik p, d.h. ein p-adischer Kérper, F' ein
algebraischer Abschluss und valy seine Bewertung, so normiert, daf valp(F*) = Z.

Der Betrag | - | auf F' sei die Fortsetzung von |O/p|¥*#() auf F. Die Primzahl
p sei groB} genug fixiert. Das wird spéter in (5.17) prézisiert.

Die Weilgruppe nach [Ta79]: Zur absoluten Weilgruppe Wx von F' gehoren stets
die folgenden Homomorphismen ¢ und rg. Fiir den p-adischen Kérper F' hat man
¢ : Wr — Gal(F/F) mit folgendem Bild: Sei x(E) der Restklassenkdrper einer
endlichen Kérpererweiterung E C F von F und & = |J,, £(F). Dann ist p(Wr) die
Untergruppe aller o € Gal(F/F), die auf & die Abbildung z + z/*(")" induzieren
fiir ein geeignetes n € Z.

In diesem Abschnitt sei E/F immer endlich. Sei Wr = ¢~ '(Gal(F/E)) und

Wg/p = Wg/[Wg, Wg] die relative Weilgruppe. Man hat Wy ~ lim. Wg/p als
topologische Gruppen, wobei der projektive Limes iiber alle (endlichen Erweiterun-
gen) E/F gefiihrt wird.

Die anderen Homomorphismen rg : E* = (Wg)® := Wg/[Wg, Wg], die unabding-
bar zu Wy gehoren, sind so, dafl

e EX ~TE (WE‘)ab induziert Gal(F’/E)“b

von ¢

die Reziprozitdtsabbildung der Klassenkorpertheorie ist. Frei benutzt werden die
(weiteren) wohlbekannten funktoriellen Eigenschaften [Ta79, (W3)] (”Konjugati-
on”), [Ta79, (W3)] ("Inklusion versus Verlagerung”), [Ta79, (1.2.2)] (" Norm versus
Inklusion”) und fiir Galoiserweiterungen E/F die exakte Sequenz

(i) 1 — E* — Wgp — Gal(E/F) — 1,

bei der rechts rg beniitzt wurde und links ¢. (Die Extensionsklasse von Wg/p ist
dabei die fundamentale (kanonische) Klasse ap/p € H?*(Gal(E/F), E*) der Klas-
senkorpertheorie.)

(1.2) Sei A eine Menge, auf der eine Gruppe G operiert, © € A, B C G und H
eine Untergruppe von G. Folgende Bezeichnungen werden (stindig) beniitzt:

Staba(G) :={9€ G|Vae€ A:g-a € A} =: Stab(A,G)
Fixy(G):={g€ G|Yae€ A:g-a=a}=:Fix(4,G)
G, = Staby,y(G) = Fix(,)(G)
Norm(H,G) :={g€ G |gHg ' C H}
Cent(B,G) :={g € G |Vbe B:gb=bg} Cent(G) := Cent(G, G)

~— —



2 1. BEZEICHNUNGEN UND BEKANNTES

(1.3) Sphirische Wurzelsysteme werden nur im Zusammenhang mit reduktiven
Gruppen benutzt werden: Sei GG eine zusammenhéingende reduktive Gruppe iiber
F und T ein maximaler Torus von G. Das Wurzelsystem von G (beziiglich der T—
Aktion auf Lie(G)) wird mit ® = ®(G,T) C X*(T') := Hom(T, G,,,) bezeichnet, die
Kowurzeln mit ¥ = ®Y(G,T) C X.(T) := Hom(G,,,T). Sei V = X,(T)®zR und
dual dazu V* = X*(T) @z R. Ferner sei Z[®]* = {v € V | a(v) € Z fiir alle a € ®}
das zu Z[®] duale Gitter in V. Die Weylgruppe W = W(®) ist die von allen
Spiegelungen s, : x +— x — (o, z)a” an den Hyperebenen Kerna fiir alle o € @
erzeugte Gruppe. In der Situation oben hat man W (®) = Norm(7, G)/T = W (T).
Nach Wahl einer Basis A (oder gleichbedeutend eines Positivbereichs ® bzw. einer
Borelgruppe B) bezeichne ot die Wurzel maximaler Hohe. Das Wurzeldatum von G
U(G,T) = (X*(T),®, X.(T),®") legt die Isomorphieklasse von G iiber F eindeutig
fest. Niitzlich ist:

U(Gaer) = (XH(T) /(X(T) N Vi), @,
W(Cont(G)°) = (X*(T)/(X*(T) N Vi,). 0,

wobei Vg, == Z[®Y] @ R und Vj;, := Z[P] ® R.

Ein Wurzelsystem ® heifit reduziert, wenn aus o € ® und k-« € ® stets k € {£1}

folgt. Wenn ® nicht reduziert ist, sei 28 = {a € ® | 2a ¢ ®} und & = {a €

® | oo ¢ ®}. Beide simd reduzierte Wurzelsysteme und @ = @& U $k*=. Die
Wurzeln aus ®'#%¢ N ®¥U werden manchmal reduziert genannt.

Xo(T) N Vier, @)
X*(T) N (Ver)LvQ) )

(1.4) Affine Wurzelsysteme kommen (mehrmals variiert) in folgender Form vor:
Sei W wie eben eine sphirische Weylgruppe und X, C V ein W-stabiles Gitter.
Dann ist X, x W eine affine Weylgruppe, indem x € X, als Translation (um z) auf
V' operiert.

Affine Weylgruppen, die Spiegelungsgruppen (Coxetergruppen) sind, stehen (nach
[St68, 3.546]) in Korrespondenz zu affinen Wurzelsystemen. Das sind Wurzelsy-
steme der Form @,y = {(a,k) € ® | @ € ¢,k € Z}, wobei man iiblicherweise
(a, k) = a + k als inhomogene lineare Funktion auf V' schreibt.  Dann sind die
Winde H,, = {z € V | a(x) + k = 0} fiir alle « + k € @,y die Spiegelungshyper-
ebenen und X, = Z[®"].

(1.5) Kammerkomplexe werden benutzt, weil sie sich eignen, die kombinatori-
schen Aspekte von affinen Weylgruppen zu beschreiben.

Ein Kammerkomplex der (kombinatorischen) Dimension n in einem affinen Raum
V' besteht aus einer Teilmenge ("Ecken”) E C V und einer Menge F (”Facetten”)
von endlichen Teilmengen von E. F ist partiell geordnet beziiglich der Inklusion
und (E, F, C) erfiillt folgende Eigenschaften:

(1) x € E= {a} € F. AuBlerdem ist ) # F.

(2) FEFund0#F CF = F €F.

(3) Jede Facette ist in einer maximalen Facette enthalten. Diese maximalen Fa-
cetten heiflen Kammern und ihre Kardinalitét ist n.



(4) Je zwei Kammern C,C" € F lassen sich iiber eine ”Gallerie” verbinden, das
ist eine Folge (C;); sukzessiv benachbarter Kammern C' ~ Cy ~ Cy ~ + -+ ~
Cp ~C'

Dabei heilen zwei Kammern C'; C' benachbart (C' ~ C"), wenn sie eine gemeinsame
”Kammerwand” W haben, d.h. eine Facette W mit [W|=n —-1=|C| — 1.

Eine Abbildung von Kammerkomplexen respektiert diese Strukturen: Sie bildet
Facetten auf Facetten ab und erhilt die Incidenzrelation. Allerdings wird nicht
gefordert, dafl Ecken auf Ecken abgebildet werden.

Anmerkung: ”Ecken” sind hier als kleinste Einheit eines kombinatorischen Systems
gemeint. In nachfolgenden Beispiel kénnen dies aber ganze translierte Unterrdume
von V' sein. Man spricht dann besser von Facetten niedrigster Dimension.

Beispiel: Ein Wurzelsystem ® C V* definiert folgenden Kammerkomplex auf V:
Wie in (1.4) angegeben, bildet man ®,;; und die "Winde” H, ;. Die Zusammen-
hangskomponenten von V\ ,cg rez Hax seien die Kammern. Die Facetten werden
induktiv definiert: Eine Facette F' der Dimension m > 2 ist Teilmengen von V der
Form F = (Fy, N F,)°, so daB einerseits Fy, Fy Facetten der Dimension m + 1 sind
und andererseits F' eine offene Teilmenge eines (geeigneten) affinen m—dimensionalen
Unterraums enthilt. Facetten der Dimension 1 sind von der Form F} N F, # () fiir
zwei eindimensionale F, F,. Das sind notwendig Ecken.

Alle Kammerkomplexe K, die in dieser Arbeit bewuft als Kammerkomplexe an-
gesehen werden, sind Quotienten [[,., K; — K von disjunkten Vereinigungen von
Kammerkomplexen, die zu Wurzelsystemen ®; € V;* gebildet werden, wie im Bei-
spiel angegeben.

Satz 1.6 (Chevalley-Steinberg). Sei v € V und W,sp = Z[®Y] x W eine affine
Weylgruppe, die als Spiegelungsgruppe auf V' operiert, wie in (1.4) angegeben. Dann
ist der Fizator Wy = (Z[®Y] x W), von v eine Spiegelungsgruppe, erzeugt von den
Spiegelungen aus Wysr, die v festlassen.

Sei C eine Kammer, so daff v € C. Ihre Winde seien in Hyperebenen Hy, p, (1 >
i > r) enthalten. Dann ist {c; | v € Hy, i, } eine Basis eines Wurzelsystems Py,
dessen Weilgruppe isomorph zu Wy ist.

Beweis: [St68, 1.19] O

(1.7) Automorpismen und Splittings: Sei G eine zusammenhéngende reduktive
Gruppe iiber F. Ein Paar (B, T) von G besteht aus einer Borelgruppe B und einem
Torus T C B. Ein Splitting (von G) ist ein Tripel sply = (B, T, {Xa}acas,n),
wobei (B,T) ein Paar ist und die X, Wurzelvektoren (d.h. nichttriviale Vektoren
aus den Gewichtsrdumen g, zu den o € A bei der Operation von 7" auf der Lieal-
gebra von G). Die Automorphismengruppe von G wird mit Aut(G) bezeichnet, die
innerern Automorphismen mit Inn(G), die dufleren mit Out(G) := Aut(G)/Inn(G)
und Aut(G, B) oder Aut(G,spl;) sind die Gruppen der Automorphismen, die B
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bzw. spl stabilisieren. Die Wahl eines Splittings ermoglicht einen (eindeutigen)
Schnitt der exakten Sequenz

1 — Inn(G) — Aut(G) — Out(G) — 1.

(1.8) Die gesternte Aktion: Nach Wahl eines Splitting spl,; kann man jedem
0 € Aut(G,B,T) ein 0* € Aut(G,spl;) zuordnen, so daBl # und 6* in Out(G)
dasselbe Bild haben. Dieses 6 wird die gesternte Aktion von # bzgl. des Splittings
spl; genannt werden.

(1.9) Unverzweigt: In dieser Arbeit werden die verschiedensten Dinge unver-
zweigt sein. Reduktive Gruppen iiber F' werden unverzweigt genannt, wenn sie
quasisplit sind und iiber einer unverzweigten Erweiterung von F' zerfallen. Endlich-
dimensionale (stetige) Darstellungen einer topologischen Gruppe H werden unver-
zweigt beziiglich einer maximalen kompakten Untergruppe K genannt, wenn sie
K-fixierte Vektoren besitzen. Insbesondere sind (eindimensionale) unverzweigte
Charaktere trivial auf K. Unverzweigte 1-Kozykeln oder Kohomologieklassen in
H'(Wgp, H) (immer stetige Kohomologie!) sind auf den Einheiten O} C E* C
W trivial. Unter der Langlandskorrespondenz Hom,(T(F),C*) ~ H!(Wg,T)
korrespondieren unverzweigte Homomorphismen eines Torus 7' zu unverzweigten
Kohomologieklassen. (Vgl. (3.37).)

(1.10) L—Gruppen: Sei G eine reduktive, quasizerfallende F'~Gruppe, (B, T) ein
iiber F' definiertes Paar und ¥ = U(G, B,T) = (X*(T),A(B), X.(T),AY(B)) ein
"based” Wurzeldatum. Dann ist die L-Gruppe zu G gegeben durch das Tripel
(G, p, 1) Dabei ist

e G die zu G duale Gruppe, d.h. eine komplexe Gruppe mit dem dualen Wur-
zeldatum UV = (X, (T),AY(B), X*(T),A(B)).

e pi : Gal(F/F) — Aut(QG) eine L-Aktion, d.h. eine Aktion, deren Bild bereits

in Aut(G, B, T) liegt fiir ein gegeignetes Paar (B, 7) in G.
e 1: U(G)Y — U(G) eine Bijektion, die die Galoisaktion auf W(G)" mit der von

der L-Aktion induzierten Aktion auf W(G) vertauscht, d.h. die Bijektion ist
[ := Gal(F'/F)-dquivariant.

Notiert werden L-Gruppen aber kiirzer als semidirekte Produkte LG := G x W,

wobei W die (absolute) Weilgruppe von F'/F ist und die Aktion von Wy gegeben

ist durch Wp Ty o, Aut(G). Fiir nicht quasisplite Gruppen G wird die L—

Gruppe zu einer quasispliten inneren Form gebildet. Man zeigt (z.B in [Bo79]), daf
L@ bis auf Isomorphie nicht von dieser inneren Form abhingt und ebensowenig von
der Wahl von (B, T). Ein L-Homomorphismus ist ein Homomorphismus zwischen
zwei semidirekten Produkten G; xWgr — Gy x Wk, der auf der zweiten Komponente
die Identitét ist.



(1.11) Borovois Fundamentalgruppe ([Boro98|, [Mil92, Appendix B]): Sei G
reduktiv und p das Kompositum G,;. — Gy < G. Ferner sei T ein maximaler
Torus in G, definiert iiber F', und T}, sein Urbild unter p. Dann ist

WO(G) = G/GO
m(G) == Xu(T)/pu(Xu(Te)) = Xu(T)/Z[(G, T)"].

Man kann nachweisen, dafl 7r; bis auf kanonischen Isomorphismus nicht von der Wahl
von T abhéngt. Die Fundamentalgruppe 7 (G) hat folgende Eigenschaften:

(a) m ist ein exakter Funktor von der Kategorie der reduktiven Gruppen iiber F' in
die Kategorie der Gal(#'/F)-Moduln.

(b) Ein innerer Twist G — G’ induziert einen Isomorphismus 7 (G) — 7 (G’).

(¢c) m(G) ~ X*(Cent(QF)) (kanonisch!)
(d) Falls G halbeinfach ist, gilt (m(G)) = (Kern(p))?, wobei (-)'" = Hom(-, R/Z)
das Pontryagindual und (-)” das Cartierdual bezeichne.

(e) Fiir einen Torus T gilt m (T') = X.(T).

(1.12) a—Data werden nur zu Wurzelsystemen ® mit Galoisaktion benutzt werden.
Ein a-Datum ist dann eine Menge {a, € F'* | o € ®}, so dafl

U o=—0y, und a,,=o0a, firalleae€ ®undo €l =Gal(F/F).

Solche a—Data existieren: Fiir einen Orbit ' - v gilt entweder T'aw = —T'av (Symme-
trischer Orbit) oder —I'a N T'av = () (asymmetrischer Orbit).

Nach Vorschrift oben kann man fiir einen asymetrischen Orbit ein beliebiges a, € F*
wihlen. Die restlichen a) aus I'(—«) UT'« sind durch die Vorschriften dadurch fest-
gelegt.

Fiir jeden symmetrischen Orbit ' ist die Vorschrift gleichbedeutend zur Wahl eines
(beliebigen) aq € Kern Spurp, -, NF*, wobei F /F. die quadratische Erweiterung
des Fixkorpers Fly zu Stabyi,)(I') mit dem Fixkérper F zu Stab,(I') ist. Wegen
H'(F./Fy,F,) = 0 ist in diesem Fall stets a, = =z — 7(x) fiir ein z € F\Fy und
(1) = Gal(Fy/Fy). Wenn F /Fy unverzweigt ist, kann man daher a—Data aus den
Einheiten Oy, oder dem Teichmiillerschen Restsystem g, von FL wihlen.

(1.13) 2—Extensionen ([L79, S. 720ff], [K82, §1]): Eine Surjektion o : G; — G
von zusammenhingenden reduktiven F—Gruppen heifit z—Extension, wenn (G1)ger
einfach zusammenhingend ist und Kernaw C Cent(G;) ein direktes Produkt von
(zentralen) Tori Resg, p (G, ) ist (fiir geeignete endliche Erweiterungen E;/F). Ins-
besondere folgt mit Shapiros Lemma und Hilbert 90, dal H'(E, Kerna) = 1 fiir alle
Teilkérper E C F.

Langlands hat (in der zitierten Arbeit) die Existenz von z—Extensionen (fiir alle
reduktiven G) gezeigt.
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2 Reduktive Gruppen mit Twists

(2.1) Sei G eine zusammenhingende reduktive Gruppe, definiert und zerfallend
iiber einem Korper F' € C. Sei (B, T') ein Paar fiir G, d.h. B eine Borelgruppe von G
und 7" der maximale Torus in B. Sei I eine Untergruppe von Aut(G, B,T). Auf der
Liealgebra Lie(G) operiert I durch o(X) = do X. Weil sich die Automorphismen
von [ eindeutig zu Automorphismen von G, liften lassen, werden diese von der
Notation nicht unterschieden.

(2.2) In diesem ganzen Kapitel sei ein Splitting spl, D (B,T) fixiert und die
gesternte Aktion o* € Aut(G,sply) eines 0 € Aut(G) wird immer bzgl. splg;
gebildet.  Sei I* = {o* | 0 € I}. Weil 0 € I und o* auf T dieselbe Operation
bewirken, operieren sie auch gleich auf X,(T), ®(G,T)", X*(T), ®(G,B)" (durch
o(a) == aooc* ') und W = N(T)/T. Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht,
wird Norm(7, G) = N(T) abgekiirzt.

Sei I der I-Orbit von v in @ und I, = {0 € I | o(a)) = a} der Stabilisator von .

Wurzelsysteme mit Twists

Definition 2.3. Sei P(z) = |—}| > yer 0 die Projektion von V auf V' (bzw. von V*

auf V*'). Weil P(®) ein (nicht notwendig reduziertes) Wurzelsystem ist, lassen
sich die Wurzeln aus ® in drei Typen unterteilen: o € @ ist vom

Typ I , wenn ;- Pr(a) & Pr(®) #2- Pr(a) ("Pr(e) ist reduziert”).
Typ I, wenn 2- Pi(a) € P (®) ("Pr(«) ist nicht reduziert und kurz”).

Typ III, wenn ;- P(o) € Pi(®) ("Py(c) ist nicht reduziert und lang”).

Fiir Wurzelvektoren © € ® oder x € ®Y sei Sy, = Zyel-ﬂ die Summe tber den
I-Orbit von x (gebildet in V* bzw. V).

Folgende Funktion auf ® (bzw. ®Y) wird sehr nitzlich: Sei ¢(a) = 2, falls a vom
Typ 11 ist, und c¢(«) = 1 sonst. Klarerweise ist ¢ eine Funktion auf den I-Orbiten
von P.

Beispiel 2.4. Der Ausnahmefall 24,,:

Sei (£;)1<i<2n+1 die Standardbasis von C*"*' und V' die zu (1,...,1) orthogonale
Hyperebene. Der Automorphismus # bilde ¢; auf —e5,, .5 ; ab. Die positiven Wurzeln
sind @ = {e; —¢; | 1 <i < j < 2n+ 1}, ihre Basis A bilden die o; 1= ¢; — ;41
(i € {1,2,...,2n}). Die Wurzeln vom Typ I haben die Gestalt ¢; — ¢;, wobei 7 #
n+1% jund i+ j # 2n+ 2. Eine Wurzel vom Typ III hat die Gestalt ¢; — 9,419 ;.
Die zu dieser Wurzel gehérenden Wurzeln vom Typ II sind das Paar ¢; — £,,41 und
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En+1 — E2n+2—i- Man hat z.B.
Typ I II IIT
« €1 —&2=0 €p —Entl1 = Oy | Ep — Epy2 = Qp + Qpy
1 1
Pl(a) _(51 — &2+ &2 — 62n+1) _(571 - 5n+2) En — En+2
2 2
Sta €1 — &2+ Eop — Eopt1 €n — Ent2 En — Ent2
VYV
(Pr(aY)) €1 — E2 1 Eop — Eopt1 2(en — Engt2) En — Ent2
v 1
(SIaV) 5(51 — &9+ Eon — 52n+1) En — En+2 En — En+2

Im folgenden Dynkindiagramm der A, werden die Wurzeln eines #—Orbits iiber-
einander dargestellt. Darunter ist das Dynkindiagramm, das unter der Projektion
Py entsteht. Es ist vom Typ BC,, denn die "kurze” Wurzel Pr(«,,) ist "nicht
reduziert”, da 2P;(«,) € Pr(®). Man beachte, daf8 die Verbindungskanten in beiden
Diagrammen mit dem (@—-invarianten Standard—) Skalarprodukt auf V' berechnet
werden kdnnen.

an an—l al
o O O O——O0—oO0
(I) - 2A2n
O o) o) O O O
Qpy1 Opyo Q2n
o=<—0—0 o o o o Pr(®) = BC
Py(on) Pr(an-1) Py () '

(2.5) Eigenschaften von Wurzelsystemen mit Twists:

Als irreduzible Wurzelsysteme mit I # {id} hat man 3 Serien %A, 24y, 1, 2D,
und 3 exzeptionelle Fille 2Dy, Dy, 2Eg zu betrachten. Indem man alle Fille durch-
rechnet, erhélt man folgende niitzliche Fakten:

(1) |I|(I) H 2AAanl ‘ 2A2n ‘ 2Dn ‘ 3D4 ‘ 6D4 ‘ 2Z?G
P(®)] Cn |BCy|Bna| Gy | Go | Fy

(2) Es gibt jeweils genau zwei Orbitlingen und zwar 1 und 2 (falls |I| = 2) bzw.
3 (in den Féllen Dy, ®D,). Die langen Wurzeln in P;(®) sind genau die
Projektionen der Fixwurzeln.

(3) Die Zuordnung A — Pr(A) gibt eine Bijektion zwischen den [-stabilen Basen
von ® und den Basen von P(®). Zudem ist S;(A) := {Sr, | @ € A} eine

Z-Basis von Z[®]!.

Nur in Wurzelsystemen vom Typ 2A,, kommen Wurzeln vom Typ II oder
IIT iiberhaupt vor: Zu jeder Fixwurzel o gibt es in einem irreduziblen ?A,,—
System einen I-Orbit {ay, an} C @, so daBl @ = oy +ay, d.h. Pr(a) = 2P(qy).
Diese «; und o werden als zueinander gehérig bezeichnet.

(4)

(5)

Wenn « nicht vom Typ II (nicht reduziert, kurz) ist, sind alle Wurzeln des
I-Orbits I« orthogonal aufeinander.
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(6) W ist die Weylgruppe von P;(®). Falls o nicht vom Typ II ist, ist die Spie-
gelung an der Wurzel Pr(a) in W' gerade siq := [, ¢/q 5, wobei die Reihen-
folge der Spiegelungen s, aufgrund der Orthogonalititsaussage (5) irrelevant
ist. Falls @ vom Typ II ist, ist die Spiegelung bzgl. Pr(a) klarerweise gleich
der Spiegelung bzgl. 2P(a) € P(®).

(7) Alle Wurzeln vom Typ I oder II sind iiber W' konjugiert zu einer Wurzel in
A. Die Wurzeln vom Typ III sind iiber W/ konjugiert zur Summe der beiden
Wurzeln vom Typ IT in A = A(Ay,).

(8)

Stev falls a nicht vom Typ IT ist
VvV [0
(Pr(e)” = { 2. Spov  falls @ vom Typ II ist

} = ¢(a) - Syav

(9) Pr(Z][®"]) x W' operiert als affine Weylgruppe (zu W') auf V! und zwar
erzeugt von den Spiegelungen (€ EndV') an den Hyperebenen

Hiop = {ve V| (Pra")'(w) = -k} £ {v € V! | c(a) - Sta(v) = —k}

(fiir k € Z). Das ¢ wurde in 2.3 bzw. im Punkt (8) definiert. Beachte: Wenn
a vom Typ III ist und zu oy, ap vom Typ II gehort, ist Hrq p = Hray 2k

(10) Sei A* C V =Z[®Y] @R die Dualbasis zu A, genauer sei A* = {fY | a € A},
so daB y(BY) = 8,4 fiir v € A. Die Dualbasis von VI zu (P;(AY))Y ist die
Menge der Tla)PI(BX) fiir alle Orbiten Tae C A. Dagegen bildet P;(A*) eine
Z~Basis von

Z[(P (@) := {v € V! | a(v) € Z fiir alle a € (Pr(®))"}.
Falls nur Wurzeln vom Typ I in ® vorkommen, ist ¢(«) = 1(!).

Die Punkte (3)—(10) sind prinzipiell auch noch giiltig, wenn ® nicht mehr irreduzibel
angenommen wird.

Definition 2.6. Einem Wurzelsystem ® € V und einer Gruppe I C Aut(®) kann
man nun zwei Wurzelsysteme zuordnen:

;= {Pr(a) | a € B} = P1(P) und ®' = ((®V))Y D {Sia | @ € B}.

Vorbereitungen zum Satz von Steinberg

Lemma 2.7. Sei spl, ein Splitting von G und I* C Aut(G,sply) eine Grup-
pe. Dann ist 1 — TT — N(T)F' — WL — 1 exakt und es gibt eine (durch
spl;) eindeutig bestimmte Liftung W — N(T) : w — n(w) (”Steinberglift”) mit
o*(n(w)) = n(w).
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Beweis: Es reicht, den Steinberglift in eine zu Gy, isogene Gruppe anzugeben. Da
Gs. (oder Gyg) immer ein direktes Produkt einfacher Faktoren ist, darf man o.E. G
einfach algebraisch annehmen. Weiter wird angenommen, dafi ®(G) vom Typ ADE
ist, d.h. alle Wurzeln dieselbe Linge haben. Alle anderen (einfachen) Gruppen
erhilt man als Fixgruppen unter geeigneten (Splitting—fixierenden) Automorphis-
men, wie aus Tabelle 2.5.1 hevorgeht. Es ist nicht schwer zu sehen (und auf Seite
20 im 3. Schritt von Satz 2.12 ausfiihrlich dargestellt), da ®(G*') = ®,, falls @,
reduziert ist. Man liest der Tabelle ab, dafl man jedes Wuzelsystem (insbesondere
B, und C,!) als reduziertes (!) System ®; realisieren kann mit geeigneten ADE-
Systemen und Automorphismen. Um das Problem weiter zu vereinfachen benutzt
man folgenden

Fakt 2.8 ([Sp81, 10.2.3]). Sei u eine Abbildung von {s, | « € A} in ein multi-
plikatives Monoid mit 1 mit den folgenden Eigenschaften: Wenn o, B € A, a # f3,
dann

1(sa)(sp)1(sa) ... = pu(sp)p(sa)pi(sp)...

wobei auf beiden Seiten genau m(c, B) = ord(s.ss) Faktoren stehen.
Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung von p auf W, so daf fiir jedes vollstindig
gekiirzte Wort w = S, * -+ Sa, gilt pl(w) = p(Sa,) - - 1(Say)-

Daher werden jetzt Représentanten fiir die Basisspiegelungen s,, o € A konstruiert
und dann die Bedingungen von Fakt 2.8 verifiziert. (Der Fall 2A,, erfordert spéter
Nachbesserungen dieser Konstruktion!) Weil & vom Typ ADE ist, hat man nur zwei
Félle m(«, 8) = 2,3 zu untersuchen.

Konstruktion der Steinbergreprisentanten fiir a € A vom Typ I: Zu jedem
Wurzelvektor X, aus spl, gibt es genau einen Wurzelvektor X_, € g_,, so daf3
(X, X_o] = Hy. Dann

n(sq) = exp(Xa)exp(—X_,)exp(Xy) = n(X,)

(Die Bezeichnung n(X,) ist ehrlicher und bald niitzlich.) Durch {X,, Hy, X_,} ist

eine Einbettung Sl, < G festgelegt. Dann ist n(s,) das Bild von () unter dieser

Einbettung.

Fall 1: m(a, B) =2, (d.h. (8,a") =0)

n(Xo)n(Xg)n(Xe) ™' = n(int(n(Xa)) (Xg)) = n(intt(Xsav(ﬁ)))

fiir ein geeignetes t = o¥(h) € T, denn das Bild der Sl zu X, trifft den Torus 7" in
aV(Gy,). Weil (B,a") =0, ist s,v(B) = B und int(a(h))(Xs) = HP" X5 = X,
Also hat man oben: n(X,)n(Xs)n(X,)™" = n(Xp), was zu beweisen war.

Fall 2: m(«a,5) = 3, (d.h. (f,a") = —1) Durch (X,, X3) wird eine Einbettung
einer Sly nach G festgelegt (analog zu der Einbettung der Sl, oben). Daher darf
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man die Rechnung n(X,)n(Xg)n(Xa) = n(Xg)n(Xa)n(Xs) in einer Sl; verifizieren.
Man rechnet (- :=0)

(B g5 = () 28) (25)=( )
und ebenso die andere Seite, die dasselbe ergibt.

Nun hat man in allen ADE-Systemen (nach Wahl des Splittings) kanonischen Re-
prisentanten n(w). Zu zeigen bleibt, daf sie in G liegen, falls w € W™,

Fall A: ®; ist reduziert.
In diesem Fall sind alle « € A vom Typ I und fiir * € I* hat man

0" (n(Xa)) = exp(0*(Xa))exp(0* (=X o) Jexp(0"(Xa)) = n(0"(Xa)) = n(Xp- (o))

Nach (2.5.6) ist (fiir & € A) der Steinbergrepriisentant n(sp,)) = [T eran(sy),
wobei die Reihenfolge des Produkts irrelevant ist (nach dem, was bisher gezeigt
wurde, denn Wurzeln in Joo C A sind paarweise orthogonal nach (2.5.5)). Daher ist
n(sPI ) € GI". Weil P;(A) eine Basis von ®; bildet, ist man fertig.

Fall B: (®, I*) ergibt Ay,
Hier ist G = Sly,; und G'" ~ SO(2n+1) (vgl. Beispiel 2.19). In diesem Fall gibt es
einen Orbit in A dessen Wurzeln nicht senkrecht aufeinander stehen. Man definiert
nun fiir « € A vom Typ II

n(sp,(a)) = exp Z X,) -exp( — c(a) - Z X,) - exp( Z X,)

v€la ye—Ia yela

Diese Formel gilt auch fiir alle @ € A vom Typ I (auch im vorigen Fall A). Nur
falls & vom Typ II ist, ist die Bildung in Fall A Verschieden von der Definition eben.
Diese hat aber den Vorteil, daB n(sp,)) € G'', denn weil I* die Wurzelvektoren
{X. | @ € A} stabilisiert, liegt ZWEIQX € Lle(G)I*. Weil man nun einer Basis-
spiegelung des B,,—Subsystems ®(G'") C ®; einen neuen Steinbergreprisentanten
zugewiesen hat, mufl man noch einmal Fakt 2.8 bemiihen, um die neue Konstruktion
(wortunabhiingig) auf W1 auszudehnen.

Bezeichne o’ € A eine der beiden Wurzeln vom Typ II. Falls m(P;(«), Pi(a')) = 2,
sieht man sofort, da8 n(sp;(a)) und n(sp, () vertauschen, denn alle Wurzeln in /o
sind senkrecht auf denen von Io/. Der verbleibende Fall ist m(P;(a), Pr(a/)) = 4.
Ihn kann man in einer Slj verifizieren. Dabei kann man oo = g1 — g9, o' = g9 — 23
annehmen sowie

1 - . 0o y- - -

0. - - - Oy - - -
-0z - - N I R —y~to. - .
n .0z - = . und n o0 . = N
00 Y I S 0y .0y

1
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Lemma 2.9. Sei ® irreduzibel und ein Splitting sply fiziert.

Falls o € @ nicht vom Typ 111 ist, gibt es eine Menge {X, € g,\{0} | v € Ia}, auf
der I* durch Permutation operiert: 0*Xo = X;-(4). Insbesondere operiert I}, trivial
auf g tn diesen Fillen.

Falls o vom Typ 111 ist, so ist [a = {a} und o* € I* operiert auf der Geraden g,
durch —1 genau dann, wenn o nichttrivial auf ® operiert.

Beweis: Dem Splitting spl, entnimmt man die Basen X, fiir alle g,, o € A.

Fall 1: « ist nicht vom Typ IIL.

Reduktion auf A: In diesem Fall ist o iiber W/ zu einer Wurzel aus A konjugiert (vgl.
(2.5.7)), etwa 8 := w(a) € A mit w € W!. Weil der Steinbergrepriisentant n(w)
eines I-invarianten w nach (2.7) selbst I* invariant ist, ist Ad n(w) I*-dquivariant.
Das Bild von {X, € g,\{O} | v € Ia} unter Adn(w) ist eine Menge der Form
{X, | v € I3} mit einer Basiswurzel 5 € A. Also geniigt es, das Lemma fiir Wurzeln
a € A zu zeigen. Diese Aussage ist aber nach Definition von I* C Aut(G, sply)
klar.

Fall 2: « ist vom Typ III.

Hier kann man sich nicht auf den Fall @« € A zuriickziehen. Allerdings ist jede
Wurzel vom Typ III iiber W/ konjugiert zu einer Wurzel der Hohe 2 bzgl. A
(d.h. Summe zweier Wurzeln aus A). Indem man, wie im ersten Fall, mit dem I*-
invarianten Steinbergreprisentanten eines geeigneten w € W/ konjugiert, kann man
hier annehmen, dafl & = o +ay mit aq, @ € A. Dannist X, := [X,,, Xa,] € go und
o* permutiert {X,,, X,,}. Diese Permutation ist genau dann trivial, wenn o trivial
auf & = ®(A,,) operiert. Andernfalls ist klarerweise 0* X, = [X4,, Xo,] = —Xo. O

(2.10) Sei @ irreduzibel, X, ein Gitter mit Z[®'] C X, C Z[®]* und Vp :=
KernP; C V = X, ® C. Man hat die kurze exakte Sequenz

0= Vp/(X.NVp) = V/X, = V/P(X,) =0

(z.B. durch das Schlangenlemma aus folgendem kommutativen Diagramm:

0 —— Vp s V sy VI ——— 0
U U U
0 — X,nVp > X, > Pr(X,) —— 0.)

In der zugehorigen langen exakten Kohomologiesequenz

e HY(I, Ve (X, N Vp)) — HY(I%, VX)) T8 HY(I, V! Pi(X.)) = .
=1 nach Egmma 2.11

ist nach folgendem Lemma P; eine Inklusion.
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Lemma 2.11. Falls ® irreduzibel ist, ist H'(I*,Vp/(X, NVp)) = 1.

Beweis: Es werden alle irreduziblen Félle in (2.5.1) durchgerechnet.

Fall 1: ® ist nicht °D,.

In diesem Fall ist I* = () zyklisch (von der Ordnung 2 bzw. 3). Daher ist Vp =
(6 — 1)V und @ operiert auf Vp anisotrop, i.e. VA = 0. Somit ist (1 — 0)Vp = Vp
und man hat

HY(I*,Vp/(X.NVp)) ~ Kern(1 + 0 + ... + 0" Y Big/(1 - 0) (Ve /(X. N Vp)) = L.

Fall 2: & =°D,.

In diesem Fall gilt I* ~ S5 ~ (03) x (6,) fiir geeignete 3, 6, der Ordnung 3 bzw.
2. Nach (2.5.1) ist VI = V% dh. Vp = (1 — 63)V. Die Hochschild-Serre-
Spektralsequenz ergibt (mit Vp := Vp/(X, N Vp))

1 — H'((0),V5"*) — HY(I",Vp) — H'((85),Vp)" —> ....

Die linke Kohomologiegruppe ist trivial, weil Ve = (1 —6;)V/(X. N Vp))g3 ~
H'((05), X, N Vp) eine 3-Torsionsgruppe ist und ordf, = 2. Nach Fall 1 ist
H (0, V) = 1. .

Der Satz von Steinberg

Der folgende Satz ist eher eine Inhaltsiibersicht dieses Paragraphen. Er verallgemei-
nert den Satz von Steinberg [St68, 8.1] auf (nichtzyklische) Automorphismengruppen
I von G, die ein gegebenes Paar (B, T) stabilisieren.

Satz 2.12. Sei G eine reduktive Gruppe mit Radikal Z := Cent(G)° und I eine Un-
tergruppe von Aut(G, B, T). Dann ist (GT)° eine reduktive Gruppe mit Wurzeldatum
W(G",T") = (PH(XH(T)), &, X.(T)!,8") |

wobei & C ®; und v C (®V)!. Genauere Bedingungen dafiir, daf ein Orbit Io
Wurzel in ® ist, sind in Beh. 2.15, Lemma 2.17 und Bsp. 2.18 gegeben.
Die unipotente Untergruppe Ur, zur Wurzel Pr(a) € ®(GP,T%) ist als Varietit
isomorph zum Bild von Uy in [],cp/p, 0Ua unter x = [, ;) o(x) (in irgendeiner
festgelegten Reihenfolge des Produkts).
Um mo(GT) = GTJGT° ~ N(T)! /(N(T)! N G'°) zu beschreiben, seien
k(G) = Kern[Ty. x Z — T]
Wy := Bild[N(T)! — W'] = Kern [Wf 4 HY(I, T)] ~ N(T)!JT"
Wi = BidN,o(Ty.)" — W' = Kern [W! 2 H\(I,T,,)| = No(T0)" /T,

Wy := BildN(T) N G" — W' = Bild[N,.(Ty.) N G2 — W' = W (Lie(G)")
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Man hat dann

1 — TH T = N(T) /(N(T) nG"°) = Wy /Wy — 1 ist exakt.
1= 721 )/(ZnT™) =TT — HY(I*,k(G)) — H'(I*, Ty x 7) ist exakt.
Wo /W, ~ Bild [W! — H'(I,T,.)] nBild [H'(I,k(G)) — H'(I,T.)]

Fiir irreduzibles ® hat man

W, ~ () Bild [(PI(Z[QW]) X W’)

ol

- (e

ol

MW’]m N w

Pr(Y.
1(Yo) teInT,y

Sla (ta)
t

falls o vom Typ 1
251 (t0) )0 now

falls o vom Typ IIT

=1,
=1,

teINT, 4
Die Reduktion auf irreduzible Wurzelsysteme geht wie folgt: Es gibt irreduzible Wur-
zelsysteme ®; C ®, so daf ® = @, Ind] ®;, wobei I; := {o € I | o(®;) C ®;} und
I, :={0o € I, | ole, = id}. Damit gehen auch entsprechende Zerlegungen von G,
T, V, Z[®], Z[®]* und W einher.

Beweis: G' ist eine algebraische Gruppe. Um zu zeigen, daf} sie reduktiv ist, wird
in Behauptung 2.16 gezeigt, dafl das unipotente Radikal R,(G'°) trivial ist. Aus
der Eindeutigkeitsaussage der Bruhatzerlegung von G bzgl. (B,T,W) ergibt sich,
dafl G'° von T7°, U" und Norm(7T')" erzeugt wird. Diese Untergruppen werden der
Reihe nach (in Schritt 1 bzw. 2 bzw. 4) beschrieben.

1. Schritt: Berechnung von T".
Man berechnet besser 77" = T!. Aus der langen exakten Kohomologiesequenz zur
exakten Sequenz, die k(G) definiert,

1> k(G) 2> TeexZ—-T—1

erhiilt man, weil H'(I*, x(G)) endlich ist und T}, nach Behauptung 2.13 unten zu-
sammenhingt, folgende exakte Sequenzen

1 — k()" N(Tye x Z2"°) —TE x 7" — T — 1
und
(i) 1= Z')(ZnT") - T T — H'(I*, k(G)) — H'(I*,Ty. x Z)
Wenn Z = 1, d.h. die Gruppe halbeinfach ist, ist diese Formel nicht mehr so un-

handlich. Fiir einfache Gruppen wird 77 /T?° mit ihr in Behauptung 2.14 vollstiindig
ausgerechnet,.
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Behauptung 2.13. T und T, sind zusammenhingend und

HY(I",T,,) ~ H(I",G3) = @ H'(I*, nd}.G,,) 2" P Hom(I}, Gyp).
IaCA TaCA

Beweis: Man hat die Isomorphien

e — T T = ]G,
«@ a€cA
(xa)aEA — ale_[A(av(xa)) t L (a(t))aEA

Weil alle o € T die Basen A = A(B,T) bzw. AY permutieren, operieren die o € T in
beiden Fillen auf [], . Gy durch Permutation der Komponenten. Daher sind T7,
und T, isomorph zu {(24)a € [Toca Gm | Zoa = o fiiralle o € I} ~ [];,cn Gm.
Dies ist ein (zusammenhéingender) Torus. O

Behauptung 2.14. Sei @ irreduzibel und G einfach. Dann gilt

® =2A,, 1 und k(G) gerade
1/ ) Z)2 falls ® =2Dy,_y und k(G) #1
(I, 5(G)) = ® = 2Dy, und k(G) ~7Z/2
1 sonst

und Kern [H'(I*, k(G)) — H'(I*, Ty.)] ist genau dann nichttrivial, wenn (®, k(G))
in folgender Liste vorkommdt:

o D ist vom Typ *Ag, 1 und 0 # k(G) C k(®)? ~ Z/n und k(Q) ist gerade.
o @ ist vom Typ 2D,  und k(G) =~ Z/2 (und I-stabil).

In diesen Fillen ist Kern [H'(I*, k(G)) — H'(I*,Ty.)] ~ Z/2. (Beachte: In den
2D, -Fillen hat k(®) genau eine Untergruppe der Ordnung 2, die von I auf sich
abgebildet wird. Diese ist oben gemeint.)

Beweis: Da keine Rationalitdtsfragen behandelt werden, darf man (nach 1.11(d))
k(G) = Kernp mit 71(G) identifizieren. (Sie sind als Gruppen isomorph, nicht
als Galoismoduln, was hier nicht stért.) Zuerst wird H'(I*,x(G)) in allen Fillen
berechnet.

Fall 1: I* = (f) ist zyklisch (# 1).

Typ von & ‘ k(Q) ‘ 0r(c) ‘ HY((0), k(@)

5 mZ/2nZ Z/2 falls 2n/m gerade
Az m | 2n -1 0 sonst
[P o

2D mZ/AZ 1 Z/2 fallsm # 4

an=l m |4 0 falls m = 4
I 0
2D,, 2 1) € End(F
: () cry | o) € EndE) Z)2
D, AT, o
2o Z/3 1 0
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Fall 2: & = 6D4, I = <93> X <92>
Man reduziert sich mit Hochschild-Serre auf den zyklischen Fall:

1= H'((8,), 5(G)*) — H'(I*, k(G)) — H'((8;), 5(G))” — ...

=0 siehe Fall 1

Weil die Matrix (1) € GI(2,F,) keinen Eigenwert 1 besitzt, ist x(G)% = 0. Darum
verschwindet auch die erste Kohomologiegruppe und man hat H*(7*, k(G)) = 1 fiir
b =°D,.

Um Kern [H!(I*, k(G)) — H'(I*, T.)] zu untersuchen, hat man nun nur noch Fille
zu betrachten, in denen I* = (0) ~ Z/2, k(G) = Kern(1 + 0) |, und H'(I*, k(G))
von der Ordnung 2 ist. Betrachte das kommutative Diagramm (x(G) = m;(G))

H'(I*, 11(G)) i H'(I*, T},)

4 Tg

(X (T)/Z[®"]) /(1 — O)m (G) —— Kern(1+6)/((1 — )V + Z[®"])
in dem die horizontalen Abbildungen von Inklusionen herkommen und die vertikalen
mit Hilfe der Exponentialabbildung (und der zyklischen Kohomologie) entstehen.
Eine Klasse Y + Z[®"] € m(G) ~ X.(T')/Z[®"] ist demnach genau dann im Kern
(von 7), wenn Y € (1 — )V + Z[®V].
Fall 1: ® ist vom Typ 2Dy, und 7(G) = Z/2 (I-stabil).
Sei BY € Z[®]* ein Vertreter der nichttrivialen Klasse in 71 (G). Weil H'((8), m(®))
trivial ist (s.o0.), existiert ein 3y € Z[®]*, so daB ) = (1 — )5y mod Z[®"], d.h.
BY € (1— )V +Z[3Y].
Fall 2: ® ist vom Typ 2A4,,_; oder 2Dy, _;.
Nach Behauptung 2.13 und (i) auf Seite 14 weifl man, da8 fiir m; (Goq) ~ Z[®]*/Z[DY]
= 71(®) die Abbildung 7 injektiv ist. Daher gibt es (genau eine) Klasse 3) € m,(®),
die nicht in (1 —0)V +Z[®"] liegt. In den hier betrachteten Fillen ist 7 (®) zyklisch
und 6 operiert durch —1 (auf m;(®)). Also ist i genau dann nicht injektiv (d.h. die
Nullabbildung), wenn 0 # m (G) C 71(®)? und 7(G) gerade ist. O

2. Schritt: Beschreibung von Lie(G)! und damit von G’°.

Wegen der Wurzelraumzerlegung g := Lie(G) = Lie(T) ® @ cq Ja ist g’ direkte
Summe von Lie(T)" und (P, p go)"- Dieser letzte Raum wird hier beschrieben.
Man erhilt in (iii) unten eine Zerlegung der Gestalt

g’ =Lie(T)" & @ g1a,
Ia
in gewisse (eindimensionale) Gewichtsriume zu Gewichten der T7°~Operation auf

g’. Definiere fiir alle o € T

Y1a(0) @761049’7 — @fyelag’Y
X —  o(X)
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Nach Wahl einer Basis (X, € g, | v € Ia) fiir die Wurzelrdume €., g, erhilt
man Pro(0) € [,/ 7 durch 0 X, = [$14(0)]oy - Xy, s0 daB

Pr1a(o (ZX ) =0 (Z X7> = [#ral0)]y - X5

vyeEla v€la vyela

Auf Hvela F* operiert I durch Permutation der Komponenten [o(x)], = x,-1,.
Es gilt ¢ra € Z'(I,]],¢;o F*), denn nach der Basiswahl wird die Operation von I
durch Monomialmatrizen beschrieben; Nach Definition ist ¢, der Diagonalanteil bei
der Zerlegung ”Monomialmatrix=Diagonalmatrix x Permutationsmatrix” und die
Operation von ¢ auf Hyela F* ist gerade so eingerichtet, daf} sie der Konjugation
mit dem Permutationsanteil entspricht. Ein Basiswechsel zu einer zweiten Basis
(X2 € g,) (bei festgehaltener Reihenfolge der v € Ia) éndert @;, klarerweise um
einen Korand ab. Dadurch ist ;o (i.e. olg _, g,) eine Klasse in HY (L]0 F)

zugeordnet. Nach Shapiros Lemma hat man

(ii) H'(I, [ F*) ~ H'(Io, F*) = Hom(I,, F)

([ S0 (., 2,(0), ---)7ela> — ([a S0~ xa(0)>

wobei I, der Fixator von « in [ ist.
. . . Def. . . .
Fiir eine Wurzel o € ® ist ayes = 1o genau dann eine Wurzel in Lie(G'), wenn

O%QM::{xE@%‘wa )—xfﬁralleaEI}.

cla

Behauptung 2.15. Der Raum g, tst hochstens eindimensional und zwar gilt:

910 7 0 & [@ra(0)]a =1 fir o € 1,.
& Pra st trivial in H1 1, H F~).

yEla

<:> I|@'yelag'y = I |@7€IQG’Y

Beweis: Damit g;, # 0, ist es offensichtlich notwendig, dal [p;4(0)], = 1 fiir o € I,.
Hat man umgekehrt dies, so wird ¢;, bei Shapiros Isomorphismus (ii) auf Eins
abgebildet. Also operiert I bei geeigneter Basiswahl durch Permutationsmatrizen.
Diese fixieren aber immer einen Unterraum. Also ist g7, # 0. Bei transitiver Aktion
der Permutationsgruppe ist der Fixraum eindimensional. Die mittlere Aquivalenz
ist wieder mit Shapiro (ii) klar. Die letzte Aussage ist eine Umformulierung der
zweiten. O

Man erhélt also

(iii) g' = Lie(T)' & @ g1a.
I
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wobei die Summe iiber alle I-Orbiten Ia von Wurzeln aus ® gebildet wird, fiir die
gilt: I|gg, ~ I*|ag,- In Bsp. 2.18 unten wird in Spezialfillen ein griffigeres Kriterium
fiir diese Orbiten I« gegeben. Fiir X € gr, und ¢ € T7° hat man Ad¢(X) = «a(t)- X,
d.h. gj, ist (eindimensionaler) Gewichtsraum fiir die Operation von T'° auf g’ zum
Gewicht aes := a|pro.

Behauptung 2.16. G'° := (G')° ist reduktiv.

Beweis: Nach den Bedingungen in (111) gilt g # 0 <= gra) # 0. Daher
erzeugen gr, und g_j, eine sly C g’, sobald der Orbit I den Bedlngungen in
(iii) geniigt. (Erinnerung: Weil I C Aut(G, B,T) sind alle Wurzeln in o von
derselben Paritét (positiv bzw. negativ). ) Daher gibt es keine nilpotenten Elemente
im Radikal Rad(g’) von g d.h. Rad(g") ist halbeinfach (Jordanzerlegung!). Weil
Lie(G°) = Lie(G)! = g! und Lie(Rad(G@)) = Rad(Lie(G)), folgt daraus, dal G'°
reduktiv ist. O

Wihle fiir alle o € I ein Y, € Lie(T), so dafl 0 = intt, o 0* mit ¢, := exp(Y,).
Ein ¢, ist dadurch modulo Cent(G) eindeutig bestimmt und o + intt, ist ein 1-
Kozykel von I mit Werten in Tpy. Genauso ist Y, modulo X,(T,4) bestimmt und
(0 — Y, + Z[®]") ist ein 1-Kozykel von I mit Werten in V/Z[®]*. Sei

V/Z[(I)] ~Tog — H’yela
exp(Y)=t — (...,7(t), .. )vera
Lemma 2.17.

(a) Falls o vom Typ 1 oder 11 ist, sind die Kohomologieklassen von ¢, und (o +—
¢1a(ts)) in H'(I,T], 1 F) gleich.

(b) Sei o € " vom Typ 11 und @' C @ irreduzibel. Indem man I* als Bild von I
in Out(G) = Aut(G) /Int(G) auffasst, erhdlt man

Z/2 She.;]:-)/iI"O HOHI([*/IC)IKD’ FX) I_Ilf> Hom(IaaFX) Shgiro Hl([, H FX)

yela

Sei 1 das Bild der nichttrivialen Klasse bei dieser Abbildung. Dann sind in
HYI,T],¢c;q F) die Kohomologicklassen von 1o und (0 +— ¢14(ts)) 1 gleich.

Beweis: Mit Shapiro (ii) reduziert man die Aussage darauf, da8 fiir alle o € I, gilt

[Pra(0)]a = ¢ alts) = ¢+ [¢ralte)]a,

wobei ¢ = —1, falls a vom Typ III ist und o nichttrivial operiert auf der irreduziblen
Komponente von @, in der « liegt, und sonst ist ¢ = 1. Nach Lemma 2.9 weif§ man,
wie o* € I} auf g, operiert (nfmlich gerade das ¢ oben produzierend) und intt,
operiert auf g, durch «(t¢,). Daher ist die Gleichung oben fiir 0 = intt, o 0* € I,
klar (nach Definition von @, (0)). O
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Beispiel 2.18. (a) Sei I = () zyklisch. Dann ist g;, # 0 dquivalent zu

1 falls & vom Typ I oder II
—1 falls a vom Typ III

Sialtn) = {

(b) Sei @ irreduzibel und I ~ I*. Dann ist g;, # 0 dquivalent zu

Vo eI+ Splty) = { —1 falls @ vom Typ III und o # id auf ®

1 sonst
Beweis: Zu(a): Zuerst wird I = (f) zyklisch angenommen. Nach Behauptung 2.15
ist gra # 0 & [Prala = 1 auf I, = (™) mit m = #I«. Indem man mit Lemma 2.9
die Operation von #*™ benutzt, gilt fiir 0 # X, € g,

[B1a(0™)]a Xo = 0™ X, = (inttyob*)" X, = altet)---1]" ) -0"" Xy = Spalty)-c- Xa,

wobei ¢ = 1 aufler falls & vom Typ III ist, denn dann bewirkt 8™ den nichttrivialen
Automorphismus (Flip) auf der irreduziblen Komponente (vom Typ Ay, ), in der «
liegt, so dafl ¢ = —1 (nach Lemma 2.9).

Zu (b): Man kombiniert Behauptung 2.15 und Lemma 2.17. Fiir die Fixwurzeln
(= Sia = @) vom Typ I oder II ist alles klar. Die Félle, in denen I* zyklisch ist,
sind nach a) leicht zu verifizieren. Bleibt der

Fall: ® =5D, und #Ia = 3: Sei I = (f3) x (03), [ = {71,792, 73} und o.E. v, die
fy—fixierte Wurzel in I«. Die Hochschild—Serre—Spektralsequenz ergibt

Py o e, T P = BT P9 = o

yela

1— H'((6:), (]

yela

v€la ~ ~
~[FX% =1 nach Shapiro

wobei H'((6y), F*) = Hom((f2), F'*) = Z/2 gegeben ist durch 65 — 71 (ty;). Nach

Voraussetzung [ >~ [* ist 1 = y(tgz) = fyz(t@tzz) el va(tg,) - v3(tg,). Daher ist

91y #0 < Vl(taz) =l< SI’Yl (tﬂg) = Vl(taz) ’ 72(t92) '73(t02) =L [

3. Schritt: Das Wurzeldatum ¥(G!°,7'°) von G'° bzw. ¢’.

Hier werden die Ergebnisse aus den Schritten 1 und 2 (noch einmal) etwas formaler
zusammengefat. Der Isomorphietyp einer reduktiven Gruppe H (iiber F) wird
festgelegt durch sein Wurzeldatum ¥(H,T) = (X*(T), ®, X.(T'), ®"), wobei T ein
maximaler Torus von H ist.

Weil GI° reduktiv ist, folgt aus der Zerlegung (iii) auf Seite 17, daf§ die a., et alrr,
deren Orbiten [« in (iii) vorkommen, ein Wurzelsystem in X*(77°) bilden, welches
ein Subsystem ist von (Bezeichnung nach [KS99, (1.3)])

P res — @ res(GaT, I) = {ares = a|T’°

a € ®(G,T)).
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Dies ist ein (nicht immer reduziertes) Wurzelsystem in V*/(1—1)V* = V*/Kern(Fy),
das vermoge P; mit P;(®) = ®; (aus Definition 2.6) identifiziert werden kann.
Wegen T7° — T hat man X, (77°) = X,(T)! < X,(T). Daher kann man ein zu
o5 = Pr(P) duales Wurzelsystem

V(G T, 1) — X (1) NZ[®" (G, T))
wie folgt definieren: 3V € X,(T)! NZ[®"(G,T)] sei genau dann die duale Wurzel zu

alpr € Pr(®), wenn folgende dquivalente Bedingungen erfiillt sind:
e Fiir alle v € (G, T) gilt

29 = (70 8Y)(x)

d.h. (memotechnisch verkiirzt) (v, 8Y)r = (Yres, 87 )10 fiir alle y € ®.

Sy
AV «
*F _{ 2. Spav

Die Existenz von ®" (G, T, I) und die Aquivalenz der Definitionen iiberlegt man sich
leicht in den irreduziblen Féllen mit I ~ I*. Nach der letzten Charakterisierung hat

fiir alle x € G,,,

falls o (bzw. ") nicht vom Typ IT ist | (25 5.8) (Pra)Y
falls @ (bzw. ") vom Typ II ist !

man (®V)! = ®V(G, T, I). Mit diesen Definitionen besteht ¥ (G, T7°) aus folgenden
Daten:
XH(T") =P(X*(T)),
®(GT°, T ={P;(a) | a € ®(G,T) mit g # 0} C Bres = ®(G, T)y,
X (T") =X(T)",
(I)V(GIO TIO) = {Pl(a)v | Q€ @(GaT) mit dIa 7£ 0} - ((I)V(GaT))I

Beispiel 2.19. Nochmal ® = 24,,: Sei G = SI(2n + 1, F) und I = (#) zyklisch.
Bezeichne J := ((—1)" - 6;9n42-)i; € GL(2n + 1) und fiir k # [ sei Ey; = (6;y -
8;i1)ij € 8l(2n+1) C Mat(2n + 1 x 2n + 1). Das Splitting spl; soll bestehen aus
dem Torus 7" der Diagonalmatrizen, den oberen Dreiecksmatrizen B und {X,,
FEiii1}a;en. Dannist 0*(g) = J-(*g")-J =" der nichttriviale auﬁere Automorphlsmus
in Aut(G, sply). Der Fixtorus ist 7% = {Diag(x1, ..., 7, 1,2, ', ...,27")}. Unter den
Fixgruppen G'"" gibt es zwei Isomorphietypen, deren Weylgruppe gleich W (d.h.
maximal) ist, ndmlich

0 stabilisiert ein Splitting 0 stabilisiert kein Splitting
0 o.E. 0 =6* z.B. t = Diag(—1,...,—1,1,...,1
9( : )

n—+ n

ao SO(2n+1) = Sp(2n) =
{geSl2n+1)|tgJg =T} {g €SI(2n+1) | tgJtg = Jt}
ey ®(B,) ®(Cy)

A(GQ,TQ) O{1|TI,...,O[n|TI O{1|TI,.. (079 1|TI (O[n+an+1)|TI

AV(G97T9) SIa\I/7"'7SIOAX,172SICMX S]a}/,.. SIaV = S] (a¥+aY,,)
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Beispielrechnung fiir das Verhalten der Kowurzeln vom Typ II und III: Betrachte
ay € X,(T) = Hom(G,,,T). Man hat S;ov : 2 + Diag(1,...,1,z,1,z71...) € T,
wobei x an der n—ten Stelle steht. Daher ist (P;(cn) o Sray) () = an(Sray (7)) = o
und (Pr(an + @ni1) © Sray ) (z) = 22, Deshalb ist Sjay € ®Y(Sp(2n)) aber nicht in
3V(SO(2n + 1)).

4. Schritt: Beschreibung der Gruppe 7((G!) der Zusammenhangskompo-
nenten
Man reduziert zuerst (z.B. mit der Bruhatzerlegung) auf N(7T):

mo(G) ~ N(T) /(N(T)' n GP).

Diesen Quotienten kann man zerlegen in einen Anteil, der vom Zentrum von G
herkommt, und einen, der sich in Termen der Weylgruppe ausdriickt, ndmlich

1 —T"/T" — N(T)"/(N(T) nG'*) — Kern(6)/Bild[N(T) NG — W'] — 1.
Dabei ist § der Verbindungshomomorphismus in der langen exakten Sequenz
1T > NI = W' S H(I,T) = H'(I, N(T)) - ...,

und den zentralen Anteil 77/T"° extrahiert man, indem man N(T)!/(N(T)' nG'°)
schreibt als Extension von N(T)!/(N(T)! n G°) - T mit T?/T!° und wieder die
lange exakte Sequenz oben anwendet.

Im ersten Schritt ist 77 /T° beschrieben worden, so daf} jetzt nur noch die Gruppe
Kern(d)/Bild[N(T)' N G'™ — W] zu beschreiben bleibt. Er lifit sich vollstindig
in der derivierten Gruppe berechnen. Aus Platzgriinden werden im Folgenden die
Definitionen aus Satz 2.12 verwendet:

Wy := Bild[N(T)" — W] = Kern [W’ 2 HY(I, T)] ~ N(T)! /1!
Wy := Bild[Nyo(Ty.)' — W'] = Kern [Wf ey H(I, Tsc)] ~ Nyo(Tse)' [T
Wo := Bild[N(T) N G'* — W] = Bild[N,.(Ts.) N GL2 — W' = W(g")

Berechnet werden soll W,/W,. Betrachte dazu die Exponentialsequenz (V' =
X.(T)®R)
15X (T)=»VeCZE T —»1

und wihle fiir alleo € Tein Y, € VQC =: V' so daB exp(Y,) = t, mit o = intt,00*.
Ein ¢, ist dadurch modulo Cent(G) eindeutig bestimmt und o + intt, ist ein 1-
Kozykel von I mit Werten in T,,. Analog ist Y, modulo X,(T) bestimmt und
(0 = Y, + X,(T,q)) ist ein 1-Kozykel von I mit Werten in V/ X, (T,q).

Wenn ty., € Ty Elemente iiber t, € T sind, so ist (00— w(tseo)tyly € Tse) (bzw.

sc,o

(0 = (w—1)Y, + Z[®"])) ein Kozykel von I mit Werten in Ty, denn w(tq)t,..,

(bzw. (w — 1)Y, € Vi, ) hingt offensichtlich nicht ab von der Wahl der Vertreter
tseo bzw. Y, fiir t, € T.
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Lemma 2.20. §(w) € H'(I,T) ist die Klasse von (o — w(t,)t,").

Beweis: Man kann 6(w) wie folgt berechnen: Sei n(w) € N(T) der Steinbergre-
prisentant von w. Dann ist §(w)(o) = n(w)o(n(w))~' modulo Koréinder. Nach
Lemma 2.7 gilt o*(n(w)) = n(o*(w)) = n(w). Daher

n(w)o(n(w)) ' = n(w)(intt, o o) (n(w)) ' = n(w)tyn(w) 't =t“t, 1 O

Korollar 2.21. w € W, 2 Bild[N(T)! — W] = Kern |W! 2 HY(I,T)

& Es existiert eint € T, so daf tt;" = t"t~" fiir alle o € I.
& Es gibt einY € V, so daff (w —1)Y, = (0 — 1)Y mod X.(T) fiir alle o € 1.

Behauptung 2.22.
Wo /Wy ~Bild [W' — H'(I,T,. x Z)] NBild [H'(I,x(G)) = H' (I, Ty. x Z)] .
Beweis: Betrachte folgendes kommutative Diagramm:

H*(1, 5(G))

.= NT! — w! 2 HY(I,T) ——  HYI,N(T)) — ..

T | W T

N () —— Wy HY (I, Ty x Z) —— HY(I,N,o(Ty) X Z)— ...

HY(I,5(G))
in das die langen exakten Sequenzen zu den Definitionen der Fundamentalgruppe
k(G) und der Weylgruppe W eingehen. Dabei ist &, : W/ 25 H'(I,T,.) <
HYI,T,.) x H(T,Z) ~ H (I, Ty. x Z). Nun ist Wy, = Kern(m o ¢’.) und W, =
Kernd!,. O

(2.23) Um W, zu berechnen, reduziert man (besser) auf irreduzibles ®. Es werden
wieder die Bezeichnungen von oben benutzt: & = P, Indi@i und die entsprechen-
den Zerlegungen von Ty, V', Z[®"] und . Weil folgendes Diagramm kommutiert

L — W(®) =  H'(I,T,.) —— ...

~ J{ ~ J{ Shapiro

s @, W(B) 2 P, HY (I, T) ——

sei zur Berechnung von W; und W, o.E. ® irreduzibel.
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Behauptung 2.24. Sei ® irreduzibel. Dann sind folgende vier Gruppen gleich:
(1) W, 2 Bild[N,o(Ts.)! — W] = Kern[W! 25 HY(I, T,.)].
(2) {fweW' |V eVVoel: (w-1)Y,=(0c—1)Y mod Z[®"]}.

(3) N Bild [(PI(Z[QW]) . Wf)

oel

%W’}ﬂ n w

Pr(Ys) telNT,y

S1aYy) € Z, falls a vom Typ 1
(2512)(Y,) € Z,  falls o« vom Typ 11 >ﬂ ALY

telInT,q

(@) N (510

oel

Beachte, daf$ aus der Bedingung w € (\,c;np, Wi folgt, dap in (3) gilt: (w—1)Y, =
(w —1)Y; mod Z[®"], falls o* = 7*. Deswegen kann man den ersten Durchschnitt
in (3) bzw. (4) auch nur dber (die Erzeuger von) o* € I* nehmen (und fir jedes o*
ein Y, wdihlen).

Beweis: (1) = (2) ist Korollar 2.21 fiir X, (T}.) = Z[®"].

(2) C (3): Aus z(w,0) := (w —1)Y, = (¢ — 1)Y mod Z[®"] fiir alle 0 € I folgt
zum einen sofort, dafl fir o € I N T,y gilt (w — 1)Y, € Z[®Y], d.h. w(t,) = t,.
Zum anderen folgt durch Projektion auf V', daB Pr(z(w, o)) € Z[®'] und P;(Y,) =
w(P(Yy)) — Pr(z(w, o)) mod P;(Z[®Y]) fiir alle o € I, d.h.
: v T T
w e QBlld {(PI(Z[d) ) % W )p,(m SW ] .
(2) D (3): Seinunw € W' aus diesem Durchschnitt. Auflerdem ist w € (Nyeqr,, Wi,
woraus folgt, dal (w — 1)Y, = (w — 1)Y; mod Z[®"] fiir * = 7*. Daher ist die
Kohomologieklasse von (0* — (w—1)Pr(Y,)) in HY(I*,V'T/ P;(Z[®"])) wohldefiniert
und trivial. Man ist nun in der Situation von (2.10) und hat die exakte Sequenz

o= HY(I, Ve /(Z[®V] N Vp)) — HN(I*, V' [Z[")) i, HY (I V' P(Z[®V]) — ...,

~
=0 nach Lemma 2.11

d.h. nach Lemma 2.11 ist P; eine Inklusion. Deswegen ist (o* +— (w — 1)Y,) trivial
in H'(I*,V'/Z[®"]). Also liegt w in der Gruppe von (2).

(3) = (4): Erstens operiert nach (2.5.9) Pr(Z[®"]) x W1 als affine Weylgruppe (zu
W) auf V" und zwar erzeugt von den Spiegelungen (€ EndV') an den Hyperebe-
nen Hiop := {v € V' | (Pra¥)Y(v) = —k} (fiir k € Z). Zweitens ist nach dem
Satz von Chavalley-Steinberg 1.6 das Bild eines Stabilisators (P;(Z[®"]) WI)U
unter der Projektion in W/ eine Spiegelungsuntergruppe, die erzeugt wird von den
Spiegelungen sp, (an Hp,p), fiir die v € Hp,y mit geeignetem k € Z. Schliefilich
hat man nach (2.5.8)

(Pra)(Pr(Yy)) = e(@) - Sra(Pr(Y5)) = c(@) - Sra(Ys),
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wobei das ¢ aus Definition 2.3 beniitzt wird. (Dal Wurzeln vom Typ III in diesen
Uberlegungen nicht (explizit) auftauchen, liegt an einer Bemerkung in (2.5.9): Wenn
a=da +6(a') vom Typ IIT ist und o/ vom Typ II, dann gilt H,j = Hy o) O

(2.25) Fiir irreduzibles ® folgt aus Beispiel 2.18 eine zu Behauptung 2.24(4)
dhnliche Charakterisierung von Wy = W (g'):

Wy = <Sla Vo e { Sra(Yy) € Z, falls & vom Typ I > A ﬂ W,

(2S10)(Y,) € Z, falls o vom Typ II

telInT,q

Damit ist der (verallgemeinerte) Satz von Steinberg 2.12 bewiesen.

Satz von Steinberg mit zyklischer Automorphismengruppe

(2.26) Hier wird V' wieder als Kammerkomplex beziiglich der Aktion von W, :=
Pr(Z[®V]) x W aus (2.5.9) angesehen. Fixiere eine Kammer C' und definiere

O°(G) := Stabe (P (X.(T)) x W) ~ (PI(X* (T)) » Wf) / (PI(Z[QV]) . Wf),

wobei T' ein maximaler Torus in G ist. Die mittlere Gleichung folgt, weil W, ;s
einfach transitiv auf den Kammern von V'’ operiert.

Satz 2.27 (Steinberg [St68, 8.1], Burgoyne, Williamson [BW72, Prop. F]|
und Hales [Hal93, 4.7]).
Sei I = () zyklisch mit @ = intty o 0* und ty = expYy € T. Dann gilt

1 falls o vom Typ 1 oder 11 }

Qo o\ __ -
(G, T%) = {Pf(oz) € Pi(®) ‘ Sta(te) = { —1 falls o vom Typ 111

Die unipotente Untergruppe Ur, zur Wurzel Pr(a) € ®(G?,T%) ist als Varietit
isomorph zum Bild von Uy in [, cp/p, 0Ua unter x v+ [ ;) o(x) (in irgendeiner
festgelegten Reihenfolge des Produkts).

Wie in (2.26) fiziere eine Kammer C von VI, in deren Abschlufs P;(Yy) liegt. Dann
qgilt:

W(g') = (P(Z[®]) x wf)m) Def

N(T)!JT" = (P(X.(T)) wf)w 2y,

1> Wy — Wy, — (QC(G)>P o) —1 ist splitexakt.
1\1g

1= THT" - G' /G — Wy /Wy — 1 ist exakt.
1= Z21)/(ZnT™) = THT"™ — HY(I*,k(G)) — H'((0*),Tse x Z) st exakt,
wobei Z = Cent(G)° und k(G) = Kern[Ts. X Z — T].

Insbesondere ist G? eine zusammenhdingende reduktive Gruppe, wenn G halbeinfach
und einfach zusammenhdngend ist.
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Beweis: Die Beschreibung von ®(G?, T%) ist aus Beispiel 2.18.a. Die Aussagen iiber
Wy und W, sind am einfachsten direkt aus Korollar 2.21 abzuleiten: Fiir w € W/
gilt

w € Bild [N(T)! = W] = Kern [W’ S HY(I, T)]
& (w— 1)Pr(Yy) € P(X.(T))
& Az € Pr(X.(T)) mit w(Pr(Yp)) + 2z = Pr(Yp)
& 3z € Pr(X.(T)) mit 2w € (PI(X*(T)) . Wf)

Pr(Yp)

Das wendet man fiir Ty, (d.h. X,(Ts.) = Z[®"]) und T selbst an, um sich Beschrei-
bungen von W; und W5 zu verschaffen. Fiir zyklisches I hat man W, = W;. Das
kann man z.B. durch Vergleich von (2.25) und Behauptung 2.24.4 sehen, wenn man
den Durchschnitt in 2.24.4 nur iiber den einen Erzeuger 6 von I laufen 148t (was in
Behauptung 2.24 ausdriicklich erlaubt wird).

Nun kann man alle Aussagen aus Satz 2.12 ablesen, aufler dem Schnitt der Sequenz
Wy — Wy — Wy /Wy Mit dem Satz von Chevalley-Steinberg 1.6 kan man bewei-
sen, dafl Wy transitiv auf den Kammern operiert, in deren Abschlu8 P;(Yp) liegt.
Daher nimmt diese exakte Sequenz (wie in (2.26)) folgende Splitform an:

1 (PI(Z[cbV]) . Wf) - (PI(X*(T)) . Wf) - (QC(G)> 1

Pr(Yy) Pr(Yy) Pr(Yy)

Der Kammerkomplex zu Pr(Z[®V]) x W1

Sei weiterhin I = (0) zyklisch. In diesem Paragraphen wird ® fast immer irreduzibel
angenommen, um die Bezeichnungen zu vereinfachen. Wie man das hier Dargestellte
auf allgemeines & C V' ausdehnen kann, deutet die allgemeine Definition des affinen
Dynkindiagramms 2.33 an. Die Funktion c¢(«) ist stets die aus Definition 2.3.

(2.28) Leitfaden: Hauptsichlich der Satz 2.42 von Dynkin im néichsten Para-
graphen erfordert ein prazises Studium der verschiedenen Wurzelsysteme, die aus
einem gegebenen ® durch Kombination von Py, S;. und ()" entstehen. Als Orien-
tierungshilfe werden hier die erweiterten Basen der (niitzlichen) Systeme vorgestellt
und angedeutet, wozu man sie (spéter) braucht. Dabei ist eine (/-stabile) Basis A
von ¢ vorgegeben und Ia C @~ ist ein Orbit, der in Definition 2.33 definiert wird.
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{Pi(a)” | e A} U{Srav}

Wird zur Berechnung der Fundamen-
talgruppen von Subsystemen in 2.43
beniitzt.

{Pr(a) | a € AU {(Srav)"}

Charakterisiert die Subwurzelsysteme
von Zentralisatoren nach Dynkin (Satz
2.42).

2. REDUKTIVE GRUPPEN MIT TWISTS

{Pr(a”) [ € AU {Pi(a¥)}

Enthélt eine Basis des Translationsgit-
ters der affinen Gruppe Pr(Z[®"]) x W.
Dieses Gitter ist der Kern der Exponen-
tialabbildung von Tk..

{(Pr(@))” e AU {Pi(a¥)"}

Durch sie werden die Wénde eines Fun-
damentalbereichs ” Alkoven” der Opera-
tion von Pr(Z[®Y]) x W auf V! defi-

niert. Hrg,1 ist der ” Alkovendeckel”.

Dabei sind die zueinander dualen Systeme/Basen untereinander angeordnet. Um die
I-Orbiten von AUIa eindeutig zu bezeichnen, geniigt es, eine dieser vier erweiterten
Basen als A4(®, I) zu benennen. Wegen des Satzes 2.42 wird dies die Menge links
unten sein.

Fiir irreduzible Wurzelsysteme ® ohne Twist (§ = id), die nicht vom Typ B oder
C' sind, sind alle vier abgeleiteteten Wurzelsysteme/erweiterten Basen vom selben
Typ (wie ®). Fiir Wurzelsysteme ® vom Typ B oder C' sind nur die Wurzelsysteme
in einer Zeile gleich. (Die andere Zeile beinhaltet das duale System.) Falls § # id
und ® nicht vom Typ Ay, sind die Wurzelsysteme/erweiterten Basen diagonal iiber
Kreuz vom selben Typ (wegen (2.5.8) und der Selbstdualitit der ADE-Systeme).
Sie liegen allerdings in zueinander dualen Vektorrdumen. Im Fall Ay, hat man vier
verschiedene erweiterte Basen:

Beispiel 2.29. Der Ausnahmefall A,,:
Hier ergeben sich folgende Diagramme zu ”erweiterten Basen” von BC—Wurzelsys-

temen:
e—==—0—-0 O——0=>0

0O——0==0 e—==—0—0

e=~0—o0 0——0=>=0 e=~=0—0 O0——0==0

(2.30) Der Kammerkomplex: Bisher wurde von dem Kammerkomplex, der von
Pr(Z[®"]) x W auf V! bewirkt wird, nur benutzt, was in (2.5.9) steht: Z[P(®Y)] x
W1 operiert auf V! als affine Weylgruppe zu W/, erzeugt von den Spiegelungen an
den Hyperebenen

(iv)  Hpap:={veV | (Pra")(v)=—k} ={ve V| (cla): Si)(v) = —k}
(fir k € Z). Genauer heiit das: Die Kammern von V' sind die Zusammenhangs-
komponenten von

VA U Hrax

laC®,
kEZ
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und die Aktion von Z[P;(®")] x W ist einfach transitiv auf den Kammern, denn die
Hyperebenen Hj,, sind (nach (iv)) die Nullstellenmengen zu Wurzeln des affinen
Wurzelsystems (Pr(®Y)Y)orr :={f+k | B € P(®V)V,k € Z} und (Pr(®Y))asr =
{B+k|p e P(PY),k € Z} ist das duale Wurzelsystem dazu. ("Dual” heifit hier
beziiglich der iiblichen Erweiterung der Paarung von ®’ x (&)Y durch die Definition
(a+k,BY+1) = {a, "))

(2.31) Der Kammerkomplex auf (V ® C)’: Um den Kammerkomlex auf die /-
Invarianten des komplexifizierten Vektorraum V' := V@ C = V @i-V auszudehnen,
sei

HFO?,,C = {v cVI®C | Re(v) € Hla,k} ;

wobei der Realteil (wie iiblich) die Projektion auf die erste Komponente in V' =V &
i-V ist. Die (nicht kompakten) Kammern von V' sind dann wieder definiert als die
Zusammenhangskomponenten von V'/\ | J H}{Oik und die affine Weylgruppe operiert
durch (zxw)(vy+ivs) == x+w(vy)+i-w(vy) fiirv; € VI, w € Wund x € P (Z[®V]).
Diese Operation ist also auf dem Realteil von V! die obige affine Operation und
auf dem Imaginirteil die spirische Operation der Projektion auf den Faktor WY.
Daher operiert auch Pr(Z[®V]) x W! transitiv auf den Kammern von V'l und die
Operation wird erzeugt von Involutionen sy, 1 X $74,0 € AfEnd(V') x End(:V7), die
von den Winden einer reellen Kammer C' C V! induziert werden.

Die Operation von Z[®"] x W auf V' wurde (per Konstruktion) so eingerichtet, daf
die Exponentialabbildung

1 — 2] — Vel -27(C) —1

W—dquivariant ist und das Bild des Abschlusses einer Kammer ein Fundamentalbe-
reich fiir 7'(C) /W ist.

Fiir ein Element ¢t = exp(y) € T(C) und eine Wurzel o € X*(7T') ist dann «(t) =1
dquivalent zu: «(Re(y)) € Z und a(Im(y)) = 0, was gleichbedeutend ist mit
a(y) € Z.

(2.32) Der Alkoven: Die Wiinde einer Kammer von V' (aus (2.30)) korrespondie-
ren iiber die Operation von Z[P;(®")] x W' eineindeutig zu Winden einer irgendwie
festgelegten Kammer Cj (" Alkoven”), in deren Abschlufl o.E. 0 liegen soll. Der Ke-
gel R - Cy (oder ein Punkt im Inneren von Cj) definiert eindeutig eine Basis des
(spérischen) Wurzelsystems (P;(®Y))" und damit (nach (2.5.3)) auch (/-stabile)
Basen in allen verwandten Systemen: ®, &V, P;(®Y), P;(®)....

Die Winde des Alkovens Cj sind nun zum einen die Wénde Hjp,p, fiir « € A, von
R-Cj (sie enthalten 0!) und zudem fiir jeden #-Orbit einer irreduziblen Komponente
von ®; eine Zusatzwand (”Deckel”) Hjs, 1, wobei &; € @, so dafl —(Pr(;))" die
hochste Wurzel in P (®))Y (bzgl. Pr(A))Y) ist. Man kann diese Zusatzwand als
Deckel bezeichnen, denn sie trennt von R - Cy N (Z[®;]®) eine kompakte Kammer
ab, in der 0 liegt.
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Fiir irreduzible Wurzelsysteme wird der Alkoven in (2.40) unten angegeben. Vorher
miissen aber noch die Wurzeln genauer benannt werden. Im Lichte von Satz 2.42
ist folgende Vorgehensweise sinnvoll:

Definition 2.33. Sei ® irreduzibel, € Aut(®,A) und & € @, so daff folgende
aquivalenten Bedingungen erfillt sind:

o —P(aY) = —c(a)Si4 ist die hichste Wurzel in (Pr(®V)V)T = (®)F, beziiglich
des Positivbereiches der durch A definiert wird.

o Hips, ist der "Deckel” des Alkovens, der 0 enthdlt und dessen restliche Wiinde
Hio fiir alle o € A sind.

Dem Paar (®,0) werde das affine Dynkindiagramm bzw. die erweiterte Basis

Aaff(d),e) = P] A)U{C( ) ( )—|—1}
@5 {(La Spav)¥ | Ta € AY U {(Sav)Y +1}
bzw. Aext(q)ag) = P( )U{C(N)PI(&)}

zugeordnet. Alle Dynkingraphen zu Ay zr(®,0) sind in Tabelle 2.36 angegeben.
Falls ® reduzibel ist, benutzt man die Notation vom Ende des Satzes 2.12 fiir I = (0)
zu folgender Definition

Aoy (@Indg@i,I) = HAW (@, 1;) .

(2.34) Wenn man die Wurzel der irreduziblen ADE-Systeme so numeriert, wie auf
Seite 151 (das ist die Bourbakinotation [Bou, VI §4]), hat man folgende Orbiten /&
(falls 0 # id)

2Agn-1: {—(oa +as+ ... + azy ), — (@2 + 03... + 1) }
A2n I{ (Ozl+a2+...+an),—(an+1+...+a2n)}
n {1+t ap_oFap_1),—(on+ ..+ ap_a+a,)}
2E6 I{ (&1+C¥2+2OZ3+2OZ4+C¥5+C¥6),—(OZ1+C¥2+C¥3+2OZ4+2OZ5+&6)}
3D4 I{ (&1+C¥2+C¥3),—(C¥2+C¥3+OZ4),—(C¥1+C¥2+OZ4)}

Bei diesen Fillen (aufler den 2A,,-Systemen) ist —I& immer der Orbit hochster
Hohe in 7, der nicht aus einer Fixwurzel besteht. Im Ausnahmefall ® = A,, und
0 # id ist @ vom Typ II (= c(a) = 2!). Falls § = id, ist —a@ immer die hochste
Wurzel in ®F.

(2.35) Zur Tabelle: Nur Wurzelsysteme ® vom Typ ADE gestatten nichttriviale
Automorphismen. In der Tabelle werden die Diagramme zu ®; = P;(®) (bzw.
zu Agsp(®r,id)) immer direkt unter den entsprechenden Systemen @ angeordnet
(getrennt nur durch einen Strich), wenn ®; ein reduziertes Wurzelsystem ist, d.h.
als Wurzelsystem einer reduktiven Gruppe vorkommt. Das ist genau dann der Fall,
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wenn @ nicht vom Typ A,, ist (vgl. (2.5.1)).

Der geschwiirzte Punkt gibt jeweils die Wurzel an, die nicht in P;(A(G,T)) liegt,
die also zum ”Deckel” der Kammer gehort. Die Anzahl der nicht geschwirzten
Punkte geht aus der Bezeichnung des Wurzelsystems hervor: A,, hat m weifle Punkte
usw. Die Wurzelsysteme mit Mehrfachkanten haben immer genau soviele weif}e
Punkte wie die Anzahl der #—Orbiten von weiflen Punkten im ADE-System links
neben bzw. {iber dem betrachteten Wurzelsystem. Deswegen werden in den ADE-
Systemen die weilen Punkte eines #—Orbits untereinander gezeichnet. (Daher gibt es
das Diagramm zu A, (®(Dy), id) zweimal: Einmal werden die 3 (weiflen) Orbiten
unter einem Automorphismus der Ordnung 2 dargestellt, das andere Mal die beiden
(weiflen) Orbiten unter einem Automorphismus der Ordnung 3.)
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Tabelle 2.36. A,r(®,0)

¢ | 0=id | Ord(9) =2
0—0wiO—0 °
Ag,_ o/ \o \o—o O—0===0
71222 ' S0 oo o
bzw. o=<=0=—=e
C, e==0—0 - 0——0=5=0
n>2
0—0O—0—0
Aoy, o L e=>0 0. 0—0==0X
? SN0 0—o0
bzw. e==oX
o\ /o
Dng Zl . /o—o o—o\o —=<=-0—0 - 0O——0=0
~
B, 0——0 ' O——0==0
n>3 o/
‘ Nur # = id moglich:
0
F P B
o
E7 ®e—O O l o o o
| 0 =id | Ord(0) = 2
o—o
oo - PN
Fy PG 0\07o O0—0=>=0—0 e
Fy e 0 0—=>0—0
0 =id Ord(0) =3
-
D, O—O<8 o==0——e
G2 ®—0=—=0
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Definition 2.37. Ein Punkt v € V! heifit speziell, falls

(PI(Z[<I>V]) . W’) ~ W,
Wenn @ irreduzibel ist, liegt ein spezielles v in einer Facette niedrigster Dimension
einer Kammer und die Wurzel der gegeniiberliegenden Wand in Ngpp(®,6) wird
ebenfalls speziell genannt.

(2.38) Nach dem Satz von Chevalley—Steinberg 1.6 kann man die speziellen Ecken
am Graphen von A, sr(®,0) ablesen (0.E. sei @ irreduzibel): Eine Ecke ist genau
dann speziell, wenn die Weylgruppe von Py(®) gleich der Weylgruppe des Graphen
ist, der entsteht, wenn man die Ecke (mit allen zu ihr fiihrenden Kanten) aus dem
Diagramm zu A, sr(®,#) streicht. In der Tabelle 2.36 sind die speziellen Punkte
genau die Punkte im Orbit des geschwirzten Punktes unter den Diagrammauto-
morphismen, aufler im Fall ® = A,,, 6 # id. Dann sind beide Randpunkte speziell,
aber es gibt keine Diagrammautomorphismen. Auf Seite 152 sind genau alle spezi-
ellen Punkte geschwirzt.

Behauptung 2.39. Genau dann ist v € V! speziell, wenn

« Def

v € Z[(PH(A)]* = {z € VI | v(v) € Z fiir alle vy € Pi(AY)'} = Z[®V1*9]*,

wobei 11 das reduzierte Wurzelsystem der lingsten Wurzeln in ®1 = Pr(®V)Y
ist (d.h. man lift alle P;(a¥)Y weg, fir die « vom Typ 111 ist).

Beweis: Man reduziert sofort auf irreduzibles ®. Nach Chevalley-Steinberg 1.6 und
der Inspektion in (2.38) ist v € V! genau dann speziell, wenn es zu jedem Orbit
Ia C @ ein ko € Z gibt mit v € Hyay,,, dh. (Pr(a¥)Y)(v) = kio € Z. Falls @
nicht vom Typ 2A4,, ist, ist (nach (2.5)) P;(AY)" eine Basis von ® = ®llan9 Falls
® vom Typ 2A,, ist, errechnet man (aus (2.5)), da§ Pr(AY)Y eine Basis von ®!-/an9
ist. U

(2.40) Die Ecken des Alkovens: Sei @ irreduzibel und & wie in Definition 2.33.
Dann gibt es cro € Z~g, so daf

0= > cPr(0) = Y crac(a)Sta,

TaCAUIa& TaCAUI&

wobei ¢(a) aus 2.3 ist. Dabei ist ¢;z = 1. Die Dualbasis zu P;(AY)Y wurde in
2.5 angegeben. Mit den Bezeichnungen von dort sind die Ecken das Alkovens zu
Ausr(®,0), abgesehen vom Ursprung, genau die Punkte

1

Cra - (@)

P[(B(;/), IO[CA
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Die folgende Tabelle gibt die ¢y, fiir alle irreduziblen Systeme an: Die Orbiten [«
sind dabei genau so angeordnet, wie die (Sj,v)" in Tabelle 2.36.

o | 0" = id | Ord#* =2
A2n—1 alle Croq = 1 i 22..222
C, 122..221
Ay | alle ¢, = 1 122..221
Dyt }22m221 122..221
1
B, 122..222
3
Es 246 5 43 21
2
Ex 1 234321
F 1233 } 24321
F, 12342
‘ Ordf* =3
1
D, 121 321
1
G, 123

Beispiel 2.41. ® vom Typ Ay, und © # id.
Mit den Bezeichnungen aus Beispiel 2.4 hat man folgende (reelle) Alkoven

Alk(Agfr(D,id)) == {(@1, oo, Timg1) €V | L+ Tpp1 > 01 > T > o0 > Ty > Tipg |

Alk(Aaff((I)[,id)) . {(.’L‘l, ey Ty 0, =y o — 1‘1) € Ve

1
§>x1>...>xn>0}

Alk(Aaff((I), @)) . {(.’L‘l, ey Ty 0, =y o — 1‘1) € Ve

1
Z>$1>...>$n>0}.

Obwohl die Dynkindiagramme der letzten beiden Alkoven gleich aussehen, sind die
entsprechenden Alkoven nicht gleich. Insbesondere hat man folgende Stabilisator-
gruppe dieser Alkoven in Pr(Z[®]*) x W:

QA A (@rid)) = L[2 aber Qak(a, s (@,0) = 1.

Folgerungen aus dem Satz von Steinberg

Hier werden noch zwei Resultate bewiesen, in denen der Satz von Steinberg eine/die
entscheidende Ingredienz ist. Der folgende Satz geht ungetwistet (und fiir die Lie-
algebren) auf Dynkin [Dy57b, Theorem 5.1] zuriick. (Vgl. [BW72] und [De81].)
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Satz 2.42 (Dynkin). Sei G eine reduktive Gruppe mit Wurzelsystem ® und Split-
ting sply, = (B,T,{X.}). Identifiziere Out(G) ~ Aut(G,spls) und fiziere ein
Element 0* daraus.

(a) Die Typen der Wurzelsysteme \I/(Gimt"g*), wobei t € T" durchlduft, stehen in
1-1-Korrespondenz zu der Menge der echten Subsysteme von Agyy(®,0%), i.e.
der Menge der (echten) Subgraphen des erweiterten Dynkindiagramms, wie es
(P, 0%) in Definition 2.33 zugewiesen wird.

(b) Zu jedem t € T gibt es w € W9, so daf G™* 10" eine Basis in A (P, 0%)
hat.

Beweis:

Zu (a): Sei f := inttof* und ¢t =: exp(Yy). Da nur Aussagen iiber das Wurzelsystem
von GY bewiesen werden sollen, kann man 0.B.d.A. G einfach zusammenhingend
(und halbeinfach) annehmen. Da diese Gruppen direkte Produkte von Orbiten
simpler Gruppen sind, sei 0.B.d.A. ® = (G, T) irreduzibel.

Um den Kammerkomplex auf V7 (aus (2.30)) zu beschreiben, sind die Hyperebenen
Hpop mit o vom Typ III iiberfliissig (denn Hrop = Hyo 2k, wenn a = o + 6(o)
nach (2.5.9)). Um spéter halbganze Zahlen zu vermeiden wird umnormiert:

nor . Hio falls o nicht vom Typ III ist
Tk ™\ Hiapjo = Hror e falls @ = o 4+ 0(/) vom Typ III

Nach Steinbergs Satz 2.27 ist mit diesen Bezeichnungen

7 falls @ vom Typ I oder 11
0 by _ yp
(G TT) = {Pl(a) ‘ (S1a)(Yo) € { Z+% falls @ vom Typ III }
kelZ falls o Typ 1
—{ Py(a) ‘ Py(Yy) € H wobei { k€2Z  falls a Typ II
kel+2Z fallsa Typ III

Fixiere die Kammer Cy C V' des komplexifizierten Komplexes aus (2.31) mit 0 €
C, die zu der f-stabilen Basis A = A(B,T) von ® korrespondiert. Dies legt eine
f-stabile Basis A von ® und den #-Orbit von & aus Definition 2.33 fest.

Nun soll eine Basis von ®(G?, T?%) C P;(®) bestimmt werden. Weil Z[P;(®V)] x W1
transitiv auf den Kammern von V' operiert, gibt es im Orbit von P;(Y;) einen
Punkt Yy € Cy. Fixiere ein g := w.x € Z[P(®Y)] x W mit g(¥p) = Y;. Wenn
Pr(®) reduziert ist, bestimmen die Wurzeln der Winde von Cj, auf denen Yj liegt,
die Basis

Ay = {Pl(av)v a e AUTamit Yy e HY |

wobei k;5 = 1 und sonst k;, =0

} C Pr(AY)Y u{P(a")'}

des Wurzelsystems

(Yp) == {Pr(a")’ |a € ®,s0 daB Ik € Z: Yy € H},} C Pr(dY)Y,
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das iiber g~' isomorph ist zu O(Pr(Yy)) =: O(Yy). (Falls Pr(®")" nicht reduziert ist,
ist A(Yp) nur Basis eines reduzierten Subsystems von ®(Yj). S.u.)
Der restliche Beweis zerfillt in drei verschiedene Fille.

Fall 1: 6° = id. )
Dann ist P;(a¥)Y = Pr(a) = a. Daher ist A(Y) eine Basis von ®(GY, T?). Sie ist
in Aeye(P,id) = AU{—a"} enhalten. (denn —a ist hier die lingste Wurzel in ®*.)

In den restlichen Fillen ist ® vom Typ ADE. Normiere @ so, daf ||| = 2 fiir alle

a € ®. Dann gilt P;(a¥)Y = mPI(a) (einfache Rechnung). Daher gibt es eine
”formale Dualisierungsabbildung”
_ 2
() P (@) 5 P(®Y)Y  Pr(@)— s Pia) = Pr(a),
[Pr(a)[]?

mit einer analog gebildeten Umkehrabbildung, die (wie iiblich) die gleiche Bezeich-
nung tragen moge.

Fall 2: 0* # id und @ ist nicht vom Typ Ag,.

Dann ist das Wurzelsystem ® reduziert und nach Steinberg gilt ®(Y)Y = ®(G?, T?).
Daher bildet das formale Dual A(Y;)Y zwangsweise eine Basis von ®(G?,T?) =
®(Yp)Y. Nach Konstruktion ist A(Yy)Y C Aeyy(®,0%) = {Pr(a) | € A} U{Pi(a)}.

Fall 3: 0* # id und @ ist vom Typ As,.

Erste Beweisvariante. Die elementarere Matrizenrechnung kommt anschlieffend.
Das Wurzelsystem ®(Yp) ist nicht reduziert (und A(Yp) im Allgemeinen keine Basis
mehr). Man sucht eine Basis des maximalen reduzierten Subsystems ®(G?, T?%) C
®(Yp)". Weil Z[P;(®Y)] x W iiber Spiegelungen an den Winden zu (all) den H7
(a € @, k € Z) auf VI operiert, kann man folgende Beobachtung ableiten:

Beobachtung: Wenn w.z € Z[P;(®")] x W und (w.x)(Hak) = Hruw(a),, dann gilt
k=1 mod 2.

Wenn man ®(G?, T?) formal dualisiert (zu ®(G?, T?)” C ®(Y})) und dann tiber das
frither fixierte g = w.x isomorph auf ein Subsystem von ®(Y;) abbildet, erhélt man
daher mit Steinberg

kel (a Typ I)
(v)  ®(G’)§ = Pr()" | Yo € HJ,, wobei ¢ k € 27, (o Typ 1II)
k€1+2Z (a Typ II)

D.h. ®(GY)§ C P;(®V)Y zerfillt in Wurzeln mittlerer Linge (o vom Typ I), kiirzester
Liange im BC—System P;(®Y)" (das sind die, deren o vom Typ III ist) und Wurzeln
maximaler Linge (wenn o vom Typ IT ist). In einem BC-System sind genau dann
sowohl a als auch 2a Wurzeln, wenn « kiirzeste (und 2o maximale) Linge hat.
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Daher bildet eine Basis des maximalen B-Subsystems von ®(Y;) auch eine Basis von
®(Yp) selbst. Man erhilt sie, indem man in A(Yp) alle Wurzeln maximaler Linge
(das sind hichstens zwei!) halbiert. Sei Ape die Vereinigung dieser Basis mit A(Yp).
(In Ape sind also alle positiven Vielfachen aller Wurzeln (aus ®') mitenthalten.
Darum ist das selten eine Basis, aber mir fillt keine bessere Bezeichnung ein.)

Mit diesen Bezeichnungen (und Bemerkungen) ist

Ape N OGS

eine Basis von ®(G?). Es bleibt zu zeigen, daf das formale Dual dieser Basis in
Aoyt (P, 0%) liegt; anders formuliert, daf

Ape NO(G)Y C Ay (®,0%)° = Pr(A) U{(2- Pr(@))"} = P (AY)V U {%PI(&V)V}.

Das folgt mit der Beobachtung aus (v), denn von einem Paar 3,20 € Ape ist genau
dann 3 € ®(G’)y, wenn f € H}2,. (Denn 1 ist die einzige ungerade Zahl in {0,1, 2}
und der Deckel H7g", die einzige Wand des Alkoven mit ungeradem ko, = 1.)

Daher muf} erstens die nicht reduzierte Wurzel P;(«")" in der Levi-Basis Pr(AY)Y
maximale Liange haben, d.h. @ € A mufl vom Typ II sein. (Ist erfiillt!) Zweitens muf3
die zusiitzliche Wurzel fiir den Deckel in ®(G?) kiirzeste Linge haben. Somit ist ihr
formales Dual in A..(®,0*) von maximaler Linge: (Srav)Y = c(a)Pr(a) = 2P (@).

Zweite Beweisvariante von Fall 3.

Sei (®,1I) = ?Ay,, dh. G = SI(2n + 1). Die Bezeichnungen aus den Beispielen
2.19 und 2.4 werden weiterverwendet. Sei t = Diag(ty,...tap+1) € T ein Element
des Diagonaltorus T. Die Operation der Weylgruppe W (S1(2n + 1)) auf ¢ wird
beschrieben durch folgende Erzeuger von W

(W1) sp(e;—e;) (fiir 1 < i < j < n) vertauscht #; mit #; und gleichzeitig t,12_;
mit to,12—; (und beldBt alles andere unberiihrt).
(W2) sp,( =S, vertauscht ¢; mit to,,0_;.

£i—E2n42—7) —E2n42—

Nun wird ¢ innerhalb seines W% ~Orbits geeignet abgedindert. Betrachte die Menge
aller Quotienten {t;/to, 2 i |1 < i <n} =:Q. Wenn in Q fiir ein A # +1 sowohl
A als A7! vorkommen sollte, fixiere eine der beiden Zahlen (\) und invertiere mit
geeignete Weylgruppenelemente der Form (W2) alle ¢;/t,12 ; = A™'. Danach darf
man annehemen, dafl @ = {)\; | 1 < i < k}, wobei die \; paarweise verschieden sind
und die \; # 41 auch verschieden von allen )\j_l. Falls 1 oder —1 in () vorkommen,
sei stets Ay = 1 und N\, = —1.

Nun sieht man sofort, da man ¢ mit Permutationen vom Typ (W1) auf folgende
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Blockgestalt bringen kann: (z := t,,; € F*!)

7_71 r1 Tm;
x mit 7_; = = Ti=A"
Tmg o

fiir geeignete m; € N (so dai n = Zle m;). Nach Steinberg 2.27 gilt fiir dieses ¢:

% [+

~ Sp(2my) x Gl(my_1) X - --
X Gl(mg) x SO(2my + 1)

* *
ist vom Typ Cp,, X Ay, X -+ X Ay, X By, und hat eine Basis, die Teilmenge ist

von Pr(A)U{—(e1 —eap41)}. Aber ey — 911 = o™ = —c(a)Pr(a) (vgl. Beispiel
2.4).

Umgekehrt kann man jede Teilmenge von A..;(®, 0*) so bekommen, denn wenn man
alles zuriickverfolgt, sieht man, dafl es geniigt, zu jeder vorgegebenen Teilmenge der
Winde {H | T € A} U {H}2"} von Co N V' Punkte zu finden, die genau auf
den Hypereben dieser Teilmenge und sonst keinen liegen. Aber Cy N V7 ist fiir ir-
reduzibles P;(®) ein (dimVj,~) Simplex in V', denn die H}, sind (nach (2.5.3))
dimV,}, paarweise verschiedene Hyperebenen, die 0 enthalten, und die zusétzliche
Hyperebene hat nichtleeren Schnitt mit allen anderen. Daher entspricht jeder Fa-
cette von Cy N V7 eine der gesuchten Teilmengen.

Zu (b): Das wurde oben durch die Normierung auf die Kammer C eigentlich bereits
mitbewiesen. Sei Y € V' so, dal expY = t. Weil P(Z[®"]) x W' transitiv auf den
Kammern in V'! operiert, existieren w € W1 und Z € Z[®"], so dal

Co 3 (Pr(Z) x w)(PH(Y)) = w(Py(Y)) + Pr(Z) = Pr(w(Y) + Z).

Man hat int(exp(w(Y) + Z)) o 0* = intw(t) o #*. Weil P;(w(Y) + Z) € Cj, bilden
nach Teil (a) die Wurzeln Pr(c) zu den Wénden von Cy, fiir die w(Y) + Z € Hyq
(fiir geeignetes k € 7Z), eine Basis von ®((G™w1°0")° T9) ynd ein Subsystem von
Aoy (P, 0%). O
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Behauptung 2.43. Sei G einfach algebraisch und einfach zusammenhdngend mait
irreduziblem Wurzelsytem ® gegeben, B eine Borelgruppe und 0 € Aut(G,B,T). Es
qibt b, € Z~y, so dafs

0= ST byt wnd 1=geT{b |7 € Aw(,67)}
’YeAezt(‘I‘,e*)CPI ((I))

Sei H :== G°. Nach Satz 2.42 fafit man eine Basis Ay von ®p als Teilmenge von
Aoyt (P, 0%) auf. Es gilt

T (H) = Z/b x ZRae(Pr(®)~Rang(@rr)

wobei b = ggT{b, | Ay F v € A (P,0%)}. Man hat 1 < b <6 und falls z.B. keine
Eg—Faktoren in G vorkommen, gilt sogar b € {1,2,3,4}.

Beweis: Die Existenz der b, verifiziert man durch Nachrechnen: Mit exakt derselben
Anordnung der Wurzeln wie in Tabelle 2.36 erhilt man:

> | 0* = id | Ord¢* =
Aoy 1 alle b, = 1 }22...222
C, alle b, = 1
Az | alle b, = 1 222..221
Dyiq }22...22} 122..221
1
B, 122221
3
Es 2465 4321
2
Er 1 234321
2 1
F 1235 24321
F, 12321
‘ ‘ Ordf* =
1
D, 121 321
1
G, 121

Nach 1.11ist i (H) = X.(T7°)/Z[®Y;,] = Z[®"])! JZ[®};] und Z[®V])! = Z[Acwi(P, 0%)],
denn nach (2.5.3) ist Z[®]) = Z[{S;ov | ¥ € ®"}] und dieses Gitter wird von
Aot (P, 0%)Y erzeugt. In jedem irreduziblen System kommt ein 5 € A, (P, 6*) vor
mit bg = 1. Seien AY := A, (®,0%)V\{#"} und S := AV\AY,. Dann ist AV eine
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Z-Basis von Z[®"]" (denn bg = 1).

Die Aussage iiber den freien Anteil von 7 (H) ergibt sich einfach aus Dimen-
sionsiiberlegungen. Somit ist man fertig, wenn Folgendes bewiesen ist: Wenn
z € Z[®V])! in Z[®V]"/Z[®};] Torsion hat, dann gibt es ein [ € Z mit

[ -
5 Z by -y mod Z[A}, N AY].

yVes

T

Seien z, € Z mit x = > v av 2,7, Weil z in m (H) Torsion hat, gibt es ein
minimales k > 0, so daB kz € Z[®Y}]. Aber Z[®Y};] hat eine Z Basis aus A}, N AY
und gegebenenfalls 5. Also gibt es ein m € Z mit

Z kx.,y" = ke =—-mp’ = Z mb.y" mod Z[A};, N AVY],

YV CAV YV CAV

wobei m = 0, falls 8V ¢ A},. Daher gilt kx, = mb, fiir v € S. Fiir jeden Teiler ¢
von k und m ist offensichtlich bereits £z € Z[®},]. Wegen Minimalitéit sind somit &
und m teilerfremd, d.h. & | b, fiir alle vV € S. Also teilt £ | b und es existiert ein [
mit z., = £b, fiir ¥ € S. O

Beobachtung: Aufler in A,,—Systemen ist bp,(3) = 1, in den Ay,—Fillen ist jedoch
b, = 1 nur fiir die einzige kurze Wurzel in A.,;(®, 6%).

Gegenbeispiele

In diesem Paragraphen werden Gegenbeispiele gegen einige Verallgemeinerungswiin-
sche in der Darstellung des Satzes von Steinberg gegeben. Insbesondere wird gezeigt,
daf die Gruppen Wy D W; D Wy im Allgemeinen verschieden voneinander sind und
auch verschieden von einer neuen Zwischengruppe Wy D Ws /o := Bild[Nye, (Tyer )’ —
W > W;.

Sei stets J, == ((=1)"0;n+1-5)i; € Matyy, und splgy(,) bestehe aus den den obe-
ren Dreiecksmatrizen B, dem Diagonaltorus 7" und den Wurzelvektoren {X,, :=
(0;,0k,i+1)k € 8(n)}aea. Der Flip auf Sl(n) bzw. Gl(n) ist der Automorphismus
g Jo-tgmt et aus Aut(Sl(n), splg,). ...

(2.44) Sei G := Gl(4), 6* der Flip, 0 :=ty - 0*, w := intn € W(T'), wobei

ty = (ii_i_i>eSl(4) und n:<1111>EG1(4)

Dann ist G, = Sl(4), mo(GY) ~ Z/2, ®(G?) = £{P;(c) — £2), Pr(e1 —€3)} vom
Typ A; x Ay und n € N(T)?, aber n ¢ G*.
Hier erhiilt man Wy ~ (Z/2)* X (Z/2) # (Z/2)* ~ W3, = Wi = Wy. AuBerdem ist
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G ger einfach zusammenhiingend, aber G! nicht zusammenhéingend, obwohl I = ()
zyklisch ist und @ fast halbeinfach. (Vgl. [Ca85, Theorem 3.5.6]!)

(2.45) Sei G :=SI(4), I = (o, 7), wobei o* der Flip, 0 :=t, - 0%, 7 = t,,

1/4 .
sl(4) 3 Y, ::( SR )M( P )
—1/4 —i
1/2 -1
und Y, = < 0, ) R < b )
~1/2 -1

Dann ist G zwar einfach und einfach zusammenhiingend aber G nicht zusam-
menhéngend: Man hat G'° = T! und G'/G" = (w) ~ 7Z/2, wobei w € W(T)
die Permutation (14)(23) auf T' = {Diag(z1, 2, x3,24)} bewirkt. Hier gilt W, =
Wy = (w) 21 =W,.

(2.46) Sei alles wie im letzten Beispiel (2.45) nur [ = (o, 7,p) mit p = t, =
e~ - Diag(—1,1,1,1) = Exp(Y,) und Y, = Diag(3,—%,—5, —3) € sl(4).

Hier ist GT = G!° = T7, also Wy = W; = Wy = 1. Bei der Charakterisierung von
Wi in Behauptung 2.24(3) und (4) darf man in diesem Beispiel den zusétzlichen

Durchschnitt mit (,c; W; nicht weglassen. Weil némlich P;(Y,) = Pr(Y7), ist
wie in (2.45) (., Bild [(PI(Z[th]) X W), o = W = (w) # 1 aber w g W,.

(2.47) Sei PG1(2), 6 = intt mit ¢ = (7{?) und 1 # w € W. Dann ist Wy = W3p =
<’w>;ﬁ1:W1:WO.

(2.48) Sei G = Sl(4) x SI(4), I = (o, 1,p), p = p* vertausche die beiden Kompo-
nenten, o* bewirke den Flip auf der ersten Komponente (und die Identitét auf der
zweiten), 7° den Flip auf der zweiten Komponente und seien 7 := Exp(Y;) - 7* bzw.
o :=Exp(Y,)-o* mit Y, =Y, = Diag(0, -3, 5,0/0,—1,1,0) € (sl(4) x sl(4))’. (Die
gesternte Aktion stabilisiert hier natiirlich das Splitting splg;4) X splg;4)-) Man hat
I ~T"~(Z/2%xZ]2) x7]2.

Hier ist GT° ~ S1(2) x SI(2), wobei die Wurzelriume zu den beiden langen (positiven)
Waurzeln in P;(®(G)) (ein Co—System) den unipotenten Anteil in B ergeben.
AuBlerdem ist G! zusammenhingend: Das sieht man, indem man W, mit Behaup-
tung 2.24 ausrechnet. Dazu mufl man erst auf die irreduzible erste (0.E.) Kom-
ponente ®; = ®(SI(4)) reduzieren. Thre Stabilisatorgruppe ist I; := (o, 7) und
® = Indj (®;). Dabei operiert 7 als innerer Automorphismus zu Diag(1, -1, —1,1)
auf der ersten Komponente G; = SI(4). Einerseits ist

(M Bild [(Ph @[@Y) x W), (> W] =W
ol

andererseits gilt (V,c; 7 (Wi)i = (514, 523) =~ (Z/2)? wobei s;; die Spiegelung an
der Wurzel ¢; — ¢, bezeichne. Zusammen hat man Wy(®q, ;) = Wi (P, [1) ~
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(Z/2)2 >~ WO((I)l,II), d.h. GI = GIO.
Man kann eine solche Rechnung nicht fiir ® selbst ausfiihren, denn man hat

(M Bild [(PI(Z[@V]) W), 0 = Wf] N W) =W =W (G).

oel telNT,q

Genauer sind die Mengen (1) und (2) in Behauptung 2.24 Kleinsche Vierergruppen
(Z/2)? aber die Mengen (3) und (4) die gesamte Weylgruppe zu Cy, wenn man sie fiir
das reduzible ® berechnet. Der Grund ist, dal Lemma 2.11 in diesem (reduziblen)
Fall nicht mehr zur Verfiigung steht. Die Gleichheit (1)=(2) und (3)=(4) gilt mit
dem Beweis von 2.24 nédmlich fiir beliebiges ®.

Im iibrigen ist Bild [ﬂge, (PH(Z[®V]) x W),
die Formel in (2.25) falsch fiir dieses (reduzible) ®.

— W!| ~ Z/2 und damit auch

Lockerung der Bedingung an den Koérper F

Die Bedingung "F C C” wurde in (2.1) gemacht, um die Exponentialabbildung
V @ C — T(C) benutzen zu konnen, d.h. die kompakten Punkte von 7'(F) wurden
stets als Unterguppe von V/X,(T) aufgefafit. Um die Beweise auf algebraisch abge-
schlossene F' (mit char(F) = 0 oder geniigend grof}) zu iibertragen, geht Steinberg
in [St68, §5] folgendermafen vor:

Das Charaktergitter X*(7") des F—Torus steht in Z-Dualitit zu X.(T), d.h. durch
Erweiterung in R-Dualitét zu V' = X,(7T) ® R und schlieBlich in R/Z-Dualitéit zu
V/X.,(T). Man beniitzt das folgende Lemma von T.A. Springer:

Lemma 2.49.

(a) Fir jedest € T(F) existiert einy € V/X.(T), so daff fir o € X*(T') gilt:

alt) =1 = a(y) = 0.

(b) Jeder Endomorphismus o von T operiert auf X,(T), V sowie V/X.(T). Fir
t und y wie in (a) und alle « € X*(T) gilt: a(o(t)) =1 < a(o(y)) =0,

(c) Jedes y € V/X.(T) von endlicher Ordnung — welche prim zur Charakteristik
ist, falls diese positiv ist — kann in (a) realisiert werden.

Beweis: [St68, 5.1+5.4] O

Weil alle Argumente in den Beweisen der Sitze von Steinberg und Dynkin, die die
Exponentialabbildung (von Tori) verwenden, auf Inzidenzrelationen zuriickgefiihrt
werden konnen, kann man mit diesem Lemma die Sétze 2.12 und 2.42 auch fiir
algebraisch abgeschlossene Korper F' mit grofier Charakteristik oder char(F) = 0
beweisen.
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3 Tori

Maximale Tori in nicht zusammenhingenden reduktiven Grup-
pen

In diesem Kapitel wird nicht so sehr eine Theorie beliebiger unzusammenhéngender
reduktiver Gruppen betrieben, als vielmehr eine Zusammenhangskomponente L ei-
ner solchen Gruppe analysiert. Da ich aber gerner mit Gruppen arbeite, betrachtet
man immer die von dieser Zusammenhangskomponente erzeugte Gruppe.

Daher sei G = (L) eine reduktive Gruppe iiber einem p-adische Kérper F' mit
Einszusammenhangskomponente G und 7o(G) = G/G ~ Z /1.

Die beiden néchsten Lemma sind (neben dem Satz von Steinberg) die Grundlage
der folgenden Theorie nicht zusammenhiingender Tori in G.

Die Operation eines Automorphismus auf G’ wird halbeinfach genannt, wenn er durch
Konjugation mit einem halbeinfachen Element in einer Obergruppen von G bewirkt
werden kann. Wenn Cent(G) endlich ist, ist Aut(G)/Inn(G) endlich. Dann operiert
o genau dann halbeinfach auf GG, wenn fiir ein geeignetes m € N ein halbeinfaches
g € G existiert mit 0™ = intg. (Eine dritte dquivalente Formulierung ist: o operiert
diagonalisiererbar auf Lie(G).)

Lemma 3.1 (Steinberg).

(a) Sei G eine zusammenhingende reduktive Gruppe und o € Aut(G). Dann gibt
es eine o—stabile (F-) Borelgruppe in G.

(b) Wenn o halbeinfach auf G operiert, dann stabilisiert o ein (F-) Paar (B, T).

Beweis: [St68, 7.3+7.5] O

Lemma 3.2. Wenn o € Aut(G) halbeinfach auf G operiert und T ein o-stabiler,
mazimaler Torus von G, dann enthdlt (T7)° stark reguldre Elemente. (Reguldir in

Gl)

Beweis: Nach Lemma 3.1 stabilisiert o ein geeignetes Paar (B, T), mithin die Basis
A = A(B,T) sowie ihre Dualbasis A* C X,.(T) ® Q. (Vgl. (2.5.10).) Sei zy :=
> pvea- BY. Fiir alle a € ®7(B,T) ist dann ng = (a, o) =: 14 € Zxo (denn « ist
nichtnegative ganze Linearkombination von A und a # 0).

Wihle ein v € F*, das keine Einheitswurzel ist, und ein m € N, so dafl mx, €
X.(T). Dann ist t := (mao) @ u € X,.(T)? @ F* =T°(F) stark regulir in G, denn
fiir alle @ € @+ gilt a(may ®@ u) = ul®mre) = ymnra £ 1, O

Definition 3.3. Eine Untergruppe T von G wird als Torus beziiglich L bezeich-
net, wenn T NG ein Torus in G ist und ihr Schnitt mit L nicht leer ist.

Ein F-Torus T ist anisotrop, falls sein zentraler Torus (Cent(T))° anisotrop ist,
i.e. keine F—rationalen Charaktere besitzt.

Falls die Elemente aus TN L eine F-Borelgruppe B stabilisieren, wird der F—Torus
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T als F—Quasisplittorus bzgl. L bezeichnet.
Ein g € L heif§it fast halbeinfach, wenn es eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfillt:

(1) Die Operation von g (durch intg|g) auf G stabilisiert ein Paar (B,T).
(2) g operiert halbeinfach auf G gep.

(3) g liegt in einem Torus T bzgl. L.

(4) Cent(GY,G) ist ein Torus bzgl. L.

Fin fast halbeinfaches Element g € L ist reguldr, wenn (G9)° ein Torus in G ist.
Man bezeichnet g als stark reguldr, wenn G9 abelsch ist.

Ein fast einfacher Automorphismus © von G heifst speziell, wenn die Weylgruppen
von G und von Pey(®(G)) isomorph sind. Ebenso wird ein fast halbeinfaches
FElement g € L speziell genannt, wenn © := intg|q speziell ist.

Beweis der Aquivalenz der verschiedenen Definitionen von ”fast halbeinfach”: (4) =
(3) ist klar und (2) = (1) ist Lemma 3.1.b. Weil ¢' € TN G in einem Torus liegt,
d.h. halbeinfach ist, gilt (3) = (2). (Jordanzerlegung!) Fiir (1) = (4) sei splg
ein Splitting von G, das (B,T) enthélt, und #* die gesternte Aktion von intg bzgl.
spl,. Dann gibt es ein h € G mit intg = inth o #*. Weil #* und ¢ das Paar (B, T)
stabilisieren, mufl h € T sein. Daher ist 7% C GY9. Weil GY nach Lemma 3.2
reguliire Elemente enthilt, ist Cent(GY, G) ein Torus. O

Anmerkungen:

(a) Klarerweise sind die Tori bzgl. G in G gerade die (gewdhnlichen) Tori in G = G°.
(b) Lemma 3.2 gilt verbatim, wenn 6 ein fast halbeinfaches Element aus L ist.

(c) Es wird nicht gefordert, daf} fiir stark regulére g € L der Zentralisator G ein
Torus ist! Sei z.B. G = Gl(2n + 1) und # € L bewirke den Flip intf(g) =: ©(g) =
J -tg=t . J71 aus Beispiel 2.19. Dann ist jedes fast halbeinfache Element G(F)-
konjugiert zu einem Element t§ € T(F) x @ C L, wobei T der Diagonaltorus ist.
Ein solches tf ist stark reguldr, wenn (t0)*> =t - ©O(t) € T® stark regulir ist, aber

fiir alle diese gilt G* = T® = {Diag(z1, ..., wn, £1, 2", ., a7}

y Vo

Behauptung 3.4. Die Menge der mazimalen Tori bzgl. L in G ist die Menge aller
Cent(Gg,é), fir die g € L fast halbeinfach und stark requldr ist. Die Abbildung
T — Cent(j’)o stiftet eine Bijektion zwischen dieser Menge und der Menge der
(G9)°, wobei g € L fast halbeinfach und stark requlir ist (d.h. der Menge der
FEinskomponenten abelscher Zentralisatoren G? mit g € G8). Die Umkehrabbildung
ist U+ Cent(U, G).

Beweis: Man bemerkt zuerst, dafl die maximalen Tori bzgl. L die Form T - (6r)

haben, wobei T" ein maximaler Torus in G ist und 07 € L(F) ein T' stabilisierendes
Element aus L ist: Sei dazu ein beliebiger Torus T" bzgl. L gegeben. Betrachte
Cent(T'NG,G) =: M. Dies ist eine reduktive (Levi-) Gruppe, auf der die Elemente

aus T'N L alle denselben (fast halbeinfachen) Automorphismus 67 bewirken. Also
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gibt es einen @;—stabilen, maximalen Torus 7' C M. Dann ist 7 - T ein maximaler
Torus von der oben beschriebenen Form.

Sei nun 7 := T'- (#;) ein maximaler Torus wie zu Beginn des Beweises. Weil ;- fast
halbeinfach ist, enthilt (797)° = Cent(T)° nach Lemma 3.2 stark reguliire Elemente
in G. Dabher ist Cent(Cent(T)°,G) = T - (6p) = T, d.h. U — Cent(U,G) ist die
linksinverse Abbildung zu T +— Cent(7)°. Weil die in der Behauptung angegebene
Menge genau das Bild der Menge der maximalen Tori (bzgl. L) unter der Abbildung
T + Cent(T)° ist, hat man eine Bijektion. O

Behauptung 3.5. . .
(a) Die quasizerfallenden unter den mazimalen F=Splittori T bzgl. L mit T (F)NL #
0 sind G(F)-konjugiert zueinander.

(b) Sei T ein Torus bzgl. L und ' € T N L speziell. Dann ist
Norm(T,G) = T° - Norm(1°,G)”

Beweis: Zu (a): Seien zwei maximale F-Splittori 7} und T, gegeben und seien T} :=
T¢ und 6; € Ty(F)N L. Die 6; stabilisieren (nach 3.3) F-Paare (B;,T;). Weil je zwei
F-Paare G(F)-konjugiert sind, existiert ein g € G(F) mit g(By,T})g ' = (By, Ty).
Man hat sogar ¢T1¢g~" = Ty, denn @' := ¢g#,¢~" € L und 6, € L stabilisieren (Bs, T3).
Daher ist /716, € T5(F).

Zu (b): Sei T := T°. Offensichtlich ist 7 C Norm(7,G) C Norm(T,G). Sei
n(w) € Norm(T, G) ein Vertreter von w € W = Norm(7,G)/T. Dann ist n(w) €
Norm(T', G) gleichbedeutend mit w € W?. Nach dem Satz von Steinberg 2.27 kann
man die Weilgruppe von G? als Untergruppe von W (P;(®)) auffassen. Weil ¢’
speziell ist, hat w dann einen Vertreter in Norm (T, G)? O

Von (3.7) bis (3.12) sind verschiedene niitzliche Fakten gesammelt, die nun nicht
mehr schwer zu beweisen sind. Bis (3.10) sei T' stets ein maximaler Torus bzgl. L
und 7" :=1T7°.

(3.6) Der Satz von Dynkin 2.42 garantiert die Existenz von speziellen Elementen
9 € TN L. Sollte (®(G),(#)) keine Komponenten vom Typ 2As, enthalten, so
bewirken solche 6" auf G gerade die Automorphismen, die ein geeignetes Splitting
von G stabilisieren.

Falls (®(G),0) = ?Ay, (vgl. Beispiel 2.19) kann man die 6 nur noch so charak-
terisieren: Sie stabilisieren ein ”modifiziertes Splitting” sply;, = (B, T, { X4} acar),
wobei A’ eine maximale §'—stabile echte Teilmenge von A.,; = A U {a} ist, so daf
das Dynkindiagramm zu P;(A’) zusammenhéngt. (—& = a7 ist die hochste Wurzel
in ®*(G, B).)

(3.7) Alle Elemente aus der Zusammenhangskomponente TNL operieren auf T
mit demselben Automorphismus 07 € Aut(7). Dann operiert 6y auch auf der
(absoluten) Weylgruppe W = W (G, T) = Norm(7', G)/T und man kann

W ={we W(G,T)|woby =0pow}={weW|wTm) =T}
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bilden. Indem man ein spezielles # € T'N L wihlt, hat man (mit Steinberg 2.27)

WO ~ Norm(T?°,G"°)/T"° ~ Norm(T?,G")/T”
~ Norm(T', G)/T ~ Norm(T, G) /T

(3.8) Die G(F)- Konjugationsklasse eines fast halbeinfachen g € L schneidet einen

maximalen Torus T (bzgl. ~G0), und zwar in einem Norm(T', G)(F)-Orbit. Nach
Wahl eines speziellen ¢ € T' N L heifit das:

e Jede G(F ) —Konjugationsklasse eines fast halbeinfachen g € L hat einen Ver-
treter in TNL=T-¢".

e Der Schnitt dieser Konjugationsklasse mit 76" ergibt (via t-6' — (¢ mod (1—
0')T)) genau einen W -Orbit in Ty := T/(1 — )T

(3.9) Zu jedem Paar (B,T) gibt es genau einen maximalen Torus T bzgl. L, so
daB T = T° und die von T N L auf T induzierte Operation O auf den Wurzeln die
Basis A(B,T) stabilisiert.

Um T zu konstruieren, erginze (B,T) (irgendwie) zu einem Splitting und be-
zeichne die gesternte Aktion von L bzgl. dieses Splittings mit ©*. Dann ist
T := Cent(T°", é) Dies ist unabhéngig von der Wahl des Splittings, denn je zwei
Splittings, die (B, T) enthalten, sind konjugiert iiber 7.

Wenn (B, T) iiber F' definiert ist, ist T auch iiber F definiert. Man erginzt (B, T)
dann zu einem F—Splitting, usw. (Diese Erginzung geht, weil die additive Gruppe
G, triviale Kohomologie hat.)

(3.10) Fiir einen Torus T bzgl. L gilt Cent(7', G) = Cent (T, L) = Cent(T).

(3.11) Sei 0 ein fast halbeinfacher Automorphismus von G und (B’,T") ein Paar
in G%. Dann existiert ein f-stabiles Paar (B,T) in G mit B’ = B% und T' = T?%,
denn nach Lemma 3.2 ist T' = Cent(7", G) eindeutig bestimmt und indem man ein
System S positiver Wurzeln in Pr(®(G, T)) withlt, das &+ (G, B') umfafit, hat man
ein B gefunden: Das Erzeugnis von 7" und den unipotenten Gruppen U,, fiir die
P](O[) S S.

Wenn 6 speziell ist, ist das Paar (B,T) sogar eindeutig durch das Paar (B’,T")
bestimmt. Klarerweise ist umgekehrt (B%,T%) ein Paar in G?°, wenn (B, T) ein
f-stabiles Paar in G ist. Insbesondere existiert zu jedem #-stabilen Torus 7" (von
@) eine f—stabile (F—) Borelgruppe B D T.

Wenn 6 ein (F-) Splitting von G stabilisiert, gibt es dariiberhinaus eine Bijektion
zwischen den f-stabilen Splittings von G' und den Splittings von G%: (I := (0))

(B, T, {Xa}aca(a,p,m)) — (Ba",Ta", {XPI =Y X, } )
PI GP] )

I
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Fiir die Umkehrabbildung bildet man zu einem Wurzelvektor Yz € gg C ®Pz(a)=6 Ja
vermoge der Identifikation ®(G?) C ®; die Menge My = {X, | Y5 = >, X.}.
Wenn 3 die Basis zu B durchliuft, so durchlaufen die o dabei (nach (2.5.3)) die
Basis A(B). Mit Beispiel 2.18 bildet die Vereinigung der My mit 8 € A(B?) die
Wurzelvektoren eines f-stabilen Splittings. Der Torus und die Borelgruppe dieses
Splittings werden aus dem Paar von GY gewonnen wie eben beschrieben. Das
definiert die Umkehrabbildung.

Behauptung 3.12. Wenn © ein spezieller F—Automorphismus ist und ein F'-Paar

(B, T) stabilisiert, dann gibt es ein t € T(F), so dafy ©* = intt o © ein F-Splitting
(B,T,...) stabilisiert und intt € T,q(F) von der Ordnung 2 ist.

Beweis: Man darf G einfach zusammenhéngend annehmen und ® = ®(G,T) irre-
duzibel. Nach Voraussetzung ist G® quasisplit und hat (nach Steinberg 2.27) als
Wurzelsystem ein maximales reduziertes Teilsystem von ®;.

Falls © ein Splitting stabilisiert, kann man, wie in (3.11) beschrieben, einem F-
Splitting ein ©-invariantes Splitting von G zuordnen. Dafl dieses hochgehobene
Splitting auch galoisstabil ist sieht man ganz analog wie die ©—-Stabilitét.

Zu zeigen bleibt die Existenz eines ©*— und galoisstabilen Systems von Wurzelvek-
toren zu A = A(G, B) in dem Fall: & = Ay, und O stabilisiert kein Splitting. (Vgl.
Beispiel 2.19.) Dann ist G = SI(2n + 1) oder G = U(2n + 1) und G® = Sp(2 - n).
Hier rechnet man nach, daf§ die Vereinigung von {P;(a) | @ € A vom Typ I} mit
der Orbitsumme S, der beiden Wurzeln {o/, 9(a/)} C A vom Typ II eine Basis von
G® bzgl. (B®,T®) ergibt. Es gibt Wurzelvektoren Xgiy € goio (i € {0,1}), so daf
X5, = [Xo, Xow]. Umgekehrt werden so durch einen Wurzelvektor von G® zu Sy
nach Wahl einer Reihenfolge innerhalb {o/,©(c)} (d.h. nach Auszeichnen eines )
die beiden Xgi, eindeutig festgelegt. Mit den Bezeichnungen aus (3.11) ist

M ={d,0(c")} U U Mg

/Beq)llangmq)lfurz

ein galoisstabiles System von Wurzelvektoren zu A(G, B).
Die Aussage iiber ¢ folgt aus Steinbergs Satz 2.27 (bzw. genauer aus 2.18). O

Definition 3.13 (Langlands, [KS99, 3.3]). Die stabile Konjugationsklasse eines
stark reguliren, halbeinfachen Elements g € G(F) ist der Durchschnitt der G(F)-
Konjugationsklasse von g mit G(F) Zwei mazimale Tori Ty und Ty bzgl. L sind
stabil konjugiert, wenn es ein g € G(F) gibt, so daf§ intg : Ty = Ty diber F definiert
15L.

Behauptung 3.14. Seien stark regulire 61, 6o € L(F') gegeben. Bezeichne T, :=
Cent(G%,G) und 0; € Ty N L zwei (gewdhlte) spezielle Elemente.
Genau dann sind 61 und dy stabil konjugiert (d.h. G(F)-konjugiert), wenn

(1) Es exisiert ein g € G(F), so daf Ty und Ty via intg stabil konjugiert sind, und
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(2) wenn fiir ti,ty € Ty mit der Figenschaft t,0, = gog ' € Ty bzw. tyfy =
0y gilt: Die Bilder von t und ty liegen in einem (W (13)?)%N FIF) _Orbit in
TQ/(]. - 92)T2 = (TQ)QZ. (Dabez 15t T2 = (Tg)o).

Beweis: 7=": Fiir ein ¢ € G(F) mit gd g ! = 0y gilt g g7 € G*(F) C Cent(T)
fiir alle 0 € I' := Gal(F/F). Daher ist intg : 7} = T5 und diese Abbildung ist iiber
F' definiert. Seinun o.E. §; = ¢,0 und d, = ¢»0 in demselben Torus T := TZ T1 und
T := (T)°. Dann ist g € Norm(T,G). Nach der Wahl eines speziellen § € TN L,
kann man nach Lemma 3.5.b ¢ zerlegen in ¢ = ¢ - n(w) mit ¢t € T(F) und einen
Vertreter n(w) € Norm(T,G)'T(F) fiir w € W(T)’T. Dabei gilt w € (W(T)7)",
denn g 1g” € Cent(T}) fiir alle 0 € I' (s.0.). Daher erhilt man w(t;) = tot 177,

7«<": Diese Richtung ist trivial: Wenn stark regulére §;,d, € L(F') gegeben sind,
besagen (1) und (2), daf$§ sie in einem G(F)-Orbit liegen. O

Definition von &, ©, ¢

(3.15) Gegeben sei ein Referenz—F-Torus T, maximal bzgl. L, der iiber einer Ga-
loiserweiterung F'/F zerfillt.

Vorsicht: In diesem Kapitel wird von T (ausnahmsweise) nicht gefordert, einen ma-
ximalen F'-Splittorus zu enthalten. Ausnahmsweise wird auch nicht verlangt, dafl
F'/F unverzweigt ist. (Die Notation wurde so gewihlt, dafi das hier Dargestellte
spater doch hauptséchlich fiir unverzweigte maximale F'—Torui T, die einen maxi-
malen F-Splittorus enthalten, benutzt wird.)

Bezeichne T die Einskomponente von T und Oy den von L N'T bewirkten F-—
Automorphismus von T bzw. X,(T), ®, W := W(T,G) usw. Man hat dann
Cent(T) = T° und T = Cent(T®",G) = Cent(’]I‘@TO G). Sei I' = Gal(F'/F),
N(T) := Norm(T, G) = Norm(T®™°,G) und W = W (G) die (absolute) Weylgruppe
von G. Nach (3.7) hat man

(i) 1—T— N(T) — W° — 1.
(3.16) Sei
AT, G, F') = {g €G(F) Vo el : g a(g) € T@T(F’)}.
Genau dann ist die Abbildung intg : T = ¢Tg ' galoisiquivariant, d.h. iiber F
definiert, wenn g € A(T, G, F").

Definition 3.17. Seien T und T mazimale F—Tori beziiglich L und konjugiert tiber
G(F"), d.h. es ezistiert ein g € G(F"), so daf intg : T — T ein Isomorphismus
ist. Ferner seien Uy C T(F) und Up C T(F) mazimal kompakte Untergruppen von
T(F) bzw. T(F).

Man nennt T und T

o schwach stabil G(F')-konjugiert, wenn man g € G(F") so wdhlen kann, daf
g 'o(g) € T:=T° fir allec €T.
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e halbstabil G(F')-konjugiert, wenn man g € G(F") so wihlen kann, daf§ es ein
te ((1—0On)T)(F") gibt, so dap

(0 g7'0(9), 1) € 2' (I, T(F) =25 ((1 - O)T) (F))

o stabil G(F")-konjugiert, wenn man g € G(F') so wihlen kann, daff g~'o(g) €
T®* = Cent(T) fiir alle o € T.

Wenn dabei (intg)(Ur) = Ur werden Uy und Ur als schwach stabil bzw. halbstabil
bzw. stabil G(F")-konjugiert bezeichnet.

(3.18) Schwach stabil konjugiert sind T und T also genau dann, wenn ihre Eins-
komponenten T bzw. T stabil konjugiert sind, d.h. intg|r ist iiber F' definiert.

Halbstabile G/(F")-Konjugation bedeutet, daf erstens beide Tori (T und T') G (F")~
konjugiert sind, zweitens die Einskomponenten (T und 7T') iiber G(F") stabil konju-
giert sind und drittens beide Tori (T und 7') stabil konjugiert sind iiber G(F)! Kla-
rerweise ist halbstabile G(F")-Konjugation dasselbe wie stabile G(F")-Konjugation,
wenn F' algebraisch abgeschlossen ist. Ebenso fallen die Begriffe halbstabil und

stabil zusammen, wenn Cent(T) = T®T ein Torus ist und iiber F’ zerfillt. Das
sieht man, wenn man die Spektralsequenz zur Hyperkohomologie des 2-Komplexes

T(F") 1O, (1—Or)(T(F")) beniitzt. Weil der Kokern dieser Abbildung verschwin-
det, hat man

HYD, TO (F')) ~ H' (r, T(F') % (1 - @T)(T(F’))).

Falls T ein Torus ist, der iiber F' zerfillt, ist H'(F', T®7) = 1. Daher folgt mit
der langen exakten Sequenz zu

1— T —T1% (1-6,)T — 1,
daB ((1 — ©p)T)(F') = (1 — O7)(T(F")).
Nach Behauptung 2.13 ist z.B. T®T ein Torus, falls G halbeinfach und einfach zu-
sammenhingend oder vom adjungierten Typ ist.

(3.19) Sei &(T,G, F') die Menge der G(F)-Konjugationsklassen von F-Tori [T
in der G(F")-Konjugationsklasse von T. Sie werden parametrisiert durch die Koho-
mologiemenge

&(T,G, F') = Kern |H'(T', N(T)(F")) — H'(I,G(F"))| .
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Satz 3.20. Wenn G halbeinfach ist, F'/F endlich unverzweigt ist, und ein 0* €

T(F') N L ein F-Splitting spl von G stabilisiert, werden die G(F')-Konjugations-
klassen [T] innerhald & (T, G, F") mit T(F) N L # 0 parametrisiert durch

Kern [Hl(r, N(T)(F")) — HI(F,G(F’))]

Ny (FT,T(F’)>]

r—=z-0*(x)~

N Kern {HI(F, N(']NP)(F,))

Dabei bedeutet U'r die von T auf T dbertragene Galoisaktion.

Beweis: Sei g € G(F") so, daf intg : ’]1‘ = 7. Genau dann ist T(F) N L # (), wenn
es ein t € T(F') gibt mit gtf*g~' € T(F). Dies ist dquivalent dazu, daf fiir (ein)
t € T(F') und alle 0 € I' = Gal(F'/F) gilt

t=g'o(g)-o(t)- (00" -inth* (o(g)""g)
= (we00) ()™t = zepi(0) ™"+ (1 = ©%) (g (g)),

wobei zgpi(0) = 0*0(0*)" € Cent(G)(F') und w, = int(¢7'o(g)) € H'(L,W®")
der Twist ist, mit dem man die Galoisaktion auf 7" nach T iibertriagt. Weil G
halbeinfach ist (es reicht, daf§ Cent(G)(F") kompakt ist!) und H'(T,T(F").) = 1,
kann man zsp(0) immer beranden in 7. Daher darf man (nach Abéndern von ¢) in
der Formel oben 0.E. zsp1(0) = 1 setzen.

1

Insgesamt ist dann die Klasse von (o +— g~ 'o(g)) in dem behaupteten Durchschnitt.
U

(3.21)  Sei ®(T,G,F') = Kern [H'(T,T% (F')) — H'(T,G(F")]. Diese Men-
ge parametrisiert die G(F)-Konjugationsklassen in der G(F')-Konjugationsklasse
eines (beliebigen) stark reguliren t € T(F) N L. Denn fiir ein g € G(F") ist
t' := gtg~' genau dann in G(F), wenn der 1-Kozykel a,(c) := g 'o(g) Werte

in Cent (T, T)(F") = T¢*(F') annimmt fiir alle 0 € I". Daher hat man eine Bijektion
D(T, G, F') ¢ G(F)\A(T, G, F') /T% (F").

Im Spezialfall, dafl T ein Torus bzgl. der Einskomponente G selbst ist, ergibt sich

D(T,G, F') = Kern [H} (I, T(F")) — HY (T, G(F")].

(3.22) Sei

Oiyper( T, G, F') = Kern [H' (D, T(F') =25 ((1— 0x)T) (F)) — H' (T, G(F")] .

(1—©7)opr 1-O7
_— —

Dies ist das Bild von (r, T,.(F") (1-61)T) (F’)) in ' (r, T(F")
(1 — ©r)T) (F’)) In 5.15 wird gezeigt werden, dafi diese Menge die G(F)-

Konjugationsklassen von stark reguldren Elementen in T(F ) N L parametrisiert,
die gemeinsam ein festes Element v € H zum Norm-Image haben.



DEFINITION VON &, D, € 49

(3.23) Hier ist 7 = ¢Tg ' fiir ein ¢ € G(F').  Sei Cgpyacn(T, G, F') die
Menge der G(F)-Konjugationsklassen von Tori in der schwach stabilen G(F')-
Konjugationsklasse von 7. Dies ist die Menge aller G(F)-Konjugationsklassen [1”]
in &(T,G, F'), die in H'(T',W®") dasselbe Bild haben wie [T7].

Die lange exakte Sequenz (nicht kommutativer Kohomologie) zur exakten Sequenz
(i) in (3.15) ergibt das kommutative Diagramm (von Mengen mit Nullpunkt) mit
exakten Zeilen und Spalten

D(T,G,F') —» o(T,G F) 2 H'(T,Wer)
N N |
1 = T(F) — N(T)(F) — (W°)T — HY(I, T(F")) — H'(I', N(T)(F")) — H'(I', W®r)
i b

HYT,G(F") = HYT,G(F"))

(Beachte, daB ©(T, G, F') benutzt wird, nicht D(T, G, F’).) Durch Twisten erhilt
man aus dem Diagramm die Fasern von ¢ (in (7', G, F")) als das Bild von D(T', GG, F")
in &(T, G, F'). Analog zur Argumentation im ©-Fall oben erhélt man Bijektionen

¢(T, G, F') &% G(F)\Q[(T, G, F") / (N(T)(F’) nA(T, G, F’))

(3.24) Wieder sei T' = intg(T) fiir ein g € G(F"). Sei Eyap(T, G, F') die Menge der
G (F)-Konjugationsklassen von Tori in der halbstabilen G'(F')-Konjugationsklasse

von T. Dies ist die Menge aller [1"] aus &(T, G, F'), die dasselbe Bild haben unter
folgenden beiden Abbildungen

HYT,N(T)(F'))  — HY(,W®)
H'(T,N(T)(F")) > H'(Tr, ((1 - O")T)(F)).
Dabei bedeutet 'y die von T" auf T {ibertragene Galoisaktion. (Fiir diese getwistete

Aktion ist die Wahl des Torus innerhalb einer schwach stabilen Konjugationsklasse
unerheblich.)

(3.25) Hier ist wieder T' = intg(T) fiir ein g € G(F"). Sei &(T,G, F') die Menge
der G(F)-Konjugationsklassen von Tori in der stabilen G(F')-Konjugationsklasse
von T. Dies ist die Menge aller [T"] aus G(T, G, F'), die dasselbe Bild haben unter
den beiden Abbildungen

H'(T,N(T)(F")) — HYT,W®)
H'\T,N(T)(F")) 25 H'(Tp, (1 - 0°)(T(F"))).
Wie in (3.24) bezeichnet dabei I'; die durch Twist von 7" auf T iibertragene Galois-
aktion. Fine weitere Beschreibung ist

&(T,G, F') &% G(F)\QL(T, G, F") / (N(T)(F') nA(T, G, F’)).
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Topologische Jordanzerlegung

Definition 3.26. Sei tJZ, die Kategorie, deren Objekte topologische Gruppen sind,
fir die der Umgebungsfilter der Fins eine Basis aus pro—p—Gruppen besitzt. Die
Morphismen von tJZ, seien die stetigen Homomorphismen.

Definition 3.27. Ein Element g einer Gruppe G aus tJZ, heifit
e stark kompakt, falls g in einer kompakten Untergruppe von G liegt.
e topologisch unipotent, falls lim,,_, g7 = 1.
e residuell halbeinfach, falls g von endlicher, zu p primer Ordnung ist.

(3.28) Topologisch unipotent zu sein, heifit in einer pro—p—Gruppe zu liegen und
man kann in der Definition statt der Folge (p™) jede Folge (p™*); benutzen mit
limk*)(x) ng = Q.

Fiir den Fall é(F) aus Beispiel 3.31 ist ¢ genau dann stark kompakt, wenn die
Menge ¢” beschriinkt in G(F) ist. Eine dritte fquivalente Formulierung ist, daf
die Eigenwerte p(g) Einheiten in F sind bei einer/jeder (iiber F' definierten) treuen
endlichdimensionalen Darstellung p: G — GL(V).

In pro—p-Gruppen ldft sich die Z-Modulstruktur (iiber Potenzen) ausdehnen zu
einer stetigen Z,-Modulstruktur (vgl. [Hasse, §15.2]).

Lemma 3.29 (topologische Jordanzerlegung). Sei G aus tJZ,. Jedes stark
kompakte Element g € G besitzt eine Zerlegung:

9=9Gu " 9s = 9Gs " Gu ,

bei der g, € G topologisch unipotent und gs € G residuell halbeinfach ist. Die
topologische Jordanzerlegung ist eindeutig: Falls g = g, -gs = §u- gs zwei topologische
Jordanzerleqgungen sind, gilt g, = g, und g = gs.

Beweis: Der Beweis wird gefiihrt im Abschlufi der Gruppe (g%), die Untergruppe
einer kompakten Gruppe in G € Ob(tJZ,) ist. Der Abschlufl ist kompakt und
abelsch: Man hat niimlich (¢%) = (¢%»). Wegen der Kompaktheit von (¢%) existiert
ein zu p teilerfremdes N, so da8 ¢ in einer pro—p-Gruppe U liegt. (Dies bilden ja
einen Umgebungsfilter der Eins!) Weil N~! € Z, und wegen der Z,~Modulstruktur
von U, existiert eine (eindeutige) N-te Wurzel g, von ¢V in ((¢")?») C U. Nach
(3.28) ist g, topologisch unipotent. Weil <91%> abelsch ist, vertauschen ¢ und ¢, und
es gilt fiir g, := g- g; ' € (g??) offensichtlich gV = ¢V . g~ =1, d.h. g, ist residuell
halbeinfach. Als Element von (g%#) vertauscht auch g, mit ¢ und g,.

Die Eindeutigkeit der topologischen Jordanzerlegung ergibt sich z.B. daraus, daf}
g, unabhingig ist von N: Ist nimlich ¢™ in einer pro—p-Gruppe fiir ein M € N
(teilerfremd zu p), so teilt 0.E. N | M. Dann ist oben g™ € ((¢")?») C U und weil
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auch M-tes Wurzelziehen in dieser Gruppe eindeutig ist, ist g, = (¢V)? =
mit a,b € Z,, so dafl Na =1 = Mb. O

Aus dem Beweis ergibt sich das
Korollar 3.30 (Eigenschaften der topolgischen Jordanzerlegung).

(1) Sei g € G stark kompakt und N € N teilerfremd zu p, so daf g" in einer
pro—p—Gruppe liegt. Sei ferner @ eine p—Potenz mit () = 1 (mod N ). Dann
gilt

lim ¢9" = g,.

m—00
(2) Klarerweise ist g, € G und man hat G9 = Cent(g,, G%).
(3) Residuell halbeinfache Elemente sind halbeinfach.

(4) Seim teilerfremd zu p und seien uy, uy topologisch unipotent. Dann gilt
uy’ = uy' = U = Ug,

(5) Die topologische Jordanzerlegung ist funktoriell in folgendem Sinn: Die kom-
pakten (bzw. die topologisch unipotenten, bzw. die residuell halbeinfachen)
Elemente definieren Funktoren von tJZ, nach Set. Fir jeden Morphismus ¢
von tJZ;, ist p((-)s) = (¢(-)s und ©((-)u) = ((-))u-

Insbesondere:

(ba) Wenn H eine abgeschlossene Untergruppe von G ist und g € H, so sind auch

gs und g, aus H.

Beispiel 3.31. Sei F ein p-adischer Kérper und G eine affine lineare algebraische
Gruppe. Dann ist G(F) ein Objekt in tJZ,. Es gibt eine Zahl N, so daB gV
topologisch unipotent ist, fiir alle stark kompakten g € G(F).

Beweis: Z.B nach [Wa79, 3.4] hat G eine treue, (stetige) endlichdimensionale Dar-
stellung p : G — G'L(V) mit abgeschlossenem Bild. Die Eigenschaften von tJZ, ver-
erben sich dadurch von Gi,,(F) auf G(F). (Gl,(F) wiederum erbt die geforderte Ba-
sis der Binsumgebungen als abgeschlossene Teilmenge von Mat,, ., (F) x F &z F™'+1.)
Jede kompakte Untergruppe von G liegt in einer maximalen (kompakten Unter-
gruppe). Es gibt nun endlich viele Konjugationsklassen [K7], ...., [K;] von maximal
kompakten Untergruppen. Die normalen pro—p—Untergruppen von K; aus dem Um-
gebungsfilter der Eins haben endlichen Index in K;. Sei N; der zu p teilerfremde
Anteil dieses Index. Dann kann man als N das kleinste gemeinsame Vielfache der
N; nehmen. U

Korollar 3.32. Sei F' ein p—adischer Kérper und G eine reduktive Gruppe iiber F,
so daf |mo(G)| teilerfremd zu p ist. Jedes stark kompakte Element g € G(F) besitzt
eine eindeutige topologische Jordanzerlegung:

9=9u"Y9s = Gs " Gu
bei der g, € G(F) residuell halbeinfach und g, € (G)°(F) topologisch unipotent ist.

Aus der Funktorialitdt erhdlt man folgende Aussagen:
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(1) Seip:G — G ein Morphismus (nicht zusammenhingender) reduktiver Grup-
pen, definiert iber einer endlichen Erweiterung von F. Dann ist p(g)s = p(gs)

und p(g)u = p(gu)-
(2) Wenn g € G(Op), dann ist das Bild der topologischen Jordanzerlegung unter

der Reduktionsabbildung die Jordanzerlequng in é(]Fq).

Denn G/(F) ist nach Beispiel 3.31 Objekt in tJZ, und wegen p { |70(G)| miissen
topologisch unipotente Elemente in (G)° liegen.

Definition 3.33. Einen abelschen Charakter einer Gruppe aus tJZ, heifit unver-
zweigt bzw. zahm verzweigt, falls er trivial auf den stark kompakten bzw. topologisch
unipotenten Elementen ist.

Langlandsdualitét

(3.34) In [Lab84, 6.] und [Mil86, 8.6ff] wird folgende Version des Langlandschen
Reziprozitéitsgesetzes bewiesen: Sei T ein F'~Torus, der iiber einer endlichen galois-
schen Erweiterung E (von F') zerfillt. Dann kommutiert

(ii) Hom,(E*,T)

Cor \

HCI(WE/Fa T) = Hom,(T'(F), C)

Dabei ist die horizontale Abbildung Langlands Rezipriozitdtsisomorphismus und die
Abbildungen nach unten sind folgende Surjektionen: Die Rechte ist gegeben durch

(iii)  Hom.(E*,T) = Hom,(E*, Hom(X,(T),C*)) = Hom.(E* ® X,(T),C*)
= Hom.(T'(F),C*) - Hom,(T(F),C")
wobei I' = Gal(E/F) auf Homomorphismen x durch o(x) = coyoo™" operiert und
oz @) =0(z)®c(N).
Die linke Surjektion ist die Corestriktion Corg/:V ¥ zur exakten Sequenz

1 —FE* — Wgp—T —1,

die nach Wahl eines Reprisentantensystems w, fiir E*\Wg/p ~ I' definiert wird
durch

(iv) (Corg/f/pw) (w) = ZwT (p(w, ww,)) € ZH(Wiyr, T)

oel

wobei 7 € I' durch die Bedingung w-'ww, € E* von ¢ und w abhingt.

(3.35) Kompatibilitéit: Im eindimensionalen Splitfall ' = G,, ist das Bild eines
A€ H(Wg/p, C*) = Hom, (Wg/r,C*) unter rec gerade A o rp. (Die Bezeichnung
rr ist aus (1.1).)
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(3.36) zahm verzweigte Charaktere: Die Reziprozitédtsabbildung stiftet einen
Isomorphismus

CorYEVf/F <Homcymhm(EX,T)> ~ Hom, ,anm (T (F),C*)

Das sieht man durch Inspektion der Abbildungsfolge (iii) in (3.34): Man hat E* =
(mE) x e xUp, wobei das Teichmiillersche Restsystem pp ~ ki die residuell halbein-
fachen Elemente in £ sind und die Einseinheiten U}, = 1+ pg die topologisch uni-
potenten Elemente. Bei den Abbildungen in (iii) ist T'(E). topologisch isomorph zu
(X (T)RUL) X (X (T)® ), so daB Hom, ,apm(E*, T) = Home ,qnm (T (E), C*) klar
ist. Dafl die Restriktion Hom, ,unm(T(E), C*) — Hom, ,onm (T (F),C*) surjektiv
ist, folgt ebenfalls aus der Zerlegung von T'(E)., der Tatsache, dal T'(E)top. unipot. N
T(F) =T(F)top. unipot. und der Injektivitét von C*.

~

(3.37) unverzweigte Charaktere: Sei £/F unverzweigt und HZ ., (Wg/r,T') die

Menge aller Klassen von HCI(WE/F,T), deren 1-Kozykel trivial auf den Einheiten
O} sind. (Weil E* trivial auf T operiert, verhalten sich alle Kozykel einer Klasse
gleich.) In [Lab84, Remarque 5.9] (oder [Bo79, 9.5]) wird gezeigt:

Die Reziprozitiatsabbildung stiftet einen I[somorphismus

A

Hclyum(WE/F, T) ~ Hom, y, (T (F'), C*)
(3.38) Der Kern der beiden Surjektionen in (ii) ist nach [Lab84, 5.74+6.] genau
Ir(Hom.(E*,T)), wobei Ir(A) = {o(a) —a |0 € ';a € A} das Augmentationsideal
ist. Daher erhélt man iiberall in (ii) und (iii) Isomorphismen, wenn man von allen

Gruppen Hy(-) = -/Ir(-) bildet.

Lemma 3.39. Zerfdillt der Torus T iber einer endlichen unverzweigten Erweiterung
F'/F, so ist H (Gal(F'/F),T(Op)) = 1.

Beweis: Ist z.B. in [PR94, Theorem 6.8]=Lemma 4.13 enthalten. O

x—Data

(3.40) In diesem Paragraphen ist ® eine Wurzelsystem, auf dem die Galoisgruppe
[' einer endlichen galoischen Erweiterung E von F' operiert. Eine Teilmenge von @
heiBt symmetrisch, wenn sie invariant ist unter o — —c. In [LS87, (2.6)] beweisen
Langlands und Shelstad folgenden Satz

Satz 3.41 (Langlands [L79, Prop. 1]). Sei T C G ein mazimaler F-Torus
einer zusammenhdngenden reduktiven F—Gruppe G. Dann gibt es eine Einbettung
£:1T — LG von L-Gruppen.

Genauer wdihle eine Borelgruppe B D T wvon G und in I'-stabiles Splitting spls
von G. Dann hat man einen Isomorphismus T~T auf den Torus T des Splittings.
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Nach Wahl von x—Data fir ®(G,T) (s.u.) lafit sich dieser Isomorphismus erweitern
zu einer Einbettung & : T — G von L-Gruppen.

Die GfKonjugationsklasse {intgo & | g € é} von & ist unabhingig von B und dem
T—stabilen Splitting von G (hingt also nur von den x-Data ab). Auflerdem ist &
bei fiziertem Isomorphismus T ~ T, durch spls und die x-Data eindeutig bis auf
T ~Konjugation bestimmit.

Der Beweisgang fiir die Existenzaussage wird in (3.47) skizziert. Zuvor werden die
notigen Definitionen gegeben.

Definition 3.42 (y—Data). Sei R = —TaUTla C ® ein symmetrisierter Galoisor-
bit. Es seien Fy bzw. Fy die Fizkorper von Stabya (I') =: I'y bzw. Stabyn(I') =:
['y. Ein x-Datum fir die Galoisoperation auf R ist eine Menge {x, | A € R}, wobei

(1) xo € Hom,(F,C)
(2) x a=x)" und Xepn=xr00"' firaleocel,\eR

(3) Wenn Ty #T, d.h. T -« ist symmetrisch und [Ty /T | =2, dann ist x, eine
Erweiterung des quadratischen Charakters von Fy/Fy. (Dies ist der einzige
nicht triviale Charakter von F /Normp, /p, (F).)

Fiir die I'-Aktion auf einer beliebige I'—stabilen symmetrischen Teilmenge von ®
definiert man x—Data als die Vereinigung der x—Data auf den symmetrisierten Bah-
nen.

FEine FEichung auf einer I'—stabilen symmetrischen Menge R C ® ist eine Vorzei-
chenabbildung p : R — {£1} mit der Eigenschaft p(—a) = —p(a) fir alle « € R.

Behauptung 3.43. x—Data fir —Ta U T« ezistieren. Falls Fy/Fy unverzweigt
(bzw. zahm verzweigt) ist, kénnen die x-Data unverzweigt (bzw. zahm verzweigt)
gewdhlt werden.

Beweis: Falls 'y =Ty, d.h. Taw asymmetrisch ist, wird (fast) nichts gefordert. Man
kann zum Beispiel y, = 1 fiir alle A € ' nehmen. Falls I'. # ', ergibt sich aus
3.42(2) genau eine Bedingung an x, € Hom.(F},C*): Es gibt ndmlich ein 7 € I'y,
so dal Ta = —a. Fiir dieses erzwingt die Bedingnung (2) dann

X;l = X-a = Xra = Xa 07—_1 € HOIIIC(T(F_E),(CX).

Weil ', Normalteiler vom Index zwei in I'y ist, ist 7(F}) = F. Es muf also fiir
alle v € F gelten: 1 = xo(27 !(x)) = xo(Normp, /p, (2)). Diese Bedingung wird
auch in (3) gefordert.

Daf diese Bedingung (3) in der verschérften Form der Behauptung erfiillbar ist, folgt
aus der Injektivitdt von C*, der Zerlegung (’);Jr = lip, X Uh und den Tatsachen, daf
bei unverzweigten (bzw. zahm verzweigten) Erweiterungen jedes kompakte (bzw.
topologisch unipotente) Element von FY Norm ist und Op, N FY = Op, (bzw.

Uk, NFX=Uk,). 0
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Definition 3.44. Seien « € &, R = —I'aUTl'a C ® und F,, Fy, 'L, I'y wie in
Definition 3.42. Wihle ein Reprasentantensystem R, fir T'/Ty. Dadurch erhdlt
man eine Eichung p auf R, definiert durch

p(A\) =1 <= A=oa«a firemnoc Ry.

Wihle {w, € Wg/p | w, — o € Ry}, Dann ist {w,} ein Vertretersystem fir
VVE/F/VVE/Fi ~ ['/Ty. Wihle noch ein v € Wg/r,, das nicht in Wgp, liegt, falls
Iy #1'y. Anderenfalls sei v =1. Fiir w € Wgp sei

Tpa(w) = H (o) ® <(Xa o T;i)(w;lwwg)) eX*(T)®C* =T,

TERL

wobei wy, € {w, | 7 € Ry} U{w,-v |7 € Ry} festgelegt ist durch die Bedingung

w;tww, € Wiyp, (1) bei gegebenen w und 7.

Fakt 3.45 ([LS87, Lemmata 2.5.A+2.1.B]). Durch r,, wird eine 1-Kokette
mn CI(WE/F,T) definiert. Sie ist bis auf Kordnder unabhdngig von den Wahlen
von v, {w,} und den Vertretern a € R fir die I'-Orbiten. Fir das Quadrat gilt
(re)? € Z'(Wgyp,T).

Die r,, sind bisher nur fiir sehr spezielle Eichungen p definiert. (Ndmlich fiir die
von I'/Stabii,}(I') induzierten Eichungen.) Um sie fiir allgemeine Eichungen zu
verallgemeinern, fiithren [LS87, (2.4)] die folgende Ubergangs-1-Kokette s,/, ein.
Das unmittelbare Interesse der Autoren diirfte in [LS87] sein, r, auf die durch einen
Positivbereich ®* C @ definierte Eichung ¢(a) =1 :& a € ®F zu iibertragen. Das
wird die Beweisskizze (3.47) unten zeigen.

Definition 3.46. Seien p und q zwei Fichungen auf einer I'—stabilen symmetrischen
Teilmenge R C ®. Dann sei fir o € T’

Sq/p(0) = H | <a® (—1)) . H <a® (—1)) eEX(T)®C* =T

acP mit acdP mit

q(a)=1 p(a)=-1

qglo ta)=—1 ploc ta)=1
p(e)=p(c~'a)=1 g(@)=q(c~ " a)=1

(3.47) Beweisskizze der Existenzaussage von Satz 3.41: T und 7 sind
identifiziert (so da§ die B-positiven (Ko—)Wurzeln auf die B-positiven Wurzeln von
®(T,G) gehen). Ein Element o € T':= Gal(F/F) operiert auf 7' durch eine Aktion,
die mit o7 bezeichnet wird. Durch die Identifikation T ~ T kann man diese Aktion
in “G zerlegen A

or =w(or) o palor) € W(T,G) x T

in einen dufieren Anteil pg(o) und einen Weylgruppenanteil w(o7). Mit Hilfe des
Steinbergreprisentanten n(w(or)) € Gger kann man diesen Anteil nach G liften. Die
Abbildung w +— n(w(or)) ¥ w (wobei o stets die Projektion von w in I ist) liefert
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im Allgemeinen keinen Homomorphismus Wy — “G. Der Fehler wird gemessen in
H?*(Wg,T). Sei q die durch B gegebene Eichung auf ® = ®(G,T) = ®V(G, T):
¢(@) =1 <= «a > 0. In [LS87, Lemma 2.1.A+B] wird der 2-Kozykel berechnet:

ty(0,) == n(w(or)) (n(w(a—T)))pG(”)n(w(aTa—T))1 = ] ae(vneT
oy

gloz'a)=—-1

q(67 o5 a)=1

und (in [LS87, Lemma 2.1.C]) gezeigt, dafl die Klasse in H?(Wg,T) nicht von
der Wahl der Eichung ¢ abhéngt. Genauer gilt (nach [LS87, Lemma 2.4.A]) in
ZQ(WE'/FaT)

tg -t = 0sqsp.

fiir eine zweite Eichung p. (Damit darf man gewissermassen in jedem symmetri-
sierten Galoisorbit —I'a U ['aw von @ ein eigenes ”positives System von Wurzeln”
wéhlen.)

Sei p eine Eichung, die auf jedem symmetrisierten Galoisorbit R C ® von einem
Vertretersystem R, produziert wird, wie in Definition 3.44 beschrieben. In [LS87,
Lemma 2.5.A] rechnen Langlands und Shelstad nach, da8 ¢,(o,5) ' Korand ist von

(v) Wrp 3 wr— rp(w) := H rpal(w) €T,

o aus Vertretersystem
fiir die symmetrisierten
I'-Orbiten in ®

d.h. t,(0,6)7 = rp(w) (ry(@)) " rp(wd) . (Hier gehen die x-Data aus 3.42 ein!).
Insgesamt ist somit durch

(vi) wr— rp(w) - sq/p(w) - n(w(or)) X w fir We w0 und T~T

ein L-Homomorphismus T < “'G gegeben.
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4 Das Gebaude

Sei F' ein p-adischer Koérper und G eine zusammenhéingende halbeinfache Gruppe
iiber F'. Nur fiir diesen Fall wird das Gebaude gebraucht werden.

(4.1) Konstruktion des Gebiudes nach [BT72, 7.4] (vgl. auch [Ti79], [Lv96]):

1. Schritt: (Standard—) Apartment und N:

Wihle einen maximalen F-Splittorus S von G. Sei N := Norm(S,G), 7 =
Cent(S,G), V := X,(S)®R, p® := &(S,G) das Wurzelsystem von S bzgl. G und
sei U, die zu o € p® gehorende unipotente Untergruppe von G. Das Apartment
A = A(G, S, F) ist der affine Raum, dem V' zugrunde liegt. Auf ihm operiert die
Weylgruppe W := W (p®) zu p® als Spiegelungsgruppe und Z[p®|* C V durch
Translationen. Man hat W = N(F)/Z(F) und man kann diese Aktion liften zu
einem Homomorphismus v : N(F) — Z[r®]* x W, dessen Kern die maximal kom-
pakte Untergruppe Z(F'), von Z(F) ist. Das Bild von v enthilt Z[z®"] x W.

2. Schritt: Affine Wurzeln und U:

Fir @ € p® und 1 # u € Uy(F) enthélt die Menge U_o(F) - u - U_o(F) N N(F)
genau ein Element m(u). Man hat v(m(u)) = t, o S, Wobei s, die Spiegelung zu
« ist und ¢, eine Translation der Form ¢, : v — v + [, (u)” ist. Dies definiert eine
Bewertungsfunktion [, : U,(F) — R. Sei

Un := {u € Ua(F)\{1} | la(u) = K} U {1}.

Fiir € A sei U, die von allen U, o), @ € p® erzeugte Untergruppe von G(F).
Die affinen Wurzeln sind als Teilmenge der affinen Abbildungen Aff(A,R) von A
nach R definiert

p®urp = {a+k € Affi(A,R) | Es gibt ein x € U, (F) mit k = l,(x)}.

Sei Woyrp := Wasr(r®ass) die Gruppe, die erzeugt wird von allen Spiegelungen sq

(an der Hyperebene H,, = {v € V | a(v) + k = 0}!), fiir die a + k € p®yrr. Man

hat W, s < Bild(v), obwohl i.A. p® kein Untersystem von p®,¢; sein muf.

Der lokale Index A(p®,ss) ist das Diagramm zu einer Basis des maximalen redu-
kurz

zierten Subsystems p®;}F 1= {a € puyyr | %a ¢ r®.rr}t. Es korrespondiert zu
Kammerwénden des Komplexes zu W, auf A.

3. Schritt: Zusammenkleben von Apartments:
Das Gebdude zu G(F') ist nun

(i) B=B(G F)=(G(F)xA)/~,
mit der Aquivalenzrelation ~:

i’ g,x) ~ (§,%) < Esgibt n € N(F) mit # = v(n)z und g 'gn € U, ,
@) (g,2) ~(9,7) g
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wobei N(F) via v auf A operiert. Auf dem Gebidude operiert G(F') durch die
Vorschrift:

G(F) x (G(F) x A) — G(F) x A (h,(g,7)) — (hyg, ),

die sich auf die ~—Klassen iibertragt. Diese Aktion verallgemeinert die N—Aktion
auf A — B (viaz — (1,2)). Ein Apartment in B ist eine Teilmenge der Form gA.

Satz 4.2 ([Ti79, 2.1]). Zu jeder reduktiven Gruppe G und zu jedem p—adischen
Korper F ezistiert die obige Konstruktion des Gebdudes B(Gger, F). Sie ist un-
abhdngig von der Wahl von S.

Beweis: [BT72] und [BT84] oder [Lv96]. O

(4.3) Weil U, von N(F'), normalisiert wird, gilt fiir den Stabilisator eines Punktes
x € A C B offensichtlich G(F), = U, - N(F),. Daher kann man die Relation (i’)
(tautologisch) ersetzen durch

(i”) (g,7) ~ (3,7) <= Es gibt n € N(F) mit 7 = v(n)z und ¢~ 'gn € G(F),,

(4.4) Funktorialitit des Gebidudes unter Galoiserweiterungen ([Ti79, 2.6]):

Es gibt ein eindeutig bestimmtes System von Einbettung iz : B(G, F) — B(G, F")
(F'/F eine Galoiserweiterung von F) mit folgenden Eigenschaften:

(1) ipyp(B(G,F)) C B(G, F")GU/0),

(2) Die Restriktion von ip//p auf jedes Apartment von B(G, F') ist eine affine Ab-
bildung in ein Apartment von B(G, F").

(3) ipryp ist G(F)-dquivariant.

(4) Fiir zwei Galoiserweiterungen E/F' und F'/F gilt ig/p = ig/p 0 ip/p.

Falls F'/ F unverzweigt ist, gelten nach [Ti79, 2.6.1+1.10.1] folgende Verschirfungen:
(1) ipp(B(G, F)) = B(G, F)Sal"/ 1),

(2’) Ein Apartment A von B(G, F') ist der Schnitt eines Gal(F'/F)-stabilen Apart-
ments A’ von B(G, F') mit B(G, F). Eine Facette in A ist der Schnitt einer
Gal(F'/F)-stabilen Facette in A" mit A.

Satz 4.5 ([Ti79, 3.4.1][Lv96, I1.6.1]). Sei G halbeinfach und Q eine nichtleere
beschrinkte Teilmenge eines Apartments von B(G, F).

(a) Bis auf eindeutigen Isomorphismus gibt es ein eindeutig bestimmtes glattes,
zusammenhdngendes, affines Op—Gruppenschema G von endlichem Typ , so
daf$ gilt
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— Die generische Faser ist G Xp, F'=G.

— Fir jede unverzweigte Erweiterung F' von F' mit Bewertungsring Op: gilt
Def .
G(Op) = G(F)a & Fiz, () (G(F")).

(b) Wenn G quasisplit ist, d.h. Z =: T ein Torus ist, der in einer F'~Borelgruppe B
liegt, dann kann jede der Inklusionen T — G, B < G und U, — G (fir o €
F®5?) qusgedehnt werden zu Isomorphismen von Op-Gruppenschemata T
bzw. B bzw. U, auf abgeschlossene Op-Unterschemata von G. (Die Schemata
T, ... sind charakterisiert durch T (Op) = T(F')q, ....)

Definition 4.6. Ein Punkt x € B(G, F) heifit hyperspeziell, wenn es eine unver-
zweigte Erweiterung F'/F gibt, so daf ipp(x) € B(G, F') eine Ecke mit folgender
Eigenschaft ist: Fir ein Apartment A" 3 ipp(x) von B(G, F') mit den Winden
Hop fir alle oo+ k € p®qpp (wie in 4.1 beschrieben) gilt

p® ~ {CY | dk mat ZF//F(JI) S Ha,k und o+ k € F’(I)aff}-

Faktensammlung

Es folgt eine Auswahl von Aussagen der Theorie, die sich auf das beschrinkt, was
(in der Folge) bendtigt wird. Ab jetzt sei G halbeinfach, quasisplit und T :=
Cent(S,G), d.h. S =T,,.

Lemma 4.7. Sei G halbeinfach, quasisplit, iber F' definiert und f : G' — G eine
iber F' definierte, zentrale Isogenie. (Zentral heifit, daf Kern(f) im Zentrum von
G’ liegt.)

Dann ist B(G', F') kanonisch isomorph zu B(G, F'). Dieser Isomorphismus ist funk-
toriell bei Galoiserweiterungen von F'.

Mangels Referenz folgt hier ein Beweis: O.E.d.A. darf man annehmen, dafi G' = G,
einfach zusammenhéngt. Sei S C G das Bild eines maximalen F—Splittorus S;. in
Gse und T = Cent(S,G) bzw. T, := Cent(Ss., Gs.) ihre Zentralisatoren. Da f
iiber F' definiert ist, ist S ein maximaler F-Splittorus. Weil das Bild von X,(S;.)
in X,(S) endlichen Index hat, kann man das Apartment zu Sy, mit dem zu S
(kanonisch) identifizieren. Betrachte die Abbildung

(ii) G(Flse x A—G(F)x A (g,7) — (f(9), 7).

Sie vertrigt sich mit den ~—Klassen (weil Kernf C Cent(G) C Kernv.)

Sei F’ ein galoischer Zerféllungskorper und ' := Gal(F'/F). Weil G4, quasisplit ist,
ist Ty, ein (maximaler) Torus und I' stabilisiert ein (geeignetes) System einfacher
Wurzeln A = A(Ty., Gy.). Daher ist X,(Ty.) = Z[®"] = @p,ca Indf ZaV, wobei
[',, den Fixator von « in I' bezeichnet. Man hat

HY(F,T,.) ~ H' (I, Ty (F")) ~ H'(I', X, (T,.)) ~ @ H'(Ty,Za") = 1.

FaCA
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Die erste Isomorphie folgt mit Hochschild—Serre und Hilbert 90, die zweite mit Tate—
Nakayama und die dritte mit Shapiros Lemma. Deswegen ist T(F)/f(Ts.(F)) ~
HY(T',Kern(f)) ~ G(F)/f(Gs(F)) und zu jedem g € G(F) existiert ein ¢t € T(F),
so daBB gt € f(Gse(F)). Durch eine einfache Rechnung sieht man damit, dafl die
Abbildung (ii) eine Bijektion auf den ~—Klassen bewirkt. (Man benutzt natiirlich,
daf (g,7) ~ (gt™" tx) fiir t € T(F) C N(F).) Diese Abbildung ist offensichlich
kanonisch und funktoriell. (D.h. genauso kanonisch, wie das Gebaude.) O

Fakt 4.8 ([Ti79, 3.5.2]). Wenn G halbeinfach und einfach zusammenhdngend ist,
ist die Gruppe G = G(Q), die man aus G = G(Q) durch Reduktion mod p erhilt,
zusammenhingend. Die Wurzeln von G sind die o € ®(G), fiir die es ein k gibt, so
daff a4+ k € p®qrs und a(x) = —k fir alle x € Q.

Definition 4.9. Sei z € B(G, F) hyperspeziell und Gy, := Gy.() die Reduktion mod
p (wie in 4.8). Ein residuell halbeinfaches Element g € G(F), wird stark regulér
mod p genannt, wenn die Fizpunktmenge von intg bei der Reduktion mod p auf G,
eine abelsche Untergruppe (von G..) ist.

Fakt 4.10 ([Ti79, 3.6.1]). Sei

M C Tg(F)e = {s € Ts,(F) | valp(x(s)) =0 fiir alle x € X*(Ts,)}
eine Teilmenge, so daf fir alle o € p® ein m, € M existiert mit a(my) € 1 + pr.
Dann ist die Fizpunktmenge B(G, F)™ das Apartment A(G,Tsp, F) zu Ts,p.
Falls p > 2, ist A= A(G, Ty, F') die Fizpunktmenge von Ty, (F)..
Fakt 4.11 ([Ti79, 1.3]). Falls G dber einer unverzweigten Erweiterung F'/F
zerfillt, ist v(Norm(Ty,, G)(F)) = X.(Ts) x W(p®) = X, (T)" x W(T)', wobei
[ = Gal(F'/F).

Fakt 4.12 (Iwasawazerlegung [BT72, (7.3.142)]). Sei x € A ein spezieller
Punkt (vgl. Definition 2.37) im Apartment zu Tg,. Dann ist

Lemma 4.13. Sei G reduktiv, F' ein unverzweigter Zerfillungskirper von G und
x € ASUFE) - Dann st

HY(F'/F,G(F'"),) = 1.
Beweis: [PR94, Theorem 6.8] O

Definition 4.14. Sei G unverzweigt und x € B(G, F) hyperspeziell. Ein F-Splitting
(B, T, {Xa }) wird von G bzgl. x geliftet gennant, wenn seine Reduktion mod p ein
Splitting von G = G(x) ist.
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Genauer gibt es unter den Vorraussetzungen der Definition in G = G(z) aus 4.5 Un-
tergruppenschemata B, 7 und Morphismen von Spec(Op[X]) — U, X F' fiir ge-
eignete unverzweigte endliche Erweiterung F'/F, deren Spezialisierungen zum einen
das F-Splitting ergibt und zum anderen ein x(F)-Splitting von G(z). Diese F—
Splittings werden als bzgl. x geliftet bezeichnet.

Behauptung 4.15. Seispl(B, T, {X,}) ein F'-Splitting, das beziglich eines hyper-
speziellen Punktes v € A(G,Ts,, F) C B(G, F) geliftet ist. Weiter sei F'/F eine
endliche unverzeigte Erweiterung, die G zerfdillt.

(a) Dann fiziert ©* € Aut(G,spl) den Punkt x.
(b) Die Steinbergreprasentanten in Gy.(F") der Weylgruppe W (T) liegen in Gs.(F"),.

Beweis: (a) ist klar und (b) folgt daraus, dafl n(s,) = m(u) fiir geeignete u € {u €
Us | la(u) = a(x)} in den Bezeichnungen von (4.1). Genauer hat man (mit der
Bezeichnung aus dem Beweis von 2.7) n(X,) = m(exp(—X_,)). O

(4.16) Markierung von B und Definition von Z(G, F): Indem man die Ecken
eines Alkovens im Gebdude durchnumeriert (oder irgendwie bezeichnet) definiert
man eine Markierung aller Ecken des Gebdudes, bei der zwei Ecken dieselbe Mar-
kierung (bzw. Numerierung) haben, wenn sie in einem Orbit unter der Operation
von Ggq(F) liegen.

Die Ecken eines Alkovens korrespondieren zu Punkten im lokalen affinen Dynkin-
diagramm A(p®,r(G)). Dadurch ergibt sich nach [Ti79, 2.5] aus der Operation
von G(F) auf dem Gebédude eine Operation von G(F) auf A(p®,p). Ihr Bild in
Aut(A(p®qpr)) wird wie in [Ti79] mit =(G, F') bezeichnet.

Sei weiterhin G halbeinfach und quasisplit und T := Cent(S, G). Sei S,. (bzw. Tj,)
der Urbildtorus von S N Gger (bzw. T N Gy ) unter Gy, — G. In [Ti79, 2.5] wird
Z(G, F) berechnet als

m

(G, F) / T(F), - Bild[T,.(F) — T(F)]
Tits Gebdude mit Twists

(4.17) Sei G unverzweigt und halbeinfach, F” ein unverzweigter Zerfillungskorper
(endlich iiber F'). Man nimmt hier char(k(F’)) > 2 an. Sei B = B(G, F) und © ein
spezieller F-Automorphismus von G, der ein F'~Paar (B, T) stabilisiert. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, daf die Fixpunktmenge B® das Gebiiude zu G(F)® = G®(F)
ist.

© stabilisiert das Apartment A = A(G, Ty, F'), und nach Wahl einer (hyperspeziel-
len) 70 € A®” die durch B bestimmte Kammer C' (mit 0 € C). Sei U = (U, | a > 0)
das unipotente Radikal von B.
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(4.18) Die Operation von © auf A kann zu einem Automorphismus (von Kammer-
komplexen) ausgedehnt werden auf ganz B durch

O(g,7) := (6(9),0(x)),

denn dabei werden ~-Klassen respektiert: Dafiir mu8 man ©(U,) = Ug(y) zeigen.
Wenn man den zweiten Schritt der Konstruktion (4.1) des Gebédudes durchgeht,
siecht man ©(mq(u)) = Mmeq(©(u)) und damit sogar l,(u) = lo.(O(u)). Wegen
a(z) = (0a)(0(x)) folgt O(Us,—a@)) = Usa,~(0a)@(x) und daraus O(U,) = Ug(s).

Fakt 4.19 (gemischte Iwasawazerlegung [BT72, (7.3.1)]). Sei x € A. Dann
ust

und man hat eine Bijektion

UF\G(F)/G(F), = v(N(F)/N(F),)
U(F) -n-G(F), — v(n-N(F),) .

Lemma 4.20. Seien G, ©, A,... wie in (4.17) und x € A®. Dann ist
H'((0),U(F),;) — H'((©),U(F)).

Beweis: O.E. sei p® = ®(T,,, () irreduzibel. Man lege eine Reihenfolge fiir die
Wurzeln aus p®* = ®(T,,, G)" fest, so dafl die Hohen der Wurzeln bzgl. p®* mit
der Numerierung anwéchst. Nach [Ti79, 3.1] hat man Bijektionen (|p®*| =: m)

Us(F) X ... x Uy, (F) —  U(F)
(up oy Uy ) — Up - Uy
U@hadx)x o X Dhmﬁhﬂﬂ — EKFUm

Man beweist das Lemma iiber Induktion nach der Hohe (in p®"), indem man im
i—ten Schritt modulo U; := (U,(F) | Hohe(a) > i) rechnet. Der Automorphismus
© respektiert die Filtrierung von U(F') durch die U; und U; /U, 4, ist abelsch. Nach
(4.18) ist O(Un,aw)) = Us(a),(00)(@)- Es geniigt also

Kern[H' (I, H Uypyi@) — H'\(I, H U,(F))]
yela vyela
Shapiro

(iii) ~  Kern[H'(I,,Una@)) — H' (I, Us(F))],
zu berechnen, wobei I, = Stab, () und I = (0©).

Splitfall: Wenn G iiber F zerfillt, ist U,(F) ~ F eindimensional und Uy, q(y) wird
dabei auf a - Op abgebildet fiir ein geeignetes a € F*. Aus Lemma 2.9 und der
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Beschreibung der speziellen Automorphismen in Behauptung 3.12 folgt, dal o € I,,
auf U, (F) ~ F durch +1 operiert. Weil p = char(k(F)) > 2 ist (trivialerweise)

0 — (a0p)°® — F® — (F/aOp)® — 0.
Daraus folgt, daf$ der Kern in (iii) trivial ist.

Allgemeiner (Quasisplit—) Fall: Sei F” ein Zerfillungskorper von G, unverzweigt
und endlich iiber F', und Fr ein Erzeuger der Galoisgruppe I' = Gal(F'/F). Durch
die Inklusion ([[,ce none(a)=i Ua(F")) — G(F") werden die Galoisaktion von G(F")
auf das direkte Produkt zuriickgezogen.

Sei a; € & = ®(T, ) eine Wurzel, die sich restringiert zu der Wurzel o = oy |r,, €
@, die in (iii) betrachtet wird. Bezeichne O; = (I xI')-«; den Galois— und ©-Orbit
von ;. Alle v € Oy haben dieselbe Hohe, weil sowohl O als auch I' (die Hohen in)
B stabilisieren.

Soeben wurde die Exaktheit der Sequenz

e e e
1o ([ToE)) > (T[ToE) = (I1 /o F).) =1
v€O01 v€O01 veO1
bewiesen. Weil O iiber F' definiert ist, folgt daraus die Exaktheit von

g ( I] UV(F’)>IXF = ( I] UV(F’)/UV(F’),J S H (r, ( I1 Uv(F’)x>®>.

v€O01 v€O01 v€O01

IxT

Nach Shapiros Lemma gilt (mit [, = Stab,, ("))

H (r( I] UV(F’),E>®> ~ H! (ral,( I1 UV(F’):,;)@) ~ H' (D, Op)

yelan

Bei dieser Identifikation operiert der Erzeuger der zyklischen Gruppe I'y,, durch o
fiir ein geeignetes Element o € Gal(F'/F'). (Das folgt unter erneuter Verwendung
von 2.9 und 3.12.) Man kann zeigen, dafl daher diese Kohomologiegruppe verschwin-
det, und erhélt die Surjektion

(Tco, Uv(F’))FXI = (e, U(F) /U F/)x)’”

T

(H'yela Uv(F)>® — (H’yela U,Y(F)/U,Y(F)x)e

Weil die untere Abbildung dadurch surjektiv wird, ist der Kern in (iii) auch in
diesem Fall trivial. O
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Satz 4.21. Wie in (4.17) sei G halbeinfach, unverzweigt und zerfalle iber der un-
verzweigten Erweiterung F' und © € Aut(G,B,T) speziell (alles iber F definiert).
Dann gilt kanonisch

io : B(G®°, F) —— B(G, F)° c B(G, F).

Diese Finbettung ist funktoriell bei unverzweigten Galoiserweiterungen von F und
man hat G%°(F), C G(F)ig)-

(a) Die Apartments gA® (mit g € GO(F)) in B(G®°, F) sind Durchschnitte ©—
stabiler Apartments gA in B(G, F) mit B(G, F)®.

(b) Wenn ein Punkty € B(G, F)® hyperspeziell (in B(G, F)) ist, so ist sein Urbild
unter io hyperspeziell in B(G®°, F).

(c) Falls Pi(#®) = {Pi(a) | @ € @ ®(G) vom Typ 1 oder 111} 2 Pr(®)'ame st
1o eine Abbildung von Kammerkomplexen, d.h. die Kammern im Bild von ig
sind Durchschnitte von ©—stabilen Kammern mit B(G, F)®.

(d) Falls Pi(p®) = Pi(p®)™%, so sind die Bilder hyperspezieller Punkte in
B(G%, F) unter ig hyperspeziell in B(G, F).

Beweis: Wegen der Invarianz des Gebéudes unter zentralen Isogenien (Lemma 4.7),
sei G 0.E. einfach zusammenhingend. Nach Steinberg 2.27 ist dann G® zusam-
menhéngend. Bewiesen wird, daf} jede ©-stabile Klasse von B(G, F) = G(F)x A/ ~
nichtleeren Schnitt hat mit

(G(F)® x A°)/ ~go= B(G, F)

wobei die Relation ~ge die Einschrinkung der Relation (i’) von B(G, F')) auf
(G(F)® x A®) ist. Sei (g,z) ein Vertreter einer Klasse aus B®, d.h. (g,7) ~
(©(9), ©(x)) = O(g,2).

1. Reduktion: Es existiert ein solcher Vertreter mit z € A°.

Weil G unverzweigt ist, ist nach Fakt 4.11 die Operation von N(F') auf A genau die
von Werp := Z[p®'] x W. Sei C' C A eine ©-stabile Kammer. Weil N(F) auf den
Kammern von A transitiv operiert, existieren Vertreter der Klasse mit z € C. Fiir
w € Wy folgt aus w(x) € C stets w(z) = x. Daher und weil O(z) € ©(C) = C
hat man z = O(xz) fiir diese Vertreter. Sei also 0.E. ab jetzt z € A°.

2. Reduktion:

(g,7) ~ (O(g),z) impliziert ¢7'O(g) € G(F),. Nach der Iwasawazerlegung 4.19
gibt es k € G(F),, u € U(F) und n € N(F) = Norm(T,, G)(F) = Norm(T, G)(F),

g=u-n-k.
Weil g7'0(g) € G(F),, gilt fiir die Doppelnebenklasse
U(F) -n-G(F), =U(F) -g-G(F), =U(F) - 6(g) - G(F), = U(F) - O(n) - G(F),.
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Wieder nach Fakt 4.19 folgt daraus v(n) € ( (n) - N(F ) ) = O(w(n - N(F),)).

Daher ist u 'O(u) = nkg 'O(g)O(k) 'O(n)* € G(F),(n), und (l/( ) (z) € A°.
Nach Lemma 4.20 existiert ein v € G(F ),,(n) i 1@( ) = v @(U) Also ist
gk~In~'w=t € G(F)® und (g,7) ~ (gk~'n~"v= 1 v(n ) ), denn ¢7'(gk~'n"lv N =

k=" (intn™') (v™h) € G(F),.

Die (schwache) Funktorialititsaussage folgt aus (B(G, F')")® = (B(G, F")®)" mit
(4.4.1).

Zu (a): Die Apartments sind assoziiert zu maximalen F-Splittori in G® bzw. G.
Weil beide Gruppen quasisplit sind, sind die Apartments bestimmt durch F—Paare
(B®,T®) bzw. (B, T). Wegen Lemma 3.2 ergibt Schneiden mit G® eine Bijektion
zwischen den Paaren von G® und den ©-stabilen von G. (Vgl. (3.11)!)

Zu (c): Um zu sehen, daf§ die Kammern in ig(B(G®, F)) Schnitte von ©-stabilen
Kammern mit B(G, F)® sind, mufl man folgendes Analogon zu [Ti79, 1.10.1] bewei-
sen: Im ©-stabilen Apartment A = A(G, Ty, F') gilt

a+ ke Fq)aff — Oé|A® + k€ F(I)(Gg)aff.

Weil G einfach zusammenhéngend angenommen wird, kann man sich auf irreduzibles
r® zuriickziehen. Man darf sogar annehmen, daf§ G zerfillt, denn G ist unverzweigt
und fiir unverzweigte Erweiterungen F'/F hat man nach [Ti79, 1.10.1], daf§ die
Wurzeln auf A(G,T,,, F) die Einschrinkung von ®,; auf A(G, T, F")G0/F) =
A(G, Ty, F) sind.

Fall 1: Fiir alle a € ® = ®(G, T) vom Typ 11 gilt Pr(a) & (®(G®) C ¥;.
Sei a+k € p®qs7(G) gegeben. Nach Definition existiert ein u € Uy (F') mit l,(u) =
k. Weil die Wurzeln von Ia (nach (2.5.5)) paarweise orthogonal zueinander sind, ist

|[Ta|—1

= I &' € UalF) - VoulF) -+ Ugpar-1a(F) N G =: U,

unabhéngig von der Reihenfolge der Produkte definiert. Ebenso ist die folgende
Umordnung von Mengen moglich: (m := |la| — 1)

(U—a(F) -+ U_gma(F)) - ta - (U-o(F) -+ U_oma(F))
(U (YU o(F)) (U malF) - 6" (u) - U omalF).

Weil durch u nicht nur (U_y(F)uU_o(F))NN(F) = {m(u)} eindeutig bestimmt ist,
sondern auch die Zerlegung von m(u) = m%(u) in U_,(F)uU_,(F), hat man

m—1
m U,[aU]aU ) N N(F) C G@,

=0
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denn auch dieses Produkt ist unabhingig von der Anordnung der Faktoren. Die
Menge rechts ist (gelesen in der Gruppe G©) nichts anderes als U_g(F)ur U_g N
N(T®,G®)(F) fiir die Wurzel 8 = Pr(a) € ®(G®). Daher enthélt sie genau ein
Element. Also folgt fiir die Konstruktion von m in G©:

[Ta|—1

® (ura) Hm (©F(u)) € N(F) N G°.
Immer weiter wegen der Orthogonalitdt innerhalb I« erhélt man
G@
1/<m (ula)> — (0 0 50) © 0. © (toma © Soma) = (fa - - toma) © 51a

und schlieBlich lG o (Ura) = 19(u) (denn Pj(a)Y = Spav nach (2.5.8)). Somit hat
man fiir Pr(a) € @(Ge)

a+k € p®up(G) = Ju € Uy(F) mit k =15 (u).

= urq € Upy(a)(F) € GO(F) mit k = 1S, (ura).
= Pri(a) +k € p®(G®).

Fiir v € A° gilt aber a(v) = Pr(a)(v). Also hat man die schiirfste Formulierung
iiber die Kammern gezeigt, wenn ®(G®) = &8 ist.

Die Aussagen (b) und (d) kann man im Fall &% = ®'*"8 an der Tabelle 2.36 able-
sen, denn dort wurde unter jedem ADE-System zu ® das System zu ®; abgebildet
(und zwar so, daBl die entsprechenden ©—-Orbiten aus ® {iber jedem «|4 € ®; abge-
bildet sind). Die hyperspeziellen Ecken sind bis auf Diagrammautomorphismen die
schwarzen Ecken. Aufler im Fall Ay, verifiziert man, daf} iiber jeder hyperspeziellen
Ecke bzgl. ®; genau eine O-fixierte hyperspezielle Ecke zu ® liegt. Umgekehrt
ergibt ein (einelementiger) ©-Orbit einer fixierten hyperspeziellen Ecke zu ® eine
hyperspezielle Ecke fiir ®;.

Im Falle da§ ® = A,, und ®(G®) = ®*"¢ (d.h. vom Typ C,, ist) hat man allerdings
folgendes Bild

e—=>0—0 0——0=<=0 (I)llang

Fiir die rechte hyperspezielle Ecke x des C,,~Systems ist daher ig(x) keine Ecke in
B(G, F) (sondern nur die Kantenmitte der zwei Ecken des Alkovens zu den beiden
Wurzeln vom Typ II aus A.;(As,)). Die einzige ©fixierte (hyperspezielle) Ecke
des As,—Alkovens (die zu —a™") ergibt aber wenigstens eine hyperspezielle Ecke in
B(G®, F). Zu zeigen bleiben noch die Aussagen (b) und (d) im
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Fall 2: ® ist von Typ Ay, und ®(G®) = ®k2 d.h. G = SI(2n+1) und O stabilisiert
ein Splitting (und char(k(F)) = p > 2).

Hier muf} die Argumentation aus Fall 1 modifiziert werden, denn fiir Wurzeln vom
Typ II sind nicht alle Elemente aus dem ©-Orbit senkrecht aufeinander. Daher muf}
fir diese Wurzel [p,(q) bzw. m% anders berechnet werden. Fiir Wurzeln vom Typ
I kann man alles aus Fall 1 iibernehmen (und Wurzeln vom Typ III werden hier gar
nicht betrachtet).

In den Bezeichnungen von Beispiel 2.19 ist o := P(&) = €3,01—21 = —at vom Typ
I und & = £, — &; vom Typ 1. In G® ist Pr(&) Wurzel aber nicht P;(ap) = ay.
(Vgl. Steinberg 2.27 oder Beispiel 2.19.) Der Alkoven (bei der Null) beziiglich der
oberen Dreiecksmatrizen ist

C= {.'L' eV C R2n+1 | 1+l‘2n+1 > T > Ty > .. > $2n+1}

Behauptung. Sei Cgo C A(G®,T9, F') der Alkoven (fiir G®) zu B® mit 0 € C.
Dann gilt

s
= (21, ey Ty 0, =Ty ooy, —x1) | 1 — 29 > 1 > 29 > .0 > 1, > 0}
wobei Sqy41 die Spiegelung am Alkovendeckel H,, 1 ist.

Beweis: Zuerst berechnet man die Langenfunktion [p,(,) fiir die @ € p®.pp vom
Typ II. Die entscheidende Rechnung findet im wesentlichen in einer Sl3 statt. Weil
@ und O nicht senkrecht aufeinander stehen, wird u;4 hier definiert durch (auch
hier ist - = 0)

U 1. - . L 1 1 . li . 1. . li .
o2 (31) == () = (i) (51) (ki)

Dann gilt (Us,Ues) N GY = {uzs | v € Us}. Wie im Beweis des Steinberglifts 2.7
bereits benutzt, ist

.. . .2 valp(x
mGe(( 2915 1.)):< .1 ./2>:n0-(c(d)(5&v)®ﬂ'p> o)
z?/2 x 1 2/z% - . N———
—Pi(@)

Y

2valp(z)
=Ny ((Oéo)v ® 7TF)

wobei ng € Stabgy(N(F)) und 7p € Op ein Primelement ist. Aus der Rech-
nung folgt, daB I§ ; (urs) = 215, (u) fiir alle u € Us. Daher ist Pr(a)|40 + k =
(300)| a0 + k € p®(G®)aypy dquivalent zu k € Z. Also ist Hyyy N A® genau dann
eine Wand im Kammerkomplex ig(A(G®, T®, F')) C A, wenn k € 2Z.

Somit ergibt die Einschrinkung des Alkovendeckels auf A® keine Wand in ig(A(G®)).
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Weil s,, € W, hat das Bild ig(Cge) nichtleeren Schnitt mit C' und s4,,1(C). Man
hat

CUSo1C={z €V |afx)>0VaecAtn{z eV | (sqy(a))(x) +1>0Va € A}.

Weil (a, oy ) # 0 fiir @« € A impliziert, dafl o € {e1 — ey =: ay, €9, — €201 =8 Qon}
vom Typ Tist, und weil s4011(Ha,0) = Hs y(ar)y = He ist der ”Deckel” von
0

(C U 5,,C) N A® gerade

2n+1—E€2,1»

H, a)aNA® ={z € A® | (sqyoq)(2)+1 =0} = {(z1, ..., —31) | 21 —22+1 = 0}

oy

Dies ist nach den Uberlegungen im Fall 1 eine Wand im Kammerkomplex ig( A(G®)).
0

Die Behauptung zeigt, dafl in diesem Fall ig keine Abbildung von Kammerkomplexen
ist. Auflerdem werden in diesem Fall die (beiden) hyperspeziellen Ecken des B,,—
Alkovens Cge bijektiv auf die beiden hyperspeziellen Punkte von (C'Us,,41C) N A®
(das sind 0 und (1,0, ...,0,—1)) abgebildet. O

Korollar 4.22. Sei © ein spezieller F-Automorphismus von G. Aquivalent sind:

e Fir den eindeutig bestimmten Automorphismus Oy, von Gy, iber © ist Gsegc
einfach zusammenhdngend.

e i : B(G®°,F) — B(G,F) aus Satz 4.21 ist eine Inklusion von Kammerkom-
plezen.

o B(G°) = d(G)™ = {P/(a) | € B(G) ist vom Typ I oder 111}
Andererseits sind dquivalent:
o O stabilisiert ein (F )-Splitting von G.
o fiir alle hyperspeziellen Punkte x € B(G®°, F) istie(x) hyperspeziell in B(G, F).
o O(G) = d(G)x = {Pi(a) | a € B(G) ist vom Typ 1 oder 11}

Rationalitatsfragen fiir L
Sei L zusammenh#ngend und erzeuge G, so daB G quasisplit ist.

Definition 4.23. Sei Z = Cent(G) und ©z € Aut(Z) von L bewirkt. Weiter

Age, :=Kern[H'(F,Z) — H'(F,G)]

Boo, =Bild[Ag.e, —2 H(F,Z)]

CG,@Z Z:HI(F, Z)/BG,GZ
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(4.24) Definition von zs,, und y(L):
Sei spl; ein F-Splitting und ©* die gesternte Aktion von L bzgl. spl,. Wéhle einen
Vertreter 0* € L(F) fiir ©*. Die Kohomologieklasse von zgp1,(0) :=6*-0(6*) ' € Z
in H'(F, Z) hiingt nicht ab von der Wahl von 6* mit ©*|5 = intf*|s.
Das Bild v(L) der Klasse [2sp1,(0)] in Cg |, ist unabhéngig vom F'-Splitting spl,
denn je zwei F-Splittings sind Gq(F)—konjugiert und

Zgsplgg-1 (0) = (9079 ™") - o (g0 g™") ™" = gb" g~ (g) 0" 00 (67) " o(g) ™

——

N——
cZ cZ

= Zsplg (U) ' (]' - @*) (ga(g)_l)
fiir ein g € G(F) mit intg € Guq(F).

Satz 4.25. Sei G quasisplit, erzeugt von einer Zusammenhangskomponente L, die
auf Z den Automorphismus © 4 bewirkt. Dann sind dquivalent

o L(F)#0.
e (L) € Cgo, liegt im Bild von
Kern[H'(F,Z) — H'(F,T)] — Caq.e,
fir (irgend-)einen mazimalen F—-Torus T, der in einer F—Borelgruppe liegt.
Beweis: Weil je zwei F—Paare (B, T) und (B, T") G(F)-konjugiert sind, hat man
Kern[H'(F, Z) — H'(F,T)] = Kern[H'(F, Z) — H'(F,T')].
Daher ist die Wahl von T im Satz unerheblich.

Fiir die eine Richtung sei ¥ € L(F'). Wéhle ein F-Splitting spl, = (B, T, {X,}).
Weil (intd)(B, T) ein F—Paar ist, gibt es ein h € G(F), so daf ¥y := h - ¥ das Paar
(B, T) stabilisiert.

Dann gibt es ein ¢t € T(F), so daf$ 9, := ¢ - 9 das Splitting spl stabilisiert. Weil
int, die gesternte Aktion von L bzgl. spl, bewirkt, hat man

[Zsp1 (0)] 2 Uy - o(93)"t = th - o(thy) ™" = to(t)™",
d.h. [zsp1,(0)] € Kern[H'(F, Z) — H'(F, T)].

Fiir die umgekehrte Richtung wéhle ebenfalls ein F-Splitting spl, = (B, T, {X,})
und einen Vertreter §* € L(F) fiir die gesternte Aktion von L bzgl. spl;. Dann
ist v(L) das Bild von zgpi,(0) := 0*c(6*) " in Cge-),. Weil die Wahl von T in
der Formulierung des Satzes unerheblich ist, besagt die Voraussetzung nun, daf es

g€ G(F),teT(F)und z € Z(F) gibt, so dal g~'o(g) € Z und

F0(t) = 20(2) " - 2apig o) - (1 - ©°)(a(g) 'g).
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Daher ist gzt6*g~' € L(F), denn

L=210"0(0""¢7'27") - 0(9)"'g -0 (a(9)'g) "

Terrr:rl €z Term 2 €7 Tern:r?) €z
= (2t0")g ™ o (g)(2t0") " - (210" )o (2t0") " - o(g) 'y
Term 3 Term 1 Term 2

= (g2t0°g™") - o(gzt0'g™) ™" O

(4.26) Falls L(F) # () und Cent(G)° anisotrop ist, gibt es auch stark kompakte
Elemente in L(F'): Dazu betrachte eine Kammer C' im Gebdude B(G, F') und ein
6 € L(F). Weil G, (F) transitiv auf den Kammern des Gebdudes operiert, gibt es
ein g € G(F), so dal g6 € L(F) die Kammer stabilisiert. Da der Stabilisator von

C' in Aut(G) endlich ist, ist eine geeignete Potenz von ¢ stark kompakt in G(F).
Also ist gf selbst stark kompakt (nach (3.28)).

Behauptung 4.27. Sei spl = (B, T, {X,}) ein F-Splitting von G und F'/F ein
endlicher unverzweigter Zerfillungskorper von T. Wenn zspi(0) € Z*(F', (1 — 6)2)
im Bild von

(1—0): H(F',Z) — HY(F',Z)

liegt, dann existiert eine unverzweigte Erweiterung F" /F'/F und ein 6" € T(F")NL,
das ein F-Splitting spl” mit (B, T) C spl” stabilisiert.

Beweis: Nach Voraussetzung exisiert ein 6* € T(F) N L, das spl stabilisiert, so dafl
zep1(0) = 0% (0*)™" = (1 — 0)z(0) fiir einen Kozykel z(0) € Z'(F',Cent(G)). Weil
nach Hilbert-Noether H'(F', T) = 1, gibt es ein ¢t € T(F) mit z(0) = t~'o(t) fiir
o € Gal(F/F"). Alsoist (1—©*)t-0* = t0*t~' € T(F") und stabilisiert das Splitting
spl’ = intt(spl) = (B, T, {a(t) - X, }). Dies ist ein F'-Splitting, weil intt € Go4(F").
Sei m € O ein Primelement und F""/F die maximale unverzweigte Erweiterung
in F//F. Offensichtlich ist spl” := (B, T, {z7"®r(@®) X 1) ein F-Splitting. Man sucht
nun ein ty € Ty (F™), so daBl 0" = tot0*(t2t)~" das Splitting spl” stabilisiert.
Nach dem Ansatz stabilisiert #” das Splitting (B, T, {a(t2t) - X4}). Also ist man
fertig, wenn t, fiir jedes o € A die Gleichung

a(tg) — qvalr(a() a(t)_l c (’);j,
16st. Das geht nach dem nachfolgenden Lemma. O

Lemma 4.28. Se: T' C G ein Torus, der iber der endlichen unverzweigten Erwei-
terung F'/F zerfdllt. Fir alle o € A(G,T) seien Zahlen z, € OF, gegeben.

Dann exisitiert eine endliche unverzweigte Erweiterung F"/F' und ein t € T(F"),
mit a(t) = x, fir alle o € A.

Beweis: Klar ist, daf die z,, ein (wohlbestimmtes) Element ¢, € T,4(F). definieren.
Zu zeigen ist die Existenz von F" und t € T(F")., so daf} t,4 das Bild von ¢ ist unter
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T — T,4. Nach der topologischen Jordanzerlegung 3.29 kann man sich auf die Fille
taq residuell halbeinfach bzw. topologisch unipotent reduzieren.

Es gibt eine nur von ® = ®(G) abhéingende Zahl m, so daf} die Fundamentalgewichte
zu @ alle in ZZ[®"] liegen. (Man kann fiir m z.B. das Produkt iiber alle Coxeterzah-
len h; fiir die irreduziblen Subwurzelsysteme nehmen oder m = 2 - |Z[®]*/Z[®"]|.)
Nach Generalannahme (1.1) darf man p t m annehmen. Sei A = {o;} eine Basis
von ® und §; € Z[®]* mit (a;, B)) = 6; ; die Dualbasis zu A.

Das Element t; := Z‘lﬂ mBy @ o, € Xu(T) @ Opr = T(F'). hat die Eigenschaft

a;(t) =[], xfgi’mﬂ]y) = 7. Falls alle 2, € (1 + pp) liegen, ist £; topologisch uni-
potent. Nach Korollar 3.30 existiert eine (eindeutige) m—te Wurzel ¢t € T(F').:
t™ =1, d.h. at) = z, fir alle « € A.

Es bleibt der Fall, da} alle xz, im Teichmiillerschen Restsystem pp liegen. Dann
gibt es eine endliche unverzweigte Erweiterung F” mit m-ten Wurzeln y, € ppr der
To = yo'. Also erfiillt ¢ := Y. mf) @ yo, € Xi(T) @ Opr = T(F"), die Bedingung
a(t) = x, fiir alle a € A. O

Stark kompakte Elemente in T(F)N L

(4.29) TIn diesem Abschnitt sei G = (L) unverzweigt, d.h. quasisplit mit ei-
nem unverzweigten Zerfillungskorper F' (I' := Gal(F'/F) sei endlich). Weiter sei
I = |mo(@)], sply; = (B, T,{X,}) ein F-Splitting und ©* € Aut(G,sply) sei die
gesternte Aktion von L. Sei T := Cent(T®",G) = (T,#*) und T,, der maximale
F-Splittorus in T.

(4.30) L(F) # 0 = T(F)N L # 0, denn sei (B, T) ein geeignetes ©* stabiles,
iiber F' definiertes Paar von G und ¥ € L(F). Dann gibt es g € G(F), so daf
intY(B, T) = intg(B, T). Also gilt dann g~ € T(F) N L # (.

Als niichstes wird die Frage untersucht, wann T(F)N L kompakte Elemente enthilt.
Weil alle F-Paare G(F')-konjugiert sind, hat ein Torus T (bzgl. L), dessen Eins-
komponente in einer F—Borelgruppe liegt, genau dann stark kompakte Elemente in
T N L, wenn diese Eigenschaft fiir alle solchen Tori gilt.

Definition 4.31. Sei | := |no(G)| und v die Ordnungsabbildung (aus (4.1)). Sei
-1
N X (T) — X.(D 20— > 0%(2)
i=0

und N} das folgendes Kompositium:

NE: T(F)NL — TO°(F) % X.(T,,)®

T — ! —  v(h).
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Behauptung 4.32. Die Abbildung N} ist wohldefiniert.

Beweis: Zu zeigen ist, daf at € T9°(F). Weil die Abbildung 7 : z +— 2/ stetig ist, ist
das Bild von L(F') in einer Zusammenhangskomponente enthalten. Weil (TN L)(F)
Elemente der Ordnung [ enthilt, ist n(T N L(F) C T® °(F). O

Satz 4.33. Sei T und [ wie in (4.29). Aquivalent sind:
(a) NH(T(F)NL) C Ni(X.(Typ)).
(b) Es gibt stark kompakte Elemente in T(F) N L.

(c) Es gibt ein stark kompaktes Element 0 € T(F)N L, so daff B(G, F)? hyperspe-
zielle Punkte enthdlt.

(d) Es gibt ein stark kompaktes Element 0 € L(F), so daf B(G, F)? hyperspezielle
Punkte enthdlt.

Beweis:

(a) < (b): Nach Definition ist klar, daB N/ (T(F)NL) genau eine volle Nebenklasse
in X,(T,,)® /N/(X,(Typ)) = H*((0*), X.(Ts,)) ergibt. Genau dann ist z € T(F)NL
stark kompakt, wenn x! € T® °(F) stark kompakt ist, d.h. N} (z) = v(a!) = 1.

(d) = (b): Sei B O T eine F-Borelgruppe und A = A(G, Ty, F) das Apartment
zu T in B := B(G, F). Indem man 6 geeignet mit Elementen aus G(F) konjugiert,
kann man o.E.d.A. annehmen, dafl ein hyperspezieller Punkt x € A von 6 fixiert
wird. Weil z hyperspeziell ist, ist zu B genau eine Kammer C' C A mit € C: Dies
ist die eindeutig bestimmte Kammer in A, die als Wiande alle H, ., hat, fiir die
a € A(B,T). (Die Bezeichnung der Hyperebenen von A ist aus (4.1) oder (1.4)).
Gse(F), operiert transitiv auf den Kammern des Sterns um x (gebildet in einem
Apartment, das C' und 6(C) enthilt). Daher gibt es ein g € Gy.(F),, so daB
0, := g - 0 die Kammer C stabilisiert. Weil ;(A) ein Apartment ist, das C' enthélt,
gibt es ein b € Stabgo(Gs.(F)), so daBl 0 := b - 6; sowohl A als auch C und z
stabilisiert. Somit wird T stabilisiert und ebenso die Basis A(B) nach der Definition
von C. Also stabilisiert 6, € L(F) das F-Paar (B, T), d.h. 6, € T(F)N L.

Bei der toplogischen Jordanzerlegung von € liegt nach Korollar 3.32 der residuell
halbeinfache Anteil in L(F). Also darf man o.E. 6 von endlicher Ordnung p { m
annehmen. Dann ist 65" = (bgf)™ € G(F),. Also ist 6, stark kompakt.

(b) = (c): Fixiere ein F-Splitting spl,, das T enthiilt. Sei # € T(F) N L stark
kompakt. Wihle ein t € Ty, (F) so, daB * := ¢t~'0 die gesternte Aktion ©* €
Aut(G,sply) von L bewirkt und auf dem Apartment A C B zu Ty, so operiert,
dal (auch) ein hyperspezieller Punkt fixiert wird. Dann ist intt € Gu4(F) und
0' = (t0*)" € Tyy(F).. Nach dem nachfolgenden Lemma 4.34 ist ¢ von der Form

intt = tl . @*(tl)il . t2 mit tl € Tad(F), tg € Tad(F)c-
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Sei x € A ein hyperspezieller ©*fixierter Punkt. Also fixiert intd = intt o ©* =
intt1t29*t1_1 den Punkt ¢tz € A. Dies ist ebenfalls ein hyperspezieller Punkt von
A, da die Operation von Guq(F) C Aut(G)(F) nach Tits (4.16) eine Operation
= C Aut(A,ss) bewirkt. Die Diagrammautomorphismen bilden (hyper—) spezielle
Ecken aber stets in (hyper—) spezielle Ecken ab. O

Lemma 4.34.
(2) v(((1=6T) (F)) = X.(T,p) 0 (1= 6V = X,(T)" N (1 - 0"V
(b) Das Urbild von T (F), unter der Normabbildung
Ny : T(F) = T(F)  t (t0) =t-0%(t)---0"71(¢)
ist T(F), - (1~ ©)T) (F).

(c) Falls T =Ty oder T = Tyy (d.h. falls G einfach zusammenhdingend oder vom
vom adjungierten Typ ist), hat man ((1 — ©*)T)(F) = (1 — ©*)(T(F)).

(d) Das Bild von T(F). unter Ny hat endlichen Index in T(F)®".

Beweis: Zu a: Die Inklusion "C” ist klar (t € ((1 — ©%)T)(F) = (t6*)' = 1 =
N(v(t)=0=v(t) e (1-05V).

72" Sei A € X, (Ty,)N(1—0*)V und 7 € Op ein Primelement. Da H'((0*), X.(T;,))
endlich ist, gibt es m € N und p € X,(Ty,), so da m - A = (1 — ©*)pu. Dann wird
t:=\m) = (1-0")u(y/7) € ((1—O6%)T)(F) auf X abgebildet unter v.

Zu b: Sei V := X,(T,,) ® R. Die erste Aussage folgt daraus, daf

Ng*

T(F) T(F)
/| |
X.(Typ) — X.(Tp)

kommutiert. Man hat KernN;, = X, (T,,) N (1 — ©*)V und sein Urbild unter der
Ordnungsabbildung v ist T(F). - ((1 — ©*)T)(F).

Zu c: Falls T = T,y oder T = T, ist T®" zusammenhiingend (vgl. 2.13). Weil der
Torus T®" nach den Voraussetzungen (4.29) dieses Paragraphen iiber F’ zerfiillt, hat
man mit Hilbert 90

1 — T (F') — T(F') =2 ((1 - @*)T) (F') — 1

und damit die lange exakte Sequenz

1 — T (F) — T(F) =% ((1 - @*)T) (F) — H'D,T® (F")).
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Nach Tate—Nakayama ist im Falle T = T,q4
H'(D,T® (F')) =~ H'(T, X.(T)®") = H'(T, Z[®]"®")

Z[®]*°" hat eine galoisstabile Z-Basis: Sie besteht aus allen ©*-Orbitsummen Sgv =
> ergv der Dualbasis A* zu AY. Daher hat man nach Shapiro

~ @ Hom(Stabs(I),Z- Spv) =1
SBV,ﬁVEA*

Analog zeigt man den Fall T = T,,.

Zu d: Weil p 11 kann man nach Korollar 3.30.4 aus jedem topologisch unipotenten
Element von T(F)9"° (eindeutig) I-te Wurzeln ziehen. Daher liegen topologisch uni-
potenten Elemente von T(F)9™° in Bild(Ne-(T(F).)). Sie bilden eine Untergruppe

C

von T(F)®"° von endlichem Index. O

Korollar 4.35. Sei L(F) # 0 und existiere ein 0* € T(F')N L, das ein F-Splitting
stabilisiert. Dann

(a) sind alle (vier) Aussagen von Satz 4.33 erfillt.

(b) ezistiert eine endliche unverzweigte Erweiterung F"/F' und ein 0" € T(F")
von endlicher Ordnung, das ein F-Splitting stabilisiert.

Beweis: Zu (a): Der Kozykel z(o) = 6*c(0*)"' € Z(F') ist unverzweigt. Weil
T iiber F” zerfillt, hat man nach Hochschild-Serre H'(F'/F,T(F')) ~ H'(F,T).
Nach einer relativen Version von Satz 4.25 (fiir F'/F'; mit genau dem dort gegebenen
Beweis) folgt aus der Voraussetzung L(F) # (), daB 2(0) € Kern[H'(F'/F, Z(F")) —
H'(F'/F,T(F"))]. Fiir ein berandendes ¢t € T(F') hat man # := t§* € T(F) und
v(t) € X.(T)" = X.(Ty,). Nun rechnet man

NF(0) = v((t0")! 29” )) € Ny(X,(T,,)).

Damit ist das Kriterium 4.33.a erfiillt.

Zu (b): Nach Teil (a) gibt es ein stark kompaktes 6 = t* . §* € T(F). Wieder mit
Lemma 4.34 schreibt man das Bild #* € T,4(F) von der Form t* = t; - ©*(t1) ' - &,
mit ¢, € Toq(F) und to € Toy(F).. Wegen Lemma 4.28 gibt es eine unverzweigte
Erweiterung F”/F’" und ein t” € T(F")., dessen Bild in T,y genau t; " ist

Sei 0" := ¢" - §. Dann stabilisiert intf” = int¢, o ©* o intt,; ' jedes Splitting spl, fiir
das t, 'splt; von ©* stabilisiert wird.

Dafl man #” von endlicher Ordnung haben kann, ist ein Standardschluf}: (Fiir ein zu
p teilerfremdes Vielfaches m vom [ ist "™ € Cent(G)?°(F) toplogisch unipotent.
Nach Korollar 3.30.4 existiert ein topologisch unipotentes z € Cent(G)?°(F), so
dal z=™ = 0"™. Ersetze 0" durch z-6".) O
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Lemma 4.36. Wenn G unverzweigt und halbeinfach ist, gilt NF(T(F) N L) C
NZ(Z[(I)]*F) N X*(Tsz))-

Beweis: Sei §* € T(F) N L von der Ordnung [, so daB ©* := int#* ein F-Splitting
stabilisiert. Dann hat jedes ¥ € T(F') N L eine Zerlegung 9 = ¢ - 6* mit t € T(F),
so dafB} intt iiber F definiert ist. Also ist N/ (9) = v(9) = v(t- ©*(t) ---©*(¢)71) =

>ies ©% (1)) € N(Z[®]). m

==

Korollar 4.37. Falls G vom adjungierten Typ ist, gibt es (immer) stark kompakte
Elemente in T(F)N L.

(4.38) Die Struktur von maximal kompakten Untergruppen eines Torus bzgl. L
wird in Anséitzen durch folgenden Satz angedeutet.

Satz 4.39. Sei T ein mazimaler F-Torus bzgl. L, der iber der endlichen unver-
zweigten Erweiterung F'|F zerfillt. Vorausgesetzt wird, daf T(F) N L stark kom-
pakte Elemente enthdlt. Sei Ty, der mazimale Splittorus in T := T und O von
TN L auf T bewirkte Automorphismus.

(a) Die mazimal kompakten Untergruppen von T(F) sind von der Gestalt U =
(T'(F)., V), wobei v € T(F) N L stark kompakt ist (aber sonst beliebig).

(b) {U | U ¢ T(F) mazimale kompakte Untergruppe}/T(F)fKonj. ist ein prin-
zipal homogener Raum unter H'((Or1), X.(Ts)).

(c) Je zwei mazimale kompakte Untergruppen von T(F) sind konjugiert tiber

Toa(F").

Beweis: Die Aussage (a) ist klar. Nach Wahl eines stark kompakten 9 € T(F) N L
sel
vyt T(F) — X.(Typ) x s v(r-07h).

Sei | = |mo(T)|. Ein Element z = tJ € T'(F) N L ist genau dann kompakt, wenn
ol = (19)! =t - Op(t) - - O (1) stark kompakt in T'(F) ist, d.h. wenn g(x) € (1 —
Or)VNX,.(Tsp), wobei V := X, (T,,) ®R. So erhilt man eine Bijektion der maximal
kompakten Untergruppen von T'(F) mit ((1—O7)V NX.(T,,)) /(1 —O7)X.(T,) =
H'((Or), X.(T.,)).

Nach Shapiro hat man 0 = H'((07), X,(T.)) = ((1-07)VNZ[Q]*) /(1—O7)Z[D]*.
Wegen X, (Ts,) C X.(Tpq) = Z[P]* hat man damit (c). O

(4.40) Sei ab nun G halbeinfach. Aus 4.33 und 4.36 folgt, daf§ das Problem, ob in
T(F) N L kompakte Elemente liegen, gemessen wird in

(iv) (MEZIR(@)T) N X(Ty)) [ Ni(X.(Ty) = K(G, 67,1,

Daf} diese Gruppe in gewisser Weise effektiv mifit, zeigt die
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Behauptung 4.41. Sei eine halbeinfache unverzweigte (zusammenhdangende reduk-
tive) Gruppe G gegeben, sowie ein F-Splitting spl, = (B, T,-) von G, ein ©* €
Aut(G,sply) und einl € N fiziert. Dann gibt es zu jedem Element x € K(G, ©*,1)
eine iber F definierte Gruppe G = (L) mit

o 70(G) ~ Z/1 wird erzeugt von der Zusammenhangskomponente L C G
e L und ©* haben dasselbe Bild in Out(Q).
e G°=G

e v € NNT(F)N L) fiir einen mazimalen Torus T bzgl. L, dessen Einskompo-
nente in einer F—Borelgruppe liegt.

Beweis: Vorbemerkungen:
Fixiere eine ©*—stabile Kammer C' im Appartment A C B(G, F) zu T fixiert. Man
hat (z.B. nach [Hij79, Appendix 1.2]) einen (©*—&quivarianten) Isomorphismus

Q(C,A)(Gad(F)) = Stabc(Gad(F)) N StabA(Gad(F)) ~ Z[(I)]*/Z[CI)V] =. 7Tl((1)),

bei dem einem w € Norm(T,G,q)(F) links auf folgende Weise eine Klasse y in
7 (®) = 7 (Gug) zugeordnet wird: Man kann w schreiben als w = n - ¢ mit
n € Norm(Ty.,Gy)(F) und t € T, (F). Das Bild von w ist die Klasse von
V(teq) € Z[P]* in 7 (P), wobei t,q das Bild von ¢ in T, ist.

In allen Wurzelsystemen (mit dueren Automorphismen) teilt ord(w o ©*) die Ord-
nung von O* fiir alle w € Q¢ 4)(Geq(F)) und alle ©* € Out(P). Das verifiziert
man in allen irreduziblen Wurzelsystemen, auf die man den allgemeinen Fall schnell

reduziert.

Eigentlicher Beweis: Nach Annahme existiert ein y € m(®) mit N;(y) = =. Sei
w € Q) (Gea(F)) das Bild von y. Dann ist w o ©* ein F~Automorphismus von
endlicher Ordnung und zwar hat man (nach der Vorbemerkung) ord(w o ©%) | .
Daher kann man G := G x (6) bilden, wobei ord(f) = [, intf|g = w o ©* und die
F-Struktur von G so auf G ausgedehnt wird, daB § € G(F). Mit der Zerlegung
w = n -t aus der Vorbemerkung hat man t0 € T(F) (wobei hier ¢ € T(F) und nicht
T;. aufgefaBit wird). Man rechnet

-1

NE(0) = v(19)) = 3 0% (u(t)) = Ni(y) =2 O

1=0

(4.42) Beispiel: Die irreduziblen Fille: Falls ®(G) ein irreduzibles Wurzelsy-

stem ist, hat man KC(G,©*,[) # 1 genau dann, wenn (G, I, 0% m(G), 71 (G)) in den
folgenden Listen vorkommt:
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Fall 1: G zerfillt iiber F', d.h. T' = 1, und das Bild ©* € Out(G) von L ist nicht

trivial.

®(G) |ord0* | 1=m(G)| | m(G) | Caom
Agpy 2 [ gerade |T1(G)| < 2n ist eine reine 2-Potenz Z]2
Doy 2 [ gerade m(G) £ Z/4 Z]2
Dy, 2 |l=2(mod4)| m(G)ist O*stabil und |m (G)| =2 7]2
Dy, 2 401 m(G) ist O*stabil und |m(G)| € {1,2} | Z/2

Fall 2: Das Bild ©* € Out(G) von L ist trivial und G ist weiterhin split: T' = 1.

d(G) ‘ I = |m(G)] ‘ m(G) ‘ Ce.o0y
A, l € kZ firein k |n| m(G) ~Z/% Z/k
B, [ gerade m(G) =1 Z]2
Ch, [ gerade m(G) =1 72
m(G)=7Z/2 Z]2

Do, [ gerade (@) =1 (Z/2)2
[ =2( mod 4 7?2
Dgnfl 4(1 | l ) 7T1(G) ;ﬁ Z/4 Z§4
Eg 31 m(G) =1 73
E; [ gerade m(G) =1 72

Fall 3: Sowohl I' als auch ©* sind nicht trivial. Weil sie miteinander vertauschen
(und G quasisplit ist), hat man hier (©*) =T". (Insbesondere im Fall D,!)

(@) |ord®* = I |1=|m(G)|| m(G) |Cgey

m(G)=1| Z/2
m(G)=1| Z/2

A2n71
D,

2 [ gerade
2 [ gerade

Fixpunkte von anisotropen unverzweigten Tori

(4.43) Sei G = (L) in diesem Abschnitt unverzweigt. Gegeben sei ein maximaler,
iiber F' definierter Torus 7' C G bzgl. L, der iiber einer unverzweigten Erweiterung
F' von F zerfillt.

Bezeichne B’ := B(G, F') das Gebidude zu G(F"), B = B(G, F) das Gebidude zu
G(F) und I' = Gal(F'/F).

Satz 4.44 (Weissauer [W)]). Sei G, T und F' wie in (4.43) und ©* € Aut(G)
die gesternte Aktion von L bzgl. eines F=Splittings. Ferner sei ein hyperspezieller
©*—stabiler Punkt x € B(G, F) gegeben.

Dann gibt es ein g € GO (F"),, so daf T' = (intg)(T) ein (©*stabiler) F-Torus
ist, der schwach stabil G(F")~konjugiert ist zu T.
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Beweis: Sei weiterhin B = B(G(F),F) und R := O, R := Op. Wikle ein
O*-stabiles F-Paar (B,T), so dal + € A C B im Apartment zu Ty, liegt. Sei
T = Cent(T®", Q).

Sei y := igt(z) das Urbild von z unter der Abbildung ig- : B(G®™,F) LN
B(G, F)®" aus Satz 4.21. Nach 4.21.b ist y hyperspeziell im Gebdude B(G®™°, F)
der unverzweigten Gruppe G °.

Nach (3.23) werden die schwach stabilen Konjugationsklassen (in der G(F")- Konju—
gationsklasse von T) parametrisiert durch (eine Untergruppe von) H'(I', W (T)®").
Es wird daher ein F-Subtorus 7" von G konstruiert werden, so daf die G/(F)-Klassen
[T"] und [T] dasselbe Bild w, in H'(T, W (T)®") haben.

Die Konstruktion geschieht mit Descent-Theorie, wie sie etwa in [Wa79, 17.1-
17.3] oder in [BLR80, 6.2 Example B| beschrieben wird.

Sei F das glatte affine zusammmenhingende Op—Gruppenschema mit generischer
Faser (G©°),,, das Tits zur speziellen Ecke y € B®" assoziiert (vgl. Satz 4.5) und sei
T das abgeschlossene R'-Untergruppenschema von F X R' mit generischer Faser
Cent(T) = T® aus 4.5.b. Weil y hyperspeziell ist, hat man W C (G®™°),.(F"), =
F(R'). Nach 4.13 ist H'(T', F(R')) = 1. Daher existiert ein g € F(R’), so daB

HYT,W®) — HYT,F(R)®)
0= w,] — [0 g o(g)]

Mit Galoistheorie hat man einen Isomorphismus (von R-Moduln) R'®@z R = [ R/
und damit R[T]®r R ~ [[ R[T], f®r + (0(r) - fs)oer. Das Descentdatum
R'[T]®r R — R'[T]®r R iibersetzt sich mit Hilfe dieses Isomorphismus zu einem

Descentdatum
0: [[RI7T]— [ RIT
r r

Eine solche (bijektive) Abbildung ist genau dann ein Descentdatum, wenn sie gege-
ben ist durch ein System von R-linearen Automorphismen ¥, : R'[T| — R/[T] mit
Uy00; =05, und Uy (r- f) =o(r)-9,(f) fir alleo,7 €', r € R, f € R[T].

Wegen der Kozykeleigenschaft von w,, erhilt man aus dem Descentdatum ¢ fiir das
Schema T ein zweites Descentdatum ' durch ¥/ := 9, o (intw,)*. Damit steigt das
abgeschlossene Untergruppenschema intg(7) =: 7' von F nach R ab. Projeziere
seine generische Faser nach G®™°. Sie bildet dort einen maximalen Torus 7" (der
iber F' definiert ist). Weil 7" stark regulére Elemente enthélt (nach Lemma 3.2),
ist 7" := Cent (1", G) der angekiindigte Torus. O

(4.45) Definition des Punktes z(U) € B:

Sei T wie in (4.43) aber zudem anisotrop und T(F) N L enthalte stark kompakte
Elemente. Sei U eine maximal kompakte Untergruppe von T'(F). (Weil T(F) N L
stark kompakte Elemente enthilt, gibt es auch ©» € UN L. Vgl. die Strukturaussage
4.39.)

Weil T iiber F’ zerfillt, gibt es in B ein Apartment A’ zu T: Es ist nach Fakt 4.10



FIXPUNKTE VON ANISOTROPEN UNVERZWEIGTEN TORI 79

die Fixpunktmenge von T'(F"). in B'. Weil T" sowohl I'- als auch O := inti-stabil
ist, ist A’ dies auch. Die Aktionen von I' und O vertauschen. Die Anisotropie von
T impliziert, da8 z(U) := A"®70) = BV ein Punkt ist.
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5 Die Transferfaktoren

Endoskopie und Matching von halbeinfachen Elementen

In diesem Kapitel wird die Definition der Transferfaktoren nach Kottwitz und
Shelstad [KS99] gegeben. Dabei werden die meisten Bezeichnungen von [KS99]
iibernommen.

(5.1) Voraussetzungen: Ab jetzt wird fiir die ganze Arbeit ein Tripel (G, 6, a)
vorgegeben. Dabei ist G die Einszusammenhangskomponente einer reduktiven, iiber
einem p-adischen Korper F definierten Gruppe G, die von 6 € G(F) und G erzeugt
wird. Ferner ist a € H'(Wp, Cent(G)) und L die Zusammenhangskomponente von
0 in G.

Eigentlich reicht es fiir diese Arbeit aus nur (L, a) vorzugeben. Man fordert dann,
dafl L iiber F' definiert ist, Zusammenhangskomponente einer reduktiven Gruppe
ist und L(F) # 0.

(5.2) Wahl von ¢*: Im Folgenden ist mit Ausnahme von Definition 5.9 im-
mer ein 6* € L(F) gewihlt, das ein F-Splitting stabilisiert. Dann ist der F-—
Automorphismus ©* = intf* die gesternte Aktion von L aus (1.8) (beziiglich dieses

F-Splittings von G). Sei
7*(0) == 00 (0*)"! € Z'(F, Cent(Q))

Sein Bild in H'(F, Cent(G)y) ist das von (L) aus (4.24). Es hingt nicht von der
Wahl von 6* ab, wie dort gezeigt wurde.

Wenn man ein § € L(F) gewihlt hat, kann man verlangen, da8 6* = gyf mit
9o € Gger(F). Dann ist 2*(0) = ggo(ge) ™' € Cent(Ge,).

~

Dual zur Operation von 6* bzw. L auf dem Wurzeldatum ¥(G) = ¥U(G)Y hat man
die G"r-Konjugationsklasse eines § € Aut(G), das ein Wy—invariantes Splitting
von G stabilisiert. (Nach [K84, Corollary 1.7] sind zwei Wy invariante Splittings
von G konjugiert iiber G'r.)

(5.3) Definiton der endoskopischen Gruppe:
In [KS99, (2.1)] wird definiert, was ein endoskopisches Datum (H,#H, s, &) zu dem
Tripel (G, 0, a) ist. Im Einzelnen gilt dabei:

(5.3.1) H ist eine zusammenhingende reduktive Gruppe, quasisplit und iiber F
definiert.

(5.3.2) H ist eine Splitextension der Weilgruppe Wy durch AI:I , so daf} die durch
die Extension bestimmte Abbildung py, : Wr — Out(H) iibereinstimmt mit
der, die von der L-Aktion py auf H herkommt (vgl. (1.10)).

(5.3.3) s € G und ints o § =: s6 ist fast halbeinfach. (Vgl. 3.3.)
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(5.3.4) £€:H — LG ist ein L-Homomorphismus mit den Eigenschaften:

o &y H =5 Cent(sh, G)° = gt

e Sei me € Z(Wp,G) definiert durch &(w) = me(w) x w € G fiir alle
w € Wp. Dann gilt

s - (é(mg(w)) X w) s =d (w) - me(w) X w,

wobei @' ein 1-Kozykel in der Klasse von a € H'(Wp, Cent(G)) ist.

Die Gruppe H wird in einer solchen Situation endoskopische Gruppe von GG genannt.
Ein Isomorphismus zweier endoskopischer Daten (H,H,s,§) und (H',H', s, ') ist
ein Element g € G mit

~

gEH)g ' =€H)  und  gsf(g) ' € s - Cent(G).

Satz 5.4. Sei H eine endoskopische Gruppe zu (G,60,a). Dann gibt es eine kano-
nische Abbildung Ag;, von den halbeinfachen H(F)-Konjugationsklassen in H(F)
zu den G(F)-Konjugationsklassen fast halbeinfacher Elemente in L(F). Sie bil-
det stark regulire Elemente in H auf stark regulire Elemente in G ab. Falls

2*(0) € (1—0%) Cent(G,.), respektiert sie die Operation der Galoisgruppe Gal(F /F).
Beweis: [KS99, 3.3.A bis C/] O

(5.5) Konstruktion von A/, und ”vereinfachende” Konventionen:
Bei der bezeichnungsintensiven Konstruktion von Apg/; treffen [KS99] geschickte
Wahlen. (Vgl. [KS99, (1.2), Beweis von 3.3.A, 3.3.B, (4.1)].) Ausgehend von
(G,0,a), wie in (5.1) gegeben, einer endoskopischen Gruppe H und einem ma-
ximalen, iiber F' definierten Torus 7T von H, kann man ein ebenfalls gegebenes
endoskopisches Datum (H,H, s,£) isomorph so abéndern, da§ Folgendes gilt:

e sply = (B, 7,{X}) bzw. sply = (By, Tu{X»}) sind Splittings von Gbzw. H,
stabil unter der jeweiligen Aktion von Wy und spls zudem noch #-invariant.

o s€T,&(Tu)=T", &(By) C Bund € sei auf H die Identitéit.

e In [KS99, Lemma 3.3.B] wird gezeigt, daBl man zu jeder Wahl einer _Ff
Borelgruppe By D Ty einen §*—stabilen maximalen F'~Torus 7" und eine (F-)

Borelgruppe B D T von G finden kann, so daff nach Identifikationen Ty ~ Ty
und 7'~ T in der Abbildungsfolge

Ty ~ Ty == (T7)° ~ (Ty-)"

zum einen die Galoisoperationen von rechts— und linksauflen aufeinandergehen
und zum anderen die positiven (Ko—) Wurzeln auf positive (Ko—) Wurzeln
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abgebildet werden. (Deswegen ist jetzt jedem Torus genau eine Borelgruppe
zugewiesen worden.)

Ein zu einer solchen Abbildungskette dualer Isomorphismus T — Ty- wird
zulédssige Einbettung genannt. D.h. dies ist ein Isomorphimus von 7Ty auf
ein geeignetes Tp- = T/(1 — 0*)T, der iiber F definiert ist und fiir geeignete
Positivbereiche positive (Ko—) Wurzeln auf positive (Ko—) Wurzeln abbildet.

Die Existenz einer zulédssigen Einbettung beweisen [KS99], indem sie mit Hilfe des
Satzes von Steinberg iiber rationale Punkte in Gal(F/F)-stabilen Konjugations-
klassen in G, das Paar (B, T) geschickt konjugieren. Danach kann man A/, mit
Hilfe von (3.8) beschreiben: Jede Konjugationsklasse in H(F') schneidet T in einem
W (Ty, H)-Orbit. Ebenso schneidet jede G(F)-Konjugationsklasse in L* Tp- in ei-
nem W (T, G)?"-Orbit. Nach den Vereinbarungen oben hat man aber eine Surjektion

TH/W(TH, H) — Tg* /W(T, G)G*.

(5.6) In [KS99, 5.1] wird gezeigt, dafl Cent(G)y- natiirlich und tiber F' in Cent(H)
eingebettet ist, so daf bei jeder zuldssigen Einbettung

Tg* TH
Cent(G)y — Cent(H)

kommutiert. (Alle Abbildungen sind iiber F'.) Dadurch werde ab jetzt Cent(G)y mit
seinem Bild in Cent(H) identifiziert. Insbesondere definiert 2*(c) € Z!(F, Cent(G))
einen 1-Kozykel 23 (o) € Z'(F,Cent(H)) und v(L) aus (4.24) eine Klasse vy (L) €
H'(F,Cent(H)).

Definition 5.7. Die zuldssige Einbettung Ty — Ty« aus (5.5) wird benutzt, um
O(Ty, H) mit einem Subsystem von ®(T,G); = Pr(®(T,G)) zu identifizieren. (Die
Galoisaktion wird dabei respektiert.) Man sagt, eine Wurzel ®(G); komme von H
her, falls sie bei dieser Identifikation in ®(H) liegt.

(5.8) Nach den Festlegungen in (5.5) bilden sowohl {(w) = me(w) x w als
auch die Wp—Operation von “G das Bild £(Ty) = 7% auf sich ab. Daher ist
me(w) € Norm(7%°,G) = T - Norm(T%, G%) nach Behauptung 3.5. Man hat also
eine Zerlegung &{(w) = te(w) - neg(w) x w mit te(w) € T und ng(w) € G% . Die
Eigenschaft (5.3.4) bedeutet fiir den 1-Kozykel m¢ gerade

it (me (w)xw) _ a'(w)_l .5 é(tg) -tg1 fiir alle w € Wg

Definition 5.9 (Norm—Image). Ein stark requlires v € H(F') heifst Norm—Image
von ¢ € L(F), wenn folgende dquivalente Aussagen erfillt sind

e ¢ liegt in der G(F)-Konjugationsklasse Agp(v) C L.
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e Es gibt ein Matching v < ¢.
Mit einem Matching v <> 0 ist also folgende Situation gemeint: Es gibt

(1) einen Vertreter 0* € L(F) fiir die gesternte Aktion von 0 (bzw. L) beziiglich
eines F'—=Splittings.

(2) einen zulissigen (d.h. fdiber F definierten) Isomorphismus n : Ty — Ty,
wobei Ty = Cent(y, H) und T ein geeigneter 0*—stabiler F-Torus ist und
To- =T/(1 — 0T dessen Koinvarianten.

(3) t* € T(F)

(4) g€ Gs(F)

mit den Figenschaften

(5) v = Pp(t*) unter n: Ty (F) = Ty-(F)

(6) gdg'l=t-0=6"€T.

(7) intg : Cent(6,G) = T ist dber F definiert, d.h. g-o(g)"* € T(F) Jiir alle
o € Gal(F/F). Ein dritte dquivalente Formulierung ist: intg : Tg — T ist
iber F definiert, wobei Tg; == Cent(G?, G).

(5.10) Falls v € H(F) Norm-Image eines Element aus L(F) ist, liegt der Kozykel
v~ 'o(y) in der Klasse vz (L) € H'(F,Cent(H)), die in (5.6) definiert wurde als das
Bild von (L) aus (4.24) (oder gleichbedeutend das von z*(o)) unter Cent(G) —»
Cent(G)y — Cent(H).

Definition 5.11. Ein stark regulires v € H(F) wird 2} (c)-Norm-Image von
§ € G(F) genannt, wenn es ein Matching v <> ¢ gibt wie in 5.9 und (07)(0) :=

v lo(y) = zy(o).
Eigenschaften von Matchings

(5.12) Wenn Ty iiber der Erweiterung E/F zerfillt, kann man das Matching so
fiihren, daB g € G,.(F).

Beweis: Es gibt auf jeden Fall ein h € G, (F), so da T = hTgh~" der vermit-
telnde Torus (aus (5.9.2)) des Matchings ist. Sei hdh ™' =: §y =: t,0*. Nach (3.8)
existiert ein w € W(T)? mit ty, = w(t*) mod (1 — 6*)T. Weil T iiber E zerfiillt,
ist Norm(T,G)(E) — W? surjektiv. Man iindere also h € G,.(E) so ab, daB
Py-(to) = Pp-(t*). Dann exisiert t € T(F) mit §* = tt,0*t~" = thg™'0*gh~"t~". Weil
6* stark reguldr ist, hat man hg~' € T(F), d.h. ho(h)"' € T(F). Somit kann man
das Matching iiber 1, T, h, t, fiihren (statt iiber i, T, g, t*). O

(5.13) Seien 6*,¢' € L(F) beide F-Splitting stabilisierend. Dann gibt es h €
Gy (F) und z € Cent(G), so daBl inth € Guq(F) und ¢ = zh6*h . (Denn je zwei
F-Splittings sind G,4(F)-konjugiert und ein Splitting legt den ihn stabilisierenden
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Vertreter in L bis auf einen zentralen Faktor fest.)

Falls es ein Matching v <> 0 unter Benutzung von 6* (in 5.9.1) gibt, existiert auch
ein Matching (7! o Py<)(z) 'v <> 4, in dem ' der Automorphismus ist. (Dabei ist
n~' o Py : Cent(G) — Cent(H) die natiirliche Abbildung aus (5.6).)

Denn man kann die Daten aus 5.9 ersetzen durch

(1) 0 = zho0*h™!

(2) T' := hTh™" ist ein @'-stabiler F-Torus und inth o7 : Ty - Tp- Inth, Ty ist
zuldssig (und wohldefiniert), denn inth induziert den rechten F~Isomorphismus
wegen

™ "

inthT Tinth

T -7
(3) t':=ht*h~'2~" e T'(F)
(4) ¢ = hg € Gs.(F)

Behauptung 5.14. Wenn T und T" beide 6* —stabile F'~Tori sind und ' : Ty — Tj.
sowie n aus 5.9.2 beide zulissige Isomorphismen sind, dann sind T ° und T"%"° stabil
konjugiert in G%°.

Wenn man das Matching v < 0 diber ' fiihren kann, gibt es sogar ein h € G%,(F),
so dafs n' = inth on.

Beweis: Man erhélt einen F—Isomorphismus, wenn man die beiden zuléssigen Ab-
bildungen und Normabbildungen Ny« : t — t - 0*(t)---0*1(¢) auf beide Fixtori
kombiniert zu

Np- ' Np-

* 7’] 7’] *
T « Ty. < Ty > Tp- » T

Daher sind die beiden duBeren Tori stabil konjugiert in G?° nach der Charakteri-
sierung in (3.23) (fiir den ungetwisteten Fall).

Seien 0*, T', n', ¢', 6", t*' die Daten fiir die zweite Realisierung des Matchings
v ¢ 8. Weil 6 = ¢'g7'6*gg'~' und §* konjugiert sind (in G(F)), liegen nach
(3.8) Pp-(t*) = n(v) und Pyp-(h **'h) = (inth ! o n')(7) in einem W -Orbit von
Tp+, wobei h € GY°(F) einen F-Isomorphismus inth : T — 1" bewirkt. Weil
bzw. 0 stark regulir sind, folgt inth=' o i/ o n~' € W GallF/F)  Tndem man h um
einen (f*-invarianten) Vertreter dieses Elements der Weylgruppe abéndert, hat man
n = inth' o). O

Behauptung 5.15. Sei 6 € L(F) stark requlir, Ty = Cen:c(G‘s,G’) der mazimale
Torus zu 0 und E/F eine endliche Galoiserweiterung, die Tg zerfillt. Die G(F')-

Konjugationsklassen der Elemente § € L(F), die ein vorgegebenes v € H(F') zum
Norm-Image haben, werden parametrisiert durch

Kern [Hl (r, Ta(E) —2 (1 - O,)T5) (E)) s H! (r, G(E))] .
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Dabei ist (wieder) T := Gal(E/F), T := Tg und O, = intd auf Tg.

Beweis: Fiir das Matching v <» § werden wieder 6*, T, n, g, 6*, t* in ihren Eigen-
schaften aus Definition 5.9 benutzt.

Sei zuerst ein zweites Matching v <> 0’ gegeben. Dieses Matching werde gefiihrt
iiber 6%, T, ¢', 6", t'*. Dafl man dieselben 6* und 7T fiir beide Matchings benutzen
darf, wurde in (5.13) und (5.14) bemerkt. Nach (5.12) darf man g, ¢’ € Gs.(E)
annehmen!

DaB v zugleich Norm—Image von ¢ und ¢’ ist, bedeutet, dafl 6* und ¢'* konjugiert sind
in T. Also existiert ein t € T(F), so daB 6'* = gtg~'6*gt~'g~" = gtdt—'g~'. Mit
h:= g 'g € G(F) hat man also &' = htét 'h~!. Klarerweise 1st h~'o(h) € T und
(1—O7,)t =t5t 16 = h™1'hét € T(E). Daraus folgt (ht) o (ht) € G° =T,
fiir alle 0 € . Daher hat man

1=(1-6r) (t—lh—la(h)a(t)) = (1-6y) (h—la(h,)) (1-0) ((1 . @TG)(t—l))

Also ist

1-6

) (h7'o(h), (- 0r)(t™) € 2! (T, Ta(B) —% ((1 - Or,)T5) (B)).

Fiir die andere Richtung sei neben dem Matching v <+ d ein h € G(E) und t € T(F)
gegeben, so daff (i) gilt. Dann rechnet man nach, dafi &' := htd(ht)"! € G(F)
und v < ¢’ ein Matching ist. (Es wird gefiihrt iiber 6*, T, gh™!, int(gtg—')d*,
t* - (1 —6*)(gtg™"), in den Bezeichnungen fiir v <> ¢ oben.) O

Indem man zu zwei stark reguliren Elementen ¢, 0" € L(F), die ein gemeinsames
Element v zum Norm-Image haben, die Bizentralisatoren Cent(G°),G) = T bzw.
Cent(G?),G) = T" bildet, erhilt man aus Behauptung 5.15 das

Korollar 5.16. Wenn zwei mazimale Tori T und T" (bzw. zwei mazimale kompakte
Untergruppen Uy, Uy von F-ratiionale Punkten zweier mazimaler Tori), die iber
iber F' zerfallen, jeweils stark requldre Elemente enthalten, die beide dasselbe v €
H(F) als Norm—Image haben, dann sind T und T' (bz. Uy und Us) halbstabil G(F")—

konjugiert.
Fundamentale Annahmen

(5.17) In dieser Arbeit wird G und die endoskopische Gruppe H (aus (5.1) bzw.
(5.3)) nicht von der allgemeinsten Gestalt in [KS99] benétigt. Es werden folgende
vereinfachende Annahmen gemacht:

(1) Der Korper F' ist p-adisch.
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(2) G = G° ist unverzweigt, d.h. quasisplit und zerfillt iiber einer endlichen un-
verzweigten Erweiterung F” von F. Als innere Form G* mit F'—Borelgruppe zu
G wird G = G* benutzt und der innere Twist ¢ : G — G* in [KS99] sei die
Identitit.

(3) 0 € L(F) ist stark kompakt und es gibt ein §* € L(F") von endlicher Ordnung,
so dal intf* ein F'-Splitting von G stabilisiert. Dabei ist L eine Zusammen-
hangskomponente, die G erzeugt. Zudem sei mo(G) ~ Z /I, wobei p 1 1.

Nach 4.35 und der Jordanzerlegung 3.32 folgt daraus, dafl es ein residuell halb-
einfaches 0" € L(F) gibt, das einen hyperspeziellen Punkt im Gebédude B(G, F')

fixiert.

(4) a € H'(Wp,Cent( A)) ist unverzweigt, genauer gesagt sogar Inflation aus
H'(Gal(F'/F),Cent(Q)). Der assoziierte Charakter w von G(F) sei unitr.

5) Die endoskopische Gruppe H ist ebenfalls unverzweigt und H = “H.
(5) p pp g

(6) Der durch die Einbettung & : H — G w +— mg(w) x w definierte 1-Kozykel
ist Inflation von m¢(o) € Z'(Gal(F'/F), G).

(7) Die Restklassencharakteristik p von F' ist grof, jedenfalls groBer als der (ab-
solute) Verzweigungsindex eg von G, der folgendermafien definiert ist: Zu den
endlich vielen Konjugationsklassen von maximalen F'—Tori bestimme jeweils
den minimalen Verzweigungsindex e(E/Q,) unter allen Zerféllungskérpern E.
Das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Zahlen ist eg.

(5.18) Begriindung dieser Annahmen: In diesem Abschnitt sei ausnahmsweise
F ein globaler Korper. (Die Lokalisierungen an der Stelle v werden mit F,, |, G,,, ...
bezeichnet.)

Die Annahmen (5.17) resultieren daraus, dafl man sich in dieser Arbeit fiir fast alle
Stellen einer globalen Situation interessiert, und zwar:

Gegeben seien (G,0,a), das sind eine iiber einem Zahlkérper F definierte zu-
sammenhingende reduktiven Gruppe G, ein F—Automorphismus 6 von G und
a € H'(Wg,Cent(G)), der vorgegeben ist bis auf lokal triviale Kohomologieklas-
sen. Von # wird zusétzlich angenommen, daf3 das Bild von € endliche Ordnung in
Out(G) hat, d.h. die Einschrinkung von ¢ auf das Zentrum von G hat endliche Ord-
nung. Das ist eine (unwesentliche?) Einschrinkung der globalen Situation! Weiter
sei ein globales endoskopisches Datum (H,H, s, ) gegeben. Dies ist (nach [KS99,
(2.1)]) verbatim so definiert wie in (5.3) mit einer Ausnahme: Fiir ¢’ in (5.3.4) wird
nur lokale Aquivalenz zu a gefordert.

Sei ¢ : G = G* ein innerer Twist zur quasisplit Form G*. Wihle (und fixiere) ein
F-Splitting spl;. von G* und einen Automorphismus 0* € Aut(G*, splg.), der in
Out(G) dasselbe Bild hat wie ¢ o6 o~
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Zu (2): Durch ¢ : G — G* ist ein 1-Kozykel ¢o(¢)~! € ZY(F,G%,) definiert, der
(nach dem iiblichen Standardschluf}) an fast allen Stellen zerfillt, d.h. fiir fast alle
Stellen v gibt es ein g, € G’s‘w, so dafl intg, o1, : G, = G, iiber F), definiert ist.
Damit kann man fast {iberall G, iiber F, mit G identifizieren.

Da ein globaler Zerfillungskorper von G* an fast allen Stellen unverzweigt ist, darf

man G, und H, fast {iberall unverzweigt annehmen.

Zu (6): Die Kozykel a und mg in (5.17) sind ebenfalls Lokalisierungen von globalen
Kozykeln an geeigneten Stellen. Dafl man sie als Inflationen auffalen kann, wird
z.B. fiir m¢ in 5.53 gezeigt werden.

Zu (5): DaB man unter den bisher diskutierten Annahmen H = “H annehmen darf,
wird in Korollar 5.55 gezeigt werden.

Zu (3): Zunéchst benutzt man das (technische)

Lemma 5.19. An fast allen Stellen v gibt eine (geeignete) endliche unverzweigte

Erweiterung F'" | F, und ein 0"* € L,(F,), das die gesternte Aktion von L, bzgl.
eines (geeigneten) F,-Splittings spl von G, = G, bewirkt, so dafs

Zspl(U) D:€f9u*a(9u*)—1 c ZI(FIV, Z)
(Das zspy ist die Restriktion des in (5.1) lokalen Kozykels auf Gal(F,/F').)

Beweis: Wenn v gut im Sinne von (2) ist und die F'V/F, geniigend gro8 ist, hat man
id = v,0(1h,) "t = int(g, 'o(g,)) fiir alle 0 € Gal(F,/F'"). Dabei ist g, € G,(F))
das aus der Begriindung von (2). Also liegt das Bild von g, in G.4(F").

Wiihle ein (globales) gy € G*.(F), so dal 0* := intgy o 1) 0 f o 1p~! ein F-Splitting
spl;. von G* stabilisiert. Nachdem man eventuell endlich viele Stellen ausschlief3t
und F"”/F, nochmals (unverzweigt) vergrofiert, darf man gy € G (F'”) annehmen.
Fiir fast alle v gilt

—1

0; = int(gg), 0, 0f01, " =int(0*(g,) (g0)v -9, ") 0 (intgyogbV) 06,0 <intg,,og/)l,)

Weil G, und G% iiber intg, o ¢, identifiziert wurden (s.o0), ist 6% := 6*(g,) - (gg)s -
g, 0, ein Vertreter fiir die gesternte Aktion von L, bzgl. splg. ,. Daher gilt fiir
o€ Gal(F,/F")

Zsplge, (0) =070 (07) " = 0"(g) - (90)0 - g, " - 0(90) (90), " - 0 (07(90) )

=(1—-0")(g,"0(gs)) € (1 —0)Z. 0

Die Annahme, dafl ein geeignetes * € L(F') ein F-Splitting fixiere, folgt nach
diesem Lemma mit Behauptung 4.27. Das man 6#* von endlicher Ordung annehmen
darf, folgt aus Korollar (4.35) nach eventueller unverzweigter Erweiterung von F'”
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sobald man in L(F),) stark kompakte Elemente hat. Das dies fast iiberall geht, soll
als néichstes gezeigt werden.

An fast allen Stellen ist der globale innere Automorphismus ' € G.4(F) stark
kompakt. Daher ist auch 07 beschriinkt fiir fast alle v, d.h. 6, ist stark kompakt
nach (3.28). Weil H'(F, k(G)) endlich mit zu p teilerfremder Ordnung angenommen
werden darf, gibt es ein [; € N\pN, so daB 0! € Bild[G(F,) — Gu(F,)]. Da
dieser Homomorphismus in tJZ, verlduft, gibt es ein stark kompaktes g € G (F,)%
mit intg = #. Indem man [; (gegebenfalls) prim zu p vergrofiert, kann man g
topologisch unipotent in G(F,)% annehmen. Weil p { I;, gibt es nach Korollar
3.30.4 ein topologisch unipotentes u € G(F,)? mit u"* = g='. Dann ist §' := intuo®
von endlicher Ordnung und man kann G := G, x (¢') definieren, versehen mit einer
Caloisstruktur, durch die ¢ € G(F,). Dadurch gibt es einen Vertreter u '#' €
G(F,), der auf G, den Ausgangsautomorphismus 6, bewirkt.

Man darf aber nicht erwarten, daf§ die Ordnung von 74(G) gleich der Ordnung von
0* als duflerer Automorphismus ist. Dies zeigt das folgende

Beispiel 5.20. Sei G = Sly, ( := s . Weiter sei F' ein Zahlkorper oder p—adischer
Korper, der i enthilt und fiir den die Kummererweiterung F'(¢)/F den Grad 4 hat.

(Z.B. F = Q(i) oder F' ein p-adischer Korper, dessen Restklassenkorper ¢ Elemente
enthiilt, so dal ¢ =5 mod 16.) Sei

¢ ~1
Jp 2:< CC ) € Sl und J:< 711 )
—i 1

Der Flipp ist 6*(g) := J('¢g~")J~". Sei G = G x (#*) so iiber F definiert, daf
0* € G(F). Weiter sei 0 := g, ' - 0*.

Dann definiert © = intf einen F~Automorphismus der Ordnung 2 in Aut(G). Weil 0
die Ordnung 8 hat, gibt es klarerweise eine reduktive F'—Gruppe G', die G (mit seiner
F-Struktur) als Einskomponente enthélt und in der ¢ als F-rationales Element
aufgefaBt werden kann. Man konnte z.B. G’ = G x (8) nehmen. (Dann ist 7o (G") ~
7./8.)

Allerdings gilt die

Behauptung: G’ ist keine F~Form von G.

Beweis: Sei Z = /1 das Zentrum von G. Zur besseren Unterscheidung ist im
Folgenden ©* := intf* auf G. Weil 0* auf Z durch Invertieren operiert, hat man
Z/(1 =097 = V1/{#+1} ~ Z/2. Sei 7 € Gal(F/F) so, daB seine Einschrinkung
auf F(¢) durch 7(¢) = i festgelegt ist. Es gilt gy7(g, ') = —i & (1 —0*)Z.

Zu zeigen ist, daB es keine F-Form von G gibt, so daB g;'0* € G(F) beziiglich
der getwisteten Galoisaktion invariant wird. (Die Wahl von g, ! modulo den vier
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zentralen Elementen ist unerheblich fiir die kommenden Uberlegungen.) Sei (o

¢;) € Z'(F, Aut(G)). Wie schon in (5.18) bezeichne o, = ¢, 00 die mit ¢, getwistete
Galoisaktion auf . Weil G nur innere Automorphismen hat, kann man eine 1—
Kokette o — x, € G(F) wihlen, so da8 ¢, = intz, o ©*"= mit n, € {0,1}.
Man sucht also insbesondere ein ¢, mit
(ii) 9,0 =0=1.(0) =c, (7(99_19*)) = intz, 0 O ( — ig;lﬁ*)

— i)™, 07 (g ) - ©° () - 0

Dies dquivalent zu
(iii) O (z,) “tu, =G0 Tr - g5

wobei tg = ¢ und

1 .
t :z—i-@*(ga)-951=C‘2-< L )
1

Benutze die Bruhatzerlegung G = UNTU, wobei T der Diagonaltorus, U die uni-
potenten oberen Dreiecksmatrizen und /N ein Vertretersystem fiir die Weylgruppe
W ist, so daB Elemente aus W®  ©*-invariante Vertreter haben.

Sei x, = untu (mit u,u € U, t € T und n € N Vertreter fiir w € W). Dadurch sind
t und n eindeutig bestimmt. Dann folgt aus (iii)

. e 0 0, ,-1-0 -1 -1 -1 -
(iv) u”  n® 10ty tou by, = gougy no w” (ge) - gy -t getlg,
~ O~ D @ N —
€U co*(N) €T €U eU EN eT €U

Indem man zuerst die Bruhatzelle betrachtet, sieht man Bw® B = BwB. Also
ist w € WO". Die Reprisentanten von W sind oben in N N G®" gewihlt worden.
Daher folgt aus (iv) (wegen der Eindeutigkeit des Torusanteils der Bruhatzerlegung)

O (t) “tn, =w (go) g5 - t.
Wenn also ein Twist ¢, existiert mit der Eigenschaft (ii), muf} es notwendig w € W®”
und n, € {0,1} geben, so daf
tnr “ 90 w_l(gﬂ)_l S (1 - @*)T = {Diag(x,x_l,x_l,x) ‘ T e Gm}

Weil man modulo (1 — ©*)T rechnet und ¢; = —i (mod (1 — ©*)T), sucht man
w € WO, so daB es x gibt mit

z ¢ S
( T ) =y-go-w '(go) " =y- gg -w’1< ¢ -1 )
x —iC ic—1

wobei y € {£i}. Weil w die Eintrége nur permutiert, kann man aus der zweiten oder
dritten Zeile 2! = y ablesen. Kein w erlaubt aber den ersten Eintrag zu z = —y
zu machen. Widerspruch.

Also kann es kein z, geben, so daf§ (ii) gilt. Somit gibt es kein getwistetes 7, das
g, 0" invariant liefe. O
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Definition von Ap, A und Ay

(5.21) Ab nun ist bis (5.47) ein Matching H(F') 5 v <> 0 € L(F') stark regulérer
Elemente fest vorgegeben und alle Bezeichnung von (5.9) werden benutzt. Dabei
wurden folgende Wahlen gemacht:

2i(0) = v 'o(y) € Z'(F,Cent(H)) wird nicht gew#hlt, wenn das Matching
v 4> 6 bekannt ist. Wenn aber nur § festliegt und man unter mehreren
moglichen Norm-Images auswihlen mufi/will, wihlt man 2zj,. In Kapitel 8
wird das so gemacht.

6* € L(F') ist Vertreter eines Automorphismus’ ©*, der ein F—Splitting stabi-
lisiert, so daf§ gilt: 0*c(6*)~! geht auf 2} (o) unter der natiirlichen Abbildung
Cent(G) — Cent(H) (aus (5.6)). Ein zweites 63 hat die Gestalt 65 = zhf*h ™!
mit inth € Gu(F) und z € Cent(G), so dafl zo(z)~! € (1 — 6*) Cent(G).
(Denn je zwei F-Splittings sind G,4(F')-konjugiert und ein Splitting legt den
ihn stabilisierenden Vertreter in L bis auf einen zentralen Faktor fest.)

spl; = (B, T,{X,}) ist ein ©*stabiles F-Splitting. Es ist bis auf G?,(F)-
Konjugation bestimmt. Genausogut kann man statt dessen auch das Splitting
splgor = (B, , TS, , {3, 1o Xy }) von G wihlen, denn sply ist eindeutig

bestimmt durch splge-. (Das folgt aus (3.11) und weil die {X,} linear un-
abhéngig sind in g.)

n: Ty — Ty ist ein zuldssiger Isomorphismus von T auf die #*—Koinvarianten
To- = T/(1 — 0*)T eines #*—stabilen F—Torus’ T. Dieser Torus ist bestimmt
bis auf stabile Konjugation von T% in (GY ),.. Damit ist 7 bestimmt bis auf
Nachschalten von inth mit h~to(h) € TZ, .

Die Borelgruppen (B, By, By, B) sind in (5.5) nur zur Rigidifizierung der
zuldssigen Einbettung gewihlt worden. Thre Wahl geht nur iiber n in die De-
finition der Transferfaktoren ein, nicht direkt. Sie werden also nicht beachtet.

g aus der Definition 5.9 ist (nach Vorgabe von T') nur bestimmt als Element
der Doppelnebenklasse Ts.(F)\Gs.(F)/ Norm(7T, G)(F).

t* = gdg 10"t = §*0* 1 € T(F) wird nach den Wahlen von g und #* selbst
nicht mehr gewéhlt.

x-Data fiir (T, G);. Da man fiir sie nur die Galoisaktion braucht, die 7% auf
dem Wurzelsystem induziert, werden die y—Data genaugenommen zur stabilen
G% -Konjugationsklasse von T, gewiihlt (und nicht zu T selbst).

a-Data fiir ®(T,G);.  Wie die xy-Data werden sie zur Galoisaktion von T2,
auf ®; gewihlt. Die a—Data (und x—Data) fiir ®(Ty, H) sind nach Wahl von
n festgelegt durch die Identifikation von ®(Ty, H) als Teilmenge von ®(T, G);
in 5.7.
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Dabei sei wie stets I := (6*).

Definition 5.22. Sei M Levigruppe einer 0*—stabilen Parabolischen P C G, und
d € Norm(P,G)(F) N L halbeinfach. Dann ist die Harish-Chandra—Diskriminante
definiert als (| - | wurde in (1.1) normiert)

1
2

D (0) = | det(1 — Ad

D wsecrione]

(5.23) Definition von Apy:

Dejry(8)  Doyr(t6%)
A ,0) = ¢ =
V0= ) T Dy ()

Dieser Faktor hingt von keiner der Wahlen ab.

(5.24) Ay ist definiert als der Quotient von

II xrw (M> Il xew (Sm(t*) + 1>,

ap,
I-Py(a), 1(e) T-Pr(a),
a nicht vom o vom Typ III
Typ 111

wobei die Produkte (insgesamt) iiber alle I'-Orbiten von Wurzeln aus ®(G); =
Pi(®(T,G)) genommen werden, durch

T v (M) _

a
D-apCH(H) o

Hierbei wird iiber alle I'-Orbiten von Wurzeln aus ®(7Ty, H) multipliziert.

Der Zihler hiingt nicht — wie es scheinen mag — von ¢* ab, denn jedes ¢ € T(F)
mit Py-(t') = n(y) € Tp-(F) produziert dasselbe Sy, (t') = Sia(t*). (Weil o(t*) = t*
modulo (1 — 0*)T C KernSy,, ist Sio(t*) auch unabhingig vom Repréisentanten «
des I'-Orbits.)

Der Faktor Ay hingt von den Wahlen der y-Data und der a—Data ab, aber sonst
von nichts. Genaueres wird bei A; und Ay gesagt.

(5.25) Definition von A;: Dieser Faktor wird nicht in G gebildet, sondern in
den #*Invarianten der einfach zusammenhingenden Uberlagerung von Gg.,. Im
Folgenden wird immer (G,.)? durch GY, abgekiirzt. (Nach Steinberg hingt diese
Gruppe zusammen.) Sei

Codaw s HY(T (T)™ ) om (((T8))T) = €
die Tate-Nakayama—Paarung. Dann ist

A1(7,6) = (Aaa) (TS ), sT0) TN
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wobei die beteiligten A und s nun definiert werden.

~

Zu )\: Wihle ein h € GY (F), so daB inth : T?, = T?. Fiir 0 € I' = Gal(F/F)
bezeichne

op :=inth ' oo ointh = int(h 'o(h)) oo = wr(o) oo € W(T?,,G?)) x

sc?

die auf TY, zuriickgezogene Aktion von o auf 7Y . Nach [LS87, (2.3)] kann man
diese Aktion mit Hilfe von a—Data fiir @(GfZ,ng) C P/ (®(G,T)) liften zu einem
Homomorphismus

I'y:={or|ocel} — Norm(T?,,GY )(F) x T
o — ( I agv) -n(mt(h_la(h))) o
acd(G)f
U;la>0

wobei n(...) € Norm(T?,, G?") der Steinbergrepriisentant in G©, fiir den Weylgrup-

penanteil von o ist. Daher definiert

Mo @) @) =0 (T a2’} -n(min o)) - (rto(m) - p"
e

einen Kozykel A € ZY(T,T% ). Nach [LS87, (2.3)] hingt die Kohomologieklasse von
A nur von der Wahl des Splittings splie+ ab und nicht von den sonstigen Wahlen (a—
Data, h). Die zum F-Splitting (mtg)(splGe ) berechnete Klasse von A unterscheidet

sich von der zu splge- berechneten um o +— g~'o(g) € Cent(GY)).

Zu s: Man beobachtet (unter den Vereinbarungen (5.5))

~

((TSC)H:C)A = ((T)ad)é = (%d)éad

(wobei T,q = T/ Cent(Q)). Sei spy das Bild von s € 7 (aus dem endoskopischen
Datum) unter 7 — Toq — (Taa)j,,- Aus der letzten Bedingung in (5.3.4) folgt,
da spp [-invariant ist (vgl. [KS99 Lemma 4.2.A.]). Daher erhilt man durch
Projektion ein sy € mo(((T2)™)").

Anmerkung: Im Allgemeinen ist G?, = (G,.)?" nicht einfach zusammenhé’mgend.
Aber A 1Bt sich eindeutig liften nach H'(T, ((Ty)? )sc), denn ¥ € (®(G);)Y C
X.((TY)se) und die Steinbergrepriisentanten werden eigentlich immer in der einfach
zusammenhingengenden Uberlagerung gebildet. Die Mehrdeutigkeit beim Riickzug
von h nach (Gsc)SC schldgt sich nicht auf die Kohomologieklasse des geliften A\,
durch, denn sie liegt im Zentrum. (Zu Beginn des Beweises von [KS99, Theorem
4.6.A] bemerken die Autoren, daf§ es nicht notig sei, zu (G?,),. iiberzugehen.)
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(5.26) Abhéingigkeit des Faktors A; von den Wahlen: Offensichtlich ist A;
unabhiingig von der Wahl des Vertreters 6* fiir ©*. Er ist aber auch (klarerweise)
unabhéngig von ©* in dem Sinne, daf er sich nicht &ndert, wenn bei der Berechnung
iibergeht von (©*,splg,n, {as},7,9) zu

(intiL 0O ointh !, BsplGiL’l, inth o, {@poiniii}s 75 9)

fiir h € Gy, mit inth € Guq(F).

Nach [KS99, (4.2)] und [LS87, (2.3)] hingt A; bei fixiertem ©* nur ab von der Wahl
des ©*—stabilen F'-Splittings, von der zuldssigen Einbettung n : Ty — Tp- und den
a-Data fiir ®(G)(e+.

Im Beweis von [KS99, Theorm 4.6.A] wird gezeigt, dal Ar- Ay unabhéngig von den
a—Data ist. Die Abhéngigkeit von n wird von Ay neutralisiert: Genaueres steht in
5.37(2) und (3) unten.

(5.27) Normierung von Ap: Fiir unverzweigtes G kann man nach Wahl eines
hyperspeziellen Punktes € B(G, F) den Faktor A; = A7 normieren, d.h. von
allen (anderen) Wahlen befreien. Es ist ja nur noch die Wahl des Splittings zu
beriicksichtigen.

Die Normierung besteht in der Forderung, daf

(1) ©* den Punkt z fixiert.
(2) das F-Splitting splge- geliftet ist von G bzgl. ig:(x) € B(GS , F). (Vgl.
Definition 4.14.)

Wegen Satz 4.21.b ist der Punkt ig!(z) hyperspeziell in B(G, F).
Behauptung 5.28. Der so normierte Faktor AY hdngt nicht ab von sply mit den
FEigenschaften (5.27.2).

Beweis: Seien spl und spl’ zwei bzgl. ig!(z) geliftete F-Splittings von G . Weil
je zwei F-Paare G© (F)-konjugiert sind, kann man fiir die Berechnung von A;
o.E. annehmen, dafl beide Splittings ein gemeinsames F—Paar haben, d.h. spl =
(Bl,Tl, {Xa}) und Spl, = (Bl,Tl, {baXa}) fir ba € O;;

Nach Lemma 4.28 gibt es eine unverzweigte Erweiterung F”/F und eint € T (F"),. C
GO (F"), so daf§ (intt)(spl) = spl'. In der Berechnung von Ay wirken sich die Split-
tings nach [LS87, (2.3.1)] folgendermafien aus:

Moo (TS spl') = Ao, (TS, spl) - (0 + ta(t)7h).
Daher sind beide Kohomologieklassen gleich, denn die Klasse von to(t) ' liegt in
HY(F"/F, TS (F").) = 1 (nach 3.39). O

? sc
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Definition von Aggg

Hier ist die Generalannahme H = “H aus (5.17) entscheidend. Sie erspart die
Verwendung der allgemeinsten Definition von Ay aus [KS99, (4.4)]. Fiir den Fall
2*(0) = 1 (bzw. bereits wenn #* in G(F) gewihlt werden kann) vereinfacht sich
dieser Faktor noch einmal betréchtlich. (Vgl. [KS99, (5.3)].)

Fiir Ay;p hat man nur einen relativen Transferfaktor, der zwei Matchings miteinander
vergleicht. Im néchsten Abschnitt wird eine Moglichkeit vorgestellt (durch Wahl
besonders einfacher Vergleichsmatchings) A nur einem Matching zuzuordnen mit
nur einer zusitzlichen Abhéngigkeit von der Wahl eines hyperspeziellen Punktes

x im Gebidude. In diesem Abschnitt wird der relative Faktor App(7,d,7,d) nach
[KS99, (4.4)] vorgestellt.

(5.29) Notation: Sei C eine Gruppe und f : A — B eine C—Abbildung von
C—Moduln. Sei H"(C, A ER B) die r—te Hyperkohomologiegruppe des Komplexes
. > A — B — 0...., bei dem aufler A im Grad 0 und B im Grad 1 nur 0 stehen.
1-Hyperkozykel werden folgendermaflen geschrieben:

ZYC, AL BY = {(0 = al(0),b) € Z(C, A) x B f(a(o)) = b 'o(b)} .

Dabei sind 1-Hyperkoréinder Elemente der Form (o — a 'o(a), f(a)). Gebraucht
werden wird die (lange) exakte Sequenz

LomveB L omeAlB L oE(C,A) L.
b = (0,0); (a(o),b) a(o)

(5.30) Ein zweites (Vergleichs—) Matching: Sei 7 < § ein weiteres Matching
stark reguldrer Elemente. Alle Daten aus (5.9) sowie die x—Data fiir dieses Matching

erhalten einen Balken: g, T, T, X, usw. Allerdings werden fiir beide Matchings
dasselbe 6*, spl, und alle Konventionen aus (5.5) gemeinsam benutzt. Inwiefern Ay
davon abhéngt wird in (5.37) angegeben. Insbesondere ist die zuléssige Einbettung
Ty = Ty (dual) verbunden mit Identifikationen

?H:TH:TH und ?:T:T,

die (selbstverstéindlich) nicht die Galoisoperationen respektieren miissen. Aber im-
merhin werden sie (und die dualen F—Identifikation 7"~ T) beniitzt, um Elemente
ohne notationelle Kennzeichnung in all den identifizierten Tori als gleich aufzufassen.

(5.31) Die Tori S und U: Sei
C = Cent (@), C, := Cent(G,,) und Z := Cent(G)°!
Zur Erinnerung: T,y = T'/C. Man definiert (vgl. [LS90, Beweis von 3.5.A])

S:ZTXT/{(Z,Z_I)‘ZEC} und U :=T,. x T, {(z,z‘l)‘zecsc}.
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Betrachte

) TxT —s S AN T X T o
(t,t) +— (t,t) mod C' —— (t-t,t mod C)

Die linke Abbildung ist galoisiquivariant, die rechte (Isomorphie) ist (natiirlich)
nicht iiber F' definiert. Aber der Isomorphismus ermdglicht eine Identifikation von

S mit T x T,.. Dabei ist mit T, strenggenommen der Torus (T)4c in der einfach
zusammenhéngenden Uberlagerung (G)s. der derivierten Gruppe von G gemeint.

(Denn X, ((T)se) = Z[@V(G)] = Z[2(G)] = X*(T,4).)

Durch die Beteiligung des Isomorphismus aus (v) ist die Galoisaktion auf S = Tx?sc
etwas verwickelt. Dual zu (v) hat man

TxT B
(tv t- pfa(tsc)) { (tafsc)
(o7 (t), op(t - prtse))) < 105 (L, tse)

Als von S herkommende Galoisaktion og auf S ergibt sich daraus:
os(tstse) = (ov(t), or(@) op(Dor(tse)).

wobei t € (T)sc x 7 ein Lift von t € (T)der . 7 ist und or, o die von T bzw.
T herkommendene Aktion von o € Gal(F/F) auf T~ T ~T ist. (Beachte:
Z = Cent((G))° ist ein Torus!)

Analoges gilt fiir die Aktion oy auf U = (T)ad x (T)se.

~

(5.32) Kottwitz—Shelstad—Paarung: Kottwitz und Shelstad konstruieren in
[KS99, Appendix A] eine Paarung (-, ) s von 1-Hyperkohomologiegruppen:

(vi) HY(F,U X% 8) x H' (W, § 24 0) — .

Dabei ist genauer 1 —6 : U Proly g 7% Sund 1—-6 - § =% § P 7. Die Paarung

kombiniert die Langlandsdualitét aus (3.34)
<', '>L : HI(WF,S’) X S(F) — C~*
und die Tate-Nakayama—Paarung

(-, Vo s HY(F,U) x mo(U") — C*.
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Genauer gilt nach [KS99, (A.3.13+14)]

~ AA

(vii) (G(t), £)rs = (t,1(2))7" und (2,00 xs = (i(2), D)z

wobei i, j (bzw. 7, j) die Abbildungen aus der Spektralsequenz (5.29)
(viii) .= HY(F,S) L H(F,U = §) 5 HY(F,U) - ...
bzw. . A
o = HWp,U) L H'(Wp, S - U) 5 H' (Wg, S) —
sind (vgl. (5.29)). Dabei wurde ¢ € U"* mit seinem Bild in m(U") identifiziert.

(5.33) Definition von Agy: Im Folgenden werden V(o) € ZY(F,U =% S) und
A(w) € ZY (W, S =% U) definiert. Dann ist

Ami(7,6,7,6) == (V(o), A(w)) ks

(5.34) Definition von V(o): Der 1-Hyperkozykel mit Klasse in H'(F,U LN

wird konstruiert durch

5)

v(o) = go(g) ' € T,.(F) g wie in (5.9).

In G rechnet man (mit z*(0) = 0o (6*) " aus (5.2))

Zo)tro(t) = 0%0(6*) " = 6" o(gdg™") T = 6*a(g)g 6" go(g)

= (1 —60")v(o).

Analoges gilt fiir das zweite Matching. (Man muf} nur ¢, v, 6*, §, t* mit Balken
versehen!) Also nehme

V(o) = (o7 (0),5()), (5. 771)) € 2 (P, (T X T0)/Cu " (T x T)/C).

(5.35) Definition von A(w):

Die Konstruktion eines 1-Hyperkozykels in Z' (W, S0 ) ist komplizierter. Zu-
erst werden zwei Homomorphismen £, , &7 definiert. Durch die Wahl von xy—Data fiir

®V(H, Ty), versehen mit der Galoisaktion durch die Identifikation ®(H, Tz) ¢—
®(H,Ty), hat man nach Langlands Satz 3.41

Epy  FTy — “H .
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Die zweite Abbildung entsteht aus
Er s BTy S LTy ) — G % Wi < LG

Hierbei ist die linke Abbildung dual zur zuldssigen Einbettung Ty —T)-, die mitt-
lere geschieht durch die Wahl von x Data fiir ®¥(G%, T%) c (®(G,T),)" +—
(®Y(G,T)p)" nach Langlands (3.41), und die letzte Inklusion ist klar. Nun hat
man folgende Situation:

LT, b &r(PTy) - T— LG

3

“Tu .fTN> éry ("Ty)—LH
H

Hierin wird ar € Z'(Wp, T) definiert als der Fehler zwischen {7, und &p, ndmlich

ar(w) - &r(w) = (£ 0 &ry, ) (w) (fir w € Wp).

Analog wird ag definiert als ap(w) = &x(w) ' (o0&, ) (w), wobei &5, : 1Ty — “H
durch x-Data fiir die Identifikation ®(H, Tz) <— ®"(H, Ty) konstruiert wird und
& "Ty = Y(Ty) — G durch x-Data fiir ®(G); ¢— ®'(G,T)s und die
zuliissige Einbettung Ty — Ty~ (analog zu oben).

In [KS99, Lemma 4.4.B] wird gezeigt, dafl

(1) az(w)ar(w) ! sich (natiirlich/eindeutig) liften 148t zu z,.(w) € Z'(Wr, T.).

(2) (1) (aT(w), xsc(w)> ~(5,1)- UU((E—I, 1))

so da} der angekiindigte 1-Hyperkozykel ist:

~
~ =

A(w) = ((ar(w), zoew)) ', (5,1)) € 2'(Wp, T <L = (s X (D).

(5.36) Eigenschaften von z,.(w): Von xs.(w) wird benutzt werden, daf} seine Ko-
homologieklasse trivial bzw. unverzweigt ist, falls sowohl ax(w) als auch ap(w) die
jeweilige Eigenschaft haben. Auflerdem werden folgende Kompatibilitdten benutzt:

(ix) <(aT(w),xSC(w)) , (1,f)>L = <aT(w),Z>L,

wobei links die Langlandspaarung fiir S steht und rechts die Langlandspaarung fiir
T. Analog ist fiir t € T'(F)

(x) <(aT(w),xsc(w)) . (t, 1)>L - <aT(w),t>L.
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Sowohl ((1,7) als auch (¢,1) mégen hierbei fiir ihr Bild in 7 x T/ Cent(G) = S
stehen. Alle diese Eigenschaften kann man an der Konstruktion in [KS99, Beweis
von Lemma 4.4.B] ablesen.

(5.37) Abhéingigkeit des Faktors Ay von Wahlen: Der Faktor Ay héngt
(bei fixiertem G, H, v ¢ 8,7 <+ &) von der Wahl von ©*, i, 77 und den verschiedenen
x—Data ab. Alle anderen Wahlen haben (danach) (mehr oder weniger offensichtlich)
keinen Einflufl Ayy.

(1) Ap héingt nicht ab von 6*: Genauer bleibt Ayyy invariant, wenn man zu seiner
Berechnung von (6*;,9,T, 1, {Xa}; 7,0, T,7, {Xa}) iibergeht zu

(h20*h Y, 6, A Th ', inth o 0, {Xaoins n-1 ;7> 0, RTh ™, inth o 7, { Xaoint n-1 1),

wobei 2z € Cent(G) und h € Gy, so daB inth € Guu(F) (und zo(z) ! €
(1 —6%) Cent(Q)).

Zum Beweis rechnet man V(o) mit dem alternativen §' = zh6*h~" in (5.13)
aus: Mit den Bezeichnungen von dort und 2, := ho(h)™! € Cent(Gy,.) hat
man

V(o) := (hg)o(hg)™" = hgo(g) 'h™ 'z, = inth(v(0)) - 2,

v (o) = inth(v(0)) - z,. Daher gilt in U = Ty, x Ty./{(2,27")}
)=, 7' (0)) = (inth(v(o)~1),inth(v(0))). Ebenso ist

und analog
gerade (v'(o

(¢, =) = (ht*h='2=1, (ht*~'h='2)) = (inth(t*), inth(*=1))

in S =TxT/{(z,271)}. Alsoist das bzgl. § berechnete V(o) das durch inth €
Goq(F) auf die entsprechenden Tori zu T’ x T' = inth(T x T) iibertragene
V(o), das mit #* berechnet wurde. Die restliche Ingredienz fiir die Kottwitz—
Shelstad-Paarung A(w) wird in der dualen Gruppe berechnet, ist also un-
abhingig von der Wahl von ©* innerhalb seiner G,4(F)-Konjugationsklasse.

U

(2) Ar(7,6) - Am(y,6;7,0) ist nach [KS99, Beweis von Theorem 6.4.A] invariant,
wenn (1 : Ty — Tp-, {Xa}) ersetzt wird durch (inth o 7, {Xaeintn-1}) filr ein
h € G (F) mit h='o(h) € TY (F).

(8) Analog bleibt Af(7,8)~" - Apr(, 0;7,6) dasselbe, wenn man zu seiner Berech-
nung statt (17 : g — T, {Xa}acaoe),) Wie eben (intho?, {Xacintn-1}) benutzt
mit hto(h) € T?,(F).

(4) An(y,8)-Am(v,0;7,9) ist nach [KS99, Beweis von Theorem 6.4.A] unabhiingig
von den y-Data fiir ®(7);.

(5) Ebenso ist An(¥,0)~" - Amr(7, 8;7%, ) unabhiingig von den y-Data fiir ®(T);.
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Von allen anderen Wahlen fiir die Definition der Transferfaktoren hingt Ay nicht
ab (a—Data, spl, ...).

Lemma 5.38. Seien zy,zy die Bilder von z,Z € Cent(G)(F') unter der natirlichen
Abbildung Cent(G)(F) — Cent(G)g(F') < Cent(H)(F) aus (5.6). Dann gilt

Aui(zuy, 26,207, 26) = (ar(w), 2z ") - Am(7, 87, 6),

wobei auf beiden Seiten diesselben x—Data und zuldssigen Finbettungen benutzt wer-
den.

Beweis: Beim Ubergang von (v,6;7%,0) zu (2g, 20;Zg7,20) dndert sich von allen
Zutaten zu Aqp aus (5.34) — (5.35) nur (¢*,771) zu (2t*, (20)*7") ~ (22715, 7)€
S =T x T/ Cent(G).

Der Quotient der beiden V(o) berechnet zu den jeweiligen Doppelmatchings ist also
j((zz71,1)) € H'(F,U — S) und die Kompatibilitit (vii) in (5.32) ergibt

AHI(AZ;:I’E::?; if:{%a z0) _ <((aT(w), xsc(w))_l, (s, 1)):J(m)>

KS

:<(aT(w),xSC(w)),W>L = <aT(w)7zzil>L' u

Normierung von Arpp

(5.39) Wabhlen fiir diesen Abschnitt: Sei x € B(G, F') hyperspeziell gewéhlt,
so daf ein 6* € L(F") existiert, das zum einen x fixiert und zum anderen ein F-
Splitting. Diese Daten werden im ganzen Paragraphen fixiert. Sie existieren nach
der fundamentalen Annahme (5.17.3). Sei ©* := intf* und F” ein Zerféllungskorper
von G und H, endlich und unverzweigt iiber F. Wie {iblich bezeichnet (B, T) ein
0*stabiles F-Paar, das iiber F” zerfillt, und T = Cent(T’", ). Insbesondere ist
0* € T(F'),.

(5.40) Weil es fiir die folgende Konstruktion essentiell ist, sei hier erinnert, dafl man
W (T,G) und W := W (T, G) galoisiiquivariant identifiziert hat (durch die Definition
von “G), denn die Galoisaktion auf G wird durch X*(T) = X,(7) iibertragen.
Zudem geht die f—Aktion auf der einen Seite in die Aktion von #* auf der anderen
Seite {iber. Mit (3.7) darf man identifizieren

(xi) W(T,G) = W(T,G)" W =w ((17°),, (G”)..)
so dafl die Galoisaktion auf allen Gruppen respektiert werden.

(5.41) ”Der” Torus 7; und erlaubte Tori: Hier soll zu z (und dem unver-
zweigten endoskopischen Datum) eine kanonische G'(F)-Konjugationsklasse [T¢] ei-
nes F-Torus von G (mit gewissen Eigenschaften) zugeordnet werden. Innerhalb
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dieser Klasse werden die fiir die Normierung von Ajy relevanten Tori als ”erlaubt”
ausgezeichnet.

Wie in (5.8) gezeigt, definiert die endoskopische Einbettung & (wegen (5.17)) einen
Kozykel me(o) € Z'(F'/F,Norm(T?,G)). Nach den Identifikationen (xi) in (5.40)
ist zu & durch m¢(o) eine Kohomologieklasse we(c) € H'(F'/F,W(T)"") zugeord-
net. Nach (3.23) definiert we(o) eine schwach stabile Konjugationsklasse [T¢]sch s,
innerhalb der G(F"')-Konjugationsklasse von T.

Nach Satz 4.44 gibt es ein g € Gy.(F')s, so daB intg(T) € [T¢|schst.. Die G(F)-
Konjugationsklassen (innerhalb der schwach stabilen Konjugationsklasse) werden
beschrieben durch die Urbilder von we(o) in H'(F'/F, N(T)(F")), wobei N(T) =
Norm(T,G). Man legt die G(F)-Konjugationsklasse von [T¢] fest durch die Forde-
rung, daf der durch intg(T) = T; definierte Kozykel go(g)~' € Z'(F'/F, N(T)(F"))
Werte in G(F"), haben soll. Diese Definition ist moglich wegen der Behauptung
5.42.b.

Ein Torus T C [T¢] heifit erlaubt, wenn er G(F"'), konjugiert ist zu einem Torus
T, dessen Einskomponente T maximal F-split (in G) ist, iiber I’ zerfillt und fiir
die T'(F"). C G(F"), gilt. Mit anderen Worten: T’ ist generische Faser eines abge-
schlossenen Untergruppenschemas von G, wobei G nach Satz 4.5 gebildet ist, so dafl

G(Op) = G(F)..

Die Definition von [T¢)sas. ist unabhingig von T und (B,T), denn je zwei F'-
Splittori sind F'-konjugiert und je zwei F-Paare sind G(F)-konjugiert. Daher ist
[T¢]schst. auch unabhingig von ©* (und von #* ohnehin), denn W = Norm(T, G)/T.
Die Konstruktion ergibt somit, daff die Konjugationsklasse [T¢] nur von € B(G, F)
(und dem endoskopischen Datum) abhéngt.

Behauptung 5.42.

(a) Es gibt ein g € (G®°)se(F")z, s0 daf Te = intg(T) in der G(F)-Konjugations-
klasse [T¢] aus (5.41) liegt. D.h. es gibt erlaubte Tori, die §* enthalten.

(b) Es gibt hichstens einen Lift von we(o) nach H'(F'/F, N(T)(F’)), der einen

Kozykel in n(o) € N(T)(F"), besitzt.
(c) Je zwei erlaubte Tori aus [T¢] sind G(F),konjugiert.

Beweis: Zu (a): Das wurde in Satz 4.44 gezeigt.

Zu (b): Seien n(c) und n/(0) zwei Lifts von we(o) nach Z'(F'/F, N(T)(F"),). Es
reicht, zu zeigen, daf3 es ein ¢ € T gibt, so daf}

n'(o)=t-n(o) -o(t)="1- (wf(a) o O') (™) -n(oc) =tg™"- J(gtg_l)l g -n(o).

wobei g € G(F"), so dal we(0) = int(g 'o(g)) berandet.
Es soll also gezeigt werden, daf§ der Kozykel () a(o) := gn/(o)n(o)~'g™" trivial
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ist in HY(F'/F,T¢(F")). Weil n(c) und n'(o) beide z fixieren, liegt a(o) bereits in
HY(F'/F,T¢(F').) = 1 (nach Lemma 3.39).

Zu (c): Sei Ty = gTg ' mit g € G(F"), und We := W (T, G) und N; = Norm(T¢, G) =
T¢ - Norm(T¢, G)©". Zu zeigen ist, dal der Kern von

H'(F'/F,Ne(F')y) — H'(F'/F, Ne(F"))

trivial ist. Weil = hyperspeziell und ©*-stabil ist, kann man W™ C Ne(F'), auffas-
sen. Daher hat man die exakte Sequenz

1 — Ng(F’)x — Ng(F’) — Tg(F’)/Tg(F’)x — 1.

Weil T tiber F' zerfillt, stiftet der Ordnungshomomorphismus den Isomorphismus
Te(F')[Te(F')y ~ Xi(T¢). Sei I' = Gal(F'/F). Der Ordnungshomomorphismus
ergibt auch T¢(F)/T¢(F), ~ X.(T¢)", denn F'/F ist unverzweigt. Daher ist in der
langen exakten Sequenz (zu der kurzen oben)

1 — Ne(F)y — Ne(F) = X (Te)" — HYT, Ne(F'),) — H (T, Ne(F")).
Also ist die Injektivitéit oben bewiesen. O

Definition 5.43. Gegeben sei ein hyperspezieller Punkt x im Gebdude B(G, F'). Sei

AQIL.H (f)/v 5) = AHI (f)/a 57 77 6)7
wenn fir das Matching 7 <+ § gilt

e § ist residuell halbeinfach, fiziert v € B(G,F) und ist stark regulir mod p.
(Vgl. 4.9)

e Cent(G,G) ist erlaubtes Element in der G(F)-Konjugationsklasse [T¢] aus
(5.41), das 0* enthdlt.

und folgende Wahlen zur Berechnung von Ay benutzt werden:
e O firiert x.
e Der Torus T in (5.9.1) ist erlaubt. Das geht nach Lemma 5.44.
o \,(z) = (=1)""@ fir alle x € F* und alle o € ®(G);.

Die Wahl der X—Data ist méglich, weil Tg unverzweigt ist (vgl. 3.43). Nach dem
folgenden Lemma 5.4/ gibt es solche Matchings. Die Wohldefiniertheit ist Satz 5.45.

Anmerkung: Aus der ersten Bedingung folgt, dafl auch 7 stark reguldr und stark
kompakt ist. Wegen Lemma 5.44.a enthélt Ty := Cent(7, H) einen maximalen
F—Splittorus von H.
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Lemma 5.44. Sei Te = gTg" (mit g € G(F")Q") ein erlaubter Torus wie in 5.42
und Tg = Tgo.

(a) Es gibt eine zulissige Einbettung Ty = (T¢)g-.
(b) Es gibt ein stark regulires, stark kompaktes Element in Tg(F) NL, das x fiziert.

(c) Es gibt ein Matching v <> 0 stark kompakter, mod p stark requldrer Elemente
0 €Te(F),NL,veTy(F) mit v 'o(y) = 24(0).

Beweis: Zu (a): Dies ist gerade ein wesentlicher Teil der Konstruktion von T¢ in
(5.41). Man hat das kommutative Diagramm

| | |
X (Ty) —— X, (T7°) 2 x,(7)

Fiir ¢ € Gal(F/F) wird die Aktion op, auf den identifizierten Gittern links
iibertragen nach rechts zu der Aktion w¢(o) o op. Durch (intg)* : X*(T¢) = X*(T)
iibertriigt sich die von o auf X, (7) induzierte Aktion zur Aktion int(¢ 'o(g))oor =
we(o) o op auf X, (T). Daher ist die Zusammensetzung X*(Ty) — X*(T¢) ga-
loisdquivariant.

Zu (b): Es gibt ein § € T(F) N L, das « fixiert. (Das sieht man, indem man mit
Lemma 3.39 den Kozykel 2*(0) := 0*c(0*)~" € Z'(F'/F,T(F"),) zerfillt.) Sei ¢’ :=
g0g~" € T¢(F"),. Um nachzurechnen, daB a(c) := do(6)~" € Z'(F'/F,T¢(F").),
zerlege 0 = k#*. Dabei ist k € Ty, (F"), und 0* € T(F'). Bezeichne n, := g~ 'o(g) €
Norm(T?°, G?"°). Dann rechnet man (o € Gal(F'/F))

a(o) = 8o (8) = gk n,o(0%) to(k) to(g) "
=2*(0) - gkg™ " - o(gkg ") ! € Te(F'),.

Weil (nach 3.39) H'(F'/F,Te(F').) = 1, gibt es t € T¢(F"),, so daB t&' € T;(F),.
Das Element ¢¢’ ist stark kompakt, weil es z fixiert oder weil eine geeignete Potenz
in T(F). liegt.

Indem man mit geeigneten Elementen s € T¢(F'), (oder aus Tg*"(F)) multipliziert,
kann man zudem noch erreichen, daf st§’ € T;(F), stark regulir (und stark kom-
pakt) ist.

Zu (c): Das ist eine direkte Konsequenz von (a) und (b). Sei niimlich § € T¢(F),NL

stark reguliir und stark kompakt. Definiere t* € T;(F') durch § = t*6*. Sei Pp-(t*)
die Projektion von t* auf (7¢)p-. Das Urbild v von Fy-(t*) unter der zuldssigen

Einbettung aus Teil (a) ist Norm-Image von . O
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Satz 5.45. Derin 5.43 definierte Faktor Ay (7, 0) ist wohldefiniert: Er hingt (aufler
von x, G, H) nur ab von den Wahlen fiir v <> 0 (ndmlich ) : Ty — Ty« und x—-Data

fiir ®(G, T)g-) und nicht von den Wahlen: 0*, T € [T¢], 6 € T(F),. (Alle anderen
Groffen werden durch diese festgelegt; auch die normierten x—Data fir ®(G,T )~ ).

Beweis: Der Beweis setzt sich aus folgenden vier Aussagen zusammen. Sie sind
praziser aber auch technischer als die Aussage des Satzes. Zur Bezeichnung im Fol-
genden sei gesagt: Wann immer das Referenzmatching mit den Daten (7,0,7,T)
angegeben ist, besitzen diese Daten die Normierungseigenschaften aus Definition
5.43. Das Matching (v, d,n,T) wird abgekiirzt notiert, wenn es sich bei einer Mani-
pulation iiberhaupt nicht veréindert.

(1) Ay dndert sich nicht, wenn es statt zu (6*;v,9,7, {xa};7¥,0, 7,7, {xa}) be-
rechnet wird zu

(h20*h~ 15,8, inth o 1, {Xeint n=1 13 7> 0, WTh 1, inth o T, { Xaoint n-1 1),
wobei z € Cent(G) und h € G.(F"),, so da inth € Guq(F).

(2) Ay dndert sich nicht beim Ubergang von
(0%7,0:7,0, 1,7, {xa}) zu  (0%7,8;%,0", 1,7 {xa}),
wobei § € %(F) und ¢’ € L(F), ein G(F)-konjugiertes Element zu ¢ ist.
(3) Ay dndert sich nicht beim Ubergang von
(057,070, T, 7, {xa}) zu  (0%7,6;7,0,T,7, {xa}),

wobei das modifizierte Referenzmatching lediglich iiber eine andere zuléssige
Einbettung n' : Ty — T7. gefiihrt wird. Ansonsten seien beide Referenzmat-
chings von der in 5.43 geforderten Form.

(4) Apy éndert sich nicht beim Ubergang von
(9*’77 6777 ga Ta ﬁa {Xa}) zu (9*’77 6;71731777 ﬁa {Xa}),

wobei 7 <+ &' ein Matching ist, das iiber 77 gefiihrt werden kann und die
Eigenschaften der Normierung aus Definition 5.43 hat.

Die Aussage (1) wurde in (5.37) bewiesen.

Bei allen vier Modifikationen kann der Anteil A(w) € U in der KottwitzShelstad
Paarung zu Ajy; fiir beide Doppelmatchings benutzt werden. Daher wird unten
nur die Auswirkung der Modifikationen auf V(o) analysiert. Es ist zu zeigen, daf
(V(o)V'(0) 1 A(w)) s = 1, wobei V(o) fiir das erste (linke) Doppelmatching be-
rechnet wird und V’(o) fiir das modifizierte (rechte Doppelmatching).
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Zu (2): Sei h € G(F), so daB &' = héh~'. Die restlichen Bezeichnungen fiir die
Matchings seien

=10 =§
/ ~ intg =~

n(y) € Ty T T T, =: Cent(G?, Q)

ZI* | ZI*H* | gl

Dann existiert ein t; € T(F), so daB #*7* 1 = (1 — 0*)ty, d.h. 07" = 6,0 0% =
0" =g'8'(g)"t = ghé(g'h)~". Daher ist ty :=t,'g’h € T (F). Sei t :=t1t, € T.
Dann ist

1

V(e)V'(o)™"

(@), (. 5) - (@ go@) ™) . @)
= ((Lo@g™), LTT) = ((Le@) . (1,0 -0)))

ein 1-Korand in Z'(F,U =5 9).

Zu (3): Nach (5.14) gibt es ein h € GY,, so daBi )’ = inthon. Weil § stark regulir mod

sc)

p ist, hat man die Schliisse in (5.14) auch fiir die reduzierte Gruppe G X o, £(F") =
G und die reduzierte Gruppe G = G x (0*). (0* € G(F'),!) Daher darf man
h € GY (F"), annehmen.

Durch #°6* = gég ' € T und 1*'6* = §'6¢ ' € T' werden alle Bezeichnungen fiir
V(o) und V'(0) bereitgestellt. Da Py-(h~'#*'h) = n(y) = Pp-(t*), existiert ein
t € T(F) mit

WOt = hTTY0 h =t 0t = tgo(tg)
Identifiziere durch inth™! : T" — T die beiden Tori (iiber F'). Dann gilt
V(o) :((u(a)—l, (inth=")[htgo (htg) ™), (£, 7" - (1 — 9*)t—1))
V(o) ((Lo®)™h), (1L1)) - (Lo ™), (1,0 -0)7)).

In der letzten Zeile stehen aufler V(o) nur Koréinder, denn o(h) 'h liegt in HY(F'/F, T(F"),) =
1 (wegen (3.39)). Daher sind V(o) und V(o) kohomolog.

Zu (4): Nach Modifikation mit (2) darf man annehmen, daf 9, 8’ € %(F)w Also ist
0’6"t =t € T(F),. Man hat

V(o) = V(o) j((1,1))
und mit der Kompatibilitét (vii) aus (5.32) gilt
(V@WV (@)™ Aw)) g = (3(L8) ' Aw))

<(aT(w)’xSC(w))ilv (1’t)>L 2 (ap(w), 1),
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In Korollar 6.13 wird gezeigt werden, daf} az(w) unverzweigt ist, weil die x—Data fiir
®(T', G)p- unverzweigt sind. Da t stark kompakt ist, folgt mit (3.37) (ap(w), ) = 1.

Zum allgemeinen Beweis sei nur gesagt, dafl man (falls notig) mit Modifikation (1)
beginnen sollte und ab dann den gesternten Automorphismus hz0*h ' =: ' bei-
behilt. Das so modifizierte Doppelmatching sei (6';v,d;%,0, 1,7, {xa}). Hierin
gilt fiir das (hintere) Referenzmatching 7' € [T o], denn diese G(F)-Konjuga-
tionsklasse wird (nach 5.42) charakterisiert durch die einzige Kohomologieklasse
mit Vertreter n'(c) € Z'(F'/F,N'(F'),), wobei N' = Norm(T'?, G) fiir einen (ir-
genwie fixierten) maximalen F-split Torus, der #'—invariant ist und fiir den gilt
T'(F"). C G(F"),. Dieser Kozykel ist n'(c) = hn(c)h ™!, wenn n(c) € N(T® (F")),
die Konjugationsklasse [T¢ p-| charakterisiert.

Allerdings muf (nach der Modifikation (1)) § nicht die Normierungsbedingungen
5.43 beziiglich ¢ erfiillen. Weil ho(h)™! € Cent(Gye,)(F') C T(F"),, exisitiert ein

t € T(F'),, so daB th € G(F). Dann ist tho(th)~™ € T'(F), erfiillt die Normierung
5.43 und ist G (F)-konjugiert zu 6. Daher kann man jetzt Modifikation (2) beniitzen,
um das hintere Referenzmaching wieder zu normieren.

Danach kann man mit den Modifikationen (2) bis (4) jedes andere Referenzmatching
mit ¢’ erreichen. O

(5.46) Anmerkungen: Nach dem Satz wird die Abhingigkeit des normierten
Faktors Afj; von irgendwelchen Wahlen beschrieben durch (5.37.142+4).
Mit einigem Bezeichnungsaufwand zeigt man leicht, daf fiir zwei beliebige Matchings

Ay (71 ) 51)

AIII(71,51;72,52) = m
I\ "/2s

Definition und Eigenschaften von A im quasisplit—Fall

(5.47) Bis hierher sei die Situation (5.21) fixiert (und G unverzweigt) Man definiert

A(77 5) = Am,z}} (77 5) = AII (77 6) : AII (77 5) ’ AIIII (77 5) ’ AIV(’% 5)
Wenn zwischen v und § kein Matching besteht oder 9y # z};, setzt man A(y,d) = 0.

Satz 5.48 ([KS99]). Fiir zwei Matchings v <+ 6 € L(F) und ¥ <+ § € L(F) stark
requlirer Elemente mit v~ 'o(v) = 25 (o) =7 'o(7) ist
N oL AI(’% 5) . AII(’% 5) N AIV(/Y: ) A(/Ya 6)

A 76;775 = — o — o A 75;776 : —
(1:4:7.9) Ar(7,6)  An(v,0) (7, 6:7,9) Ay (7,

)
)  A(%,0)

kanonisch.

Beweis: Das ist [KS99, Theorem 4.6.A] und ergibt sich auch aus den Angaben, die
bei den Definitionen der einzelnen Faktoren oben aus jener Arbeit zitiert wurden.
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Allerdings haben [KS99] einen Transferfaktor A(vy,t,6) wéhrend hier ¢ und 6 zu
0 = tf zusammengefafit wurden. Um zu zeigen dafl A unabhingig ist von der
Zerlegung 6 = t -0, reicht es darauf hinzuweisen, daf} die Groflen 0%, n : Ty — Tp«, t*
und ¢ aus Definition 5.9 zur Berechnung von A vollstindig ausreichen. Sie héngen
von v und 0 ab, wie oben geschildert, aber nicht von einer Zerlegung § = t6. O

Satz 5.49. Wenn G unverzweigt ist und x ein hyperspezieller Punkt im Gebdude
B(G, F), dann ist der durch (5.27) und (5.43) normierte Faktor A* = AT - A - Af; -
Ay kanonisch, d.h. unabhingig von allen Wahlen in (5.21).

Beweis: Ay ist nach Konstruktion unabhéngig und die Abhéngigkeiten der anderen
Faktoren heben sich gegenseitig auf: Das folgt aus (5.26) und (5.37) bzw. (5.46). O

Satz 5.50 (Eigenschaften von A(-,-)).
(a) Sei H(F) > v <> 6 € L(F) ein Matching, v stabil konjugiert zu v und ¢' =
héh=' mit h € G(F). Dann gilt

A(7,7 51) = w(h)il ’ A(77 5)7

wobei w der zu a € H'(Wp, Cent(G)) gehdrende Charakter auf G(F) ist. Daher ist
fir f € C(L(F))

A(7,8") - 05“(f) = A(7,8) - OF“(f),
dg

wobei OF*(f) = fCent(&G)(F)\G(F) w(g)f(g~"0g)5E mit geeignet gewdhiten Mafen.

(b) Sei zy das Bild von z € Cent(G)(F) unter Cent(G)(F) — Cent(H)(F) aus
(5.6). Dann gilt
A(ZHfYa Z(S) = <aT(w)7 Z>L ' A(f)/a 5)

Beweis: (a) ist [KS99, Theorem 5.1.D] und (b) ist ein Korollar von Lemma 5.38, denn
alle Faktoren auer Ayr werden (eigentlich) in der adjungierten Gruppe gebildet. [

Unverzweigte endoskopische Daten

(5.51) In diesem Paragraphen werden alle fundamentalen Annahmen angenommen
aufler (5.17.5+6). Insbesondere zerfillt G iiber der unverzweigten Erweiterung F'/F
und a € H'(Gal(F'/F), Cent(G)).

(5.52) Assoziierte L—Aktion: Gegeben sei eine reduktive F—Gruppe ) und
P = Q X Wr das semidirekte Produkt der dualen Gruppe Q mit der Weilgruppe
Wpg. Es wird nicht gefordert, daf§ P eine L-Gruppe ist, d.h. die Wgr—Aktion auf
Q) stabilisiert nicht notwendig irgendein Splitting von Q, das stabil ist unter Wy —
Gal(F/F) 22 Aut(Q). (Das pg ist aus (1.10).)

In [LS87, (1.2)] wird nach Wahl eines pg(Gal(F/F))-stabilen Splitting sply (dh.
eines F'-Splittings) dem semidirekten Produkt P folgende L-Aktion zugeordnet:



108 5. DIE TRANSFERFAKTOREN

Man multipliziert die Wr—Aktion, die vom semidirekten Produkt herkommt,
mit einem geeigneten Kozykel aus Z'(Wr, Inn(Q)), so da das Produkt spl,
stabil 1a8t.

Diese assoziierte L—Aktion nennen Langlands und Shelstad pp. Sie ist durch sply

eindeutig bestimmt. Fiir eine L-Gruppe “G hat man pro = pg, wobei das pg aus
(1.10) ist.

Lemma 5.53. Gegeben sei ein endoskopisches Datum (H, H, s, &) fir (G,0,a), fir
das H unverzweigt ist und die Annahmen (5.17.1-4+6+7) gelten. Dann existiert
eine L-FEinbettung & : “H — G, so daf

LH(LLG

ianp\L \Lidxcp

HxI'“—GxT

kommutiert. Dabei ist I' die Galoisgruppe einer geeigneten endlichen unverzweigten
Erweiterung F'/F und ¢ : Wp — T die kanonische Projektion.

Beweis: Sei F’ (zunichst) ein Zerfillungskorper von H, endlich und unverzweigt
iiber F', und o ein Erzeuger von Gal(F'/F). Alle Bezeichnungen und Konventionen
aus (5.5) werden benutzt.

Nach der Definition der endoskopischen Gruppe (5.3.2) ist die assoziierte L—Aktion
von H bzgl. spl; gleich der L-Aktion von “H, d.h. py(o) = pg(o). Das heifit,
es existiert ein h € H, dessen Galoisanteil auf o projiziert wird, mit inth =
pr(o) auf H. (Insbesondere stabilisiert inth das Splitting sply.) Weil £ ein L-
Homomorphismus ist, ist int€(h) = w(o) o pg(c), wobei w(o) ein innerer Automor-
phismus von G ist. Man sucht nun nach einem Vertreter fiir w(o) o pg(0)|; in
G % ¢~ (0), der endliche Ordnung hat.

Da sowohl int£(h) als auch pg (o) die Tori 7 und T stabilisieren, hat man dasselbe
fiir w(o). Also ist w(o)|y € W(G, T)? = W(G%,7%). Vgl. (3.7) und 3.5. Danach
existieren ¢ € 7 und n € Norm(G?, 7%), so da$f w(o) o pg(0) = inttn x 0. Indem
man z.B. fiir n den Steinbergreprisentanten n(w(o)) aus Lemma 2.7 nimmt, kann
man erreichen, dal n x o von endlicher Ordnung ist (nimlich (n x o)1 = 1
nach [LS87, Lemma 2.1.A.4+B.]). Nun soll gezeigt werden, dal man tn x ¢ durch
Elemente aus 7 so abédndern kann, daf} seine Ordnung endlich wird und es dabei
(nach wie vor) auf H wie h operiert.

Sei dazu S := Cent(H,G) N T und w := w(0)pg(0). Da pg(o) von endlicher Ord-
nung ist, existiert ein [ € N mit

(xii) t=(tnxo) =t . e (nx o) € 5%,
=1
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Indem man [ durch ein geeignetes Vielfaches ersetzt, kann man annehmen, daf
t € (8¥)°. Da S“° ein komplexer Torus ist, existiert ein z € S¥° mit 2! = ¢~!. Dann
zeigt die Rechnung (xii) oben, da§ (ztn x 0)! = 1, 2t € T und int(ztn x 0)|; =
int(tn x 0)|; = w|y = int§(h)|;. (Insbesondere stabilisiert ztn x o das Splitting
Splﬁ.)

Sei m := ord(ztn X o) < 0o, F" die unverzweigte Erweiterung von F' vom Grade m
und ¢’ € Gal(F"/F) iiber 0 € Gal(F'/F). Nun definiere & : H x Gal(F"/F) —
G x Gal(F"/F) durch &(o') = ztn x o . Unter Benutzung der Projektion Wy —
Gal(F/F) — Gal(F"/F) (und der Inklusion H C @) ist & vollstiindig definiert. [

Korollar 5.54. Sei Z die Untergruppe aller h € H, fir die int(h) das Splitting sply
stabilisiert (vgl. [KS99, (2.2)]). Fulls die endoskopische Gruppe H unverzweigt ist,
15t

1 — Cent(H) — Z — Wp — 1

splitexakt.

Beweis: In [KS99, (2.2)] wurde gezeigt, dafl die Sequenz exakt ist (in der Kategorie
der topologischen Gruppen). Diesselbe Argumentation wie im Beweis zu 5.53 liefert
einen homomorphen Schnitt ¢: Wrp — Z.

Mit Definition (5.3.2) verschafft man sich ein h € H, so daf int&(h) = p(o) fiir einen
Erzeuger von Gal(F'/F) wie im Beweis von 5.53. Man beobachtet die Zerlegung
h = tn x o, wenn man H via £ als Untergruppe von “G auffait und berechnet als
Verschiirfung des Beweises von 5.53, daf§ fiir ¢ dort sogar gilt £ = £(h)! € SYNH =
5@ Nach eventueller Vervielfachung von ! wihlt man die Korrektur z € (S,
so dafl ztn x o € £(H) endliche Ordnung m hat und auf H operiert wie h, d.h. wie
die L-Aktion pg(o). Insbesondere ist ztn x o € Z (bzw. £(2))!

Nach eventueller (unverzweigter) Erweiterung von F’ kann man annehmen, daf

m | [F" : F|. Dann ist der Schnitt ¢ : Wg Prol (o) — Z definiert durch die

Vorgabe, dafl o abgebildet wird auf das Urbild von ztn x ¢ unter £.
]

Korollar 5.55. Wenn (H,H,s,&) endoskopisches Datum fir (G,0,a) ist mit un-
verzweigtem H, dann existiert immer ein Isomorphismus v, der auf den Wrp—Kom-
ponenten von VH und H die Idenditit bewirkt, so daf$ das folgende Diagramm kom-
mutiert:

LH _t ]A_l

H=——H
Beweis: Das ist dquivalent zum vorangegegangenen Korollar. O
Also darf man, wenn die fundamentalen Annahmen 5.17(1)-(4) in Kraft sind und

H unverzweigt ist, immer annehmen, dafl H bereits eine L-Gruppe ist und der L—
Homomorphismus & : H = YH — LG iiber die endliche unverzweigte Galoisversion
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der L-Gruppen & : H x (o) — G x (o) faktorisiert.
Das war bei der Begriindung der fundamentalen Annahmen in (5.18) noch offen
geblieben.
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6 Homogenitét

(6.1) Fest vorgegeben sei weiterhin ein Tripel (G, 6,a) und ein endoskopisches
Datum (H,H,s, &), und die fundamentalen Annahmen von (5.17) gelten weiterhin.
Sei v € H(F) stark reguliir, stark kompakt und Norm-Image von § € G(F)NL. Die
Bezeichnungen fiir das Matching 7 <> § werden aus (5.9) iibernommen, insbesondere
alles, was in dem Diagramm

TH n Tg* Py« T xb—)xﬂ**lj«j AL

intg ~

TeNL

Y Py (t") i 5 g

benannt wird. Sei E ein galoisscher Zerfiallungskorper von 7', endlich iiber F’, so
daB8 t* € T(E) und ¢ € G(F). Immer ist [ := |mo(G)].

Zur Berechnung des (normierten) Transferfaktors A” seien ein 6* € L(F') wie in
(5.17)(3) und ein hyperspezieller Punkt z € B(G, F)?" fixiert.

Behauptung 6.2. Wenn v stark kompakt ist, sind auch 6 und 6* stark kompakt.

Beweis: Weil Ty (F) = Tp-(F) in der Kategorie tJZ, verlduft, ist Pp-(t*) stark
kompakt. Die Einschrinkung von Py- auf T hat aus Dimensionsgriinden endlichen
Kern. Weil 6" = ¢* - 0*(t*)---0"=1(t*) € T” und unter Pp|pe- auf das stark
kompakte Py (t*)? abgebildet wird, ist 6* stark kompakt. Mit §*Z ist aber auch §*Z
beschrénkt, d.h. §* ist stark kompakt (vgl. (3.28)). Schliefilich ist § stark kompakt,
weil intg : T(E) — Tg(F) in tJZ, ist. O

(6.3) (@Q—Potenzen von Matchings: Nach (3.31) gibt es ein zu p teilerfremdes
N € N, so daB 2V = 1 fiir alle residuell halbeinfachen = € G(E). Sei Q eine p-
Potenz mit @ =1 (mod N).

Die Idee dabei ist, (2 moglichst groff zu machen, um bei stark kompakten § den
topologisch unipotenten Teil von §9 mdglichst nahe an die Eins zu bringen. Hier
wird gezeigt, dafl das Matching bei diesem Potenzierungsprozess nicht veridndert
werden muf3.

Weil Py-(t*) = Pp-(t*") und 6* = 1, hat man

Py (t*9) = Ppe (¢ - #0 --4* 797 = Py (1°6%)90 1) = Py (6°90° 1),

Daher hat man ein Matching 79y, = 79 < 69 = §90, und zwar mit denselben
Groflen g, T', 0* wie bei v <+ §. Genauer hat man

* T I*_l ~ int ~
Ty —L =T, T2 AL —LT.nL

V¥ ——= Pp- (t*Q) <0 L .t*9*Q171 1 5*@ 159
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Nach Korollar 3.32 liegen 6% und §*¢*~' =: s* in der Einskomponente 7' (von T).
Wegen der Funktorialitiit der topologischen Jordanzerlegung hat man Sy, (6;) € U
und

S1a(5") = S1a(s" - 07(5") - 0771 (5")) = S1a((570")") = Sra(0}')

ist residuell halbeinfach in E, d.h. es liegt im Teichmiillerschen Restsystem pg. Weil
[ und p teilerfremd sind, folgt aus Korallar 3.30.4 auch S7,(s*) € pg.

Satz 6.4. Sei v <> § das Matching stark reguldrer, stark kompakter Elemente aus
(6.1). Sei Q eine p—Potenz, so daff Q@ =1 (mod N) (vgl. (6.3)). Wenn <, 69 stark
requldr sind und die x—Data zahm verzweigt gewdhlt werden (vgl. (3.43)), dann hat
man
AI(,YQ, 6Q) = Aw(/% |Q|F H Xﬁ
I-8eM/T

wobei M die Menge aller f € &; = Pr(®(G)) ist, so daff die o € & mit Pr(a) =
einer der folgenden Bedingungen gentigen:

o «a ist vom Typ I, Sro(6:0*=") = 1 und Pr(a) = [ kommt nicht von H her.
(Vgl. Definition 5.7.)

o « ist vom Typ 11, S;,(6:0*") € {£1} und weder P;(a) noch 2Pr(a) kommen
von H her.

o « ist vom Typ 11, Sro(0:0* 1) = —1 und Pr(«) kommt von H her.

M/T bezeichnet die Menge aller T'—=Orbiten in M.

Weil Quadrate in Q; sicherlich Normen bei jeder quadratischen Erweiterung p—
adischer Korper sind, sind alle y—Data trivial auf Qlf?. Daher hat man das

Korollar 6.5. Sei () € Q;Q und sonst dieselben Bedingungen und Bezeichnungen
wie in Satz 6.4. Dann gilt

1M]
A(y9,09) = A™(v,0) - QI -

Der Beweis von Satz 6.4 geht (fast) bis zum Ende dieses Kapitels. Dabei werden die
Faktoren Ay, ..., Ay getrennt analysiert. Fiir den Faktor A; ist die Analyse trivial.

Da er (via Ay} (77 )) nur vom Torus 7' abhingt, hat man sofort

AI(’-)/Qa 5Q) = AI(’% 5)

Homogenitit von A und Apy

Lemma 6.6. Sei ep der Verzweigungsindez von F/Q, und p > er + 1. Sei u € Up,
eine Finseinheit in F' und () eine p—Potenz. Dann ist

u? — 1

— e ULk:=1+4p.
Qu—1) T F
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Beweis: [Hal93, Lemma 3.1] oder [Hasse, §15.5.1] O

Behauptung 6.7. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.4 gilt
Ar(9,09) = An(v,96) - H XPy () (@)
r-P;(a)eM/T
Beweis: Sei x = Xp,(a), € € {£1} und s* = §76*~" wie in (6.3). Weil die x-Data

zahm verzweigt angenommen werden, gilt

XPr(a (Sla( ") — 5) :X( S1a(5%) S1a(0;,) _5)
_ { (2 (S1a(6z) — 1)) falls Spa(s*) =€
X (Sta(s*) —€) falls Sy (s*) # €

Wegen s* = §:0*~! = (6*?), - 0*~! und Lemma 6.6 hat man

o= (NI
_ {X( ) x(e- (Sia(t) — 1)) falls Sjq(s*) = ¢
(Sla(t) €) sonst

Indem man damit alle Félle in Z&ahler und Nenner von Aj; durchgeht, erhédlt man
die Behauptung. O

Behauptung 6.8.
1M
Ay (v9,69) = Aw (v, 9) - Q|7

Beweis: Der Beweis ist der von Behauptung 6.7. Man muf} nur alle (zahm verzweig-
ten) Charaktere xp,(q) ersetzen durch den unverzweigten Charakter | - |}3/2 und die
Formel aus Behauptung 7.30 benutzen um Ay in die Gestalt

DG ((5*) _1
Aw(%fs):D/TiG(): H ‘ (@) - Sra(t _l‘p H ‘0(7)—1‘172
HITa 1) p (e (@) acd(H)
zu bringen, in der die Analogie zu Ay offenbar wird. (Dabei ist e(a) = —1 fiir «

vom Typ IIT und sonst = 1.) Allerdings wird hier nun nicht mehr iiber I'-Orbiten
von Wurzeln, sondern iiber die Wurzeln selbst multipliziert. Deswegen geht in die
Formel oben |M| statt |M/T'| ein. O

Homogenitit von A

Satz 6.9. Seix € B(G,F)" hyperspeziell. Unter den Voraussetzungen von Satz 6./
gilt
At (7,6) = Afu(7s, 0s) -
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Beweis: Von dem nach 5.43 normierten Referenzmatchings 7 < 8, werden nur v(o)
und * (zur Bildung von V(o)) beniitzt werden.
Fiir die beiden Matchings 72v, > 692d; und v <> 4 bleibt nach (6.3) der 1-
Kozykel v(o) = go(g™") aus (5.34) der gleiche. Also hat man im einen Fall V(o) =
((v=12), (t*,77")) € ZY(F,U — S) und im andern Fall ((v=',7), (6*?0*~',7*7"))
zu betrachten.
Sei 6* = 6% - 6% die topologische Jordanzerlegung (in T'(E)). Nach Korollar 3.32 ist
6% € T und vertauscht mit 6* € TN L, d.h. % € T (E).
Sei m € N. Aus dem Matching (aus (6.3)) 727, < 090, folgt (vgl. 5.34) die
1-Hyperkozykelrelation

(1= 0)v(0) = 8" o (6°") ! = 6,%" 670(0;) " 0(5,7") "

NN

7\ J/

(6) 77 (07)

wobei alle unterklammerten Terme in 7' liegen. Indem man diese Gleichung fiir
mehrere m vergleicht, folgt (1 — 6*)v(o) = (65)17 und §27 = §*. Daher ist § €
T (F) und in ZY(F,U — S) gilt

M (0w ) = (7, @) - (1), 6)

Der letzte Term rechts auflen liegt in j(H°(F,S)) in der Spektralsequenz (viii) in
(5.32). Um die Aussage des Satzes zu zeigen, mufl man also zeigen, daf} in der
Kottwitz—Shelstad—Paarung (vi) in (5.32) gilt

1= <A(w),j(5;;,1)> (532)<<aT(w),xsc(W))7 (5571) >L

KS (vii)

(5.36) .
(j) <CLT(U]), 5u>L7
wobei zuletzt die Kottwitz—Shelstad-Paarung zwischen den Hyperkohomologiegrup-
pen H'(F,T,, — T) und H'(F,T — T,q) gemeint ist. Daher ist man fertig, wenn
Folgendes bewiesen ist:

Lemma 6.10. Wenn die x—Data alle zahm verzweigte Charaktere sind, ist (ap(w),-)r,
ein zahm verzweigter Charakter von T (F).

Beweis:

1. Schritt: Es reicht, zu zeigen, dal das Quadrat des Charakters (ar(w),-); €
Hom,(T'(F'),C*) zahm verzweigt ist, denn nach Korollar 3.30.4 kann man aus jedem
topologisch unipotenten Element (eindeutig) Wurzeln in T'(F') ziehen (weil p > 2):
(ar(w),u);, = {ar(w)? uz);, (fir u topologisch unipotent).

2. Schritt: Um ar(w) zu berechnen, werden folgende Bezeichnungen beniitzt: Es
seien (fiir w — o unter Wy p — I' = Gal(E/F))

Er(w) = rp(w) - 59/p(0) - na(wr(0)) xw € "G rp(w) € T
Ery (W) = Tp(w) - Sqsp(0) - nar (wry (0)) ¥ w € "H p(w) € Ty
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wobei alle Bezeichnungen fiir G aus (3.47) stammen: wy (o) bezeichne den Weyl-
gruppenanteil der durch die Identifikation 7'~ T (aus (5.5)) von T auf 7T iibertra-
genen Galoisaktion von o. Der Steinbergrepresentant ng(...) (bzgl. sply) ist in 2.7
definiert worden. In (v) in (3.47) wurde r, definiert. Dabei ist p eine Eichung von
®, wie sie Definition 3.44 vorkommt. Die Eichung ¢ ist durch den Positivbereich ®*
(also durch B) definiert. Die Ubergangskokette s,/, € X.(7) ® {£1} wurde in 3.46
definiert.

SinngeméB sind auch alle Bezeichnungen fiir die endoskopische Gruppe “H zu ver-
stehen. Nur zur Unterscheidung tragen sie Balken.

Die Bezeichnungen fiir £ stimmen mit (5.3.4) iiberein. Es ist bequem, £ auf H als
Inklusion aufzufassen.

Nach der Definition von az(w) in (5.35) rechnet man in £G:

ar ()1 ()57 ()6 (wr(0)) x w = ar(w) - &1 x w) "2 (€0 &) (1 x w)

= E(Tp(W)Sg/p(0) 1 (W (0)) 2 w) =Ty (w)Syyp ()11 (wry (0)) e (0) X w0

T () Sq/p(0) 1t (W (0)) e ()0 (wr(0) ) sq/p(0) ! rp(w) .
SN —— ~ N—— ——
€T €T —- t~(0) cT €T €T

—~
e
-

SN—
=

S

—~
S

N

I

=1). Weil ar, r? und 72

Direkt aus der Definition 3.46 folgt s?, = 1 (und 3 . .

a/p
1-Kozykel aus Z'(Wg/p, T) sind, ist (o) € Z'(T,T) C Z'(Wg/r, T).

3. Schritt: Offensichtlich ist #2(c) ein unverzweigter 1-Kozykel (denn #2(z) = 1 fiir
x € E* C Wgp). Nach (3.37) ist somit sein Anteil am Charakter (ar(w)?, )7 un-
verzweigt. Der restliche Teil korrespondiert nach (ii) zu 72-7% € H' (W), T). Dies
liefert nach (3.36) und dem folgenden Lemma einen zahm verzweigten Charakter,
so dafl man fertig ist.

Lemma 6.11. Seien alle x-Data {xx | A € ® := (®(G);)"} zahm verzweigte Cha-
raktere (von den entsprechenden Ff)\) Man wdhle fiir jedes \ eine zahm verzweigte
Erweiterung x\ auf E*, so daff X', = x\~'. Sei ¢ := Ao} € Hom(EX,Té").
Dann ist Tp(w)? - rp(w) ™2 in H*(Wg,p, T%) kohomolog zu

(M e (T ),

A aus Vertretersystem A aus Vertretersystem
fiir die T'-Orbiten fiir die T'-Orbiten
in ‘I?‘(H,TH) in @V(ééo,r]—éo)

wobei die Produkte iber die Galoisorbiten von Wurzeln in ®(H,Ty) = ®(H) <

(®(G)5)Y bzw. OV (G) (®(G)5)Y = (®V(G,T)-)" ausgefiihrt werden. Auf die-
sem (letzten) Wurzelsystem werde dabei die Galoisaktion durch die Identifikation
T ~T wvon T her induziert. (Das ist mit den Gleichheitszeichen gemeint!)
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Beweis: Nach Definition (v) in (3.47) ist 7, ein Produkt iiber gewisse r,, fiir alle
symmetrisierten Galoisorbiten R = I'(—«) U« in ®. Ab jetzt sei ein « fixiert und
die Bezeichnungen aus den Definitionen 3.42 und 3.44 werden fiir dieses @ verwen-
det.

(Insbesondere werden das Vertretersystem R, fiir I'/T'y, die Vertreter {w, | o €
Ry} fiir Wiy p/Wg)p, und der Spezialvertreter v € Wg/p, — Wg)p, im symmetri-
schen Fall Ty # ', vorkommen.)

Die Wahlen dieser Vertreter, des Fulpunkts « € R und der Eichung p (die durch
a und Ry nach 3.44 bestimmt ist) verédndern 7, , nach Fakt 3.45 nur um Korénder

aus B'(Wg/r, Té") ab. Ausgehend von den exakten Sequenzen

l1— £ — Wgp, — I'y —1

rechnet man:

(Corg]f/F¢a> (w) = (CorWE/F o COI']VEVXE/F+ (awo X:x)) (w)

Wg/r,

Weil ', die Stabilisatorgruppe von « ist, hat man

«

— <Cor%§j§+ (a o Corzlf/n (Xl ) )) (w) )
—_—

-1
=XaOTp,

Die Umformung unter der Klammer gilt nach (3.34) und (3.35) fiir den eindimen-
sionalen Splitorus.

= [ r@e ((xa or;i)(w;lwwg)) e X, (") @C* =T

O'GF/F+ EWE’/F_;’_

wobei 7 € I'/T'y von ¢ und w so abhéngt, dafl die Bedingung unter der Klammer
erfiillt ist. Aus optischen Griinden lauft ab jetzt das Produkt iiber 7:

= H () ® ((Xa o r;i)(w;lww(,»

TEF/F+ EWE/F+

Falls 'y =Ty ist dies genau r,,. Andernfalls hat man (Beachte, daf§ im Folgenden
o immer noch in I'/T' liegt, so daB w, 'ww, € Wg/p, , aber 7 € Ry C I').

= H (o) ® ((Xa or}i)(wfwwﬂ) . H T(v(a)) ® <(Xa o r;i)(v_l www, v))

TERL TERL

EWE/FJr GWE‘/F+
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Weil (nach 3.42(2)+(3)) v(a) = —a und xo(v"'wv) = xo(w)™" fir w € Wg/p,,
folgt

= [T r@ ® (w0 rid g )’ = ryalu?

R
TE -+ GWE'/F+

Wegen ¢, = (—a)ox", = (—a) o (x), ') = da, hat man im asymmetrischen

Fall 'y = 'y dieselbe Rechnung noch fiir den I'-Orbit von —a. Indem man die
Rechnung fiir alle [~Orbiten in ®(G) (fiir r,) und ®(H) (fiir 7,) zusammenrechnet,
erhédlt man die Behauptung. O

Nun sind alle Aussagen von 6.4 bis 6.11 bewiesen. Es folgen noch Korollare zum
Beweis von Satz 6.9.

Korollar 6.12. Das Bild von ap(w) in G/(G)aer ist dasselbe wie das von me(o)
oder das von t¢(o) aus der Zerlequng me(o) = te(o)ne(o) in (5.8).

Beweis: Das folgt sofort aus der Berechnung von az(w) in (ii) im zweiten Schritt
des Beweises von 6.10: Sowohl rp, s,/,, Tp, 54/, als auch die Steinbergreprisentanten
(aus 2.7) und ng(o) sind in G, konstruiert worden. (Im Ubrigen hiingt mg(w)

nach der fundamentalen Annahme (5.17.5) bzw. nach Lemma 5.53 nur von dem
Bild w — o € T ab.) O

Wenn 7' unverzweigt ist und die y—Data unverzweigte Charaktere sind, hat man
noch mehr als Lemma 6.11. Dann kann man ap(w) direkt beniitzen, weil die Cha-
rakterisierung der unverzweigten Langlandsdualitit in (3.37) stérker ist als die zahm
verzweigte in (3.36): Man kann die Eigenschaft, unverzweigt zu sein, am Kozykel
ar selbst ablesen.

Korollar 6.13. Wenn der Torus T unverzweigt ist und alle x—Data unverzweigte
Charaktere sind, ist (ar(w), ), € Home yp,(T(F), C*).

Beweis: Nach (3.37) ist zu zeigen: ap(u) = 1 fiir alle u € Op C E* C Wgyp.
Man beniitzt wieder die Darstellung (ii) auf Seite 115. Die Steinbergreprisantanten
sind 1 weil 0 = 1 (das leere Wort produziert). Weil o — me(o) ein 1-Kozykel
(mit Werten in G) ist, ist ar(u) = 7,(u) - 7,(u)"". Daher berechnet man fiir die
a—Faktoren von r, (und analog 7,):

ma() = [T ol@)® ((xorzh) (wy ue,)

weERY
= H o(a) ® (Xa(NormE/&(a’lu))) = 1.
wg€R+ ~ ~ -

OX
€05,

Die zweite Gleichung benutzt zwei funktoriellen Eigenschaften der Reziprozititsab-
bildung (ndmlich " Konjugation” =[Ta79, (W,)] und ”"Norm versus Inklusion” =[Ta79,
(1.2.2)] aus (1.1)). O
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Korollar 6.14. Der zentrale Charakter aus Satz 5.50.b ist unverzweigt.

Beweis: Nach Lemma 5.44 gibt es ein Matching v <+ ¢ stark regulidrer Elemente,
so da8 T := Cent(G?, ) ein #*stabiler erlaubter Torus ist und das Matching iiber
T := T° und die zulissige Einbettung Ty := Cent (v, H) — Ty- gefiihrt werden kann.
Die bedeutet nach der Definition in (5.41), daf 7', T bzw. Ty unverzweigte Tori
sind. Daher diirfen die xy—Data fiir ®(G,T)yp- bzw. ®(H,Ty) unverzweigt gewihlt
werden. Wenn man Satz 5.50.b fiir diese Matching benutzt, ist man nach Korollar
6.13 fertig. O
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7 Reduktionen

(7.1) Sei G und H wie immer seit den fundamentalen Annahmen (5.17) und w ein
unitidrer Charakter von G(F'). Insbesondere sind G und H quasisplit und zerfallen
iiber einer unverzweigten Erweiterung F'/F mit Gal(F'/F) = (Fr). Man muf fiir
das gesamte Kapitel hyperspezielle maximal kompakte Untergruppen wéhlen, denn
die Iwasawazerlegung 4.12 geht wesentlich ein.

Sei x ein solcher Punkt, ©* die gesternte Aktion von L beziiglich eines F'-Splittings
splo(B, T, {X,}), von denen man annimmt, da§ ©*(z) = x und x im Appartment
zum maximalen F-Splittorus Ty, von T liegt. Dann sei K = G(F),. Wegen Ko-
rollar 4.35 existiert nach der Annahme (5.17.3) ein residuell halbeinfaches Element
¢ € T(F)N L, Bis auf (gewisse) Faktoren aus T(F), = T(F) N K ist #" eindeutig
bestimmt. (Vorsicht: Tm Allgemeinen ist ordf’ > ord®* = |mo(G)| =: I.)

Die hyperspezielle maximal kompakte Untergruppe Ky von H(F') soll so gewihlt
werden, daf} ein Matching Ky 3 v <» 6 € K stark regulidrer Elemente existiert. Nur
diese Situation wird gebraucht. O.E. liege der spezielle Punkt zu Ky im Appart-
ment zu Ty, C Ty € sply.

Der maximale F-Splitsubtorus eines Torus T wird mit 7T}, bezeichnet. Sein dualer
Torus wird oft T}, genannt statt (korrekter) (T},)". Als weitere gebriiuchliche Be-
zeichnungen werden das unipotente Radikal U von B vorkommen, sowie der Modul
dp des (rechtsinvarianten) HaarmaBes auf B(F).

Definition 7.2. Die Heckealgebra H(G(F), K) von X ist die Algebra der stetigen,
C-wertigen Funktionen auf X (F) mit kompaktem Traiger, die invariant sind unter
Rechts—und Linkstranslation mit Elementen aus K. Das Algebrenprodukt ist die
Faltung (fi * f2)(2) = [ e fry) 2y~ 2)dy.
Fir eine (disjunkte) Vereinigung X = [[,(L;)(F) von Zusammenhangskomponenten
L; C G sei

H(X,K) :=CX(K\X(F)/K).
Man hat (kanonisch) H(X, K) < H(G, K) (als H(G(F), K)-Modul), indem man
f € H(X, K) trivial auf G(F) ausdehnt.

Sataketransformation

Ziel der ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels ist die Definition des Transfers
von Heckefunktionen von G zur endoskopischen Gruppe H in (7.16). Dazu benutzt
man £ und die Sataketransformation. Hier wird die Theorie fiir zusammenhéngende
Gruppen referiert. Im niichsten Abschnitt wird die Sataketransformation auf G
verallgemeinert.

(7.3) unverzweigte Hauptserie: Die Ordnungsabbildung v, die in (4.1) bei
der Konstruktion des Gebdudes eingefiihrt wurde, induziert Isomorphien

T(F)/T(F)e = X, (T)F) = X,(Tyy) ¢ Ty (F)/Top (F)e .
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Dual dazu bekommt man

(i) Hom, (T(F), C*) ~ Hom(X,(Ts), C*) = (Ts)" = Ty, ,

~

wobei der unverzweigte Charakter x, zu s € Ty, festgelegt ist durch x,(py) =

A(s) fir alle A € X, (T,p) = X*(Ts,).
Fiir einen unverzweigten Charakter x von T(F) sei

e o f(tug) = Et t)f
I(x) = I§(x) = {fec (G(F), C) f;usgz)se’r(l(f)),xu(éﬂgg(

)
F),g € G(F) }

Die unverzweigte Hauptseriendarstellung Hs(x) von G(F') zu x ist die Rechtstrans-
lation auf diesem Raum. Die K-fixierten Vektoren I(x)¥ bilden wegen der Iwasa-
wazerlegung einen eindimensionaler Unterraum. Sei m, (bzw. 7, := m,,) der ein-
deutige irreduzible K—unverzweigte Konstituent der Hauptseriendarstellung Hs(x)
(bzw. Hs(xs)). Genau dann sind 7wy und m; dquivalent, wenn s und ¢ in einem
W (G)™-Orbit von Ty, (F) liegen. Sei I, (G(F)) die Aquivalenzklassen von K-
unverzweigten irreduziblen Darstellung von G/(F'). Dann erhélt man eine Bijektion

T, /W 25 T (G(F)).
Satz 7.4 (Sataketransformation). Es gibt einen Isomorphismus
() HG, K) =5 QT YO, fos Y= (50 T(m(f)).

Beweis: [Car79, Theorem 4.1] O

~

(7.5) Dual zur Einbettung Ty, < T hat man eine Surjektion i : T — T,
Betrachte die Abbildungen

txFr — V(t)
e

(G X Fr)pe <= T x Fr T, ,

wobei links die halbeinfachen Elemente in G x Fr stehen. Nach [Bo79, 6.1+6.4.6.5]
induzieren diese Abbildungen folgende Bijektionen (N := Norm(T, G))

(G % Fr)p /G-Konj. ¢=5 (T x Fr) /N™ Konj. ¢ Ty, /W™,

(7.6) Fiir den Spezialfall, daB G = T ein Torus ist, liefert nach [Bo79, 9.5] die
Zusammensetzung

Homm (T(F), €)= T, &% (T % Fr) /T ~ H((Fr), T) 2% HL (W)p, T)

unv
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das Inverse rec! der (unverzweigten) Langlandschen Reziprozititsabbildung aus
(3.37).

(7.7) Definition von s,: Nach den Annahmen in (5.17.4) ist a € H'((Fr), Cent(Q))
vorgegeben und ergibt einen unverzweigten Charakter w von G(F). (Vefgleiche
[Bo79, 10.2].) Ab jetzt werden H'((Fr), Cent(GF)) ~ (Cent(G) x Fr)/ Cent(G) iden-
tifiziert. Mit (7.5) erhélt man
Typ /W™  (Cent(G) x Fr)/ Cent(G) 25 H' (Wi /g, Cent(G)) — Hom(G(F),C*)
Sei s, ein unverzweigter Charakter von T(F'), so daf3

Sy +— [d'(Fr) x Fr] — a(w) — w
unter den Abbildungen der letzten Zeile. Der Kozykel o’ wurde in (5.3.4) gewihlt.
Behauptung: s, € i¥(Cent(G)) C T,, ist die Einschriinkung von w auf T(F).

A

Beweis: Wenn Cent(G) nicht zusammenhéingt (d.h. wenn Gy, nicht einfach zusam-
menhiingt) benutzt man (wie in der Beschreibung der Isomorphie H' (W, Cent(G)) =~
Hom(G(F),C*) in [Bo79, 10.2]) eine z-Extension G von G. (Vgl. (1.13).) Sei

1—7Z1 —G —G—1

die zugehorige exakte Sequenz, in der Z; C Cent(G)) ein Torus ist mit H'(F, Z;) = 1
(so daB G1(F) - G(F).) Weil Z; zusammenhéngt erhélt man dual dazu

11—t —ta, —tz, — 1.

Sei Ty C G, der Torus iiber T. Weil G 4, einfach zusammenhéngt, ist Cent(él) ein
Torus und dual zu D := G1 /G ger = T1 /T ger. Man hat das kommutive Diagramm

T, /W 2T (Cent(G) % Fr)/ Cent(G)

J{ J{durch Inklusion

Ty /WP 220D (Cent(Gh) » Fr)/ Cent(G)
(T /Ty gor) o) ) (D x Fr)/D.

Andererseits wird w in [Bo79, 10.2] so konstruiert, dal man das kommutative Dia-
gramm hat

H' (Wi /p, Cent(G)) >Hom(G(F),C)
\Ldurch Inkl.

H (W /e, Cent(G1)) = Hom((G1 /G 4er) (F), € ) —= Hom(G4 (F), C*)
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Durch Zusammensetzen der untersten Zeile der beiden kommutiven Diagramme
erhélt man wegen (7.6)

rec!

//—\
((Tl/Tl,der)é\p ~ (D X FI')/D T HI(WFI/F, Cent(@l)) rees Hom((Tl/Tl,der)(F), (CX)

als Kompositum genau die Identifizierung (i) in (7.3). Nach Definition von s, wird
dabei der Pullback von s, auf den von w abgebildet. Indem man alles auf T driickt,
hat man die Behauptung. Das geht nach der Konstruktion von w in [Bo79, 10.2]
bzw. nach den kommutativen Diagrammen oben. O

Sataketransformation mit Twist

Behauptung 7.8. Betrachte
I1(G, 0, a) := {[r,] € Wyno(G(F)) | 75 0 O ist dquivalent zu w - 74}

und folgende algebraische Teilmenge von Tsp (den unverzweigten Charakteren von

(0" w):={s € T, | 3w € W(G)™ mit wh(s)w™* = s, - s}

Weil s, invariant ist unter WY ist diese Menge stabil unter der Operation von
WE . Unter der Bijektion T/ W™ +— Wy, (G(F)) in (7.8) korrespondieren

M(e*,w) /W &5 11(G, 6, a)

Beweis: Nach (7.3) ist 7y, fquivalent zu 7, ; genau dann, wenn 0(s) und s, s unter
der Weylgruppe W konjugiert sind. Daher reicht es, zu zeigen, daf Tj(s) ~ Ts O o*
und 7,5 ~ w7 (~ bezeichne Aquivalenz.) Beide Aquivalenzen folgen aus
den Definitionen: Unter Ty, — Homy,,(T(F),C*) hat man wegen (7.7) zum einen
S5 — w - y und zum anderen A(s) — y, 0 ©* (nach Definition von ). O

Lemma 7.9. Sei w unitdr. Dann gibt es in jeder WY -Konjugationsklasse von
[I(O*,w) ein s € Ty, so dafy ein Intertwiner Io- : I(xs) — I(xs) existiert, der m,
vertauscht mit w™' ® (s 0 ©%).

Beweis: Weil ']AI‘sp ~ C*™ fiir ein m € N, ergeben die Polarkoordinaten fiir C eine
eindeutige Zerlegung Tsp 3> s =r-u,so daf alle Eigenwerte von r positiv reell sind
und alle Eigenwerte von u vom Betrag 1. Dieser Zerlegung entspricht die Zerlegung
Xs = (] ] oxs)- X s,unitar, WODel X ynitar Unitér ist.

Sei nun s € T1(0* w). Durch W-Konjugation kann man erreichen, daf r in der
positiven Weylkammer zu B liegt, d.h. «(r) > 1 fiir alle ¥ € A = A(G,B,T).
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Fixiere ab jetzt s = r - u mit diesen Eigenschaften. Dann ist der unverzweigte Kon-
stituent 75 von I(x;) ein Untermodul.

Durch 7 wird vermége {« € A | o¥(r) > 1} eine Parabolische P O B zugeord-
net. Sei M die Levigruppe von P, die T enthélt. Dann ist r € Cent(M) und
(M, T) ={a e ®GT)|a’(r)=1}.

Die folgende Uberlegung zeigt, daB M und P ©* stabil sind. Weil w unitéir ange-
nommen wird, bedeutet s € I1(0*, w), dal ein w € W existiert, so dafl zugleich
(intw 0 0)(r) = r und (intw o A)(u) = s, - u. (Insbesondere liegt u € I1(©*,w).) Da
0 die positive Weylkammer zu B stabil 1i8t, folgt sofort, dal w € Stab,(W'™) C
W (M, T)™ und 6(r) = r. Daher ist M stabil unter ©*.

Weil a(r) =1 fiir « € ®(M) und weil man aus positiven Zahlen (eindeutig positiv
reelle) Wurzeln ziehen kann, kann man den Charakter x, = |- | o x, zu einem
©*-stabilen Charakter von M ausdehnen. Man hat

I(Xs) - [ug(Xs) = ]—]CDTV (I#M (Xs,unité'.r) & XT‘)?

wobei die unverzweigte Haupseriendarstellung Iy, := IfA ), (s unitar) =~ @ cicp T
vollstindig in irreduzible Komponenten m; zerfillt, weil die Darstellung I, unita-
risierbar ist. Also gilt

I(xs) ~ 15 (HM ® Xr) ~ @Iﬁ(m ® Xr)
i=1

und der unverzweigte Konstituent ist ein Untermodul genau eines Summanden auf
der rechten Seite: O.E. m, — IS (m ® x,) < I(xXs)-

Weil u € II(0*,w), gibt es einen Intertwiner Ig- 5y : IIjy 0 ©* — w ® [T, Da P und
X ©*—stabil sind, kann man den Intertwiner I~ als Abbildung von

f ist lokalkonstant und

I§(Iy@x,) = § £ G(E) = My & X, | fmng) = (642 - xe)(m) - s (m) (£(9))
fir alle m € M(F), n € Np(F)

auf sich definieren durch
[ g w M (9)  Torat (1(07(9)) )]

Um einzusehen, daf dies ist eine Selbstabbildung von I§(I1y; ® x,) =~ I(xs) ist,
geniigt (wegen der Iwasawazerlegung) folgende Rechnung fiir alle m € M(F), n €
Np(F)und k € K = G(F),:

(Io- f) (mnk) = w(mnk) ™" Io- a (f(©* (mnk)))
= wo(m) /(0" (m)) X, (0" (m)) (Tor 1 © TWar (€7 (m)) ) (F(6" (R)),
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weil w unverzweigt ist. Weil dp(m) = dp(0*(m)), folgt

= w(m) 16, (m)x (m)w(m) (T o Lo (m) ) (£(©"(K))).

Ebenfalls nach der Iwasawazerlegung folgt, dal der spérische Untermodul 7, —
I(xs) durch I« in sich iibergefiihrt wird und dort den behauptete Intertwiner be-
wirkt. 0J

(7.10) Nach der Annahme (5.17.3) gibt es ein ¢’ € T(F"), so daf intf' = intt’ o O*.
Weil xointt’ = x,, ist durch (I f) (g) := f(tgt ") ein Intertwiner Iy : I(xs) — I(Xs)
gegeben, der 7, mit 7, o intt’ vertauscht.

(7.11) Definition von 7}: Sei s € [1(©*,w) in seiner W -Konjugationsklasse, so
daf} der Intertwiner Io- aus Lemma 7.9 existiert. Zusammen mit (7.10) erhélt man
einen Intertwiner Iy = Iyolg- : I(x,) — I(xs), der 7, vertauscht mit w™'®(7,00"),
wobei © := intf’. Indem man fordert, daf} alle Intertwiner trivial auf der Geraden
I(xs)¥ operieren, ist Iy kanonisch bestimmt.

Durch die Vorgabe 7,4(0") := Iy kann man daher 7; zu einer projektiven Darstellung
von G(F) liften (die G(F),fixierte Vektoren besitzt). Da man an Spuren interessiert
ist, liftet man diese projektive Darstellung zu einer Darstellung einer Gruppe G wie
folgt:

Sei Gy := Kern(w) € G(F) und G' das semidirekte Produkt von G' := G(F) x
(G(F)/Gp) mit 0, so daB

intg' : G — G* (g,2) —> ((int&')(g), g-x).

-1

Durch Tterieren folgt aus wd(s)w™" = s, - s wegen s, € T?fr

s = él(s) = Sy - é(Sw) s élil(Sw) . w;IS’U]l

fiir ein geeignetes w; € W', Weil die Weylgruppe endlich ist, folgt durch weiteres
Tterieren dieser Gleichung, da$ s, - - -0'~'(s,) endliche Ordnung hat. Somit gibt ein
N, € ord#-Z D 1Z,so daB w- (wo®') - - - (wo®'N1~1) = 1. Insgesamt darf man deswe-
gen G' = G'xZ /N, annehmen bzw. ord®' = Ny, denn (int0")V (g, 2) = (0" (g), x-
G- 0'(g)---0"™M(g) = (g,2). Durch mult((g,z) x (0")%) := g8 € G(F) wird
eine Surjektivon G — G(F) definiert mit (Kern(mult))° =1 x (G(F)/Gq) € G.
Indem man die Darstellung 7, durch 7!(g,z) := w(x)™" - 74(g) liftet zu einer Dar-
stellung der Gruppe G, hat man fiir den Intertwiner Iy oben:

ol ((int6") (g,2)) = w (92) -7, (6'(0)) =w (@) - Tomy(9) " = Tyl (g,) Ty

Also wird durch g* - (6")™ — 7w} (g") 15" (fiir alle g' € G', m € Z) eine Darstellung
7! von G' definiert.
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(7.12) Definition von f!:

Bezeichne K! die kompakte Untergruppe K x (K - Gy/Gp) von G*. (K*' muf keine
maximal kompakte Untergruppe von G*' sein!) Fiir das Folgende wird die Heckeal-
gebra H(G(F), K) durch

Frs L= ((g,x) v (91)m»—>{ f(g0'™) fallsz e K'und 0 <m <1 )

0 sonst

(als H(G(F), K)-Modul) in die Heckealgebra H(G", K') = C*°(K'\G'/K") einge-
bettet.

(7.13) Sataketransformation zum zweiten: Mit den bisherigen Bezeichnungen
ergibt fY(s) := Tr(7}(f')) eine (wohldefinierte) Abbildung

()" : H(G, K)—ClI(©°,w)/W(G)™] = CTI(e*, w)]"".

Dabei ist C[II(©*,w)] die Algebra der reguliren Funktionen auf der algebraischen
Teilmenge [1(0*,w) C Ty,. Genauer hat man folgendes

Lemma 7.14. Sei f € H(G, K) und s € TI(0*,w) C Ty,. Dann gilt

(a) FY(s) = Te(7L(f1)) = > A(s) - (SHPY)
Tsp)

AEX(Tsp)=X*(Tsp)

wobei S : ’H(C:YLK) — H(T,T(F).) bei Wahl eines geeigneten Haarmafes diu auf
U:=(U,0") C G gegeben ist durch

Imo(G

(S)(@) = 0% (@) /ffw dii = 5% () Z/ f(wub)d

(b) Tr (7, (L (1)) = xs(2) - Tr (75(f1))

wobei L, die Linkstranslation (f — f(z~')) von Funktionen mit z € Cent(G)(F)
bezeichnet.

Beweis: Die Haarmafie auf G(F), K, U(F), T(F), G' seien so normiert, daB das
Volumen von K, U(F) N K, T(F). bzw. K' Eins wird.

Die Abbildung S ist wohldefiniert: Sie héngt nicht von 6" ab, weil sich jedes andere
0" um Elemente aus K N T unterscheidet. Ebenso ist die Summe unbedenklich,
selbst wenn ordd’ > |mo(G)| =: [ ist, denn #"* € K N'T. AuBerdem hiingt (Sf)(z)
nur ab von der Restklasse von = in T(F)/T(F), ~ X.(Tsp).

Die Funktion fx € I(xs), fiir die fx(tuk) = 5];/2 (t) - xs(t), ist Basis der K-fixierten
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Gerade in 7!. Die Iwasawazerlegung mit #'-stabilem K ergibt eine Zerlegung des

Haarmafes, so dafl

£(5) = Tl (7)) = / TR i) - 1 (5')dg"
- Z / (7 (02 @) ) s (9 0 )dg
= Z / /K s L@ Filo) - 90" dady

= volg (KGo/Gy) / / Z / f(tub" k) dkdndt

- voldk(K)/T(F s (8) (B / Zf (tub") du> di

_ volg(T(F).) xo(ph) - (61; o[ f(p?vﬁ)chl)

WS A (SHE))

AEX(Tsp)=X*(Tsp)

Die Aussage (b) ist nun nur die Translationsinvarianz des Haarmafes:

Tr (71(LL(fY)) = / @) = / TG @
=T EGY). O

(7.15) Das Bild von I1(0*,w)/W™ unter den Bijektionen in (7.5) ist
(G, 0,d") := {g x Fr € (G x Fr)p, | O(g) x Fr ist G-konjugiert zu a'(Fr) - g x Fr}
modulo CATLKonjugation, wobei der Kozykel o' der Klasse a bei der Definition der
endoskopischen Gruppe in (5.3) gewéhlt wurde. Es gilt {((H x Fr),.) C II(G, 0, "),
denn fiir h € H gilt nach (5.3.4)
(ints o 0) (£(h x Fr)) = (ints o 0) (hme(Fr) x Fr) = h - (ints o 0) (me(Fr) x Fr)
= h-d'(Fr) - me(Fr) x Fr = o/ (Fr) - £(h % Fr).

(7.16) Transfer von Funktionen: Definition von b::  Wegen des letzten
Absatzes wird durch € und Bijektionen in (7.5) (fiir H und G) folgende Abbildung
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5 definiert:

(ii) (H X Fr)h,e./[—f[—Konj. s H(G, 0, a’)/G—Konj.

MT ~ Tll

Ty /W (H)T S THOF, ) /W (G

Dabei wird rechts (7.5) fiir H (mit dem maximal F-Splittorus Ty ) beniitzt. Damit
hat man die Abbildung

be - H(G, ) s OO, w)] D" 5 |70 S 3y (H, K

und zwar so, da zu gegebenem f € H(G, K) die Funktion be(f) charakterisiert ist
durch

(i) Tr (7 (1)) = Te(m, (e(f)))

fiir alle s € ’]AI‘HN,sp. Knapper (aber etwas unklar) formuliert: f¥(£(s)) = (be(f))(s).
(Vorsicht mit £(s): Gemeint sind W ~Konjugationsklassen!)

Abstieg auf die derivierte Gruppe

Vermutung 7.17 (Fundamentales Lemma, Langlands). Gegeben sei eine en-
doskopisches Datum (H,H,s,§&) zu (G,0,a). Sei f € H(L(F),K) C H(G,G(F),)
und v € H(F') stark reguldr. Dann gilt bei geeigneter Normierung der Majse

Yo ANO)05US) = 08 be(f)) = > Oy (be())

0€L(F)/G(F)-Konj. H(F)-Konj.klassen von 7' aus
der stabilen Konj.klasse von y

Lemma 7.18 ([Hal93, 11.3]). Fir z € Cent(G)°(F) gilt

L.y (be(f)) = (az, )" - be(L:(f)),

wobei zp das Bild von z in Cent(H)(F)° ist (vgl. (5.6)). (Mit L, werden wieder
Linkstranslationen (f — f(x™')) auf den Heckealgebren H(H, Kg) bzw. H(G, K)
bezeichnet.)

Beweis: Sei Z := Cent(G)°.

1. Schritt: Wegen des Satakeisomorphismus 7.4 wird die Aussage fiir die Fourier-
transformierte gezeigt werden. Sei dazu sy € ']AI‘H,SI, und sg € ’]T‘sp aus dem VV(CA?)FIL
Orbit £(sy). In den beiden oberen Mengen des Diagramms (ii) in (7.16) mdgen
tg X Fr bzw. tg x Fr (mit tg € Ty, tg € T) die jeweiligen Bilder von sy bzw. sq

repriasentieren.
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2. Schritt: Reduktion auf eine Charakteridentitét.
T (7o, (e (L)) B (7L (Lo(5) ) T2 g (2) - Te (7L, (1))
= X () T (o, (be())
(7.14.b)

2 Xoo ()Xo (21) ™+ T (o (L () )

wobei X, der zu sg assoziierte Charakter aus II(T(F), ', w) ist. Man ist daher
fertig, wenn gezeigt ist, daf}

Xse (2) * Xsp (zm) 1 = (ar, 2)1, fir z € Cent®(G)(F) e Za(F).

3. Schritt: Nach Satz 5.50.b ist die Abbildung Z¢(G) — Zg(G)e- — Cent(H)

induziert durch die duale Abbildung zu Ty = Tu LN Tho = qlo T, die auch zur
Identifikation

¢ : Hom, (T (F), C°) = Tpryp = T2 € Ty, = Homiy, (T(F), C)

benutzt wird. Daher ist zu zeigen, daf§ auf Zg(F) gilt xso + ¢(Xsp) ™"

- <aT7 '>L-
Eine fquivalente kohomologische Formulierung in HY,,(Wg/r, Zc) = (ZaxFr) [/ Zg
lautet mit (7.5):
to' -ty - ap(Fr) € (1 - Fr)Zg.
4. Schritt: Nach Definition ist t; Gue,—konjugiert zu &(ty x Fr) = tyme(Fr) x Fr.
Wegen Korollar 6.12 errechnet man in G/(G) ger

to'ty - ap(Fr) = (tgme(Fr)) ™"ty - me(Fr) = 1 (mod Gler).

5. Schritt: Man hat 1 — (T)ger — T — Zg — 1, denn mit V., := Z[®(G)] ® R gilt
X*(Zg) = X, (Cent(G)°) = X.(T) N (V,)* und

X (Taer) = X*(D) /(212" (@) @ R)* N X¥(T)) = X.(T)/ (Vi N X (T)).

er

Weil @/@der = T/Tder ~ Z\G hat man im vierten Schritt tatsichlich t.'-tp-arp(Fr) €
T/ Ty, ~ Ze nachgewiesen und ist fertig. O
Satz 7.19. Das fundamentale Lemma 7.17 gilt fir die Gruppe G, wenn es fir die
von Gger und 0" (aus (7.1)) erzeugte Gruppe gilt.

(~Nota bene: Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten dieser Untergruppe von
G ist ein Vielfaches von my(G). Nur wenn 0" € Gy bleibt sie gleich.)

Beweis: Sei z € Cent(G)°(F') und zy sein Bild in Cent(H)°(F).

ST ATy, OO0 PENY ar, 2L A(7,8) - OF (Lo ()

= ar, 2 Y- O (be(L2(£))) = OF" ({ag, 2 )1 - be(L(f)))

7.18

= O (Lay (be())) = O3 (be()).

ju
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wobei bei ”F.L.” das fundamentale Lemma fiir die von G4, und 6’ erzeugte Gruppe
eingeht. O

Priparationen fiir den Harish—Chandra—Abstieg

Das Ziel dieses und des néichsten Abschnitts ist das Abstiegslemma 7.32, in dem
das fundamentale Lemma fiir beliebige Elemente auf das fundamentale Lemma fiir
stark kompakte Elemente zuriickgefithrt wird. Zunéchst wird nur die Situation
(angenehmer?) prépariert.

(7.20) Gegeben sei ein Matching H(F) 3 v < 6 € G(F) N L stark regulire
Elemente und alle Bezeichnungen (g, 6*, T, Tg, ...) aus (5.9) werden benutzt. Sei
T,p der maximale F'-Splittorus in 7 und M* := Cent(Ts,, G)°. Wie T selbst ist auch
T,, ©*stabil. M*®™° und M* sind quasisplit, denn To"° liegt in einem maximalen
F-Splittorus T} von G®°. Offensichtlich ist 7} C M*®"° und der maximale F-
Splittorus Cent (77, G) liegt in M*.

Behauptung 7.21. Man darf (und wird) annehmen, daff T C M* (d.h. Ty, C T)
und M* - B eine (F-rationale) parabolische Untergruppe von G ist.

Beweis: Weil M*®"° = Cent(T) °, G®"°) Levigruppe einer geeigneten F-rationalen
parabolischen Untergruppe von G©° ist, gibt es ein x € (G®°),.(F), so daB
xM*®©"°z~! Levigruppe einer Standardparabohschen beziiglich B®* wird. Da ©*
speziell ist, ist (nach (3.11)) das Paar (B, T) das einzige Paar in G, dessen Schnitt
mit G® das Paar (B® ,T®") ergibt. Daher ist zM*2~! Levigruppe einer Standard-
parabolischen beziiglich B.
Weil € G? (F) kann man das Matching v <+ § fiihren iiber die Daten xd*z~!,
(xBx~',2Tz™"), g und 1 = intx o n statt der bisherigen §*, (B,T), g bzw.
n : Ty — Tp-. Beriiglich dieser modifizierten Realisierung des Matchings ist die
maximale Splitkomponente des neuen 7" in T enthalten. O

Lemma 7.22. H'(F,M*) < H'(F,G)
Beweis: [K88, S. 639] 0

Behauptung 7.23. Die G(F)-Konjugationsklasse von 0 hat einen Vertreter in

Beweis: Fiir die Projektion von ¢ aus (5.9.4) nach G ist v(o) := go(g)™' €
Kern[H'(F,T) — H'(F,G)]. Wegen Lemma 7.22 ist Kern[H'(F,T) — H (F Q)] =
Kern[H'(F,T) — HY(F, M*)]. Also gibt es ein m € M* mit v(a) = mm 7, d.h.
m g € G(F) und m tgdg 'm = m 16*m € (M* - 0*) N G(F). O

(7.24) Man wird daher im Matching v <> ¢ das § ersetzen durch diesen Vertre-
ter in (M* - 6*)(F). Nach Satz 5.50.a verdndert sich dadurch A(y,*) zwar, aber
A(7,%)O4(f) bleibt insgesamt unveréndert.
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Nach diesen Préparationen kann man annehmen, dafl die maximalen Splittori 7§,
und T¢ s, = Cent(Cent(d, G), G)° von T bzw. T sowie ihre Zentralisatoren M* =
Cent (T, G) bzw. M := Cent(T¢ sp, G) iibereinstimmen. Also méchte man (unter
der Annahme g € M,,, fiir die man die in (7.24) benannte Verédnderung von A in
Kauf nehmen muB) auf M := Cent(Tg,,,, () absteigen.

Das lduft ganz analog zur ungetwisteten Situation. M = M* ist quasisplit, so daf}
man als inneren Twist wieder die Identitdt benutzen darf. Wéhle eine F—rationale
parabolische Untergruppe P, deren Levigruppe M ist. (Nach den Manipulationen
in Behauptung 7.21 sei das P = M - B.) Sei N das unipotente Radikal von P.

Lemma 7.25. Sei G reduktiv (und zusammenhdngend). Die duale Gruppe M ei-
ner Levikomponente M einer parabolischen Untergruppe von G ist selbst Levikom-
ponente einer parabolischen Untergruppe von G. Genauer korrespondiert (bis auf
G-Konjugation) M zu IV = {a" | a € A} € AY, wenn M zu I C A = A(G)
korrespondiert.

Beweis: Klar. O

(7.26) Als néchstes wird analog zu [LS90, 1.4.] ein (unverzweigtes) endoskopi-
sches Datum zu M und (G, H) konstruiert. Dazu mogen die Konventionen und
Bezeichnungen aus (5.5) alle in Kraft sein. Nach der Definition von M = M* und
Behauptung 7.21 ist spl,, := spls. N M ein F-Splitting von M. Die Identifizie-
rung von ®(G, T)Y mit ®(G,T) ermdglicht es, ®(M,T)" als [stabile Teilmenge
von @(@, T) aufzufassen. O.E. sei M die Leviuntergruppe von G, die 7~ enthiilt und
®(M,T)" als Wurzeln hat. Dann kann man sply, := spls N M definieren.

Da die Galoisaktion auf ®(M/) die Einschréinkung der I'-Aktion auf ®(G) ist, kann
man folgende L-Gruppe (M, par,mas) von M in LG einbetten: Fiir py, nimmt man
die Einschréankung von pg auf M und fiir ny die Einschréinkung von ng auf U(M)Y.
(Vel. (1.10).)

Die Konstruktion bisher ergibt auerdem, dafl ®(A/)" und damit M 6-stabil ist, so
daB P;(®(M)) ein abgeschlossenes Subsystem von P;(®(G)) ist (d.h. alle positiven
Linearkombinationen von Elementen aus dem Subsystem, die Wurzeln sind, liegen
in dem Subsystem.) Weil zudem 7% < (M*?)° (s € T1), ist (M*?)° Levikompo-
nente einer Parabolischen von H = G*%: Es gilt z.B. (M*)° = Cent(Tf;, (G=0)°)
(wobei Tf; mit seinem Urbild in 7% = 77° identifiziert wurde).

Analog sieht man mit Lemma 7.25, daf es eine Leviuntergruppe Hjy; von H gibt,
so daB Hy = M*%°, 2.B. Hy = Cent(H,Ty,,), wobei Ty = Cent(v, H) von dem
Matching aus (7.20) herkommt. Sei spl; = sply N Hy.

Die Gruppe “H)y, wird analog (zu “M C *G) durch Einschrinkung der Daten zu
LH gewonnen: “H,; := (ﬁM,PH|gM,77H|gM)- Um zu sehen, daf$§ es ein &, gibt, so
dafl

Ly, 24 Ly
!

(iv) !
'H 5 la
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kommutiert, beobachtet man, da man nach Langlands 3.41 YTy ~ L(Tj.) mit
entsprechenden y—Data in alle vier Gruppen einbetten kann. Das Bild unter einer
solchen Einbettung hiingt nicht ab von den y-Data, da diese nur das r,(w) € Ty
beeinfluflen (bei der Definition (vi) in (3.47)). Wie in (5.35) ausgefiihrt wurde, hat
man

Bild[E Ty < YHyy s PH <5 LG = T - Bild[E Ty — LM < LG] € Bild[* M < LG,

Mit der Definition von H); zusammen folgt, daB &(*Hy) € M.

Indem man die Borelgruppen BN M D T und By N Hy O Ty benutzt, ist die
ou Ty~ Ty~ TP ~ (Tp<)" duale Abbildung Ty =~ Ty« eine zuléissige Einbettung
sowohl fiir (G, H) als auch fiir (M, Hy,).

(7.27) Als endoskopisches Datum fiir (M := (M, ), a) nimmt man nun das Tupel

(HMa LHM) S, §|LHM)

Seine Isomorphieklasse (vgl. (5.3)) ist wohlbestimmt durch die Isomorphieklasse von
(H,"H,s,¢), denn Cent(G) C Cent(M). AuBerdem gelten die fundamentalen An-
nahmen, wenn man sie wortlich auf dieses endoskopische Datum und M iibertragt.
Langlands und Shelstad [1.S90, 1.4] zeigen die Unabhéngigkeit der Isomorphieklasse
von den vielen Wahlmoglichkeiten bei der Konstruktion.

Nach [K86, 7.1] sind M (F)NK und Hy (F)N Ky hyperspezielle maximal kompakte
Untergruppen von M (F') bzw. Hy(F).

Behauptung 7.28. Die Inklusion M — LG induziert die untere Inklusion in dem
kommutativen Dagramm

na k) 2 o, M) N K

l l

C[’]T‘f;]W(G)<Fr’é> SN (C[T""]W

Nr)(Fr)
Dabei sind die Abbildungen nach unten Sataketransformationen und

], s

der konstante Fourierterm entlang M. Das Haarmafl auf dem unipotenten Radikal
N von P = M - B wird normiert durch volg, (N N K) = 1.

f(P)

’UM\»—‘

Beweis: Man rechnet mit Lemma 7.14 (fiir s € Tf; ) nach

fre(s) = > A(s) - (SEf)(m ZA P (mp) = (fE) 2 (s),

AEX(Tsp)=X*(Tsp)
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wobei die Sataketransformationen und S wie angedeutet in den Gruppen G bzw. M
gebildet werden. Dabei benutzt man die Zerlegung dug = duy, - dn... O

Angewendet auf die Paare M, G sowie Hy;, H folgt hieraus nach Konstruktion von
be in (7.16) das

Korollar 7.29. Das kommutative Diagramm (iv) in (7.26) induziert das folgende
kommutative Diagramm

H(GK) % H(H Ky)

(.)(P)l J/(.)(PH)

- b

H(M,MNK) —5 H(Hy, Hy N Ky)
Fiir die entscheidende Integralrechnung 7.31 muf} noch folgende Berechnung einer
Jacobideterminante bereitgestellt werden:

Lemma 7.30. Sei P = M - N wie bisher in den letzten Paragraphen.

(D.h. P =M - N die Levizerlegung einer ©*-stabilen F~Parabolischen P C G und
P = Norm(P,G) bzw. M = Norm(M, P).)

Fiir fast halbeinfaches 6 = M(F) N L, gilt

(1) Falls Agc(d) := det(1 — Ad(9)|Lien) # 0, so gilt fir alle f € C.(L(F))

/f(én)dn:‘AHC ‘F/f “16n)d
N

(2) Daynr(8) = [det(1 = Ad())luieanrli” = 1Ame (57| - 3p(5)2.

(3) Dgne(m tom) = Den(0) = Dy (671) fir alle m € M(F).

(4) Es stabilisiere 0* € P N L ein Splitting (B, T, {X4}) von G mit B C P und
T C M. Zerlege 6 =t-0* (mitt € T). Dann gilt (mit I = (0*))

1/2 1/2

Dope@) = [I 1Sw® -1 [ ISwe®+1
TaC®(G)\®(M) IaCP®(G)\®(M)
a vom Typ [, 11 a vom Typ 111

Beweis: Der Beweis von [HC70, Lemma 22] iibertriagt sich wortlich auf den Fall
eines fast halbeinfachen § € P(F) N L, denn weil § ein Paar (B,T) mit P O B und
T C M stabilisiert, gibt es auch hier eine Filtrierung d—stabiler Untergruppen N =
Ny D Ny D ... D N,;1 = 1 mit abelschen Quotienten N;/N;,; und [N;, N;] C N;4.
(Man kann z.B. fiir jedes NN; das Erzeugnis aller U, nehmen, so daf} die Hohe von «
bzgl. A(B,T) unter einer gewissen Schranke bleibt. Natiirlich sinkt die Schranke,
wenn ¢ steigt.)

/ f(6~'n~ on)dn = / / f(5_17;‘;16(5_1”;4—1157%-}-1)hi) dniy1dn;
N; i+1\V; i d

7'91(5 l+15n1+1)

= ‘det(l—Ad(6_1)|ni+l)‘F1/ / J( (6~ g tongmny; nz+1nz)dnl+1dn,
z+1\N 7,+1

791(n1+1)
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nach Induktionsannahme. Substituiere 7n; 1n,~+m,~ — n;41. Die Funktion gs ist eine
Funktion der abelschen Gruppe N; 1\ N;

Mnigs ‘F / / F(67 0 0nmag ) dng, diy
z+1\N 7,+1

7

= |det(1 — Ad(6

=:g2(6— 1ni Lons)

—1 . .
ni+1€9(ni/ni+1))‘F / / f(niniJrl)dniJrl dn;
Nip1\N; I Nit1

/ f(ni)dn;

Die restlichen Aussagen erhilt man mit der Zerlegung Lie(G) = n~ @ Lie(M) & n.
Dy (6) = |det(1 — Ad(0)[n-an) |
— |det(1 — Ad(E™")]a)|2 - |det (Ad(8) (A6~ = 1)])|2
= |det(1 — Ad(6™"

= |det(1 — Ad(5 )

g2(7;)

= |det(1 — Ad(6

nz

o). - [det(Ad(8)]o)[2
= [Agc(07)|, - 5p(5)2

Fiir die letzte Formel kann man sich auf einen Orbit n;, = @vem g, C n be-
schrinken. Falls o nicht vom Typ III ist, kann man nach Lemma 2.9 eine ©*—stabile
Basis vo ny, wihlen. Sei [, := |I«|. Falls o vom Typ III ist, gibt es nach 2.9 eine
Basis von ny,, so daf I/{©*/2) einfach transitiv auf den durch diese Basis erzeugten
Geraden in ny, operiert. Dann hat man ©*/2|, = —1. Insgesamt folgt daraus:

1 — Sro(t) falls & vom Typ I oder 1T ist

det(1 — Ad(6))|n,. = { 1+ Spo(t)  falls @ vom Typ III ist. -

Harish—Chandra—Abstieg

Behauptung 7.31. O;“(f) = Dg/u(6) ' Oé‘sz’w(f(P)) fir f € H(L, K).
Beweis: Sei T' = Cent(d, G) = Cent(d, M).

0L“(f) = / w(9)f(g "59)d7

:/ //w(mnk)f(k_ln_lm_lémnk)dk dn dm
M JINJK

Weil w unverzweigt ist,

/T\M/ o dmn)dn dm

::mo
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Nach Behauptung 7.30.1 gilt

— [ Dayur(mo) - 5p(mo)? - wo(m) / F(mon)dn din
™M N

und wegen D(;/M(mo) = DG/M(m_15m) = DG/M(5)

— Dey(5)™! /T s ) i

Als Spezialfall (0 = id) ergibt sich O (f") = Dpp,, ()=" - O ((f17)Fm)),

Satz 7.32. Das fundamentale Lemma 7.17 gilt, wenn es fir stark kompakte Ele-
mente gilt.

Beweis: Sei v € H(F) stark G-regulir und Norm-Image eines Elements 0 €
L(F). Ferner sei M wie oben (als Zentralisator des maximalen Splittorus in
T = Cent(G,0%)°) gebildet. Nach den Behauptungem 7.23 und 6.2 kann man an-
nehmen, dafl die Vertreter der G(F)-Konjugationsklassen in der stabilen Konjuga-
tionsklasse von & in M (F) liegen und dort stark kompakt sind. Mit dem folgenden
Lemma 7.33, das die Transferfaktoren bzgl. M und G vergleicht, kann man wie in
[Hal93, 12.] das fundamentale Lemma fiir G bei v beweisen:

5 APK(1,0) - OF(F) "= Dy (1) - 0, AV, 6) - OF (£7)
= D (1) O3 by, (F7)
= Dy (1) O (b (£) )

7.31 s
O3 (be(f)),
wobei bei F.L. das fundamentale Lemma fiir (v, M, Hyy, ...) eingeht. O

Lemma 7.33. AGK(y, §) = AMENMP)(y 5). %'
H/H\s

Beweis: Man wihle fiir M und G dieselben a-Data und y-Data und alle a—Data
und x—Data trivial auf ®(G)\®(M) = +P(N) (denn diese zerfallen offenbar in
asymmetrische Galoisorbiten) Damit hat man A} = A§ und AM = Af denn
man kann Af, (T2°°) = Al ,(T2°°) erreichen, wenn man h € M,. wihlt. Die
Steinbergeprasentanten werden onehin zu spl,, = sply N G gebildet und auf der
dualen Seite hat man s, = s}/, wegen "M — 'G.

AG (.5 [det (1 = Ad(#)0") |uie(cyviecr |
IAANE o
|det(1 — Ad(7)) Lie()/Lie(Tn) ;/2
1/2
o [det(1 — Ad(#)0") [uie(v)+Lie(w) |
= A (7,90) - 1/2
‘det (1-— Ad(“Y))|Lie(NH)+Lie(NH) F
Dy (6
= AM(v,6) - Dam(0)

DH/HM(7)
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Nun zu Ap;: Die normierten Referenzdaten 7 <+ 6 € M(F), {x,} erfiillen auch fiir
G die Normierung 5.43. Weil man nach den Priparationen (7.20)—(7.27) fiir 7 < &
das g aus (5.9.4) in M, wihlen kann, ist V(o) = ((go(g) " 0(0), (t*, 7 1)) o.E.
dasselbe fiir die Berechnung von A§; wie auch fiir AM.

Man hat das kommutative Diagramm (iv) in (7.26) und aus der Gleichwahl der
x-Data folgt, daB &, und & iiber die Inklusion “M < G faktorisieren, d.h.

LTHi—LG und LTHLG
L\AJ:W JA

sind kommutativ. Daher ist A(w) ebenfalls in den Paarungen fiir beide Gruppen
dasselbe, mithin A§, = AM. O
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8 A fiir unverzweigte anisotrope Tori

(8.1) In diesem Kapitel ist G halbeinfach unverzweigt (und zusammenhéngend) und
G/G ~ 7./1. Die Annahmen (5.17) gelten weiterhin. Insbesondere zerfillt G iiber der
endlichen unverzweigten Erweiterung F'/F. In (4.24) wurde eine Kohomologieklasse
v(L) eingefiihrt, die das Hindernis beschreibt, ob L(F') leer ist. Thr Bild unter der
Einbettung Cent(G)y- < Cent(H) (aus 5.6) ist die Klasse v (L) € H'(F, Cent(H)).
Diese Klasse héingt nur von L und H ab und ist nach den fundamentalen Annahmen
unverzweigt; genauer Inflation aus H'(F'/F,Cent(H)(F")). Wihle und fixiere im
Folgenden einen Zykel 2}, (o) in vy (L).

Lemma 8.2. Sei Ty ein maximaler F—-Torus von H und TG ein mazimaler F—
Torus beziiglich L. Beide Tori sollen diber der endlichen unverzweigten Erweiterung
F'|F zerfallen. Sei Uz C TG(F) eine maximal kompakte Untergruppe.

Wenn es ein Matching vy <> 0o stark reguldrer, stark kompakter Elemente 6, € Uy,
Yo € Ty (F) mit 2 (0) = v, o () gibt, dann ist jedes stark regulire, stark kompakte
v € Ty(F), fiir dasy ‘o (y) = 2z} (o) gilt, Norm-Image eines Elements § aus UzNL.
Zudem kann man das Matching v <> 0 noch so fihren, daf$ dasselbe g (aus (5.9.4))
bentitzt wird wie fir vy <> dg.

Beweis: Die Bezeichnungen fiir das vorgegebene Matching v, <> 0y seien die
iiblichen:

Py« o>z*! intgo

Tp- T TNL

TaNL
Yot ° 1t HSE‘; {0

Nach (5.12) darf man gy € G, (F') annehmen. (Weil §* € G(F"), ist somit ¢ €
T(F").) Der Kern der vom Ordnungshomomorphismus v induzierten Abbildung

HY(F'JF,(1—6T) — H'(F'/F,(1 - 0")V N X,(T))

ist Quotient von H'(F'/F,((1 — 6*)T)(F').) = 1 (nach 3.39). Also hat man in
folgendem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen rechts eine Inklusion (A :=
X (T)n(1—=6%)V)

Po*

(1= 0)T)F) ——=T(F) Ta*l(F)

AT X (1) —— (X*(T) /A) '

HY(F'/F, (1 — 0°)T)

H'(F'/F,\)

Die Surjektion links auBen wurde in Lemma 4.34.a bewiesen. Also hat n(yy; ") €
Tp-(F). ein Urbild ¢t € T(F). unter Pp. Weil intgy : T — T iiber F' definiert ist
(auf den Einskomponenten), liegt § := g5 0590 = g5 ‘tgody € T(F). Offensichtlich
hat man ein Matching v < ¢ mit denselben GroBen 6%, n, T, gy wie bei v <> 6p. O
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Behauptung 8.3. Sei 0* € L(F'), so daff ©* = intf* ein F-Splitting stabilisiert.
(Solche Elemente existieren, nach der fundamentalen Annahme (5.17.3))

Sei Te C G ein anisotroper mazimaler Torus bzgl. L, der dber F' zerfillt und
6 € Tq(F) N L ein stark regulires, (automatisch) stark kompaktes Element, das an
einem Matching v < § beteiligt ist. Dann gibt ein stark kompaktes §' € T(F), das
G(F")~konjugiert zu § ist und ebenfalls v zum Norm-Image hat.

Beweis: Der vermittelnde Torus T des Matchings ist anisotrop, weil intg : Cent(TG) ~
Cent(T) iiber F definiert ist (Nach Definition 5.9.7 ist go(g)~" € Ti.) Sei N; die
Normabbildung auf X,(7") aus Definition 4.31 und v die Ordnungsabbildung auf
T(F'"). Weil z*(0) := 6*c(6*)"' € Cent(G)(F’) stark kompakt ist, folgt fiir alle
o€ Gal(F'/F) =T

50(5) = (o) o (1) = (1-0%)(90(9) ™) € ((1-0)T) (F)
— N((1")) € (X.(T)") =0

Die letzte Gleichheit gilt, weil 7 anisotrop ist. Also hat man v(t*) € (1 — %)V N
X,.(T). (Da nach Voraussetzung 6* und g F'-rational sind, ist t* € T(F")!) Sei
7 C Op ein Primelement und ¢ := v(t*) @ n=' € ((1 — )V N X (T") @ F' =
((1 = 6%)T")(F'). Dann ist t;¢t* € T(F').. Weil H'(L, ((1 — 6*)T)(F").) = 1 (nach
3.39), gibt es ein to € ((1 — 0*)T)(F"), so dass &' := t1t20" = to(t18%)0" € T(F)
stark kompakt ist. Dieses ¢’ hat v zum Norm-Image, denn t,¢, € (1 — 0*)T. O

Mit Korollar 5.16 folgen daraus

Korollar 8.4. Sei T C G ein anisotroper Torus, der iber F' zerfillt, und U C
Tg(F) eine mazimal kompakte Untergruppe, so dafS ein zj;,~Matching v <> § € U
existiert. Ferner stabilisiere ©* € Aut(G) ein F-Splitting.

Dann gibt es in der halbstabilen G(F')-Konjugationsklasse von U eine Gruppe Ug,

so daf erstens der zu Uj gehorende Torus T := Cent(Cent(U;z), G) ©*-stabil ist
und zweitens v Norm—Image eines Elements aus Uj ist.

Korollar 8.5. Fulls also Ty ein anisotroper, unverzweigter maximaler Torus ist,
der erstens ein 0* € TG(F’”“’) enthdlt, das ein F'=Splitting stabilisiert, und zweitens
ein 6 € Ta(F), das an einem Matching vy < 6* € T(F) <+ § beteiligt ist, dann kann
man bei dem Matching immer T = T annehmen (oder gleichbedeutend g = 1). Mit
anderen Worten: Dann gibt es eine zulissige Einbettung Ty — (Tq)g-.

Satz 8.6. Sei T, U C To(F) und v <+ 6 € U wie in 8.4.

Dann gibt es in der halbstabilen G(F")-Konjugationsklasse von Uz eine mazimal
kompakte Untergruppe Uz, C T'(F), so daff der Fizpunkt z(Up) =: x aus (4.49)
eine hyperspezielle Ecke im Gebdude B(G, F) ist.

Wenn ein 0* € L(F") vorgegeben ist, fir das ©* := intd* ein F-Splitting stabilisiert,
dann kann man zudem 0* € T'(F'), erreichen.



139

Beweis: Sei 6* € L(F), so dafl ©* := intf* das F-Splitting (B, T, ) stabilisiert,
T := Cent(T®",G) und T der ©* stabile Torus iiber den (wie in Definition 5.9) das
Matching v <+ & gefiihrt wird. Indem man T bzw. U innerhalb seiner halbsta-
bilen Konjugationsklasse geeignet abéndert, darf man nach 8.3 (und Korollar 5.16)
Te; = T annehmen (in der Behauptung des Satzes oben).

In (3.23) und (3.24) wurden die schwach stabilen bzw. halbstabilen G(F")-Konjuga-
tionsklassen in der G (F")-Konjugationsklasse von T durch H'(F'/F, W (T)®") para-
metrisiert und H' (1., (1—©*)T(F")), wobei ['1, die von von T auf T iibertragene
Galoisaktion von Gal(F'/F) ist. Weil T; nun ©*-stabil angenommen wird, sind
Cent(T)° und Cent(T)° konjugiert in GO °(F"). Daher ist ein Torus der Form
T":= ¢gTg~" (mit g € G(F")) genau dann halbstabil G (F')-konjugiert zu T, wenn

(1) ¢7'o(g) € Norm(T,G) = T - Norm(T®"°, GO°) fiir alle o € Gal(F'/F).
(2) (1—=0%) (g7 'o(g)) wird trivial in H'(I'z,, (1 — ©*)T(E")).

(3) T R T~ und T sind schwach stabil konjugiert.

Sei x ein #*-stabiler hyperspezieller Punkt aus dem Apartment A(G,Ts,, F) C
B(G,F). Nach Satz 4.44 gibt es ein g € G(F')2°°, so daB die Punkte (1), (2),
(3) erfiillt sind. Weil #* € T'(F"),, kann man mit H'(F'/F,T'(F"),) = 1 schlie-
Ben, dafl () # T’(F),L, N L 3> 9. Dabher fixiert die maximal kompakte Untergruppe
Uz = (T'(F),,0) = T'(F), C T'(F) den Punkt z. Nach Behauptung 5.15 gibt es in
T'(F)N L ein &', das v zum Norm-Image hat. (Wie alle Elemente in 7"(F) N L ist ¢’
stark kompakt.) Nach Korollar 8.5 gibt es eine zulissige Enbettung n' : Ty — T)..
Also ist ¥ € T'(F) an irgendeinem Matching beteiligt. Nach Lemma 8.2 ist da-
her auch v € Ty Norm-Image eines geeigneten 6" € Ujz. Also sind Uj und Uy,
halbsatbil G(F")-konjugiert (nach Korollar 5.16). O

Definition 8.7. Se:

e F'/F eine (geniigend grofie) unverzweigte endliche Korpererweiterung und
Gal(F'/F) =:T.

e T CG ein unverzweigter, anisotroper F'—Torus, maximal bzgl. L und tiber F'
zerfallend. Seine Finskomponente sei T .

e U eine maximal kompakte Untergruppe von T(G) mit UNL # (). Der Fizpunkt
z(U) € B(G, F) aus 4.45 sei hyperspeziell (in B(G,F)). Auferdem soll es in
U ein stark reguldres Element 0y geben, das an einem Matching beteiligt ist.

e spl.(z(U)) ein Splitting zum Fizpunkt x(U), wie in Definition 4.14 beschrie-
ben.

o 0* € T(F") ein Vertreter fiir die gesternte Aktion ©* von L bzgl. sply(x(U)),
so daf§ 23 (o) das Bild von z* (o) := 0*c(0*)~" ist unter der kanonischen Ab-
bildung Cent(G) — Cent(G)g- — Cent(H) aus (5.6). Sei I := (6*).

e q, (fir € ®; = P (®(T,G))) die Grifle des Restklassenkérpers von Fy,, dem
Fizkorper des Stabilisators Ty, von « bei der Operation von T auf ®;. (D.h.

4o = ¢ mit ¢ = |OF/pr|.)
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e c(a) die Vorzeichenfunktion auf ® = ®(T,G): e(a) = —1, falls a vom Typ 111
ist, und sonst gilt e(a) = 1.

o Dy : T — Ty« ist die Projektion auf die Koinvarianten des Torus. Die analoge
Projektion Py : ® — ®; auf Vektorraumniveau und die Orbitsumme Si, =
> era Y wurden in 2.5 definiert.

Definiere fiir alle stark reguliren Elemente 6 =: t*-0* € TNL mit Py- (t*) € Thae-(F)

L1 valr ((0)-Sra t7)-
AY(6) = I (—qpf(a)) ( ' 1),

O ist T-0Orbit in ®;
(und Pr(a) € O ein Vertreter.)

wobei das Produkt iber alle Galoisorbiten O in ®; lduft und die o € ® so zu wahlen
sind, daf$ Pi(a) € ®; ein Vertretersystem fiir die Galoisorbiten O durchliuft.

(8.8) Wohldefiniertheit von AY: Klar ist, dal weder gp,(q) noch ¢ von der Wahl
des Vertreters o € ® abhéngen, fiir das P;(«) in einem vorgegebenen Galoisorbit
O liegt. Weil § und ©* F-rational sind, ist auch Sjo(t*) = [[ /0 7(t") € F*
unabhéngig von der Wahl der a. Die Wahl des unverzweigten Zerfallungskorpers ist
offenbar unerheblich und T, T, Pj- werden gar nicht gewihlt: Weil ¢ stark regulir
ist, ist T = Cent(G?,G) durch § eindeutig bestimmt. (Vgl. 3.2 und 3.4.) Ebenso
ist die Operation von ©* auf T durch § festgelegt.

(8.9) Nach den Aussagen 8.4 bis 8.6 gibt es in jeder halbstabilen G(F’)-Kon-
jugationsklasse eines unverzweigten, anisotropen, F'—Torus, der maximal bzgl. L
ist und an einem Matching beteiligte Elemente enthiilt, einen Torus 7', der den
Anforderungen von Definition 8.7 geniigt.

Satz 8.10. Seien T und U; C T(F) wie in Definition 8.7. Ferner sei Ty ein
F —rationaler mazimaler Torus von H, so daf ein Matching Ty(F) > 7 < by €
Uz N L existiert. Dann gilt fir alle stark kompakten, stark reguliren v € Ty (F') mit

v~ lo(y) =25 (o)

A7) (9,8) = AT (5) | AT ()

wobei 6 € Uj, so daf v <> 6 matchen. (Solche ¢ existieren nach Lemma 8.2.)

Beweis: Sei F' wie stets ein geniigend grofler unverzweigter Zerfiallungskorper von
T und K’ = G(F')yw,). Nach Satz 4.5 und Satz 4.21 gibt es zu z := x(Uz) zwei
Op—Gruppenschemata F und G, deren generische Fasern G bzw. G sind und fiir
die gilt F(Op) = G (F,)iél(x) C G(F'"), = G(Op). Folgende Wahlen sind moglich,

weil T unverzweigt ist und x hyperspeziell im Gebéude B(G, F)®” 2! B(GS | F):

sc )
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® Yo = (—1)"*@ fiir alle z € F*" und alle a € ®(H) bzw. in P;(®(G)).
e Alle a-Data sind Einheiten, d.h. aus OF,.

e Das durch das ©*—invariante Referenz—Splitting spl, = (B, T, {X,}) definier-
te Splitting splge- = (B, , Te. , {>2 c0 Xy }) ist geliftet beziiglich ig' () €
B(G® ,F). (Vgl. Definition 4.14 und Behauptung 5.28.) (D.h. die Re-

duktion von splge- mod p ergibt ein Splitting der speziellen Faser des Op—
Gruppenschemas F.)

Zuerst werden die Faktoren Ay und Ary behandelt, die bereits als Quotient eines
G-Beitrages im Ziahler und eines H-Beitrags im Nenner definiert wurden (in (5.24)
bzw. (5.23)).

Beitrag von Ap: Nach Wahl der y— und a—Data oben hat man fiir den Zihler

H XPr() <M> ’ H XPr(a) (Sla(t*) + 1)

a’PI (a)

I-Pr(a), I'Pr(a),
« I'F;}pl)tl‘flom « vom Typ III
— H (_1)UalF(SIa(t*)71) . H (_1)UalF(S]a(t*)+1)
I-Pr(a), IPr(a),
Pr(a)ed(G?) Pr(a)g®(G?)

und eine analoge Rechnung fiir den Beitrag von H im Nenner.

Beitrag von Apy: Nach 7.30.4 gilt fiir den G-Beitrag im Zihler

1
Pr(a)ePr(®(G))
-Pr(a valp(Sra (t*)—1 P (a valp(Sra (t*)+1
— H (q‘W) r(S1alt) 1) H (q‘W) F(S1a(t*)+1)
F.Pl(a)7 F~PI(a)’
Pr(a)e®(GY) Py (6)

wobei (o) = —1 falls @ vom Typ III und sonst £(«) = 1.

Zusammen hat man nun (nach den Wahlen)

(A - Aw)(7,9) = AUT(‘”/AH(’Y),

so daf zu zeigen bleibt, dal die restlichen Faktoren zusammen Eins ergeben.

Beitrag von Af: Dieser Faktor verschwindet, weil nach den Wahlen zu Beginn des
Beweises

A= Mo (@) = b (T a2") g (ine(h to(n))) o) !

acd(G)f

orta>0
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aus (5.25) ein Korand ist. Das sieht man wie folgt:

Zum ersten darf man das vermittelnde h (mit inth : T?, = T%) in G?.(F'),
wihlen/annehmen, denn beide Tori lassen sich ausdehnen zu abgeschlossenen Un-
tergruppenschemata von F = F(z) und ihre Reduktionen mod p sind konjugiert in
(G2)°(Kk(F")). Weil F glatt ist, 1aBt sich (nach Hensels Lemma) diese Konjugation
liften nach G% (F"),.

Zum zweiten liegen (nach 4.15.b) die Steinbergrepréisentanten nge- (...) fiir den Weyl-
gruppenanteil der auf TY, transportierten Galoisaktion von T?, in GY(F"),. Dafiir
sorgt die Wahl des Referenzsplittings von GY, oben.

Drittens sind die a—Data Einheiten, so da man schlieft: A = A3 (T%) €
ZYWF'JF, T (F').). Wegen H'(F'/F,T? (F').) = 1 (Lemma 3.39) ist A ein Ko-
rand.

Beitrag von Afj;:

Man muf$ die Kottwitz—Shelstad—Paarung von V(o) := ((v(0)~",0(0)), (t*,77"))
mit A(w) := ((ar(w), z,.(w))™", (5,1)) ausrechnen. Das gequerte Referenzmatching
erfiillt selbstverstindlich die Normierungsbedingungen aus Definition 5.43. Insbe-
sondere ist 7* = §6*~' € T(F"),.

Nach (8.5) kann man g = 1 annehmen und wegen Lemma 5.44 beim Referenzmat-
ching g = 1. Dann ist V(o) = j(s*) und S(F) > s* := (t*,t*1) = (60*1, 1) €
(T(F")5, T(F");)/ Cent(G), d.h. s* € S(F).. Mit der Kompatibilitét der Kottwitz—
Shelstad-Paarung (vii) in (5.32) berechnet man

Afu(1:0) = (V(0), Aw)) = (3(s"), Aw))

KS

= ((ar(w), zo(w) , s) =1.

KS

Dabei folgt die letzte Gleichheit, weil nach den Wahlen zu Beginn des Beweises
ar(w) und az(w) unverzweigt sind (Vgl. Korollar 6.13). Mit (5.36) ist deswegen
(ap(w), zs(w)) € ZY (W, S) unverzweigt. Daher verschwindet sein Charakter unter
Langlandsreziprozitit auf S(F).. (Das ist (3.37).) O

Korollar 8.11. A(v,d) hdngt nur von den Bildern von 6 in Gaa bzw. v in Hyy ab.

Beispiele

Nach dem Korollar 8.11 Andert sich AV aus 8.7 innerhalb der Isogenieklasse nicht.
Weil G, (und G,4) direkte Produkte von einfach algebraischen Gruppen sind und
die Diskriminante AV dabei ebenfalls in ein Produkt zerfillt, kann man sich im
Folgenden eigentlich beschrinken auf den Fall, dal G' ein ©*-Orbit einer einfach
algebraischen Gruppe ist und einfach zusammenhéngt.

Beispiel 8.12. L =G, d.h. G = G und 6* = id. i
Fiir einen unverzweigten anisotropen Torus 7" ist dann in Definition 8.7 T(F) =
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T(F) = U die einzige maximal kompakte Untergruppe. Man hat dann 8.7 fiir alle
o€ Toa

s T (ad)

O ist T-Orbit in ®(G)

wobei die « ein Vertretersystem der Galoisorbiten O auf ®(G,T') durchlaufen. Diese
Diskriminante wurde von Weissauer in [W] betrachtet. Dasselbe Ergebnis hat man,
wenn OF trivial auf G operiert (nur héingt dann U = T'(F') nicht mehr zusammen.)

Beispiel 8.13. G =Gy x -+ X Gy, O(x1, ..., ;) := (2,21, ..., 7—1) und G = G x (0)
mit 0 € G(F).

Man hat G; = G;. Der Torus T ist genau dann anisotrop, wenn 7° = T = T} x- - -x T}
anisotrop ist. Sei Ny : T — T t s [['Z} 0'(t) die Norm. Identifiziere T ~ T}
iiber die Projektion auf die erste Komponente. Dann ist in Definition 8.7 fiir alle
§=t-0 ¢ T(F) mit Np(t) € (T?)uq(F)

s ()

r-aCc®(G1,T1)

Beispiel 8.14. Seif = 0" € L(F') und s = 1 im endoskopischen Datum (H, LH, s,€).
Dann ist H = G%. Daher ist ®(Ty)" = ®(Ty) C ®(T); = (®(T)Y); und mit (2.5.8)
erhélt man

S falls o vom Typ I, 111
_ vV Ta yp 1,
®(Ty) 5 an = Pr(a’)” = { 2.5, falls @ vom Typ II ist

fiir geeignete v € ¢ := ®(G,T). Weil f ein Splitting von G fixiert, ist nach Stein-
bergs Satz 2.27

O(H) = ®(G)s"* := {Py(a") | &¥ € 3Y(G) = &(G) vom Typ I oder IT}.

Auflerdem hat man

[Fa:F] _ q|F~aH\ — q|F~PI(aV)V\ — q‘F'PI(CK)

oy = q = 4,0

Wenn man fiir ein Matching Ty 3 7 <+ 0 € T(F) in den Bezeichnungen von Defi-
nition 5.9 die zuléissige Einbettung 1 : Ty — Ty« mit n(y) = Pp-(t*) in Erinnerung
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ruft, kann man direkt mit Definition 8.7 verifizieren, daf}

aey T (ad)™

Dag CO(H)C(®V)r)Y

1 )va.lp (Sra(Po-(#))-1)

- H (_q;IZ(a)

TPr(a¥)VC((@Y)r)Y TPr(a¥)VC(®Y)r)Y
¥ vom Typ I oY vom Typ II
B H B 7% val g (Sm(t*)—l) . H B 7% valp (—Sm(t*)—l)
- UPi(a) UPi(a)
[P (a)Cd(G); TP (a)C®(G)r
a vom Typ I,IT a vom Typ IIT
= AT (5)

Beispiel 8.15. Sei 0 = 6* € L(F), G vom Typ Ay, und s € T sei so, daf} ints X
ein spezieller Automorphismus ist, der kein Splitting von G stabilisiert. (Dieser Fall
wurde schon einmal erw#hnt in der rechten Spalte der Tabelle zu Beispiel 2.19.)

Dann kann man alles wie im letzten Beispiel rechnen, nur ergibt Steinbergs Kriterium
2.27 hier

O(H) = ®(G)" = {Pi(a") | o’ € 3" (G) = ®(G) vom Typ I oder ITI}.
so dafl man nun erhilt
1 )Valp (—S]a(t*)—l)

AT ) = AT [T (~ah

FP](CM)C‘I?‘(G)]
« vom Typ III
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A Endoskopische Gruppen der unverzweigten ein-
fachen Gruppen

(A.1) Sei ® C V* ein Wurzelsystem, A eine Basis von ® und © € Aut(P,A).
Betrachte wieder den Kammerkomplex auf V© zu Pg(Z[®"]) x W€ aus (2.30).

Im Folgenden sei stets A das Gitter (in Pg(Z[®Y]) ® R) der speziellen Punkte. Nach
Behauptung 2.39 ist A = Z[®De]* = Z[((Pe(®Y))")™"]*. Falls ® irreduzibel ist,
hat man nach (2.5) A = Pg(Z[®]*) auBer im Ausnahmefall ® = Ay, und © # id. Im
Ausnahmefall ist Po(Z[®]*) = Po(Z[®"]) und Z/2 ~ A/Po(Z[®]*) = A/ Po(Z[P"]).
Im allgemeinen Fall ist A direktes Produkt der irreduziblen Fille eben.

Bezeichne Aut(®)® := Cent(O, Aut(®)). Wihle eine Kammer C' C V® mit 0 € C.
Zusitzlich zu Q¢ := Stabe (Po(Z[®]*) xW®) aus (2.26) werden hier noch drei weitere
Gruppen benétigt:

QX = Staba(A x W),

Q&' = Stabe(Pe(Z[®]*) x Aut(®)®) =~ Aut(A.;r(®,0)) und

QP .= Stabe (A x Aut(®)®).
Weil sowohl die Operation von Pe(Z[®"]) x W® auf den Kammern von V? als auch
die Operation von Q&* auf den speziellen Punkten von C (bzw. Ayrr(®P, ©)) einfach

transitiv ist, hat man folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen und
Spalten

1— Po(Z[D]) x we A x We Qe 1
1 — Po(Z[®]) x WO —— A x Aut(P)® Qscpezyext oy
L)

Aut(A(P, ©)) —= Staby ()

Y

wobei A(®,0) = Aypp(P,©)\{1 + Sig)4v }- Dadurch erhilt man Isomorphismen

(Do) 2 Po(Z[0]")/Po(Z[3"]) ~ Q¢ und QP ~ A/Po(Z[DY)).

Definition A.2. Betrachtet werden Sextupel (V,®,0,0,Fr, 53Y) mit

o V ist ein Vektorraum und ® C V* ein Wurzelsystem.
e Oc¢ Aut(@,Aaff)
o Fr = Cent(0, Aut(d)) 2/ Aut(d)®

e o ist das Bild von Fr unter der Projektion auf den zweiten Foktor bei der
Zerlegung Aut(®) = W x Aut(®, A). Offensichtlich vertauscht o mit ©.
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o BV € Z[D]

Sextupel heiffen anisotrop, wenn (Fr—1)V® = V. Anisotrope Sextupel heiffen
primitiv, wenn Fr primitiv ist im Sinne von [BFW], d.h. |(A/P@(Z[<I>V]))Fr| =
[ ((Fr), Po(Z]3"]))| o

A quivalent sind zwei Sextupel (V,®,0,0,Fr, 8Y) ~ (V,®,0,5,Fr,5Y), wenn ein
txw € Pr(Z[®V]) x W® ezistiert, so daf8 einerseits Fr = w Frw ™" und andererseits
Pi(BY) = (t x w)(Pr(BY)). Klarerweise ist dabei 6 = 0.

(A.3) In diesem Appendix soll fiir alle irreduziblen ® und alle Aquivalenzklassen
von anisotropen, primitiven Sextupeln (Z[®V]®@R, ®, 0, o, Fr, V) folgende Gleichung
(in v) gelost werden

(*) Fr(v)=v+ 3" modZ[®']+ (1 - 0)V

oder dquivalent umformuliert

() (Fr—1)(Po(v)) = Po(BY) mod Pe(Z[®"])

Der Abschlufl des Alkovens zu Ayzr(®, ©), der in (2.32) bis (2.40) definiert wurde,
ist ein (schwacher) Fundamentalbereich fiir die Operation von Pr(Z[®"]) x W® auf
VO. Indem man das Sextupel innerhalb seiner Aquivalenzklasse geeignet abiéindert,
sucht man also Losungen der Gleichung (*) in einem fest gewéhlten (abgeschlossen)

Alkoven zu A,pp (P, O).

(A.4) Die Projektion der Losungen der homogenen Gleichung (%), d.h. der Glei-
chung zu Sextupeln mit 3 € Z[®"], liegen in V7: Sei ¥ := Py(v) € C eine homogene
Losung von (). Dann existiert ein w € Po(Z[®V]) x W9, so da w(v) = o(v) € C
(denn o bildet C' in sich ab). Nach dem Satz von Chevalley—Steinberg 1.6 gilt daher
w(v) =v. Also ist v € V7.

Behauptung A.5. Genau dann ist (V,®,0,0,Fr, 8Y) primitiv, wenn es kein ©—
und o—stabiles Subsystem ®' von ® gibt, so daf die W (®)®-Konjugationsklasse von
Fr einen Vertreter in W (®')® x o hat.

Beweis: Man darf @ irreduzibel annehmen. Zuerst beobachtet man, dafl (w—1)A C
Po(Z[®V)) fiir alle w € W© x 0. Als zweiten Schritt errechnet man fiir anisotropes
Fr = wo € W° x o:

Def

H'((Fr), Po(2[2"])) = Po(Z[®"]) / (Fr —1) (Po(Z[2"]))

—(Fr1) " (Po(zl0"]) /Po(@l@"]) > (/Po(zle™]))
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Nach Definition ist Fr primitiv genau dann, wenn ganz links Gleichheit gilt. Mit
(A.4) hat man

(Fr—1)"" (Po(z[®"])) = {x € V® | Fr(z) = = mod Pe(Z[®"])}
_ {x e Vo | Fr.o! e Bild [(P@(Z[@V]) « 0)  Froly W"]}

Diese Menge ist genau dann gleich dem Gitter ANV der o—invarianten (©-) spezi-
ellen Punkte, wenn es kein ©— und o—stabiles Subsystem ®’ von ® gibt, so daf} die
W©-Konjugationsklasse von Fr einen Vertreter in W (®')® x o hat. O

Behauptung A.6. Sei L eine diber F' definierte Zusammenhangskomponente der
unverzweigten reduktiven Gruppe G = (L).Bezeichne ® = ®(G) ~ ®Y(G) und
G = G°. Die Operation von L auf G definiert einen duferen Automorphismus, d.h.
einen Diagrammautomorphismus von A C ® = ®V(G). Sei © € Aut(®, A) der Lift
dieser Aktion (von L) und I = (©). Sei

O (v) := {Pf(a) | o € @ und S (v) € { %+% ;ZZ?Z ZZZ ;zz %,HH }

Dann sind dquivalent

o (P(v))Y ist das Wurzelsystem einer endoskopische Gruppe H zu (G,0,d'), so
daf$ erstens ®(H) = ®(v) und zweitens das Bild von mg(Frob) x Frob aus
(5.8.4) in Aut(®) gleich Fr ist.

e v ldst die Gleichung (%) fir ein Sextupel (Z[®PV]®R, @, O, pi (Frob), py (Frob), V)
mit 3V € Z[®]* so, daff expB” = a'(Frob) € T 2 (V®C)/X.(T) fir einen

mazimalen Torus T C G.
Aquivalente Sextupel ergeben dabei isomorphe endoskopische Daten.

Beweis: Die Aquivalenz der ersten beiden Punkte sieht man mit den Konventionen
von (5.5), indem man die Exponentialsequenz 1 — X, (7) - V®C 25 T = 1
benutzt, um die Definition der endoskopischen Gruppe (5.3) in V' zu formulieren.
Dabei ist s = exp(v), Fr das Bild eines Erzeugers (Frobenius) der Galoisgruppe
unter py Aut(H) C Aut(®) und das § aus (5.3) ergibt den hier © benannten Au-
tomorphismus. Die erste Bedingung in (5.3.4) besagt nach Steinberg 2.27 gerade
®(v) = ®(G*?) = ®(H). Die zweite Bedingung aus (5.3.4) ist bei zyklischer Galois-
gruppe (wie man mit (5.8) sieht) die Gleichung (x).

Zwei dquivalente Sextupel werden nach Definition durch ein z xw € Pr(Z[®V]) x W®
ineinander iibergefiithrt. Wenn v eine Losung von (x) mit Fr und Y ist, so ist w(v)
cine Losung von () mit wFrw™" = Fr und (z x w)(8Y) = 5Y. Weil 6 ein Split-
ting von G stabilisiert, gibt es nach Lemma 2.7 ein Urbild g € Norm(7, é)a von
w € WO. Dann ist nach dem letzten Absatz in (5.3) durch g ein Isomorphismus von
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endoskopischen Daten gegeben, denn s = exp(v) = (exp(w(v))) = gexp(v)g ! =

g-5-0(g)". O

Nach dieser Behauptung ist (A.3) gleichbedeutend zur Klassifikation aller Isomor-
phieklassen von unverzweigten endoskopischen Gruppen zu den einfachen algebrai-
schen Gruppen, fiir die die Operation des Frobenius fiir ein Tcdad anisotrop und
primitiv in W := Aut(®(T', () ist. Fiir nicht einfach zusammenhéngenden Grup-

pen G kommen dabei nur Sextupel in Betracht, fiir die 8 in m(G) C 71 ((G)ad) =
Z[®]*/Z]®"] vorkommt.

(A.7) Eine Losung v von (x) wird in einem getwisteten affinen Dynkingraphen
angegeben werden und zwar wie folgt: Fixiere einen Alkoven C' zu A,z (®,0). Es
gibt (genau) ein w = w(Fr, BY) € Q% so dal —Po(BY) ¥ Fr € w- (Po(Z[®Y]) x W®).
Das affine Dynkindiagramm A, ;;(®, ©) wird mit der Operation von w versehen und
im Diagramm der w—Orbiten (Quotientendiagramm) wird ein Orbit von Ecken genau
dann geschwirzt, wenn fiir eine (und damit fiir jede) Ecke des Orbits v nicht auf
der zu dieser Ecke gehorenden (gegeniiberliegenden) Wand liegt.

Satz A.8. Sei (Z[®V] @ R, ®,0,0,Fr, 3Y) anisotrop und primitiv mit irreduziblem
.

(a) Fir jeden Punkt v, der (x) ldst, wird genau ein w—-Orbit in (Ayr(P,0),w)
geschwdrzt.

(b) Alle Punkte, fiir die (x) gilt, bilden einen Orbit unter Cent(w, Q7).

(c) Falls B¥Y = 0, so ist die Menge der Punkte, die (x) gentigen (d.h. die ho-
mogenen Losungen), gerade die Menge der speziellen Punkte im Quotienten-
diagramm zu (Dgpf(®,0),0), i.e. die Menge der o—fizierten, in Agpp(P, O)
speziellen Ecken.

Beweis: Zu (a): Sei ¥ = Po(v) € C eine Losung von (xx). Mit dem w aus (A.7)
gilt dann w(¥) = ¥ mod Pg(Z[®]) x W®, woraus nach dem Satz von Chevalley—
Steinberg 1.6 folgt, dafl w(v) = v. Daher wird immer ein ganzer w—Orbit geschwérzt
bzw. weify gelassen. Um zu zeigen, dafl nicht mehr als ein Orbit geschwirzt wird,
benutzt man dafl C' ein Simplex ist, dessen Ecken v, := mP@ (B,) und vs :=0
in (2.40) angegeben wurden. Demnach gibt es 0 < x, mit

v = E ToUs und E To = 1.
TaCAUIx TaCAUI«x

Sei [ := ordw. Weil [T Losung der homogenen Gleichung ist, hat man nach Teil (c)
[v € Po(Z[®]*) N V7. Daher teilt cjoc(a) | lz, € Z. Aus dieser Bedingung folgt
sofort die

Behauptung A: Sei o’ aus einem w-Orbit der Linge [ = ordw, so daB 7 = > x40,
eine Losung von () ist mit x, > 0. Dann ist 7 = %Z%(w)a, vy (und vy € Z[D[¥).
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Behauptung B: Fiir eine Losung 7 = > 2,0, von (kx), enthélt
M) :={a € Ay (P,0) | 24 > 0 und w fixiert v,.}
hochstens ein Element.

Beweis: Bewiesen wird, daf} alle ZaeM(v) YoUa Mit 4, > 0 und ZaeM(v) Yo = 1 die
Gleichung (xx) (fiir hiermit fixierten Fr und ) 16sen. Hieraus folgt die Behauptung
wegen der Bedingung ly, € Z.

Aus (xx) folgt, daBl es eine Translation aus Pg(Z[®"]) — Po(3Y) gibt, so daB
(t.Fr)(v) = v. Weil Po(Z[®"]) x W® markierungserhaltend und auf den Kam-
mern von V@ transitiv operiert, gibt es ein p € (Po(Z[®"]) x W®),, so daB p.t. Fr
die Kammer C' stabilisiert. Man hat w = p.t. Fr (nach Konstruktion). Nach dem
Satz von Chevalley—Steinberg 1.6 fixiert p die Ecken v, fiir o € M(v). Also hat
man (fir a € M(v)) w(va) = va = p(v), d.h. vy = (p~'w)(ve) = (. Fr)(v,), woraus
durch Summation iiber Fr(yava) = Yo Fr(va) = YaVa + Yot die Behauptung folgt.

Indem man alle (irreduziblen) Félle durchgeht, sieht man, dafl es aufler im nachfol-
genden D, —Fall fiir alle (®,©,w) nur zwei w-Orbitlingen von Ecken (von C') gibt,
ndmlich 1 und [ = ordw. In diesen Fillen folgt aus den Behauptungen A und B,
daf} hochstens ein w—Orbit geschwirzt wird. Zu zeigen bleibt diese Aussage im

Fall ® = D,, und [ = ordw = 4. Man hat dann folgende w—Orbiten (und ¢,)

122 2—2<} e P 2—2<}

1 ~ 1
—2—2 22 2—2 22
Der w-Obit der Linge 4 tritt nach Behauptung A (hochstens) alleine auf. Sei
{/,;wa'} ein w-Orbit und z, > 0. Weil 4z, € N gerade sein muf, ist z, € %N.
Da > x4 = 1 und wz, = x4, folgt x, = 0 fiir alle a auerhalb des w—Orbits von «'.
Weil C' héchstens eine w-fixierte Ecke besitzt, ist man fertig.

Zu (b): Seien vy, vy € C' zwei verschiedene Losungen von (x) fiir eine gegebene
Aquivalenzklasse eines Sextupels und 7; := Pg(v;), d.h. es exisitieren w; € W, so
daB

(w; ' Frw;)(v;) = v; + Po(BY) mod Pe(Z[®"]).
<~ FI'(’UJZ'WZ') = w;v; + wiP@(ﬁv) = w;v; + P@ (ﬁv) mod P@(Z[(I)v])
Also 16st 2 := w7 — wyUy die homogene Gleichung. Nach Teil (c)ist daher xy €
P@(Z[(I)]*) Also glbt €S Wy = P tl € QSCI«)eZ mit wl(ﬁl) == 62, IS P@(Z[(I)v]) X WG

und der Translation ¢; : v — x + 9.

Bezeichne ¢ die Translation um —Pg (") auf V. Dann existiert ein p € Pg(Z[®"])x
W€ mit w = p-t-Fr. Nun rechnet man

w(zo) = (p-t-Fr) (w0, — wyly) = p(xg) = o mod Pe(Z[®"]),
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d.h. die Klasse von zq in A/P;(Z[®"]) ist w—invariant. Somit vertauschen w und w;.

Zu (c): Sei v = Po(v) € CNV® eine homogene Losung von (sx). Nach (A.4) liegt
vin V7.

Weil Fr anisotrop auf V© operiert, ist (Fr —1)|y-e invertierbar, d.h. (Fr—1)"1P;(Z[®"])
ist ein Gitter in V©. Sei v € (Fr—1)"'P;(Z[®"]), d.h. Fr-o~! € WO liegt in der
Projektion auf W von (P(Z[®"]) x W®)y = (P;(Z[®"]) x W®) Facette(m) (nach dem
Satz von Chevalley-Steinberg 1.6). Also liegt die ganze Facette, in der v liegt, in
(Fr—1)"'P;(Z[®"]). Weil diese Gruppe diskret ist, muf} die Facette ein Punkt (v
selbst) sein.

Da Fr € W® x o primitiv ist, muB nach Lemma A.5 die Projektion (P;(Z[®"])
(WO % (0))), = W® x (o) surjektiv sein. Daher ist auch die (Einschréinkung der)
Projektion auf W® surjektiv und weil 7 € V7, ist T speziell in A,z (P, O).

Wenn umgekehrt Pg(v) € V7 eine spezielle Ecke von C'ist, so ist v Losung der homo-
genen Gleichung (x), da jedes Urbild von Fr unter (P;(Z[®"]) x (W® % (0))) po(w) —
W x (o) eine Lésung angibt. O

Nach diesem Satz (a) werden alle Losungen zu gegebenem (®, O, Fr, o, V) aus Platz-
griinden in ein Diagramm eingetragen.

Beispiel A.9. & = A,, und ord(0) = 2.

Nach Beispiel 2.41 ist der Alkoven C' € VO zu A,;;(®,0) mit 0 € C die um den
Faktor % gestauchte Kammer Cy N V@ fiir einen Alkoven Cj des A,,~Systems. Man
hat in diesem Fall

Qe =0 =1 und QP = QR ~ 7,/2.

Weil hier Po(Z[®Y]) = Po(Z[®]*) gilt, hat man nur die homogene Gleichung (x)
zu betrachten. Man errechnet zwei Losungen im Alkoven, von denen genau eine in
Po(Z[®]*) liegt.

(A.10) Falls (®,0) # (As,, Flip), kann man die Punkte (b) und (c) des Satzes A.8

auch so formulieren

(b*) Alle Punkte, fir die (x) gilt, bilden einen Orbit unter den Diagrammautomor-
phismen des Quotientendiagramms zu (Agpp(®, ©),w), die von Diagrammau-
tomorphismen von Agrr(®, O) herkommen, die mit w vertauschen.

(c’) Die Lisungen der homogenen Gleichungen (%) sind Pgo(Z[®]*) NV 7.

Bezeichnungen

(A.11) Die Bezeichnungen der folgenden Tabellen sind alle aus [BFW], insbeson-
dere die Namen der primitiven Konjugationsklassen. Sie stammen urspriinglich aus
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[Ca72]. Fiir die Serien wird folgende Notation von signierten Zykeln verwendet: Ein
signierter Zykel w der Lénge r ist beschrieben durch die Abbildungsvorschrift

€ay F> gy > Ly > .o > e, > ey,

sowie die "Paritit der Vorzeichen”: er wird positiv bezeichnet, falls ord(w) = r und
negativ, falls ord(w) = 2r (d.h. w"(g,,) = —¢&,,). Einen negativen Zykel schreibt
man w = (ay, G, ..., a,;) ", einen positiven w = (ay, az, ..., a,).

Die Menge aller Produkte paarweise ziffernfremder signierter Zykeln mit positiven
Zykeln der Lingen a, b, ¢, ... und negativen Zykeln der Lingen A, B, C, ... wird
(wie bei Carter [Ca72]) mit [abe... ABC...] bezeichnet.

(A.12) Die Numerierung der Wurzeln, Kowurzeln und Gewichte folgt in [BEW]
Bourabaki. In der Tabelle 2.36 hat man dabei folgende Nummern:

o | O* =id | Ordo* =
1 2 (n—1) 1
Aoy 0(2n—1) (2n—2) .. (n+1)n 023... m=2)(n—=1)n
C, 012..(n—2)(n—1)n
1 2 . (n—=1) n
Ay, o (2n—1) . (n+2) (+1) 012..(n—2)(n—1)n
0 n
D,y 123...(71—2) (n—1) (n+1) 012..(n—2)(n—1)n
B, 23..n—=2)(n—1)n
2
Fe 13456780
2
b 0134567
Eg 0242 é 43210
Fy 01234
Ordo* =3
1
Dy 023 210
4
Gy 021

(A.13) Die Diagramme werden mit den jeweiligen Namen aus [Ti79, 4.3] versehen.
Insbesondere werden die Entartungen der Serien—Diagramme fiir kleine n nur mit
Verweis auf die Tabellen in [Ti79] angegeben.

Die Zahl links neben dem Quotientendiagramm gibt an, wieviele Punkte das untere
Diagramm hat.

Bemerkung: Alle Diagramme in [Ti79, 4.3] kommen in den folgenden Liste vor.
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Homogene Lésungen: 3 = 0 mit o = id

P 0 =id Ord(@) =2
oo o—@ °
Aoy o N o © O0——0====—0
71222 ! \o—o o—o/ o/
bzw. e==0=—=e
C, 0=~0— 0 -O—O0==0
n>2
oo 0—0 @
Ao o/ e==0 0 - O— 00X
? \o—o [ S —
bzw. e==eX
o\ /o
D, o—o0 o—o0 e==0—0 o——o==e
nzzl 0/ \0
o\
B, — ——O=>=
B . /o O O——0==>=0
‘ Nur # = id moglich:
o
Eg o—o0 J* o—0—0—0—e@
o
E; e 0—o0 J* o—0—e
0 =id ‘ Ord(@) =2
o—e
oo o e
Fy ° o 0\07. o o=>=o0 o °
Fy e 0 0=>0—0
| 0 =id Ord(9) =3
— *
D, o—o<: o=—0—e
Go e o=>o0
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Homogene Losungen mit o # id

¢ |
O—0 " 0—0
Ay 0< >O
n>2 O——O-O——0
=00 . O—0=<-0
O——0 " O—0—0
A2n O< L
O——O-O——0
e=>0— 0 O0—0=—0
o o
D, S0 60—
ng4 O/ \O
°
>o—o O0——0==0
°
o—o0
Es o—o—o
\o—o
& 0 0==0—0
o
D oo o
4 \O
e o=>o0

Die Diagramme fiir © # id sind langweilig: Fiir sie gilt © = o oder © = ¢~! (im
Falle D,!), so dafl o auf dem Alkoven bzgl. Pe(Z[®"]) x W® trivial operiert. Daher
geniigen die Diagramme der ersten Tabelle auf der Vorseite.

Der Alkoven zum Quotientendiagramm des As,—System hier ist nicht derselbe wie
der zu Aypp(P(Az,), © # id) sondern nur proportional zu ihm. Der Alkoven von
Ay, ist gleich

Alk(Agp) = {(z1, ey @my1) EV | L+ Ty > 01 > T > o0 > Ty > Tipgr |-

Daher ist der Alkoven des Quotientendiagramms gleich

1
Alk(AQn) nvVe = {(ml,...,xn,(), —Tpyeer — 1'1) eVe | 5 > X >Tg > .0 > Ty > 0}
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wogegen

1
Alk(Ag s (P(A2,),0)) = {(xl, oy T, 0, =Ty o — 1) € VO 1 > > X > > Ty > 0}.
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Inhomogene Lésungen
® ist vom Typ A, und Y =) =af) (mod Z[®"]):

Fall 1: ©® =id.

Fall 1.1: Sei Fr € W die Coxeterklasse und c := Wﬁﬂ). Die Gleichnung () hat
ggT(a, m+1) verschiedene Losungen, deren Diagramm in [Ti79] mit A,, bezeichnet
wird. Dabei ist jeder der ggT(a, m + 1) Punkt im relativ lokalen Dynkindiagramm

geschwirzt.

Fall 1.2: Sei m ungerade und Fr € —[k,m+1 — k] C W x 0 mit ungeradem k. Falls
a ungerade ist, gibt es zwei Losungen in einem ?A’ ~Diagramm: '

k+1 k+1
2 2
7 Y 7 Y
Omi1-2-lo—o—o0 o——0—0 o0——0—0 o——o———olm_u
Qp-149tlo—o0—0 0——0—0 0——0—0 o—o0———o0fm=a
mTH X g#o—o o—e—o0 o——e—o0 o—o#cs) X

Falls a gerade ist, gibt es zwei Losungen in einem A/ ~Diagramm:

o o o o o o——0—o0 o——0—o0
o Can e
m—+1 5 O\ o 2
O O O O O O——0—-oO0 O——0—-O0
mTH e==0 o o o o o——0—o0 O——0——O0==e
hs hs

Fall 1.3: Sei m = gerade und Fr € —[m+1] C W x o das getwistete Coxeterelement.
Die Losungsmenge ist nur ein Punkt in einem 24! ~Diagramm: 2

O O O O O O——0—oO0 O—O0—0—0O0
Qam o
2 O\
O O O O O O——0—-oO0 O———O0—O0——
14 m
+35 e==o0—o0—o0—o0——o0 o—o0—o0 O——0——0==0X

hs

Beachte, dal m + 1 und 2 teilerfremd sind, so daf} 3% die Fundamentalgruppe
2 2
(D) erzeugt.)

Dieses Diagramme hat man fiir . > 5. Fiir m = 3 entarten sie zu 243 in [Ti79].
?Dieses Diagramme hat man fiir m > 4. Fiir m = 2 entarten sie zu 24, in [Ti79).
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Fall 2: © # id.

Fall 2.1: Sei m = 2n—1 ungerade und Fr € W® x(0) so, daB Fr auf dem C,~System
P;(Z[®"]) als Coxeterelement operiert.

O

>o—o—o—o O——0——0===0
o ’B-C,
_ m+l1
n === §¢O—O—O—o O—O—O#g

Fall 2.2: Wenn m gerade ist, hat man nur die homogene Gleichung zu l6sen, da dann
Py(Z[®]") = P(Z[®]).

o o o) O O O——O0——O0=—==0 X

1+ % 9=>=0——0——0—0 O——0——0=>=8 X
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® ist vom Typ B, (n > 3):
Sei ¥ = ) und Fr € [n] das Coxeterelement. Dann ist die einzige Losung

O

>o—o—o—o O——0——0=>0

2
o Bn
n c§¢O—O—O—o O—O—oig

® ist vom Typ C, (n > 2):
Sei ¥ = ) und Fr = [n] das Coxeterelement.

Falls n gerade ist, ist die einzige Losung: 3

/o—o—o 0——0——0=<==0
o
\07070 O——O0——0==0 2071,
n
1+ 5 9=>=0——0——0 0O——0——0==9

Falls n ungerade ist, ist die einzige Losung: *

0——0—0—0 O——0——0===0
- 0—0—o0 O——0——0===0 2 C,
n+1
e X g#O—O—o O—O—O#g

3Dieses Diagramm hat man fiir n > 4. Fiir n = 2 entartet es zu 2C> in [Ti79].
‘Dieses Diagramm hat man fiir n > 5. Fiir n = 3 entartet es zu 2Cj3 in [Ti79].
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D, (n>4):
Fall 1: ©® =id.

In den Fillen 1.1 bis 1.3 ist Fr € W, in den Féllen 1.4 bis 1.6 ist Fr € W x g5 und
in 1.7 ist Fr € W(Dy) % o3.

Fall 1.1: Sei 8 = B und Fr € [k,n —k] € W mit 1 < k < n— 1. Es gibt zwei
Lésungen:

®) O

(0% (0777
>o—o—o o— & o o—06—0 o—o—o< 2D;1
O O
n—1 \gﬁo—o—o O——@—0 O——@—o0 O——0——0==0 §
k k

Fall 1.2: Sei n ungerade, 3¥ € {8Y ,,Y} und Fr € [k,n — k] € W, wobei o.E. k
gerade und n — k ungerade seien. Dann ist die einzige Losung: °

Ok o
2 _—
o—0—0—o0 o—o0—o0 o—o__
—0——0—0 0——0—0 o0—o0—" 4D
Q, o n
2
nT_l X gﬁo—o—o oO——e—o0 O——0==-0 §

|

Fall 1.3: Sei n gerade, 8V € {8Y_,,8Y} und Fr € [k,n — k] € W. Es gibt nur eine
Lésung.

Falls k£ und n — k gerade sind, erhiilt man: ©

o
/o—o o—o—o/ o
o
S0 O—O—O><O
N 2y
oS
1+ % e==0— 0 ooo<

®Dieses Diagramm hat man fiir n > 7. Fiir n = 5 entartet es zu *Dj in [Ti79].
6Dieses Diagramm hat man fiir n > 4. Fiir n = 4 entartet es zu 2D bei [Ti79).
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Falls £ und n — k ungerade sind, erhilt man:

o
o—o O—O—o/
o/ ><O
\o—o o—o—o °
\O 2y
® S
1+ % o=~0—0 o—o—o/
\. S
Fall 1.4: Sei ¥ = ) und Fr € [n] C W(D,,) % 05. Dann hat man zwei Losungen
¢ Y-t
o>oo oo<O
2D
® /s "
n 0==-0—0 O—o<
® hs

Fall 1.5: Sei n gerade, ¥ € {BY 1,8} und Fr € [a] C W(D,,) X 02. Dann ist die
einzige Losung: 7

o
/
o0—0—o0 o—0—0
_ ~—~0 4
0\ o D,
0—0—0 o—©0—o0
\O
% S @e=~0— 00— 0 O—0—0=x0§

Fall 1.6: Sei n ungerade, ¥ € {£)_,,8'} und Fr € [a] C W(D,) x 02. Dann hat
man zwei Losungen: 8

@)

O——O0—0O O——O0—0O0

@)

i—o—o O——O0—O0

—

nrl  wo=—=—0—0 oO——0—0

AL NN
5

Fall 1.7: Hier darf Fr € W(D,) X o3 beliebig sein. Man hat fiir jede Wahl von Y
genau eine Losung:

o

_
0——0<—o0
\o
hs @—o==0

"Dieses Diagramm hat man fiir n > 6. Fiir n = 4 entartet es zu * D, in [Ti79].
8Dieses Diagramm hat man fiir n > 7. Fiir n = 5 entartet es zum entsprechenden 2D, in [Ti79).
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Fall 2: ord(©®) = 2.

Sei BY = B, und Fr € W® x (©) so, daB Fr auf dem C,_,-System Pr(Z[®"]) als
Coxeterelement operiert.

Fall 2.1: n ist ungerade (d.h. n — 1 gerade). Die einzige Losung ist: ?

o0—0—o0 0O——0——0=>=0
o/
\o—o—o o—o—o==0 2(C — B,_;
"T‘H gio—o—o o—o—oig

Fall 2.2: n ist gerade (n — 1 ungerade). Die einzige Losung ist: 1°

o0——0—0—0 0O——0——0==>=0
i—o—o—o o—o—o==0 2(C — B,_;
n
> X 0===0——0—0 O——0——0=x0
2 S S

Dieses Diagramm hat man fiir n > 4. Fiir n = 2 entartet es zu >C — B in [Ti79].
0Djeses Diagramm hat man fiir n > 5. Fiir n = 3 entartet es zu 2C' — Bs in [Ti79).
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® ist vom Typ Eg und 5Y € {5/, B¢}
Es bleibt nur © = id zu betrachten, da P;(Z[®]*) = P;(Z[®"]).

Fall 1: Sei Fr = 9A = Fj4(a;) C W. Dann hat man als einzige Losung:

o——-oO0
04070
\
o—o0 3Eq
e——=0—O0 S

Fall 2: Sei Fr € {12A,6A} = {cox, cox?} C W. Dann hat man als einzige Losung:

o——oO0
04070
\
o—o0 3Eq
O==0—0 S

Fall 3: Sei Fr € {—12A,—-9A,—-3A} € —W = W x o, d.h. Fr ist beliebig aber
primitiv in W x o. Es gibt nur eine Losung:

s ®—0—0=>=0— 0

® ist vom Typ E7 und Y = 3.

Falls Fr € {E;, E7(a3), E7(a4)} hat man als einzige Losung:

o—o0—o0

o—o0—0 2,
0—0==0—0—18

Falls Fr € {E;(a1), E7(a3)} hat man als einzige Losung:

o—o—o0

o—o0—0o 2B

e——0==0—0—0
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