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Einleitung

Bei der Auswertung einer Umfrage muss der Statistiker ausgehend von einer Stich-
probe Riickschliisse auf die Gesamtheit ziehen. Es stellt sich die Frage, wie die
Stichprobenelemente auszuwéhlen sind und welcher Schétzer zur Hochrechnung
der erhobenen Daten verwendet werden soll. Die Prézision der Schéitzung wird
erhoht, wenn bekannte Informationen (so genannte a-priori-Informationen) ein-
bezogen werden. Anhand der a-priori-Informationen lassen sich meist gewisse
Parameter ausschlielen, und die Strategie soll auf der Menge der moglichen Pa-
rameter, dem Parameterraum, effizient sein. Wie dieser festzulegen ist, werden
wir im ersten Kapitel diskutieren. Grob lassen sich die von uns betrachteten Pa-
rameterrdume in das Ellipsoid und den Quader einteilen, was auch den Aufbau
der vorliegenden Arbeit festlegt: Wihrend die Kapitel 1 und 2 allgemein giiltige
Aussagen beinhalten, beziehen sich Kapitel 3 bis 6 auf das Ellipsoid und Kapitel 7
und 8 auf den Quader.

Im Allgemeinen wird man keine (in Hinblick auf den quadratischen Verlust)
beste Strategie finden, so dass andere Optimalititskriterien in den Vordergrund
treten: Wir suchen eine Strategie, die im schlimmsten Fall am effizientesten ist.
Dass solche — sogar zuldssige — Minimax-Strategien fiir die von uns betrachteten
Parameterrdume immer existieren, wird fiir das Ellipsoid in Kapitel 3 und fiir
den Quader in Kapitel 7 bewiesen. Die Beweise basieren auf der Idee von Prof.

Stenger, das Auswertungsproblem als ein lineares Spiel aufzufassen:

Ein lineares Spiel besteht aus zwei Teilmengen eines Hilbertraums, wobei
die Teilmengen stellvertretend fiir die Strategien von zwei Spielern, in un-
serem Fall Natur und Statistiker, stehen. Beide wihlen unabhéngig von-
einander jeweils eine Strategie, also ein Element der ihnen zugeordneten
Teilmenge. Der Wert des Skalarprodukts ist als Verlust des Statistikers

und Gewinn der Natur aufzufassen.

Genauer betrachten wir den Vektorraum der symmetrischen Matrizen mit dem



2 FEinleitung

durch den Spur-Operator festgelegten Skalarprodukt. In Kapitel 2 werden die
Strategienrdume der Spieler als Teilmengen dieses Vektorraums dargestellt. Wir
werden sehen, dass jede Strategie des Statistikers durch eine zuléssige Strategie
dominiert wird.

In Kapitel 3 beweisen wir neben der Existenz von zuldssigen Minimax-Strate-
gien, dass auch die Natur eine Sicherheitsstrategie besitzt. Tatsédchlich ist es zur
Berechnung von Minimax-Strategien niitzlich, der Natur ein vernunftmafiges Ver-
halten zu unterstellen. Wir erldutern das Prinzip der Indifferenz (eine Anleihe aus
der Spieltheorie), das fiir die Losung des Minimax-Problems in vielen Féllen sehr
hilfreich ist.

Es ist nicht einfach, Minimax-Strategien zu berechnen. Die Komplexitit des
Problems zeigt sich schon im Fall Zwei aus Drei, der fiir das Ellipsoid in Kapitel 4
und fiir den Quader in Kapitel 7 ausfiihrlich behandelt wird. Auch wenn dieser
Fall fiir die Praxis wenig relevant ist, hoffen wir, unser Verstdndnis fiir das Spiel
zu verbessern.

Kapitel 5 befasst sich mit Stichproben vom Umfang Zwei aus einer beliebi-
gen Gesamtheit. Wir suchen Existenzbedingungen fiir Indifferenz-Strategien der
Natur und beschéftigen uns mit der Frage, ob es sinnvoll ist, gewisse Einheiten
bewusst auszuwéhlen?

Haufig zerfillt die Gesamtheit auf natiirliche Weise in Schichten, was die Ver-
wendung von Schichtungsstrategien nahe legt. Welche Aufteilungen (in Abhéngig-
keit weiterer a-priori-Informationen) dabei das Minimax-Prinzip erfiillen, werden
wir in Kapitel 6 sehen.

Die Kapitel 7 und 8 sind ganz dem Quader gewidmet. Er ist schwieriger zu
handhaben, da sich z.B. das Indifferenz-Prinzip nur in Sonderfillen anwenden
lasst. Trotzdem werden wir das Minimax-Problem in Spezialféllen 16sen, und — wie
zu Beginn bemerkt — die Existenz von zuldssigen Minimax-Strategien beweisen,
wobei auch hier die Natur eine Sicherheitsstrategie besitzt.

Der Anhang besteht aus den fiir unsere Anwendungen notwendigen mathe-
matischen Ergénzungen. Um die Eigenstidndigkeit der Kapitel zu gewéhrleisten,
kann es zu Wiederholungen kommen.

Es ist kein Anliegen dieser Arbeit, eine chronologische Ubersicht der bisherigen
Ergebnisse zu liefern. Sie ist eine Mischung aus bekannten und neuen Resulta-
ten. Die bekannten Resultate, die mit entsprechenden Literaturangaben versehen

sind, werden im Rahmen eines linearen Spiels diskutiert und alternativ bewie-
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sen. Speziell lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die Sicherheitsstrategie der
Natur, die so genannte Maximin-Strategie: Oftmals helfen Kenntnisse iiber die
Maximin-Strategie bei der Berechnung der Minimax-Strategie. Um die Struktur

des Spiels zu erfassen, werden wir viele Beispiele behandeln.

An dieser Stelle mo6chte ich all jenen danken, die zum Gelingen dieser Arbeit
beigetragen haben. Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Horst Stenger fiir
die Anregung zu dieser Arbeit und die stetige Betreuung wéhrend ihrer Verfas-
sung. Weiter bedanke ich mich herzlich bei Herrn PD Dr. Siegfried Gabler fiir die

Ubernahme des Korreferats.



Kapitel 1
Einfiihrung der Grundbegriffe

Das Auswertungsproblem besteht darin, die Summe der Werte (oder deren arith-
metisches Mittel) eines uns interessierenden Merkmales einer Gesamtheit anhand
einer Teilerhebung zu schétzen: Angenommen, man interessiert sich fiir den Um-
satz der Handwerkbetriebe einer Region, aus Kostengriinden kénnen aber nicht
alle Betriebe befragt werden. Welche Betriebe sollen ausgew#hlt werden, und wie
schétzt man mittels der erhobenen Daten den Gesamtumsatz moglichst effizient?

Wir werden in diesem Kapitel das Auswertungsproblem als lineares Spiel for-
mulieren, wobei wir allgemein davon ausgehen, dass bei der Erhebung weder
Antwortausfille (eine ausgewéhlte Einheit verweigert die Auskunft) noch Ant-

wortfehler (eine ausgewihlte Einheit gibt eine falsche Antwort) auftreten.

1.1 Grundbegriffe der Stichprobentheorie

Gegeben sei eine Gesamtheit U, bestehend aus den Einheiten 1,..., N, wobei je-
der Einheit ein uns nicht bekannter Wert g; € R eines interessierenden Merkmales
zugeordnet ist. Der resultierende Vektor y := (yi, ... ,yn)t € RY heifit Parameter
der Gesamtheit. Um die Merkmalsumme y := Zf\il y; oder deren arithmetisches
Mittel y = %y zu schitzen, gehen wir wie folgt vor: Wir wihlen einige Einhei-
ten aus, ermitteln die zugehorigen y-Werte und schitzen mit deren Hilfe die uns
interessierende Grofle. Welche Einheiten wir auswédhlen und wie wir schétzen,
wird stark von unseren a-priori-Informationen abhéngen. Oftmals kennt man die
Werte eines oder mehrerer Hilfsmerkmale, die in einem Zusammenhang zu den
Werten des uns interessierenden Merkmales stehen. Angenommen, man kennt

die Mitarbeiterzahlen von N Betrieben einer Branche und interessiert sich fiir die
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Krankmeldungen y an einem bestimmten Tag. Sei x; die Anzahl der Mitarbeiter
des i-ten Betriebs und z = (z1,...,2zx)" € RY. Das Hilfsmerkmal grenzt die

Menge der a-priori moglichen Parameter ein. Fiir den Parameter y € RN gilt

Interessiert man sich fiir den Umsatz y der N Betriebe, so ldsst sich vermuten,

dass fiir den Parameter y in etwa gilt

y=pz

fiir ein (unbekanntes) § € R. Allgemeiner gehen wir von der folgenden Situation
aus: Seien z,,...,2, € R¥Y 1 < K < N, linear unabhiingige Vektoren. Wir

nehmen an, dass der Parameter y in der Ndhe der Unterraums
Bild(X) = {Xj3; 8 e R"}

liegt, wobei X die N x K-Matrix mit den Spalten z,,...,z, bezeichnet. Wir
nennen eine N x K-Matrix mit vollem Spaltenrang eine Regressionsmatriz. Der
Begriff der Ndhe wird modelliert durch eine symmetrische positiv semidefinite
Matrix U vom Rang N — K mit UX = 0: y liegt in der Néhe von Bild(X),
falls gtUg klein ist. Eine genauere Motivation fiir die Matrix U finden wir in
Abschnitt 1.3. Falls die Regressionsmatrix durch einen Vektor x € RN gegeben

ist, fordern wir z; > 0 firv=1,..., N,
T ::Z:ci: 1
i

und nennen z einen Regressionsvektor.
Die Menge der a-priori moglichen Parameter heifit Parameterraum und wird
mit
)
bezeichnet. Wir werden in dieser Arbeit immer von der Existenz einer Regres-
sionsmatrix X bzw. eines Regressionsvektors z ausgehen. Als Parameterrdume

betrachten wir
Qg ={yeR¥;0<y; <a;Vi=1,...,N}

oder
Oy :={y € ]RN;gtUg <1},
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wobei U eine symmetrische positiv semidefinite N x N-Matrix mit Rang N — K
und UX = 0 bezeichnet.

Jede Teilmenge s der Gesamtheit heifit Stichprobe, die Anzahl der Elemente
|s| in s Stichprobenumfang. Ein Auswahlplan p ist eine Verteilung auf der Menge
aller Stichproben, also auf der Potenzmenge 2 von U. Der Triger S(p) von p ist
definiert durch

S(p) := {s € 2%; p(s) > 0}.

Falls der Triger nur Stichproben vom Umfang n enthilt, nennen wir p einen
Auswahlplan vom Umfang n. In Hinblick auf spétere Anwendungen definieren
wir

S(n):={s € 2% |s| =n} firneN.
Fiir einen beliebigen Auswahlplan p sind die Inklusionswahrscheinlichkeiten m;;(p)
von p definiert durch

mij(p) == Z p(s) Vi,j=1,...,N.

siijEs

Dabei ist 7;j(p) die Wahrscheinlichkeit, mit der die Einheiten ¢ und j in die
Auswahl gelangen. Falls i = j, schreiben wir statt 7;(p) auch m;(p) fiir i =
1,..., N. Man nennt 7;(p) Inklusionswahrscheinlichkeit erster Ordnung und m;;(p)
fiir © # 7 Inklusionswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung.

Eine Abbildung ¢ : 2 x © — R, (s,y) — t(s,y), die (bei festem s) nur von
den y;-Werten fiir 7 € s abhéngt, heifit Schdtzer, t(s,y) Schétzung. Falls p ein
Auswahlplan ist und ¢ ein Schétzer (der nur fiir s € S(p) definiert sein muss),

bezeichnen wir (p,) als Strategie des Statistikers. Fiir y € © sei
Ept(.,y) =Y _ p(s)t(s, y)
der Erwartungswert von (p,t) (bzgl. ) und
varyt(.,y) = _p(s)[t(s,y) — Ept(.. )]’
die Varianz von (p,t) (bzgl. y). Falls
Epit(.,y) =y Vye€o,

heifit die Strategie (p, t) unverzerrt fiir y. Als MaB fiir die Abweichung verwenden
wir den mittleren quadratischen Verlust (MSE)

MSE(y, (p,1) = E,(t(-.) —9)* = D> _(s)(t(s,9) — v)*.



1.2. BEISPIELE FUR STRATEGIEN DES STATISTIKERS 7

der auch als Risiko der Strategie (p,t) (bzgl. y) bezeichnet wird. Falls eine Stra-
tegie (p,t) unverzerrt fiir y ist, gilt offensichtlich

MSE(y, (p,t)) = varyt(.,y) Vye©.

1.2 Beispiele fiir Strategien des Statistikers

Eine Strategie (p,t) (bzw. der Schétzer t) heifit affin-linear, falls
t(s,y) = Zasiyi +b, VseS(p),VyeRY,
1€5
wobei ag;,bs € R. Falls by = 0 fiir alle s € S(p), heifit die Strategie (bzw. der
Schitzer) linear. Ist p ein Auswahlplan vom Umfang n, so nennen wir (p,t)
(affin-)lineare Strategie vom Umfang n. Lineare Strategien vom Umfang n lassen

sich wie folgt charakterisieren: Sei (p,t) eine lineare Strategie mit
t(s,y) = Zasiyi Vs € S(p),Vy € RY.
1ES

Definieren wir ay; := 0 fiir i ¢ s und a, := (as1,...,a,n)" € RV, s0 ist

t(s,y) = y'a, = (v, a,)o,

wobei (., . ), das Euklidische Skalarprodukt bezeichnet.
Definition 1.1 Ein Vektor a € RN heift Schiitzvektor (vom Umfang n), falls
{i;a; =0} > N —n.

Ein Schatzvektor a, heifst Schatzvektor bzgl. der Stichprobe s, falls a, ein Schétz-
vektor ist und
as; =0 Vj ¢ s.

Ein linearer Schéitzer ¢ entspricht einer Menge {a,; s € S(p)} von Schitzvektoren.
Andererseits definiert eine beliebige Menge von Schétzvektoren {a ;s € S(p)}

in offensichtlicher Weise einen linearen Schitzer. Statt (p,t) schreiben wir auch

(p, {as})-

Sei X eine Regressionsmatrix mit vollem Spaltenrang K. Eine lineare Strategie
(p,{a,}) heit reprasentativ bzgl. X (siehe Hajek [12]), falls

X'(a,—1)=0 VseS(p),

wobei 1 =(1,...,1)! € RY und 0 = (0,...,0)" € R¥.
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Bemerkung 1.2 Die Schditzung mittels einer reprasentativen Strategie ist fiir
alle Parameter aus Bild(X) exakt, d.h. das Risiko ist Null. Unter der Annahme,
dass der Parameter in der Nihe des Unterraums Bild(X) liegt, ist die Verwendung

von reprasentativen Strategien naheliegend.

In Hinblick auf spéitere Anwendungen definieren wir:

Definition 1.3 Fin Schitzvektor a heifit représentativ (‘beziglich X ), falls

X'a—1)=0.
Weiter sei
A = {a € R";a ist reprisentativer Schiitzvektor},
As = {a, € A;a, ist reprisentativer Schitzvektor bzgl. s}.

Weitere Beispiele fiir Strategien sind:
1) Die Standardstrategie (py,to): Sei n € N, n < N. Mit

po(s) := { (n) el =n

0 : sonst

ist po ein Auswahlplan vom Umfang n, auch bekannt als einfache Zufallsauswahl.
Der Standardschdtzer ty ist definiert durch

N
to(s,y) == - Zyl Vs e S(p),Vy € RV,

1ES
und die Strategie (po, tp) ist unverzerrt fiir y mit

(N —n)N
Varpotﬂ(' 7g) = Sy
n
wobei sy, = 1 >..:(y; — ¥)? die korrigierte Varianz von y bezeichnet.
2) Sei p ein beliebiger Auswahlplan mit den Inklusionswahrscheinlichkeiten 7

und m; > 0 fiir¢ = 1,..., N. Der durch

Yi N
t = = VseS(p),VyeR
HT(SJQ) ;ﬂ-i s € (p)a QE
definierte Schitzer heiBt Horvitz- Thompson-Schdtzer. Die Strategie (p, ty7) heifit
Horvitz- Thompson-Strategie (HT-Strategie; vgl. Horvitz und Thompson [14]) und

ist unverzerrt fiir y mit
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Im Fall p = pg entspricht der Horvitz-Thompson-Schétzer dem Standardschétzer.
3) Die Rao-Hartley-Cochran-Strategie (RHC-Strategie; vgl. Rao, Hartley und
Cochran [18]) (prmc,truc) : Sei z € RY ein Regressionsvektor. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, dass % eine natiirliche Zahl ist, und zerlegen U in n
Schichten U(1),...,U(n) der GroBe &. Aus jeder Schicht withlen wir eine Einheit
wie folgt zufillig aus: Fiir i € U(h) ist die Wahrscheinlichkeit, die i-te Einheit

auszuwihlen gegeben durch
T

Zjeu(h) Ty

Wir erhalten eine Stichprobe s vom Umfang n und benutzen fiir die Schitzung

tric(s, y) Z - Z ;.

1€S Li JEU(R):
i€U(h)

von y den Schétzer

Fiir eine Stichprobe s ist tgruc(s, . ) eine Zufallsvariable, abhéngig von der Zerle-
gung von U. Bei vorgegebener Zerlegung ist die RHC-Strategie eine représentative

Strategie vom Umfang n. Es gilt

EPRHCtRHC( . &) =Y

Vatpnntrac(-Y) = DR Zx(az_ ~y)’
1=

fiir alle y € RY.

4) Die Hansen-Hurwitz-Strategie (HH-Strategie; vgl. Hansen und Hurwitz [13])
(Pru,tum): Sei z € RY ein Regressionsvektor. pypy bezeichnet den geordne-
ten Auswahlplan, der jeder geordneten Stichprobe § = (i(1),...,i(n)) mit 1 <
i(1),...,i(N) < N die Wahrscheinlichkeit

Pru(8) = Tiq) - Tign)

zuordnet. Der Hansen-Hurwitz-Schétzer (HH-Schétzer) ist definiert durch

tun(3 ZL

wobei die Zufallsvariable L; angibt, wie oft die Einheit ¢ in der geordneten Stich-

probe 5 vorkommt. Es ist E;,, ,L; = nx; fiiri =1,..., N und somit

EﬁHHtHH(‘ ,g) =Yy Vg € RN.
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Wegen vary, , L; = nx;(1 — ;) fir i =1,..., N und cov,, (L;, L;) = —nz;x; fir
i # j gilt

N
1 Yi
Va‘rﬁHHtHH( . 7&) = E sz(x_l - y)2 Vg eRY.
i=1 t

1.3 Superpopulationsmodelle

Bei gegebener Regressionsmatrix X wird man oftmals (aufgrund weiterer Vor-

kenntnisse) von einem Superpopulationsmodell M () ausgehen: Wir interpretie-

ren y als Realisation eines Zufallsvektors ¥ = (Y3,...,Yy)" mit

Y =XB+g¢,
wobei f € RF unbekannt ist und € = (e, ..., ex)" einen Zufallsvektor bezeichnet
mit

E(e) =0, var(e) = Q.

Ausgehend von einer Stichprobe s (vom Umfang n) ist eine lineare Prognose fiir
> Y; gegeben durch
aY,

wobei a, einen Schitzvektor bzgl. s bezeichnet. Diese Prognose ist genau dann
unverzerrt, wenn

Xt(gs - l) — 07

d.h. falls a, représentativ ist. Unter diesen Voraussetzungen wird
var((a, —1)'Y) = (g, — 1)'Q(a, — 1)

minimiert durch eine so genannte beste lineare unverzerrte (BLU) Prognose. All-
gemein wird man nicht davon ausgehen, dass das Superpopulationsmodell A (£2)
in Anwendungssituationen exakt erfiillt ist, was die Verwendung eines Auswahl-
plans motiviert: Durch die zufillige Auswahl der Stichprobe wird eine gewisse
Robustheit sichergestellt (vgl. Stenger [26]).

Die zu verwendende Strategie (p, {a,}) sollte in einer Umgebung von Bild(X)
zuverldssig sein. Wir nehmen im Folgenden an, dass € normalverteilt ist mit re-
guldrer Kovarianzmatrix €. Dann ist die Dichtefunktion ¢(.|3) von ¥ (bei Vor-
gabe von ) gegeben durch

(y — XB)'Q'(y — Xp)

b(y|B) = ((2m)" det (€))7 exp[—-= 5 =],
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und die Wahrscheinlichkeit, dass Y einen Vektor aus der Menge
{y e RY; max d(y|3) = &}
realisiert, ist sehr grof3, falls ¢ € R, nicht zu grof} ist. Obige Menge entspricht
{y € RY;min(y — XB)'Q ' (y — XB) < ¢}

fiir ein entsprechend gewéhltes ¢ € R, und ein natiirlicher Abstandbegriff ist
definiert durch

min (y — XB)'Q 'y — XB) = gt(Q*1 — QX (X' X)X Yy,

BERK "= = = = =
da das Minimum angenommen wird in
B, = (X'Q'X)TX'Qy.
Dabei ist
U=0"'"-0 ' XX'Q'Xx)'x'Q!
eine positiv semidefinite N x N-Matrix mit Rang N — K und UX = 0.
Beispiel 1.4 (Der HH-Raum) Sei x € RY ein Regressionsvektor und € =
diag(x) die Diagonalmatriz, deren Eintrige die Komponenten von x sind. Dann
15t
U = diag '(z) —11'

und

N

Yi 1

Oy ={y e RY; le(x_ —y)* <1} ={y € RV varp, ,tun(.,y) < E}
i=1 L

In diesem Fall bezeichnet man Oy als HH-Raum. Viele Beispiele der vorliegenden
Arbeit werden sich auf diesen Parameterraum beziehen. Man verwendet den HH-
Raum auch, um einen Effizienzvergleich zwischen der HH-Strategie und der HT-
Strategie anzustellen (siehe z.B. Gabler [6], S. 62).

1.4 Minimax-Strategien

Sei © ein Parameterraum und D eine Menge von Strategien des Statistikers. Die

Frage, welche Strategie (aus D) der Statistiker zur Schitzung verwenden sollte,
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héngt von den Optimalitétskriterien ab, die man zugrunde legt. Godambe [11]
zeigte, dass fiir fast alle Auswahlverfahren p kein linearer, p-unverzerrter Schéitzer
existiert, der die Varianz bzgl. aller y € RY minimiert. Wir werden also im

Allgemeinen keine Strategie (p*,t*) € D finden mit
MSE(y, (p, 1)) < MSE(y, (p,1)) Vy € ©V(p,t) € D.

Ein gingiges Optimalitétskriterium ist die Zuldssigkeit: Eine Strategie (p*,t*)

dominiert eine Strategie (p,t), falls
MSE(y, (p*, ")) < MSE(y, (p,t)) Vy € ©.

Ist fiir mindestens ein y € © die strenge Ungleichheit erfiillt, so dominiert (p*,t*)
die Strategie (p,t) strikt. Eine Strategie aus D heifit zuldssig, wenn sie von keiner
Strategie aus D strikt dominiert wird.

In dieser Arbeit verwenden wir als Optimalitédtskriterium das Minimaz-Prin-
zip: Eine Strategie (p*,t*) € D heifit Minimaz-Strategie oder auch Sicherheits-
strategie (bzgl. (0, D)), falls sie das maximale Risiko auf © minimiert bzgl. aller

Strategien aus D:

sup MSE(y, (p*,t")) = min sup MSE(y, (p,?)).
ye® - (p,t)eD yeo -

Damit das Minimax-Problem sinnvoll gestellt ist, fordert man, dass das Minimaz-
Risiko

sup MSE(y, (p, %))
endlich ist.

Minimax-Strategien sind robuste Losungen, die uns gegen den ”unerwiinsch-
ten” Parameter aus © absichern; sie hingen stark von der Wahl des Parameter-
raums © und der Menge D von Strategien des Statistikers ab. Wir beschéftigen
uns in dieser Arbeit mit der Menge der repréisentativen Strategien vom Umfang
n und wéhlen fiir © die in Abschnitt 1.1 eingefiihrten Parameterrdume Oy oder
Og.

Im Fall © = Oy ist das maximale Risiko einer linearen Strategie (p, {a,})

sup MSE(y, (p, {a,}))

QEGU
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genau dann endlich, wenn die Strategie reprisentativ ist. Somit ist eine Minimax-
Strategie bzgl. der Menge der reprisentativen Strategien vom Umfang n auch eine
Minimax-Strategie bzgl. der Menge der linearen Strategien vom Umfang n. Dies
gilt nicht fiir den Parameterraum O (siehe z.B. Gabler [6], Bsp. 1 auf S. 27).
Hier beschrinken wir uns wegen Bemerkung 1.2 auf représentative Strategien.
Unter gewissen Symmetriebedingungen des Parameterraums © ldsst sich die
Menge der potentiellen Minimax-Strategien einschrinken (vgl. Stenger [20]): Sei

" eine Permutation von U = {1,..., N}. Fiir s C U definieren wir
[s:={T%;i € s},
und fiir y € RY definieren wir 'y € RV durch

(Fy)Fz' =Y

Sei G eine Untergruppe der Permutationsgruppe bzgl. U mit
I'o =0,
wobei
I'o = {I'y;y € ©}.

Fiir eine Strategie (p,t) und eine Permutation I' € G definieren wir
pr(T's) :== p(s),

tr(I's, Ty) == t(s,y)

und

B 1
pls) = 1 > pr(s),

'eG

t(s,y) =

\G’|}1v7(s_) Y reqtr(s,y)pr(s) : b(s) >0,
0 : sonst

Lemma 1.5 Sei (p,t) eine Strategie des Statistikers. Dann ist

max MSE(y, (p, t)) < max MSE(y, (p,t)).

yeO ye

Den Beweis findet man bei Gabler [6], S. 15, oder Stenger [21].
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Beispiel 1.6 (Die Standardstrategie als Minimax-Strategie) Sei z = +1
und U = diag ' (z) — 11" = NI — 11!, wobei I die N x N-Einheitsmatriz be-

zeichnet. Dann st
1

= Neg < —— 1
®U {QER asyy—N(N_l)}

Aufgrund der symmetrischen Bedingungen ist die Standardstrategie (po,ty) eine

Minimaz-Strategie (bzgl. aller linearen Strategien), und es gilt

(N —n)N N-—n
= 7 < .
MSE(y, (po, to)) " Syy < 2N =D Vy € Oy

1.5 Ein lineares Spiel

Der mittlere quadratische Verlust von y € RY und einer linearen Strategie

(p, {a,}) vom Umfang n ist gegeben durch
MSE(y, (p.{a,})) = ZP(S)@ Zp (v'(a, — 1))°
= ZP (a, —D'yy'(e, — 1)
= trlyy Zp (a, — 1)(a, — 1)1,

wobei tr den Spuroperator bezeichnet. Offensichtlich sind

yy'

und
Zp a, —1)(a, — 1)

symmetrische positiv semidefinite N x N-Matrizen. Falls die Schéitzvektoren re-
prisentativ sind, heiBt > p(s)(a, — 1)(a, — 1)* risikoerzeugende Matriz, und wir
bezeichnen mit

Ax

die Menge aller risikoerzeugenden Matrizen. (Wir verschérfen die von Cheng und
Li [5] eingefiihrte Definition einer risikoerzeugenden Matrix durch die Forderung

der Reprisentativitit.) Fiir einen Parameterraum © sei

y
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die konvexe Hiille aller ggt mit y € O. Falls © = Oy bzw. © = O, schreiben wir

Yu bzw. YVg. Bezeichnen wir mit

Q
den Vektorraum aller symmetrischen N x N-Matrizen und definieren
Qo :={Q € Q;Q ist positiv semidefinit},

so gilt
y7 AX g QO g Q

Durch
(Q1,Q2) ==1tr(Q1Q2) VQ1,Q2€ Q

ist ein Skalarprodukt auf Q definiert, und (Q, (., .)) ist ein Hilbertraum. Wir

bezeichnen mit |. |, die durch (., .) induzierte Norm, d.h.

Qly ==V (Q,Q) VQ € Q.

Das Auswertungsproblem lésst sich als lineares Spiel auffassen: ) ist der Stra-
tegienraum der Natur und Ay der Strategienraum des Statistikers. Die Natur
wéahlt eine Matrix V' € Y und der Statistiker eine Matrix W € Ax. Der Verlust
des Statistikers (bzw. der Gewinn der Natur) ist gegeben durch

tr(VIW) = (V,W).

Eine Strategie W* des Statistikers heifit (in Analogie zu Abschnitt 1.4) Minimaz-
Strategie (oder auch Sicherheitsstrategie), falls

oo > sup(V, W*) = minsup(V, W).
v Wy

Entsprechend heifit eine Strategie V* der Natur Mazimin-Strategie (oder auch

unerwinschte Strategie bzw. Sicherheitsstrategie der Natur), falls
—oo < inf(V*, W) = maxinf(V, W).
W VoW

Wenn eine Maximin-Strategie V* und eine Minimax-Strategie W* existieren,

heifit das Spiel (), Ax) ldsbar, und wir bezeichnen mit
(V5w

den Wert des Spiels. Das Tupel (V*, W*) nennen wir ein Gleichgewicht.
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Beispiel 1.7 Seix = %L U := diag " (z) —11* = NI — 11" und © = ©y. Dann

ist die durch die Standardstrategie definierte risikoerzeugende Matrix

. N-n
W=t

eine Minimaz-Strategie (vgl. Beispiel 1.6). Aufgrund der symmetrischen Bedin-

gungen ist die Mazimin-Strategie V* gegeben durch

1o 1 1
Vr=_— — eel=——-"7T
N;N—I%Z NN -1

und der Wert des Spiels betragt (NN_;l)n Offensichtlich hangt die Mazimin-Strate-

gie nicht vom Stichprobenumfang n ab, was sich allerdings nicht verallgemeinern
lasst (vgl. Beispiel 4.8 in Abschnitt 4.6).

Eine Strategie V* € Y heif3t beste Antwort auf W € Ay, falls
V* € argmaxy ¢y, (V, W).

Die Menge aller besten Antworten auf W bezeichnen wir mit BA(W). Analog
heift eine Strategie W* € Ax beste Antwort auf V € ), falls

W* € argminy, 4 (V, W),

und BA(V) bezeichnet die Menge aller besten Antworten auf V. Offenbar ist ein
Tupel (V*, W*) genau dann ein Gleichgewicht des Spiels (Y, Ax ), wenn

Ve BAW™)
und
wW* e BAV™).

Ein Gleichgewicht (V*, W*) ist also ein Nash-Gleichgewicht im Sinne der Spiel-
theorie (vgl. z.B. Osborne und Rubinstein [17], Prop. 22.2 auf S. 22). Falls
W* = 3" p*(s)(af — 1)(ai — 1)" eine Minimax-Strategie ist, ist (p*, {a’}) eine

Minimax-Strategie im Sinne von Abschnitt 1.4, und es gilt
(af —1)(at — 1) € BA(V*) Vse S(p*). (1.1)

Speziell sind die Schéitzvektoren der Minimax-Strategie BLU-Schétzer im Super-
populationsmodell M (V*).
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Wir bezeichnen in dieser Arbeit sowohl eine risikoerzeugende Matrix als Stra-
tegie als auch ein Tupel (p,t), was nicht zu Missverstindnissen fiithren sollte.
Hauptséchlich sind wir daran interessiert, die Minimax-Strategie (p*,t*) zu be-
stimmen.

Dass sich eine Minimax-Strategie W* € Ax i.A. nicht eindeutig in einen

Auswahlplan p* und einen Schétzer t* zerlegen lisst, zeigt das folgende Beispiel:

Beispiel 1.8 Sein =2, N =4,z =11€ R, U = diag '(z) — 11" und © = Oy.

Dann ist die Standardstrategie mit risikoerzeugender Matriz

1
wW*=-U
3

eine Minimaz-Strategie (vgl. Beispiel 1.7). Definieren wir

und
Q?z’A} =2(e; +e,) Vi=1,2,3,
so gilt
1
>opi(s)lar — (e - 1) = 30U =W,

d.h. (p*,{at}) ist ebenfalls eine Minimaz-Strategie und besitzt dieselbe risikoer-

zeugende Matriz wie die Standardstrategie.

1.6 Einige bekannte Resultate

Die folgenden Aussagen beziehen sich auf lineare Strategien vom Umfang n. In

Beispiel 1.6 haben wir gesehen, dass die Standardstrategie fiir den Parameterraum

{yeRV;> (-9 <1} (1.2)

eine Minimax-Strategie ist. Dass sie die Minimax-Eigenschaft fiir groflere Men-
gen von Strategien beibehilt, ldsst sich z.B. bei Bickel und Lehmann [2] oder
Gabler [6], S. 121, nachlesen.

Stenger und Gabler [25] diskutierten den allgemeineren Parameterraum

{y e RN D dijlyi — D)y — ) < 1}, (1.3)
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wobei (d;;) eine positiv definite N x N Matrix bezeichnet. Auf die Ergebnisse

werden wir in Abschnitt 3.3 eingehen.

[y eR: Y (- 2a)? <1} (1.4)

ist ein Beispiel fiir einen Parameterraum, der von einem Vektor x € RY abhiingt.
Fiir diese Menge zeigte Stenger [24], dass die Verhiltnisstrategie in einem asymp-
totischen Sinn minimax ist.

Minimax-Strategien fiir den Parameterraum

[y e RV DY dijlys— L) (y; — 2 ;) < 1) (15)

T

wurden hergeleitet von Gabler und Stenger [9] unter den Voraussetzungen:
x nahe bei 1

und

(d;ij) in der Néhe der Einheitsmatrix.

Die obigen Parameterrdume sind alle von der Gestalt
{y e RY;y'Uy < 1},

wobei U eine positiv semidefinite Matrix bezeichnet mit U1l = 0 im Fall (1.2), (1.3)
und Uz = 0 im Fall (1.4), (1.5). Allgemein wurde fiir eine Regressionsmatrix X
und eine symmetrische positiv semidefinite N x N-Matrix U mit UX = 0 fiir
den Parameterraum Oy von Stenger, Gabler und Schmidt [27] die Existenz von
Minimax-Strategien gekliart. Auf den zugrunde liegenden Beweis werden wir in

Kapitel 3 eingehen.



Kapitel 2
Die Strategien-Raume der Spieler

Der erste Abschnitt dieses Kapitels enthélt die — in Hinblick auf unsere Anwen-
dungen — wichtigsten Aussagen iiber den Vektorraum Q der symmetrischen N x
N-Matrizen. Wir diskutieren in den Abschnitten 2.3 und 2.4 die Strategien-
Raume des Statistikers und der Natur als Teilmengen von Q. Speziell werden
wir sehen, dass zu einer beliebigen Strategie des Statistikers immer eine zuléssige
Strategie existiert, die diese dominiert. Dabei sei N > K > 1, U € Qy mit Rang
N — K und X eine N x K-Matrix mit vollem Rang (eine Regressionsmatrix), so
dass
UX =0.

2.1 Die Lowner-Halbordnung

Wie bereits bemerkt, ist (Q, (., .)) ein Hilbertraum, und es gilt (vgl. Anhang,
Lemma A.1)

(P.Q) =0 VP,Q€ Q. (2.1)

Die Teilmenge Q ist abgeschlossen (vgl. Anhang, Satz A.6), und durch sie ist
die so genannte Lowner-Halbordnung > auf Q definiert (siehe z.B. Marshall und
Olkin [16], S. 462): Fiir P,Q € Q mit P — QQ € Qg schreiben wir

P Q.
Offensichtlich gilt:

1. P > ( ist dquivalent zu

(wy',P) > (yy', Q) VyeR",

19
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2. Die Lowner-Halbordnung ist antisymmetrisch, d.h. aus P > Q und Q) > P
folgt P = Q.

3. Q=1{Q € Q;Q > 0}.
Die folgenden zwei Lemmata sind in Stenger, Gabler und Schmidt [27] zu finden.
Lemma 2.1 Fir Q) € Qy wdchst (Q, P) monoton in P € Q beziglich ».

Beweis: Mit Py = P; gilt wegen (2.1)

(@, P2) —(Q, P1) =(Q, P, — P) > 0.

€Qo
o
Lemma 2.2 Set P > (Q = 0. Dann st
(P, P)>(Q,Q),
d.h. die durch (., .) induzierte Norm ist monoton auf Qqy bzgl. .
Beweis: Wegen (2.1) gilt
(P,P)—(Q,Q)=(P-Q,P)+(P—-Q,Q) > 0.
o

2.2 Abgeschlossenheit von unten

Dieser technische Abschnitt dient als Vorbereitung fiir die Diskussion der Zulés-
sigkeit von Strategien des Statistikers. Speziell benttigen wir den Begriff des
unteren Grenzpunktes einer Menge & C Q. Im nichsten Abschnitt wird sich
zeigen, dass die unteren Grenzpunkte von Ay die dominanten Strategien des
Statistikers sind (vgl. Satz 2.16). Fiir ein P € Q definieren wir

Qr:={Q € P> Q}
und bezeichnen den Abschluss einer beliebigen Teilmenge S von Q mit S.
Definition 2.3 P € Q heifit unterer Grenzpunkt einer Menge S C Q, falls
QpNS ={P}.

Die Menge aller unteren Grenzpunkte von S bezeichnen wir mit A(S).
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Definition 2.4 FEine Menge S C Q heif$t abgeschlossen von unten, falls

A(S) CS.

Bemerkung 2.5 (Interpretation von Skizzen) Um eine anschauliche Vor-
stellung der abstrakten Sachverhalte zu bekommen, arbeiten wir mit Skizzen. Da-
bei fassen wir eine symmetrische Matriz als einen Vektor im R? auf und inter-
pretieren wegen
(P,Q) = Zpij%j fir P,Q € Q
2

den Hilbertraum (Q, (., .)) (bzw. (Qx,(.,.)) mit Qx ={Q € Q;QX =0}) als
den zweidimensionalen Euklidischen Raum (R?, (., .)s2). Obwohl aus Q = P im
Allgemeinen nicht q;; > p;; fiir allei,j =1,..., N folgt, interpretieren wir Q = P
in den Skizzen als ”() ist komponentenweise grofier oder gleich P”. In diesem Sinn
entspricht die Menge der positiv semidefiniten Matrizen aus Q (bzw. Qx) dem
ersten Quadrant der Fuklidischen Ebene. Unsere Ergebnisse rechtfertigen diese

Darstellung.

Skizze 2.6 (Abgeschlossen von unten) Sei S eine beliebige Teilmenge von
Q. Im Sinne von Bemerkung 2.5 entspricht P einem unteren Grenzpunkt von S
und die Menge der unteren Grenzpunkte A(S) von S dem fetten Rand. Gehiren

diese Punkte zu S, so ist S abgeschlossen von unten.

Lemma 2.7 Sei S C Qy. Dann ist A(S) # 0.
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Beweis: Sei | . |y, die durch (., .) induzierte Norm,
= Rl
und (S,,) eine Folge in S mit
lim |Syly = bo.
n—00

Nach Bolzano-Weierstrass existiert eine konvergente Teilfolge (S,,)neny mit

7116%1, S, =5 €8.
Offensichtlich ist
|Soler = bo
und
Sp € Qs,NS.

Sei @ € Qs, N'S. Aufgrund der Abgeschlossenheit von Qy gilt
So = Q= 0.

Wegen der Monotonie der Norm auf Qy (Lemma 2.2) ist by = |Sp|s > |Q|sr, und

mit der Definition von by folgt
|Soler = |Qer-

Wegen (2.1) gilt
0 < (So—Q,S—Q) = (So—Q,S)—(So—Q,Q) < (So—Q,S0)+(S—Q,Q) =0,
dh. Q =S, o
Lemma 2.8 Sei S C Qy, # (). Dann gilt

VS eS8 IS e A(S): S = 5"
Beweis: Sei S € S. Es ist

81 =QsNSCQ, S #0,

und mit Lemma 2.7 folgt A(S;) # 0. Sei S* € A(S;). Dann gilt S > S* und

{1} =05:N8 =05:NQsNS=0Qs-NS

(aufgrund der Transitivitit von > ist Qg C Qg), d.h. S* € A(S). o



2.3. DER STRATEGIEN-RAUM DES STATISTIKERS 23

Satz 2.9 § C Qy ist genau dann abgeschlossen von unten, wenn fir jede kon-
vergente Folge (S™) in S ein S* € S existiert mit
lim S™ > S*.
n—0o0
Bewess:
7=": Sei S # () abgeschlossen von unten und (S™) eine Folge in & mit S :=
lim, ,0o S™ (€ S). Nach Lemma 2.8 existiert ein S* € A(S) mit S = S*. Da S
abgeschlossen von unten ist, folgt S* € S.
7<":Sei S # () und S € A(S) (# 0 nach Lemma 2.7). Da S € S, existiert eine
Folge (S™) in & mit lim,_,,, S™ = S. Nach Voraussetzung existiert ein S* € S
mit S > S*; somit gilt
S* € QsnNS = {95},

d.h. §=5"¢eS. o

2.3 Der Strategien-Raum des Statistikers

Der Aktionsraum des Statistikers ist gegeben durch die Menge aller reprisenta-
tiven Schétzvektoren. In der Spieltheorie ist eine (gemischte) Strategie allgemein
gegeben durch eine (diskrete) Verteilung auf dem Aktionsraum. Wie in den Ab-
schnitten 1.4 und 1.5 beschrieben, verstehen wir unter einer Strategie des Statisti-
kers eine risikoerzeugende Matrix, also im Sinne der Spieltheorie eine gemischte
Strategie, die iiber einen Auswahlplan definiert ist. Dabei ist die Menge Ay der
risikoerzeugenden Matrizen fiir n > 1 nicht konvex. Sei Ay die konvexe Hiille
von Ax. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die risikoerzeugenden Matrizen
eine vollstindige Klasse bilden (bzgl. des Spiels (Y, Ay)), und zwar fiir einen

beliebigen Parameterraum © C RV:
VIV e AxIW € Ax : (V,IW) > (V,W) VYV e,

d.h. jede Strategie aus Ay wird von einer Strategie aus A x dominiert. Als Konse-
quenz finden wir z.B. eine repriisentative Strategie vom Umfang n, die die RHC-
Strategie dominiert (vgl. Gabler und Stenger [7]).

Die folgenden beiden Lemmata sind in Stenger, Gabler und Schmidt [27] zu
finden.
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Lemma 2.10 Sei W € Ay. Dann ezistiert ein W € Ay mit
W= W.
Speziell gilt fiir einen beliebigen Parameterraum © C RY
(V,W) > (V,IV) VvV e.
Beweis: Es ist
W= M) o)l - 1)) - 1)
k s
mit Ay > 0, >, Ay = 1. Wir definieren

= Z A" (5)

und

S
»

)\kkS
:Z p())_

Dann gilt

Da die Abbildung
y—yy VyeRr"

konvex ist bzgl. > (sieche Lemma A.5 im Anhang), folgt
W= W.

Der zweite Teil des Lemmas ergibt sich aus der Monotonie der Abbildung (V; .)
bzgl. > fiir beliebiges V € ) C Qy (vgl. Lemma 2.1). o
Als néchstes werden wir beweisen, dass Ay abgeschlossen von unten ist.
Lemma 2.11 Sei (W*) eine Folge in Ax mit limg_,oo W* = W. Dann existiert

ein W* e Ax mit
W = W

Bewesis: Es ist
Zp )@ — 1) (@ —-1)" VkeN

Offensichtlich existiert eine Teilmenge N' C N mit

p(s) : —;le%;p s)>0und Y p(s) =
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Wir definieren
W= 3" pHe)(af — Dk —1)" VkeN
s€S(p)
Dann gilt

Wk —_wkre 9, VkeN.
Weiter ist
Wk = pF(s)(a" — 1)(a" — 1)! Yk € NVs € S(p),

s =/ \Z

also (aufgrund von Lemma 2.2)
(W > p(s)l(ay —1)(af — 1)'lr Yk € NVs € S(p),
und es existiert eine Teilmenge N/ C N mit

a, := lim a* (€ A,) Vs S(p).

ag o &
Mit
W .= Z p(S)(QS - l)(gs - l)t € AX

s€S(p)
folgt aus der Abgeschlossenheit von Qp (vgl. Satz A.6 im Anhang)

W —W* = lim (W" — W*) € Q.

kEN'
o
Korollar 2.12 Ay ist abgeschlossen von unten, d.h.
A(Ax) C Ax.
Beweis: Satz 2.9 und Lemma 2.11. o

Skizze 2.13 (Die Menge der risikoerzeugenden Matrizen) Im Sinne von
Bemerkung 2.5 stellen wir uns die konveze Hiille Ay des Strategien-Raums Ax
des Statistikers als konvexe Menge 1m ersten Quadrant vor. Den fetten Rand

der konvexen Hiille .ZX interpretieren wir aufgrund von Lemma 2.10 und Korol-
lar 2.12 als A(Ax).

Ax

Y
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Wir werden im Folgenden zeigen, dass die zuldssigen Strategien in den Spielen
(Y, Ax) und (Vg, A;) mit den unteren Grenzpunkten von Ay iibereinstimmen.
Eine Strategie W* € Ay ist genau dann zuléssig (in dem Spiel (Y, Ay)), falls fiir
alle W € Ax mit

(yy', W) < (yy', W) vyeo
folgt
(ggt, W) = (ggt, W) Vyeo.

Lemma 2.14 Sei © = Oy oder © = O, W,W* € Ax. Folgende Aussagen sind

dquivalent:
(1)
W = W=,
(i)
(yy'", W) > (yy", W+ vyeeo.
Beweis: Dass die erste Aussage die zweite impliziert, ergibt sich aus der Monotonie
der Abbildung (@, .) bzgl. > fiir beliebiges @ € Qy (vgl. Lemma 2.1).
Zum Beweis der Riickrichtung unterscheiden wir zwei Fille:
1) Sei © = Oy und z € R¥\Bild(X). Da Kern(U) = Bild(X) ist ¢ :=
(22',U) > 0, also Y= %g € Oy und somit

(22", W) = c(ggt, W) > c(ggt, W*) = (22", W*).

2) Sei © = Og und z € RY. Mit z; := x;e; € Og fiir i = 1,..., N ist
(zy,...,2y) eine Orthogonal-Basis des R" . Es existieren cy,...,cy € R mit z =

~c;x;, und es gilt
Zz i g
(z zt, W) = E xlxz, 1%) E xlxz, W =(z zt, W™y.

[

Korollar 2.15 FEine Strategie W* € Ay ist genau dann zulissig in dem Spiel
Vv, Ax) bzw. (Yo, Ax), wenn aus W* = W fir ein W € Ax folgt:

w*=Ww.

Beweis: Lemma 2.14 und die Antisymmetrie der Léwner-Halbordnung. o
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Satz 2.16 In dem Spiel (Y, Ax), wobei Y = Yy oder Y = Yo, ist die Menge der
zuldssigen Strategien gegeben durch A(Ax).

Beweis: Sei W* € A(Ax) und W € Ax mit
(yy' , W) < (yy',W") Vyeeo,

also wegen Lemma 2.14
W <L W

Aufgrund der Definition von A(Ay) ist
W =Ww=.

Sei andererseits W* € Ay eine zuléissige Strategie. Dann existiert wegen Lem-
ma 2.8 ein W € A(Ay) mit W* = W. Da Ax abgeschlossen von unten ist (Ko-
rollar 2.12), ist W € Ax, und mit Korollar 2.15 folgt

W* =W e A(Ay).
<o

Korollar 2.17 In dem Spiel (), Ax), wobei Y = Yy oder Y = Vg, existiert fir
eine beliebige Strategie W € Ax eine zuldssige Strategie W* € Ax mit

W =W

Beweis: Korollar 2.12 und Lemma 2.8. o

Als Konsequenz finden wir — die Existenz einer Minimax-Strategie vorausge-

setzt — immer eine zuldssige Minimax-Strategie.

2.4 Der Strategien-Raum der Natur

Wir betrachten den Parameterraum Oy . Offensichtlich spielt die Natur nur Vek-

toren y € Op mit gtU y = 1, wir kénnen also ohne Einschréinkung
Oy :={y e RY;y'Uy =1}

setzen. Der Strategien-Raum der Natur ist von vergleichsweise einfacher Struktur,

und stellt sich in Qy wie folgt dar:
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Satz 2.18 Die konveze Hiille Yy von {yy';y € Ou} ist gegeben durch
{V e Qu(V,U)=1}

Beweis: Offensichtlich ist Yy C {V € Qu;(V,U) = 1}. Es verbleibt zu zei-
gen, dass {V € Qp;(V,U) = 1} in der konvexen Hiille enthalten ist: Sei V €
{V € Qu;(V,U) = 1}. Es existiert eine Orthonormal-Basis von Eigenvektoren
(2%, ..., 2Y) beziiglich der Eigenwerte A\; > -+- > Ay > 0 von V. Weiter existiert
ein M €{l,...,N}mit \y >---> Ay >0=Xyy11 =---= Ay, und es gilt

M
V:Z)\jéj(éj)t
j=1
Da (V,U) = 1, existiert ein J C {1,..., M}, J # () mit
(), U)>0 VYjelJ

und
(F()U)y=0 VjeJ ={1,...,MN\J

Fiir 7 € J definieren wir

. 1 .
Y = 0z € Oy
- (27(27),U)
und
i =N () U) > 0.
Es ist
> oni=WU) =1 (2.2)
jeJ

Falls J ={1,..., M}, ist V = Zj\il 1y (y7)" € Yo
Sei J C {1,..., M} und j* € J. Definieren wir fiir j € J¢

. JC )\ s JC )\
gﬂ ::g T4 17 Z e 0y, y Y=y - 7] = e 0y,
g Mg

SO ist
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und es gilt
J t J2(,.92\t\ _
2 +Z2|JC ) =
J€IN{G*} jeJe
= Z N2 (27) +Z yy T2 () Z)\zjzf
jeJ\{i*} jeJge
wegen (2.2) ist V € Yy . o

Aufgrund der Reprisentativitit der Schétzvektoren gilt fiir eine risikoerzeu-
gende Matrix W offensichtlich
WX =0.

In unserem Spiel ist somit fiir ein y € © nur der orthogonale Anteil bzgl. Bild(X)
relevant, und wir kénnen ohne Einschriankung die Projektion von © in das ortho-
gonale Komplement von Bild(X) als Parameterraum betrachten. Die Projektion

von Oy ist wegen UX = 0 gegeben durch
Oux :={y € Oy; X'y = 0}.
Satz 2.19 Die konveze Hiille von {yy';y € Oux} ist gegeben durch
Yox ={VeQuVX =0 (V,U)=1}

Beweis: Offensichtlich ist die konvexe Hiille von {yy';y € ©ux} eine Teilmenge
von Vyx. Es verbleibt zu zeigen, dass Yy x in der konvexen Hiille enthalten ist:
Sei V € Yyx C Yy. Wegen Satz 2.18 ist

V=> iy (y)
J
fiir gewisse gj € Op und p; > 0 mit Zj p; = 1. Da
0= X'VX = Zqutgj(gj)tX — ZMthQj(XtQj)t
J J
ist X'y/ =0 fiir j=1,...,M, also

ng@UX \Vljzl,,M

<

Falls X einem Regressionsvektor x € RY entspricht, ist eine weitere Darstel-

lung des Parameterraums niitzlich: Definieren wir

Ou1 :={y € Ov; (y,1)2 = 0},
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so ist mit y € Oy
Yy —yx € Oy,

und es gilt aufgrund der Représentativitét
(y —yz)(y —y2)", W) = (yy', W) VIV e Ax.
Wir kénnen also ohne Einschrinkung den Parameterraum O betrachten.

Satz 2.20 Die konveze Hille von {yy';y € Ou1} ist gegeben durch
Vo :={V € Qu;V1=0,(V,U) = 1}.
Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 2.19 mit X = 1. o

Skizze 2.21 (Die Strategien-Riume der Spieler) Aufgrund von Satz 2.19
entspricht der Strategien-Raum Yyx der Natur im Sinne von Bemerkung 2.5
einer zu U orthogonalen Geraden im ersten Quadrant. Die konvexre Hiille des
Strategien-Raums Ax des Statistikers stellen wir uns als konvexe Menge im er-

sten Quadrant vor, wobei wir den fetten Rand von .ZX als A(Ax) interpretieren

(vgl. Skizze 2.13).

Vux

Interessant ist die Lage von U bzgl. Ay bzw. A(Ax). In obiger Skizze schneidet
die durch cU, ¢ € R, definierte Gerade die Menge .ZX, aber nicht den Rand
A(Ax). Es sind auch folgende Situationen denkbar:



2.4. DER STRATEGIEN-RAUM DER NATUR 31

e Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet den Rand A(Ax).

Yux

Y

e Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet .ZX nicht.

Yux

Y

Wir werden im Verlauf dieser Arbeit sehen, dass alle drei Mdéglichkeiten ein-
treten kénnen. Welche Bedeutung sie fir die Lésung des Spiels haben, diskutieren

wir an entsprechender Stelle.

Der Parameterraum O¢ wird in Abschnitt 7.1 behandelt.



Kapitel 3
Das Ellipsoid als Parameterraum

Sei X eine Regressionsmatrix mit Rang K < N und U eine symmetrische positiv
semidefinite N x N-Matrix mit Rang N — K und UX = 0. In diesem Kapi-
tel werden wir den Parameterraum Oy betrachten. Die allgemeine Existenz von
Minimax-Strategien bzw. die Losbarkeit des linearen Spiels (Y, Ax) beweisen
wir in Abschnitt 3.1 (vgl. Stenger, Gabler und Schmidt [27]). In den Abschnitten
3.2 bis 3.4 widmen wir uns den so genannten Indifferenzmatrizen, die aussichts-
reiche Kandidaten fiir Minimax bzw. Maximin-Strategien darstellen. Konkrete
Berechnungen von Minimax-Strategien fiir Stichproben vom Umfang Eins finden
wir in Abschnitt 3.5.

3.1 Der Existenzsatz

Satz 3.1 (Existenzsatz 1) Das lineare Spiel (Vy, Ax) ist lisbar. Speziell exi-

stiert eine zuldssige Minimaz-Strategie.

Skizze 3.2 (Beweis-Skizze) Unter den Vorbehalten von Bemerkung 2.5 geben

wir eine Beweis-Skizze von Satz 3.1.

1. Konstruiere den Kegel Uy, = {Q € Qx;aolU = Q}, so dass int(uao)ﬂjx =
0.

2. Nach dem Satz der trennenden Hyperebene existiert eine Matriz () € Qy,
die eine Tangential-Hyperebene von Ay definiert.

Q
QU

3. Aus Konstruktionsgrinden ist (Q positiv semidefinit, und V* = Q.0 ist

eine Mazximin-Strategie.

32
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4. FEine Minimaz-Strategie ist gegeben durch W* € U,, N Ax.

Vux

Y

Beweis von Satz 3.1: Wir betrachten 0.B.d.A. das Spiel (Vyy, Ax). Sei
Qx ={Q € Q;QX =0}.

Mit
Uy = {Q € Qx;alU = Q}
fiir & € R ist wegen Lemma A.3 (vgl. Anhang)

{o;Uy N Ax # 0} £ 0.
Da Uy N .ZX = (), folgt
ag := inf{a; Uy, N Ax # 0} > 0.

Weiter ist
int(Ua,) = (J Us

B<ao

(Lemma A.9 im Anhang) konvex und int(2,,)NAy = 0. Nach dem Satz der tren-
nenden Hyperebene (siehe z.B. Luenberger [15], S. 133) bzgl. des Hilbertraums
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(Qx, (., .)) existiert ein @) € Qx\{0} und ein £ € R mit

(Q,R) < k VREU,, (3.1)
k= sup (Q, R).
REUa,

Angenommen, Q) ¢ Qox = {Q € Qy; QX = 0}. Dann existiert ein Eigenvektor
z € RY von Q mit X’z =0 und z/Qz < 0, also

Da fiir alle n € N

und

lim (@, —nz 2") = oo,

steht obige Annahme im Widerspruch zur Trennungseigenschaft (3.1), und es
folgt

Q € Qox \{0}.
Aufgrund von Korollar A.2 ist
(Q,U) >0,
also
Vi €

Mit der Monotonie von (@, .) (vgl. Proposition 2.1) erhalten wir

k= sup (@, R) = ap{(Q,U)

REZ/{aO

und somit Q. R)
g = sup —~ = sup (V*,R).
‘ Relay (@, U) Reua0< )

Aus (3.2) folgt

(V5 W) >ap VIV € Ay. (3.3)
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Sei (qy) eine streng monoton fallende Folge mit limy o ax = ap und Wk e
Up, N Ax. Wegen Lemma 2.10 existieren W* € Ay mit

Wk =W VkeN (3.4)
Da
aU=Wk=0 VkeN,

ist die Folge (W*) aufgrund von Lemma 2.2 beschriinkt. Nach Bolzano-Weier-

strass existiert eine konvergente Teilfolge mit

W = lim W¥.
keN

Da Qgx abgeschlossen ist (vgl. Korollar A.7 im Anhang), gilt mit (3.4)
aoU — W = lim (U — W¥) € Qux,

keN
also

CY()U t w.
Wegen Lemma, 2.11 existiert ein W* € Ay mit

W = W=
und somit

O!()U t W,

Es folgt
(VVIW*) <ap VYV € Vux

aufgrund der Monotonie von (V, .) bzgl. = (vgl. Proposition 2.1). Insgesamt

erhalten wir mit (3.3)
(V,WH) < (V5 W4 < (VW) YV € YuxVW € Ay,

wobei
<V*, W*> = ).
Die Maximin-Strategie ist gegeben durch V*, W?* ist Minimax-Strategie und

(V*, W=) der Wert des Spiels. Dass eine zuléissige Minimax-Strategie existiert,

ergibt sich aus Korollar 2.17. o

Korollar 3.3 Sei D die Menge aller linearen Strategien vom Umfang n. Dann

existiert eine zulissige reprasentative Minimaz-Strategie bzgl. (©y, D).
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3.2 Indifferenzmatrizen
Sei p € R und V* € Yy mit

min (V*, (¢, —1)(a, —1)") = Vs € S(n). (3.5)

a,EAs

Spielt die Natur die Matrix V*, so ist der Verlust unabhéngig vom Auswahlplan
des Statistikers, solange er nur iiber die beziiglich VV* optimalen Schétzvektoren
{a,(V*) € argmin, ¢4 (V*, (a,—1)(a, —1)"); s € S(n)} mischt. Offensichtlich gilt

(VW) >p YW e Ay.
Besitzt der Statistiker wiederum eine Strategie W* € Ay mit
(VW =pn VYV € Yy, (3.6)

so folgt

(VWS < pu <(V* W) YV e Yy VIV € Ay,
d.h. V* ist Maximin-Strategie, W* ist Minimax-Strategie, und der Wert des Spiels
ist gegeben durch p = (V*, W*). Offensichtlich gilt

W =3 p(s)(a, (V") = D(a, (V") = 1)'

fiir einen Auswahlplan p* und a,(V*) € argmin, ¢4, (V*, (g, — 1)(a, — 1)).

Eine Matrix V* € Yy mit (3.5) fiir ein u € R nennen wir Indifferenzmatriz
bzw. Indifferenz-Strategie der Natur. Falls eine Indifferenz-Strategie existiert, ist
sie nicht zwangsldufig eine Maximin-Strategie. Dafiir finden wir in Abschnitt 4.6

des folgenden Kapitels Beispiele.

Lemma 3.4 FEine Strategie V* € Yy der Natur ist genau dann eine Indifferenz-

matriz, wenn fir alle Stichproben s € S(n) gilt
Jat € Ay (af —1)(ak — 1)" € BA(V™).

Korollar 3.5 Sei (p*,{al}) eine Minimaz-Strategie mit

und V* eine Maximin-Strategie. Dann ist V* eine Indifferenzmatrix.
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Beweis: Da p*(s) > 0 fiir alle s € S(n), gilt (vgl. (1.1))
(a5 — 1)(a5 —1)" € BA(V®) Vs € S(n),

d.h. V* ist eine Indifferenzmatrix (vgl. Lemma 3.4). o

Eine Matrix W* € Ax mit (3.6) fiir ein 4 € R nennen wir Indifferenzmatriz

bzw. Indifferenz-Strategie des Statistikers.

Lemma 3.6 Eine Strategie W* € Ay des Statistikers ist genau dann eine Indif-

ferenzmatriz, wenn ein pu € R existiert mit
W* = puU.
Beweis: Sei W* = pU fiir ein 4 € R. Dann ist
(VW) = (V.U = YV € V.
Sei andererseits W* € Ay eine Indifferenzmatrix, d.h. es existiert ein p € R
mit
(V,W?*) =p=(V,uU) VYV € Yy.
Da Yy ein Erzeugendensystem von @ ist, folgt
W* = puU.

<

Indifferenzmatrizen des Statistikers sind also immer gegeben durch ein Viel-
faches von U. Wir werden in Abschnitt 3.4 sehen, dass der Statistiker nicht immer

ein Vielfaches von U spielen kann.
Satz 3.7 Sei V* € Yy eine Indifferenzmatriz der Natur und p* ein Auswahlplan
mat

W= 0 (s)(a, (V) = D(a, (V) = 1) = AU
fiir

a, (V*) € a’rgmingseAs (V*a (Qs - l) (Qs - l)t>

Dann gilt: V* ist Mazimin-Strategie, W* bzw. (p*,{aX(V*)}) ist Minimaz-Strate-
gie, und der Wert des Spiels ist gegeben durch

A= (V' (@ (V) = D(@i(V) = 1)) fir s € S(n).

S

Insbesondere ist \ eindeutig festgelegt.
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Beweis: Aufgrund von Lemma 3.6 ist W* eine Indifferenzmatrix des Statistikers.

Da V* eine Indifferenzmatrix der Natur ist, existiert ein u € R mit

(V" (@ (V") = D@ (V") = 1)) = p Vs € S(n),

und es folgt
A= (V5 W) ZP a; (V") = D(a;(V*) = 1)) = p.

<

Offensichtlich erhalten wir mit Hilfe einer Indifferenzmatrix V* der Natur eine

untere Schranke fiir den Spielwert A:

A= (V" (e, (V") = D(a, (V") = 1)) (3.7)

fiir ein s € S(n). Durch eine Indifferenzmatrix W* des Statistikers ist eine obere

Schranke gegeben:
A <A(V, V")

fir ein V € Yy
Beispiel 3.8 Sei x ein Regressionsvektor und U = diag '(z) — 11°. Aufgrund

von Lemma 2.10 existiert eine risikoerzeugende Matrix W, die die RHC-Strate-

gie dominiert, und es gilt

1IN -
(VW) < N—l YWV e V.
Eine obere Schranke fiir den Spielwert ist also gegeben durch %%:’f

3.3 Allgemeine Indifferenzmatrizen

Sei X eine Regressionsmatrix. Wir nennen eine Matrix @) € Qg eine allgemeine
Indifferenzmatriz (bzgl. X), falls

min (a, — 1)'Qa, —1) =1 Vs € S(n).

a EAs

Die folgende Bemerkung zeigt, dass die Existenz von Indifferenz-Strategien der

Natur unabhéngig von der Matrix U ist.
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Bemerkung 3.9 Sei U € Qy mit Kern(U) = Bild(X) und Q) € Qq eine allge-
meine Indifferenzmatriz. Es ist Ax C Kern(X") = Bild(U) (vgl. Lemma A.4),
also Bild(U) ¢ Kern(Q), und mit Lemma A.1 folgt (Q,U) > 0. Aufgrund von

Satz 2.18 ist
Q

(@)
eine Indifferenzmatriz der Natur bzgl. des Spiels (Vu, Ax), und fir den Spielwert
A gilt (vgl. (3.7))

€ Vu

A=

(@ U)

Beispiel 3.10 Sei z = +1 € RY und U € Qy mit Kern(U) = span[l]. Wir
betrachten das Spiel (Yy, Az). Wie man leicht sieht, ist die Matriz

n
=—1
@ N(N —n)
eine allgemeine Indifferenzmatriz, also
Q 1
V= = ey 3.8
<Q7 U> ZZ Uig v ( )

eine Indifferenzmatriz der Natur, und fir den Wert A des Spiels gilt

1 NN-n) 1
Az Uy n S

Mit
a. = N Vi€ s
n
fir s € S(n) ist
Ay = argming ca, (a, — 1)'"V*(a, — 1).

Falls ein Auswahlplan p* existiert mait
Zp (af —1)(a: — 1) = U, (3.9)

ist (p*,{at}) eine Minimaz-Strategie, V* Mazimin-Strategie und der Wert des
Spiels ist p (vgl. Satz 3.7).
Fiir einen beliebigen Auswahlplan p auf S(n) gilt

(Pl = e 1)y = Smale) — a0 ) +1 (510
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firallei,j=1,...,N. Falls N # 2n, erfillt ein Auswahlplan p genau dann (3.9),

wenn seine Inklusionswahrscheinlichkeiten m;;(p) gegeben sind durch

n? np(ui; +ujj) — N

vij(p) == m[uuz‘j + N —on ]

firi,5 =1,...,N. Liegt die Matriz U in einer Umgebung von I — %lf, 50 st
durch

_2 n—l
p(s) == N D Zgoz] n Zgozz 2_2)) Vs € S(n)

— i,jEs nf 1€ES
i<j

ein Auswahlplan definiert mit 7;;(p*) = @ij fir allei,j =1,..., N (vgl. Chaudhu-
ri [4]), und (p*,{at}) ist eine Minimaz-Strategie. (Vgl. Stenger und Gabler [25].)

Sei QQ € 9y eine allgemeine Indifferenzmatrix,
Q: S a‘rgmingseAs (Qs - l)tQ(Qs - l)

fiir s € S(n), p* ein beliebiger Auswahlplan auf S(n) und
Z p(s)(al — 1)(al — 1)".

Dabei gilt i.A. nicht Kern(U7) = Bild(X), sondern nur
Kern(U) D Bild(X).

Trotzdem ist mit Yy = {V € Qy;(V,U) = 1} durch (Y, Ax) in jedem Fall ein
lineares Spiel definiert, das eine besonders einfache Losung besitzt: Es ist @ € Vg,
und fiir V € Yy gilt

Zp (@i = D)'V(a;—1) = (V,U) =
— Zp )(as — 1)'Q(a; — 1)
:Zp ) a: —1)'Q(al — 1) <Zp )(a, — 1)'Q(a, — 1)

fiir alle reprisentativen Strategien (p,{a,}), d.h. @ ist eine Maximin-Strategie,
(p*, {a*}) bzw. W* := U ist Minimax-Strategie, und der Wert des Spiels ist 1.

Beispiel 3.11 (Lahiri-Midzuno-Sen’s Auswahlplan) Sei o € RY mit a; >

0 ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Lahiri-Midzuno-Sen’s Auswahlplan ppyrs ist wie
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folgt durch o definiert: In der ersten Runde wird die i-te Einheit mit Wahrschein-
lichkeit o;; ausgewdhlt; danach werden n—1 Einheiten aus den verbleibenden N —1
Einheiten ohne Zuriicklegen gezogen.

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten sind fiir N > 2 gegeben durch

N —n n—1

Wii(pLMs)ZN_lai+N_1 firi=1,...,N (3.11)
und
n—1 N—n n—2

fire,7=1,...,N mit i # j. Definieren wir
N
a,;, ' =— VYi€s
n
fir s € S(n) und
U:=> prus(s)(a; — 1)(a; — 1),

S

s0 ist aufgrund von (3.10)

_ N? N
Ujj = ?ﬂ'ij(pLMS) — E(ﬂ'ii(pLMS) + 7 (prms)) + 1,
also
N —
aii:MT_HI)[N(N—QH)OQ—FTL(N—FI)—N] firi=1,...,N
und
o N—n N(N—QTL)(OQ—FO@)—FNTL—Q(N—TL) Lo .
Ul]—_n2(N_1) N 2 fiir i # 3.
Mit
(N -2n)a;+n—-1 .
Bi = (N —2)n Vi=1,...,N
1St
Us := diag(f) + Ly 1(51t+15t) n(N—1) 5
= dia — S N S
f T T 22 TN T T (N )

und es gilt (da . 3=, 0;=1)

Y'Usy=> Bilyi—79)° Yy eRY,

also

Ou, = {y € RY; D Bilyi —7)* =1}
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Wir betrachten das Spiel (Vy,, Ae) fiir x = %l € RY. Eine Mazimin-Strategie
ist gegeben durch (vgl. 3.8)

1 N
V= 1= I
t’/‘(Ug) N— 1 ’

(prms, {at}) ist Minimaz-Strategie, und der Wert des Spiels betmgt (vgl
Stenger und Gabler [25]).
Fiir N =2n st § = %l, und zwar unabhdngig von dem Wahrscheinlichkeits-

vektor o € RN . In diesem Fall ist

1
— N. 72 —
Ou, —{QGR N EZ (yi —9)° =1},
und jede durch einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsvektor aus RN definierte Stra-

tegie (prims, {at}) ist eine Minimaz-Strategie mit risikoerzeugender Matriz

1

=51t

NI-11".
Zusammenfassung Sei X eine Regressionsmatrix und ) € Q, eine allgemeine
Indifferenzmatrix. Dann ist fiir eine beliebige Matrix U € Qy mit Kern(U) =
Bild(X)
Q
(@U)

eine Indifferenzmatrix der Natur bzgl. des Spiels (YVy, Ax) (vgl. Bemerkung 3.9).

€ Vu

Weiter sei

a; € argming ¢4, (a, —1)'Q(a, — 1).

Dann existiert zu einem beliebigen Auswahlplan p (vom Umfang n) eine Matrix

U, so dass (p, {a’}) eine Minimax-Strategie bzgl. des Spiels (Vz, Ax) ist. Speziell

Zp )k —1)(ak —1)*

kann

gewihlt werden.

3.4 Indifferenzmatrizen des Statistikers

Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf die Betrachtung eines Regressions-
vektors x und suchen eine Bedingung fiir die Existenz von Indifferenz-Strategien
des Statistikers.



3.4. INDIFFERENZMATRIZEN DES STATISTIKERS 43

Der Vektorraum Q aller symmetrischen N x N-Matrizen besitzt die Dimension

w, und

Q:={QeQQL=0}
ist ein W—dimensionaler Untervektorraum von Q. Definieren wir
Qun = (& — ) (e, — )" fiir 1<I<m <N,
wobei ¢; € RV den [-ten Einheitsvektor bezeichnet, so ist

Qm €21NQYy VI<I<m<N.

Offensichtlich ist die Familie (Qj,; ! < m) linear unabhiingig mit

1Quit < m} = YD),

d.h. (Qum; ! < m) ist eine Basis von Q;. Da Kern(U) = span|z], gilt

le
Vi i= ——— ,
! T, Qum) € Vi

und (Vj,; 1 < m) ist ebenfalls eine Basis von Q. Fiir V' € Yy folgt

Eh/lm eER: V= Z’Vlm%m

I<m

und

I<m

Sei W eine risikoerzeugende Matrix mit
(Vim, W) =p Vl<m
fiir ein 4 € R. Dann ist

VW) = Ym(Vie, W) = pa.

<m

Wir erhalten folgende Aussage:

Lemma 3.12 Eine Strategie W € A, des Statistikers ist genau dann eine Indif-

ferenzmatriz, falls gilt
ueR: (Vip,, W) =p Vi<m.

In diesem Fall ist W = pU.
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3.5 Der Fall Eins aus N

Sein =1, N € Nund 2 € RY ein Regressionsvektor. Aufgrund der Repriisenta-

tivitéit ist A, gegeben durch die konvexe Hiille von

Die reprisentativen Schétzvektoren sind festgelegt durch

1
iy == &
)

fire=1,...,NN.

Das Minimax-Problem lisst sich fiir U := diag™"(z) — 1 1* vollstindig l6sen.
Dabei sind die beiden Fille max{z,...,zn} < 3 (siche z.B Gabler [6], Satz 7
auf S. 101, oder Stenger [22], Satz auf S. 260) bzw. max{z1,...,zy} > 5 getrennt

zu betrachten.

Satz 3.13 (Die HH-Strategie) Fulls max{x,...,xn} < 3, ist unter den obi-
gen Voraussetzungen eine Minimaz-Strategie des linearen Spiels (Vy, Ag) gegeben

durch die Hansen-Hurwitz-Strategie

.l f . 1 .
p ({i}) = =i, Q{i}:;gi, firi=1,..., N,

)

und der Wert des Spiels ist 1.

Beweis: Sei max{zy,...,zy} < 5. Wir definieren ¢ € RY durch

2
Ty

¢ = fire=1,...,N

und

Q = diag(q) € Qo.

Dann ist
(afy —D'Qay;; — 1) =
2

1—:1: ik 1 -2z
= Z%+% )i Z _2 _2.( 2 z_|_1)
i Ty i T
J# J#
N 2 N

x“ 1_ .
- Zl_ng_Fl Zl—?x +Z:x] ijl_izfj) VZ:L...,N.

j=1 7=1
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Weiter gilt
N

_ N5 =)
j=1
also ist

Zj:l 1—2a;

eine (allgemeine) Indifferenzmatrix der Natur. Andererseits ist (vgl. Bsp. 1.4)
> p({iafy — Dlagy - 1)' = diag™(2) — 11" =1,

und mit Satz 3.7 folgt die Behauptung.

Falls z;, = max{z,...,zy} = 3, ist
V"= (g, —z)(e, —2)' € Yy
eine Indifferenzmatrix der Natur, und wir folgern wie oben. o

Bemerkung 3.14 Seimax{z,...,zx} < % und V* eine Maximin-Strategie. Da
p*({i}) > 0 firi=1,...,N, ist V* ist eine Indifferenzmatriz der Natur (siehe
Korollar 3.5).

Satz 3.15 (Die bewusste Auswahl) Sei z;, = max{xz,...,zn} > 5 fir ein
10 € {1,...,N},
* Li
Yy = 1_(;;7/0( T, 71_xi07 7_:1;N)t
und

plio}) =1, gy = ¢
20

Dann ist unter den obigen Voraussetzungen (y*(y*)", (p*, aj,)) ein Gleichgewicht

des linearen Spiels (Vu, As), und der Wert des Spiels ist gegeben durch
1— N
L '
Beweis: Sei 0.B.d.A. 1 = max{xy,...,zx} > % Es ist

* % * % Y12 1- T
max MSE(y, (p*, a = max MSE(y, (p*, a = max (&) =
I (v, (P, afuy)) Jnax (v, (P, afuy)) geeii(xl) .




46 KAPITEL 3. DAS ELLIPSOID ALS PARAMETERRAUM

und wird angenommen in

X

Yyt == (1— 21, —29,...,—xy)",

1—a
d.h.

v (v")" € BA((apyy — D(afyy — 1))
Fiir eine beliebige reprasentatlve Strategie (p, {: L }) des Statistikers gilt

MSE(y", (p, { €;})) = L= p({1}).

1-— T .1'1(1 — .’L‘l)
Da nach Voraussetzung 1 — 2x1 < 0, wird das Minimum bzgl. p angenommen in
p({1}) = 1, und somit gilt

(2?1} - l)(@ﬁ} - l)t S BA(Q*(Q*)t)-

Aus Satz 3.15 ergeben sich zwei interessante Folgerungen:

(i) Im Fall max{zy,...,zy} > 3 spielt der Statistiker kein Vielfaches der Ma-
trix U. Speziell ist die Minimax-Strategie keine Indifferenzmatrix (vgl. Skiz-
ze 2.21: Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet Ay, aber nicht den Rand A(Ax)).

(i) Falls z;, = max{z,...,xn} = %, ist sowohl die HH-Strategie als auch die
reine Strategie gegeben durch p({ip}) = 1, ayy = L, eine Minimax-
ig

Strategie. Sei W} die risikoerzeugende Matrix der HH-Strategie und Wy

die risikoerzeugende Matrix der reinen Strategie. Fiir N > 2 ist
Wi # Wy,
und es gilt
(VW) =1>(V,W5) YV € )y.

Mit §:= | /222-(0,1,-1,0,...,0)" € Oy ist
@y, ws) =0,

die HH-Strategie wird also strikt dominiert von der (zuléssigen) reinen Stra-

tegie. Weiter ist die Maximin-Strategie gegeben durch die reine Strategie

eine Indifferenz-Strategie.

Im Folgenden sei U eine beliebige symmetrische positiv semidefinite N x N-

Matrix mit Rang N — 1 und Uz = 0. Wie zuvor mischt der Statistiker aufgrund
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der Représentativitit iiber die Schitzvektoren

1
Ay = x—iﬁi

fire=1,...,N.

Versucht er ein Vielfaches von U zu spielen (genau dann stellt er die Natur indif-

ferent), sucht er einen Auswahlplan p mit

Zp a{l a{z} _)t =\U

fir ein A € R, wobei p(i) := p({i}) fir « = 1,...,N. Da Uz = 0, sind die
Diagonalelemente von U eindeutig festgelegt durch w;; fiir ¢ < j, und wir erhalten

das lineare Gleichungssystem

-1
p(z) +p(j = Au;; fiir ¢ < 7,
Li k#i,j
also wegen ) . p(i) = 1:
Pl _pb) Ay fiir i < j. (3.14)
ZT; €Z;
Das sind Y& Gleichungen bei N Unbekannten p(1),...,p(N — 1), A, wobei

p(N) =1- Zi<Np( )

Das folgende Beispiel zeigt, dass der Statistiker im Allgemeinen kein Vielfaches
der Matrix U spielen kann (vgl. Skizze 2.21: Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet .ZX
nicht).

Beispiel 3.16 Sei N =4, 2 =11 ¢ R* und

1
4

4 -1 -1 =2

-1 4 -2 -1
U =

-1 -2 4 -1

-2 -1 -1 4

Die Matriz U ist positiv semidefinit mit Kern(U) = span|[z]. Das Gleichungssy-
stem (8.14) ist dquivalent zu
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Speziell folgt wegen Y, p(i) =1
2= )\(U,lg + U34) =—-2)

und
2= )\(U,14 + U23) = —4)\,

d.h. es existiert keine Losung. Der Statistiker kann kein Vielfaches von U spielen,

besitzt also keine Indifferenzmatriz.

Sei max{z1,..., 2y} < 3 und V* die in (3.13) definierte (allgemeine) Indiffe-
renzmatrix. Aufgrund von Bemerkung 3.9 ist
V*

Vo=
o <

eine Indifferenzmatrix der Natur, und eine untere Schranke fiir den Spielwert ist

gegeben durch

z;(l—x;

1 o ZZ 1(7211-)
* - 2 :
VoU) %, s

Falls ein Auswahlplan p* existiert, so dass der Statistiker ein Vielfaches von U

spielen kann, gilt

pr(i)( m ) +Zp (j) = My Vi=1,...,N,
J#
also
2
p*(i) *—(Au;; —1) Vi=1,...,N.

~1- 2z,
Eine Minimax-Strategie ist gegeben durch (p*, {x%gi}), Vir ist Maximin-Strategie,

und der Wert des Spiels ist A = (V*I,U>'




Kapitel 4

Der Fall Zweil aus Drei fiir das
Ellipsoid

In diesem Kapitel berechnen wir fiir N = 3 und n = 2 bei vorgegebenem Regres-
sionsvektor z € R* Minimax-Strategien des Spiels (Y, A,), wobei U eine positiv
semidefinite 3 x 3-Matrix mit Uz = 0 bezeichnet. Aussichtsreiche Kandidaten
fiir Maximin- bzw. Minimax-Strategien sind die in Abschnitt 3.2 eingefiihrten
Indifferenzmatrizen. Es wird sich zeigen, dass die Minimax-Strategie durch ein
Vielfaches von U gegeben ist (Satz 4.4), d.h. sie ist eine Indifferenz-Strategie. In
Abschnitt 4.2 werden wir sehen, dass eine Indifferenzmatrix der Natur genau dann
existiert, wenn alle Komponenten des Regressionsvektors kleiner % sind. Wann
eine Indifferenz-Matrix eine Maximin-Strategie ist und wie sich in diesen Fillen
eine Minimax-Strategie berechnet, klaren wir in den Abschnitten 4.3 bis 4.5. In
Abschnitt 4.6 16sen wir das Spiel, falls zwei Komponenten des Regressionsvektors

gleich sind (Zwei-Schichten-Fall).

4.1 Zusammenhang zwischen Indifferenzmatri-

zen und Ellipsen

Eine Strategie des Statistikers setzt sich zusammen aus einem Auswahlplan auf
S(2) = {{1,2},{1,3}, {2,3}} und drei reprisentativen Schétzvektoren. Um den
Statistiker indifferent bzgl. der Stichproben zu stellen, sucht die Natur eine Matrix
V € Yy mit

min (a, —1)'V(a, —1) =X Vs € 5(2) (4.1)

a,€As T

49
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fiir ein A € R. Uns interessiert, unter welchen Umsténden (in Abhéngigkeit von
dem Regressionsvektor z) eine Indifferenzmatrix V' € )y, existiert. Dazu definie-

ren wir

Q) :={a — 1;a ist reprisentativer Schétzvektor }.

() ldsst sich wie folgt geometrisch interpretieren: Sei E, der zu z orthogonale

Unterraum, also

E, :={z € R’ (z,z), = 0}.
Weiter sei F; := {z € R®;2; = —1} und
g = E;NE,
fir i € {1,2,3}. Es gilt
gi={a, —L;a, € A;,s ={1,2,3}\{i}} Vi=1,2,3

und somit

Q=g UgyU gs.

Wir suchen eine positiv semidefinite Matrix () mit QQz = 0, so dass der Zylinder
Z:={z2Qz=1}

die drei Geraden g1, g2, g3 beriihrt. Existiert eine solche Matrix @, so ist (Q,U) >
0 (siehe Korollar A.2 im Anhang), und aufgrund von Satz 2.19 ist

Q

V=0

EyUx

eine Indifferenzmatrix der Natur, denn aus der Beriihreigenschaft von @ folgt
offensichtlich (4.1) mit A := ﬁ

Beschiiftigen wir uns mit der Frage, wann ein solcher Tangential-Zylinder
existiert: Die drei Geraden ¢, g9, g3 beschreiben ein Dreieck in der Ebenen FE,,
in dessen Innerem der Null-Punkt liegt. Dieses Dreieck projizieren wir in die z;-
zo-Ebene. Ein Tangential-Zylinder existiert genau dann, wenn in der z;-zo-Ebene
eine Ellipse um den Nullpunkt existiert, die tangential ist bzgl. der Geraden

z1=—1,2=—1und 2, = _%Zl + i—g
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Beispiel 4.1 Die folgende Abbildung veranschaulicht obigen Sachverhalt fir den

; (2 2 1yt
Regressionsvektor x = (5, 2, g)
z, A
1 7,

4.2 Existenz von Indifferenzmatrizen

Gesucht ist eine positiv definite Matrix

so dass die dadurch beschriebene Ellipse
E:={zcR 2 Mpz=1}
die obigen drei Geraden beriihrt. Sei
A= ab— ¢ = det(Mg) > 0.
Eine einfache Rechnung zeigt: E beriihrt z; = —1 genau dann, wenn
b=A.
Der Beriihrpunkt ist gegeben durch

(4.2)
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E beriihrt 2z = —1 genau dann, wenn
a=A.

Der Beriihrpunkt ist gegeben durch

c

(51" (4.3)

Somit ist die gesuchte Matrix von der Gestalt

Mo — A ¢
E — c A )
und es gilt
AP~ =A>0. (4.4)

Sei f € R\ {0}. Offensichtlich beriihrt £ die Gerade zo = az; +  genau dann,

wenn die Gleichung
(Aa? + 2ca+ A)2? +28(Aa+c)z + A2 =1

nur eine Losung bzgl. z; besitzt. Da A2 —¢? = A > 0, ist Aa? + 2ca+ A > 0 fiir

alle a;, und E beriihrt die Gerade 2o = a2y + 8 genau dann, wenn
Ao? 4 2ca + A = B2A.

Der Beriihrpunkt ist gegeben durch
B Aa+c ca+ A

t
Daraus ergibt sich: E beriihrt 2o = _%Zl + ﬁ—; genau dann, wenn
1o Zy L3\2
A(—)" —2c— + A =(—)°A. 4.5
(-2 + 8= (2 (4.5)

Der Beriihrpunkt ist gegeben durch
(L2 Dty (4.6
Aus Gleichung (4.5) folgt:

c=AK, (4.7)
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wobei ) ) )

K — 1.

2.’171[11‘2 N 2.’171.’172
Weiter muss wegen (4.4) gelten:

0<A=A%-A’K?=A*(1 - K?).
Die Tangential-Ellipse existiert somit genau dann, wenn 1 — K? > 0, also falls
1
0< 5 — x3 < 211 T9. (48)

Satz 4.2 Sei x € R® ein Regressionsvektor. Eine Indifferenzmatriz der Natur

existiert genau dann, wenn

1
Ty < 5, (49)
wobei xg := max{wy,xs,T3}.
Beweis: Eine kleine Rechnung zeigt, dass (4.8) dquivalent ist zu (4.9). o
Falls g < %, ist
1 K

A= — -
1-K2 T 1-K?

und die Matrix Mg ist gegeben durch

Mg

1 1 K
C1-K?|K 1

4.3 Berechnung der optimalen Schitzvektoren

Sei z ein Regressionsvektor, der die Bedingung (4.9) erfiillt. Die Natur besitzt

also eine Indifferenz-Strategie V', und mit

a; = argmin, ¢4 (V, (g, — 1)(a, — 1% fiir s € S(2)

S

ist jede Mischung iiber {(af — 1)(a* — 1)%;s € S(2)} eine beste Antwort auf V.
Unter welchen Umstidnden die Indifferenzmatrix V' eine Maximin-Strategie ist,
werden wir in Abschnitt 4.5 sehen. Vorab berechnen wir die optimalen Schétz-
vektoren ¢} fiir s € S(2).

Berechnung von gfm}: Die Projektion von Q’ELZ} — 1 in die z;-zo-Ebene ist
gegeben durch (4.6), also (mit (4.7))

dhoy—1 = -2k 2K )

2 2 2 2 2 2
2[11'1.’173 ’ 2[11'2.’173 ’ ,
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und somit gilt (wegen ) . x; = 1)

1-— 2.’172 1-— 2.’171
2.’171.’173 ’ 2.’172.’173 ’

a1y = ( 0)".

Berechnung von aj, 3,: Die Projektion von aj, 5, — 1 ist gegeben durch (4.3),
d.h. durch (K, —1)". Da a3 — 1 € g, gilt

. Ty —m K -2+ 1i+ 1
a - 1 = =
(_{1’3} _)3 X3 21523
und somit
% 1-— 2.’173 1-— 2[1)1 t
Ary 3y = ( .

2£U1£U2 T 2£U233'3
Analog ergibt sich mit (4.2)

1—2z5 1— 21,
2.’171[11‘2 ’ 2.’171[11‘3 ’

Q’fz,3} = (0,

Fiir spiatere Anwendungen ist folgende Darstellung der Bertihrpunkte niitzlich:
Sei

Do ad -2}

; firi=1,2,3. 4.10
" firi=12, (1.10)

&i:

Definieren wir fiir i ¢ s, s € S(2)

so gilt

€(1) = (-1,&,&)", €(2) = (&,-1,8)", £03) = (&,&,-1)". (4.11)

4.4 Berechnung der Indifferenzmatrix

Wir werden in diesem Abschnitt die Indifferenzmatrix der Natur als Element in
Y1 berechnen.

Sei xp < % und

a1 q(3) q(2)
Q= Q(3) 422 ‘I(l) (4-12)
q(2) q(1) g3

mit

Q1=0 (4.13)
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und
(ai —1)'Q(a — 1) = (a})'Qa; =1 Vs € S(2). (4.14)

Daraus ergibt sich (vgl. Gabler und Stenger [8])

YL 2w)
und
. I1; %
ai) = —20 75 -
fiir i = 1,2,3, d.h.
Q =cC —(1 — 2371)(1 — 2372) 2372(1 — 2£U2) —(1 — 21(,'2)(1 — 2£U3)

mit
Hj Tj
I1;(1 —22;)
Da die Matrix @) durch (4.12), (4.13) und (4.14) eindeutig festgelegt ist, ist sie

eine allgemeine Indifferenzmatrix; somit ist

Q
(@, U)

aufgrund von Satz 2.20 eine Indifferenzmatrix der Natur. (Da dim(Kern(U)) =
dim(Kern(V')) = 1, ist (Q,U) > 0.) Die Natur kann sich den Wert ﬁ
falls sie die Indifferenzmatrix V' spielt (vgl. Bemerkung 3.9). Fiir den Spielwert A

c=2

V=

sichern,

gilt also
1

(Q,U)
Beispiel 4.3 Sei U = diag '(z) — 11'. Dann ist

Az

(Q,U) = 2¢,
und fiir den Wert X des Spiels gilt

o L2

— 4 Hjxj
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Falls 1y = x5 = k und w3 = 1 — 2k fir k €]5; [, ist

2k 2% —1 1—4k
2% —1 2k 1-—4k (4.15)
1—4k 1—4k 8k —2

12k

V=3

eine Indifferenz-Strategie der Natur, und eine untere Schranke fir den Spielwert

st gegeben durch

1(1 —2k)(4k — 1)
4 k? '
In Gabler [6], Bsp. 8 auf S. 97, wurde diese Schranke auf alternative Weise her-

geleitet.

4.5 Konstruktion eines Auswahlplans

Im Fall N = 3, n = 2 ldsst sich die Minimax-Strategie wie folgt charakterisieren
(vgl. Skizze 2.21: Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet den Rand A(Ax)).

Satz 4.4 Sei x € R® ein Regressionsvektor, W* Minimaz-Strategie des Spiels
(Vu, Ap) und X der Wert des Spiels. Dann ist

W* = AU.

Beweis: Angenommen, W* ist kein Vielfaches von U. Dann besitzt das Maximie-

rungsproblem

eine bis auf das Vorzeichen eindeutige Losung y* € Oy, mit (y*)'W*y* > 0: Da
U € Q,, existiert eine Orthonormal-Basis (24, 25, 23) von Eigenvektoren bzgl. der
Eigenwerte 0 < A; < Ay < A3 von U. Wegen Kern(U) = span[z] ist 2z, = @g
und Ay = 0 < Ay < A3, wobei |. |y die Euklidische Norm bezeichnet. Sei T' die
3 x 3-Matrix mit den Zeilenvektoren z,, z,, z;. Dann ist 77 = TT" = I, und mit
D := diag((0, A2, A3)") gilt

U=T'DT,
also
D =TUT.
Sei W :=TW*T" € Qq. Es ist We, = ﬁTW*g =0, also

w=l|" 2|
0w
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wobei W die 2 x 2-Matrix mit den Zeilenvektoren (wsy,wss) und (was, wss)t
bezeichnet. Offensichtlich ist W positiv semidefinit. Mit D := diag((\, A2)") gilt

max y'W*y = max v'Wo.
QEGUE - - ytDyzl

Da cU # W* und somit ¢D # W fiir alle ¢ € R, besitzt die rechte Seite der
obigen Gleichung eine bis auf das Vorzeichen eindeutige Losung v* € R?; offen-
sichtlich ist y* := T*(0,v{,v3)" die bis auf das Vorzeichen eindeutige Losung des
urspriinglichen Maximierungsproblems.

Die Maximin-Strategie V* ist also gegeben durch
Andererseits existiert offensichtlich ein s € S(2), a, € As mit
(Q*a@s - l)Z - 07
was im Widerspruch zur Minimax-Eigenschaft von W* steht. o
Ein Auswahlplan p ist im Fall N = 3, n = 2 festgelegt durch die Wahrschein-
lichkeiten p;, © = 1,2, 3, mit der die i-te Einheit nicht in die Auswahl gelangt. Sei

T < %, es existiert also eine Indifferenzmatrix der Natur. Aufgrund von Satz 4.4

suchen wir einen Wahrscheinlichkeitsvektor p = (py, p2, p3)" mit

> pi€(D)E(i) = AU (4.16)

fiir ein A\ € R, wobei £(i) = a¥ — 1 fiir i ¢ s (vgl. (4.11)). Erfiillt ein Wahrschein-
lichkeitsvektor p die Gleichung (4.16) fiir ein A € R, so ist aufgrund von Satz 3.7
(p,{ai}) eine Minimax-Strategie, V* := % eine Maximin-Strategie (wobei @
die allgemeine Indifferenzmatrix aus dem letzten Abschnitt bezeichnet), und der

. . _ 1
Wert des Spiels ist A = Q.0
Sei

uw(2) w(l) ugs
Bei Vorgabe von u(1), u(2), u(3) sind die Diagonalelemente von U eindeutig fest-
gelegt, da Uz = 0. Aus (4.16) ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

—&p1 — E3p2 +&16ms = Au(3),

—&opr + 616302 — Sops = Au(2), (4.17)
§63p1 — Eip2 — &ps = Au(l)
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unter der Nebenbedingung

Zpi =1
i

Somit ist
also
o L . , T
pi = £16265 + &2 (& + Au(d)) firi=1,2,3, (4.18)

wobei aufgrund der Nebenbedingung

I o U

. 1 Zl E16283+E7
Z' u($)& ‘
i £16263+E7

Falls p; > 0 fiir + = 1,2,3, haben wir wie oben beschrieben ein Gleichgewicht

des Spiels gefunden. Allerdings ist dies nicht immer der Fall, d.h. wir kénnen auf
diese Art und Weise i.a. keine Minimax-Strategie konstruieren (siche Abschnitt
4.6).

Lemma 4.5 Sei U = diag™"(z) —11*. Eine obere Schranke Ay fiir den Wert des
Spiels ist gegeben durch

T1T273

)\M:

1123 + woud + wya?

Beweis: Wir definieren

XT3 ¢
=(1,1+—,0)", a =(1+—
Ay 0y ( 7 ) a1,3} ( ) , s
Mit
A; = (a,—1)(a, —1)" firi¢s, i=1,2,3
bildet (A;;i = 1,2,3) eine Basis des Vektorraums der symmetrischen 3 x 3-Ma-

trizen mit Eigenvektor z bzgl. des Eigenwerts 0. Es existieren also )\; € R mit
U= )\1141 + )\214.2 + )\3143.

Aufgrund der Gestalt von A; und U erhalten wir

T3 T T
AM=—"A=—A3=—.
T T2 T3
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Mit

. 1 . T1X2T3

- - )
Zi )\z .’Ell‘% + ZL‘Q.’E% + ZL‘3.’E%

pi = )\Z)\M furz:1,2,3

)\Ml

kann der Statistiker die Matrix

spielen, und es gilt

Bemerkung 4.6 Fiir eine beliebige Matriz U gilt wie oben
U=> N4

U233 U131 U122
A= — " Ay = — " A3 = — .

X X2 X3

Falls u;; < 0 fir alle 1 # j, erhalten wir eine obere Schranke fiir den Wert des

Spiels entsprechend aus

Bemerkung 4.7 Definieren wir

I3 i) T
Ay 2y *= (1+ o 1,0)", ag1 3y = (1,0,1+ x_3)t’ a3}y += 0,1+ o’ 1)!

und
Ai = (Qs_l)(gs_l)t fdri¢57 i:172737

so gilt wie im Beweis des obigen Lemmas
U= NA;
i

wobes

X2 X3 T
Al=—, Ma=—, 3= —.
X X2 Zs3

Somit ist
XT1X2X3

1172 + Tou? + T373
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ebenfalls eine obere Schranke fiir den Wert des Spiels. Fiir allgemeines U erhalten
wir
_ U3T _ U133 _ Uiz

)\1: 7)\2: 7)‘3: )

xs3 X2 xs3

und falls \; > 0 firi=1,2,3, st

1
Zi Ai

eine obere Schranke fir den Wert des Spiels.

Alternativ kénnen wir zur Bestimmung des Auswahlplans wie folgt vorgehen
(vgl. Lemma 3.12): Wir definieren

1 -1 0 1 -1 0 0 0
Qi:=|-1 1 0|,Q2:=10 0,Qs:=1(0 1 -1
0 0 -1 0 0 -1 1
und
V;::&EyUl Vi=1,2,3.
(Qi, U)

Offensichtlich ist Vi1 C span[V;;i = 1,2, 3], fiir ein V' € Yy existieren also y; € R

mit » .7 =1 und
V=> Vi

Sei V' € Yy, die in Abschnitt 4.4 berechnete Indifferenzmatrix der Natur und a}
die in Abschnitt 4.3 berechneten Schitzvektoren. Wir definieren

Al = ahaan (@) Vi=1,2,3

und

A= (V, A]).
Falls das Gleichungssystem

3
> piVi, Afy =\ fiir j=1,2,3

=1

16sbar ist mit p} > 0 fiir i = 1,2,3 (3, p; = 1 ist fiir jede Losung erfiillt), ist V'
Maximin-Strategie, (p*, {a}}) Minimax-Strategie und A der Wert des Spiels.
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4.6 Der Zwei-Schichten-Fall

Zu einer gegebenen Indifferenzmatrix der Natur konnen die aus dem obigen Glei-
chungssystem resultierenden p; negativ sein. Um diese Problematik besser zu

verstehen, untersuchen wir den Fall
1 = T2 I:k, $3:1—2k:h

fiir k €]%; 3[. (Genau dann existiert eine Indifferenzmatrix der Natur.) Die Matrix

U sei gegeben durch

k-1 -1
U:=diag '(z) —11'= | -1 £+ -1
k
-1 -1 2
Es ist (vgl. (4.10))
1 4k —1
51 62 2k ) 63 21{72 )

und fiir die aus (4.18) resultierenden Wahrscheinlichkeiten gilt

 k@k-1)  kh
Pr=p = TTg T T %
AR* +2k—1  4k*—h

4k -1  2k—h"

pP3 =

Offensichtlich ist p; = py > 0 fiir alle k& €]7; 5[ und p3 genau dann gleich Null,

wenn k = #; somit ist das Minimax-Problem fiir k£ € [‘/54’1; 5[ geldst. (Vgl.

Gabler [6], Bsp. 8 auf S. 97. Hier wird die Minimax-Strategie mittels Eigenwert-
Berechnungen hergeleitet.) Die Maximin-Strategie ist gegeben durch (vgl. (4.15))

2k 2k—1 1—4k
2k —1 2k 1 —4k
1—4k 1—4k 8k —2

1— 2k
V=

Beispiel 4.8 Fulls k = g, st die Mazimin-Strategie gegeben durch

3 -1 =2
Vie—1|-1 3 =2|€Vu.
-2 =2 4
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Allerdings ist sie keine Mazimin-Strategie im Fall 1 aus N, denn

2 . ;=
SeVie =43 P TR
2+ 1=3

d.h. V* ist keine Indifferenzmatric der Natur und somit auch keine Maximin-
Strategie (vgl. Bemerkung 3.14).

Wie soll der Statistiker vorgehen, wenn k €]1; V51l byw. k €]0; %[? Auf-

4
grund obiger Beobachtungen (ps ist negativ fiir & E]i; ‘/54_1

ten, dass die Minimax-Strategie die Stichprobe s = {1, 2} nicht auswéhlt. Unter

[) ldsst sich vermu-

Beriicksichtigung der Représentativitit und der symmetrischen Bedingungen de-

finieren wir

1—ha 1—ha
Q{1,3}(O‘) = (Taoaa)ta Q{Q,a}(a) = (0, i aO‘)t

fiir € R und pj = p} = % Wegen Satz 4.4 ist jede Minimax-Strategie eine
Indifferenz-Strategie. Um die Natur indifferent zu stellen, suchen wir ein o € R

und ein A € R, so dass

1 .
§<W7Q{1,3}(a) (@g3 (@) + apz(a)(gps(@)) =X Vi=1,2,3,
wobei die V; definiert sind wie im Abschnitt zuvor, also

kh kh

k
Vi= 5@1, Vy = m@2; Vi = /ch—hQ3

Somit ist obiges Gleichungssystem #dquivalent zu:

1 (1 — ha)?
AR S
v 1h(1 = 2(1 = k)a + (2k* + h)a?)
2 k(1 — k) ’
Durch Gleichsetzen erhilt man
ha? =1,
also
Vh V1-2k
und somit

1—ha 1—+Vh 2

ko ok 1+Vh
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Fiir den potentiellen Spielwert A ergibt sich

1(Vh-1)2 1-+vh

2k 1+vh

(Die Wahl o = —ﬁ fithrt zu einem grofleren potentiellen Spielwert. )
Sei

A=

a3y = Q{1,3}(ﬁ) ( i aO;T)t;

Ao 3y = Q{2,3}(ﬁ) = (0, 2 aT)t-

Falls eine Matrix V' € )y existiert, die den Statistiker indifferent bzgl. der Stich-
proben {1,3} und {2,3} stellt mit

a; = argmin, ¢4 (V; (g, — 1)(g, — 1))
fir s = {1,3} ,{2,3}, und falls

(Vie—1)(a—1)") >\ Vae Apy,
ist V' eine Maximin-Strategie, W* := AU bzw.

(p",{ag; s = {1,3},{2,3}})

Minimax-Strategie, und der Wert des Spiels ist gegeben durch .

Betrachten wir das projizierte Problem, so suchen wir eine Ellipse F := {z €
R?;2!Mpz = 1} in der z;-zp-Ebene , die die Geraden z; = —1 und 2z, = —1
in den Punkten (—1,@) bzw. (M,—l) beriihrt. Aufgrund der
Tangential-Bedingung gilt (vgl. Abschnitt 4.2)

A ¢
c A

1 /1
A = det(ME) == 5 + Z +C2.

Aus (Wa _1)ME(M, —1)! = 1 ergibt sich

(VI—=2k+k—1)k
(V1 =2k 42k —1)(v/1 -2k —1)

ME:

Y

wobei
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Die Projektion der reprisentativen Strategien bzgl. der Stichprobe {1,2} ist ge-
geben durch die Gerade g : 20 = —2; + %; es verbleibt zu zeigen, dass g die
Ellipse nicht schneidet. Aufgrund der symmetrischen Bedingungen verlduft ei-
ne Achse der Ellipse entlang der Winkelhalbierenden. Weiterhin ist die Gerade
g orthogonal zur Winkelhalbierenden, und der Schnittpunkt ist gegeben durch
(ﬁ -1, ﬁ —1). Es zeigt sich, dass der Schnittpunkt (zz, zz) der Ellipse mit der
Winkelhalbierenden aus dem ersten (Quadranten gegeben ist durch
1

2(A+¢)

ZE =

und es gilt

1 Vh—1

Somit ist W* fiir 0 < k£ < @ ~ (.31 eine Minimax-Strategie.

Beispiel 4.9 Die folgende Abbildung veranschaulicht obigen Sachverhalt fir den

11 l)t.

Regressionsvektor x = (17 3

A

an

V5-1
4

existiert, ist diese keine Maximin-Strategie. Wir diskutieren im Folgenden die

Zusammenfassung Obwohl fiir % E]i; [ eine Indifferenzmatrix der Natur

Eigenschaften der Minimax-Strategie.

Falls k& €]0; ‘/54_1], ist p*({1,2}) = 0. Die dritte Einheit gelangt immer in die

Auswahl, und wegen

l-—ha (1-Vh?* 11-Vh

= —— ">
k 2vVhk  Vh1+Vh

wird der ihr zugeordnete y-Wert stérker gewichtet.

(0%
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Falls k €] ‘/54_1; z[, ist p*(s) > 0 fiir alle Stichproben s vom Umfang zwei:

kh 4k* — h

* *

e N T
Dabei sind die optimalen Schétzvektoren gegeben durch

1 1 2k —h 1 2k—hi

*

* _ t % _ t . t
Ay 9y = (ﬂ, ﬁ,()) y Qf13) = (27192’0’ ﬂ) y Qfo3) = (07271627 Qk) :

Sei h > k, also k €] ‘/54*1; z[. Bezeichnen wir mit 7; die Inklusionswahrschein-

lichkeiten erster Ordnung des Auswahlplans p*, so ist

* *

2% + 1
T

(h—k)>0 fiirj=1,2.

_L_Qk—h_h—k>0
2k 2k 2k2

wird der y-Wert der dritten Einheit stérker gewichtet. Dies ist insofern bemer-

kenswert, da der Horvitz-Thompson-Schéitzer und der HH-Schitzer Merkmals-

werte von Einheiten mit kleinen Auswahlwahrscheinlichkeiten stéirker gewichten.



Kapitel 5

Allgemeiner Ansatz fiir

Stichproben vom Umfang Zwei

Sei n =2 und N > 2. In Abschnitt 5.1 geben wir eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz von Indifferenzmatrizen der Natur. In Abschnitt 5.2 bestimmen
wir eine Losung des Spiels (Vy, A,), falls der Parameterraum gegeben ist durch
den HH-Raum und

z=(k,....kh) € RY

fiir entsprechend grof3es h.

5.1 Existenz von Indifferenzmatrizen
Fird,j € {1,..., N}, i < j definieren wir die Geraden g;; durch

1 1
gij : Vx—igi +(1- V)x—jgj fir v e R

Die Vereinigung dieser Geraden ist die Menge aller repréisentativen Schitzvekto-

ren. Gesucht ist eine symmetrische positiv semidefinite Matrix () mit:

1. Die durch {z € RY;2!Qz = 1} definierte Mannigfaltigkeit ist tangential an
Gij fiir alle 7 < .

2. QL=0.
Weiter fordern wir, dass () nicht entartet ist, was bedeutet
3. dim(Kern(Q)) = 1.

66
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Diese Bedingung ist nicht zwingend, wie wir im Fall Eins aus N mit max; x; = %

gesehen haben und was auch Beispiel 6.8 zeigen wird. Andererseits existiert in
einer Umgebung von x = %l eine nicht entartete Indifferenzmatrix, falls der
Parameterraum durch den HH-Raum gegeben ist (vgl. Gabler und Stenger [9]).
Falls eine solche Matrix () existiert, ist V := (TQ@ € Yy eine Indifferenzmatrix
(vgl. Bemerkung 3.9).

Die Gleichung
1 1 1 .
(Vaj_igi - (1 — V)x_jgj)tQ(Vx—iﬁi - (1 — V)x—jgj) =1

ist Aquivalent zu

(Gi oy Gi g iy gl Gy, Gy g,

[L‘% [L‘j T .’L‘? iy .’L’j
Aufgrund von Bedingung 2 und 3 ist
Qi . 455 Qij 1 1,1 1
-4+ = =2 =(—e, — —e; —e, ——e.;) >0
z? + x? TiT; (:J:igZ xjgj) Q(xigl :rjgj)
Somit ist Bedingung 1 dquivalent zu
(qi — wix;)® = (qi — 27)(qj; — 25) Vi # ], (5.1)
also
Gij — TiTj = Uij\/(qw' —a3)(qj5 — x3) Vi#j, (5.2)

wobei 0;; = 0j; € {—1,1}. Weiter ist ¢; — x7 > 0 fiir alle i oder ¢; — 27 < 0 fiir
alle 7, d.h.
o(qi —27) >0 Vi=1,...,N,

wobei o € {—1,1}. Der Beriihrpunkt berechnet sich mittels

20 . ..
Ti455 — LixjGij

V=1 = . 2.3
Yo wkgy + a2qu — 2mwiqy (53)

Die zweite Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn (da z=1)
qu—.’L‘ZQ—i‘ZEZ—i‘Z(qz]—.’L‘Z.’L‘]):O \V/ZZI,,N (54)

J#
Einsetzen von (5.2) in (5.4) ergibt

J#i
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und wir erhalten folgendes Gleichungssystem:

zi + /o (g — Zalj,/ o(gj;—2%)=0 Vi=1,...,N, (5.5)

wobei 0;; = o fiir alle ¢ und 0;; = 0;; € {—1,1}. Definieren wir
zii=Jo(q; —x?) firi=1,...,N, (5.6)
so ergibt sich aus (5.5) das Gleichungssystem

T

Zawzj —— Vi=1,...,N.
2
Also existiert zu einem gegebenen Regressionsvektor x eine nicht entartete In-
differenzmatrix der Natur hochstens dann, wenn Vorzeichen o,0;; € {—1,1} fiir

1 < j existieren, so dass das Gleichungssystem gegeben durch

r

o 012 ... O1IN 21 ’n
012 .

TN

OIN v+ oo o ZN N

16sbar ist mit z; > 0. Dann ist wegen (5.6)
Gii = 027 + 17
fir allei =1,..., N und wegen (5.2)
Qij = 0ij2i%j + ;%5

fiir alle ¢ # j. Falls die dadurch definierte Matrix () positiv semidefinit ist, ist ¢
eine allgemeine Indifferenzmatrix.
Der Beriihrpunkt der Mannigfaltigkeit mit der Geraden g;; ist gegeben durch

1
Vij € + (1 — Vij) = -¢ , wobei

v3(qj; — v5) — wiwj(qiy — vixy)

Vij =
2 2 2 2
v3(gii — x7) + 7 (55 — 7)) — 23w (qij — w7y
2,2 NPV Ti
B axz zi — azjx X722 _ o (5.7)
= =2 )
24+ ox2z J — 205305225 0 T — 2L

Zi 7
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Falls z in einer Umgebung von %l liegt und der Parameterraum gegeben ist
durch den HH-Raum, sind die Komponenten der optimalen Schétzvektoren posi-
tiv. (Dass zuldssige Strategien mit negativen Gewichten existieren, zeigt uns der

zweite Teil von Beispiel 5.2.) Fordern wir also

vy €0;1[ Vi # j,
so gilt (wegen 2 >0 fiiralle:=1,..., N)

Oij = —0 Vi # 7,
also

(5.8)

1 -1 ... —1| |~ o

-1 Sl :
=)™ I

_—1 el e 1 ] _ZN_ _2_11\\11_

fiir m € {0,1}. Eine kleine Uberlegung zeigt, dass das Gleichungssystem fiir
m = 1 nicht l6sbar ist mit z; > 0 fiir - = 1,..., N. Somit ist nur der Fall m =0

von Interesse:

i#i =
Mit 2z : =) ; %; ergibt sich aus obigem Gleichungssystem

z?—gzi—i—%:O Vi=1,...,N,

also

Z+ €/ 2% — 8w;

Zi = 1 ey

wobei €¢; € {—1,1}. Durch Summation beider Seiten iiber i erhalten wir folgendes

Fixpunktproblem (vgl. Gabler und Stenger [9]):

Nz -+ e/22 — 8,
z =
4
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bzw.
(N—4)z = —Ze“/,ﬂ — 8. (5.9)

Existieren Vorzeichen ¢; derart, dass obiges Fixpunktproblem l6sbar ist mit z > 0,

so sind die daraus resultierenden z; > 0, da z; > 0. Wir erhalten folgenden Satz:

Satz 5.1 Sei N >n =2, 2z € RV ein Regressionsvektor und z > 0 eine Losung

(N—4)Z: —ZGZ'\/ 22 —8$i

fir gewisse Vorzeichen e; € {—1,1}, i =1,..., N. Falls die durch

von

@i = v +2 firi=1,...,N, (5.10)
Qj = Tix;— 2z firi#j (5.11)

definierte Matriz () positiv semidefinit ist, wobei

L z+ €/ 22 — 8x;
i =
4

firi=1,...,N, (5.12)

gilt

. Q
V= <U, Q> €V (513)

st eine Indifferenzmatriz der Natur.

Das folgende Beispiel zeigt, dass in manchen Spielen (Y, A;) Indifferenzma-
trizen der Natur mit unterschiedlichen Risiken existieren und Schitzvektoren mit

negativen Koeffizienten zuléssig sein kénnen.

Beispiel 5.2 Sei N =4, n=2und x =
gegeben durch

1. Dann ist das Fizpunktproblem (5.9)

4

Z€i\/2’2 —2=0.
=1

Eine spezielle Losung ist z = 2, €, = €3 = 1 und e = ¢4 = —1. Fiir die daraus

resultierenden z; ergibt sich mit (5.12):

2+ 2 2 -2

4 y B2 — &4 =

21 = 23 =
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Nach (5.10) und (5.11) ist die Matriz Q) gegeben durch

> -2 —a®> =2
1 1-2 ¥ -2 —p 1
= — + —11%,
@ 16 | —a? -2 a®* =2 16—~

2 2 -2 B

wobes

a::2—|—\/§, h:=2—2.

Die Beriihrpunkte der Geraden g;; mit der durch @) definierten Mannigfaltigkeit

{z;2'Qz = 1} stimmen mit den bzgl. (5.8) berechneten iiberein; wir erhalten

Q{I,Z} = (b7 a, 07 O)ta Q{1,3} = (27 07 27 O)ta Q{1,4} = (ba 07 07 a)ta
Qro3r = (07 a, b, O)ta Qo ay = (07 2,0, 2)t7 Qg3 4y = (07 0,0, a’)t'

Tatsdchlich ist QQ eine Indifferenzmatric mit den gewiinschten Eigenschaften; al-

lerdings ist V. = % i.a. keine Mazimin-Strategie, was z.B. die Wahl U :=

U,Q
diagfl(g) — 11% zeigt. Nach Beispiel 3 ist die Maximin-Strategie gegeben durch

die Indifferenzmatriz %1, und der Spielwert ist %; hingegen gilt

<U7 Q> =1,

also

' 1
A

Mit U = diag(z) ™t — 11" ist
1
O ={y € R4;Zyi = O;Z?J? = Z};

und es gilt

S (1,5,6,—-12)' € © S
N T AR UL YTy /206

Daraus folgt

(1,5,—6,12)" € Op;.

1 |5 25 —15 —15
Vi=- ; L) = < )
W T %) =551 | _g _15 g9 _mo €O

-3 =15 =72 90
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Mit afy 5, = (5,—1,0,0)" ist ajy gy reprisentativ und

(ng})tvgh,z} = 0.
Fiir alle Stichproben s # {1,2} vom Umfang zwei gilt
a'Va, >0 Va, € A,,
d.h. die reine Strategie a0y = (5,—1,0,0) ist zulissig.

Wihlen wir in (5.8) die Vorzeichen ¢; := —1 fiir ¢ = 1,..., N, erhilt man

folgende Aussage (vgl. Gabler u. Stenger [9], Lemma 3):

Lemma 5.3 (Losungsbereich des Fixpunktproblems) Seic¢; := —1 firi=
1,...,N und xo := maz{z,...,xn}. Das Fizpunktproblem (5.8) ist genau dann

losbar mit z > 0, wenn

Speziell ist die Lésung eindeutig.
Beweis: Sei z > 24/2x und

f(z) = (N —4)z, g(z) = Z 2% — 8u;.
Es gilt
/ Z < !
=Y L oY S N>N—d=f(2),
d.h. die Funktion g — f ist streng monoton wachsend auf ]|21/2x¢, oo und besitzt
somit genau dann eine (eindeutige) Nullstelle, wenn f(21/2x¢) > g(2v/220), also

Beispiel 5.4 Sei N > 4,

= (k... khh)eRY

und h = 17(N272)k €]0; 3[ bzw. k E]m; 5. Setzen wir

e=-1 VYi=1,...,N,
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so ist das Fixpunktproblem gegeben durch
(N —4)z= (N —2)vV22—-8k+2Vz?—8h

und wird geldst durch

N(N —2)k — 2
VIV 2N - DRV -2k - 1]

Z =

Somit gilt (vgl. (5.12))

L AN = Sl ¢ i=1,...,N=2
“ %\/NN—:i[/ZJ(VN—;:i - (Nf]2v)(71474h)h  i=N-1,N
und (vgl. (5.7))
(V -4k (N — 4)k

i T Nk +2(N—-2k—1 (N -—4)k+1—4h
fir allet=1,...,N —2,5 = N —1,N. Die daraus resultierenden Schdtzvektoren
sind gegeben durch

.

(e +ej) i,je{l,...,N—2}

Qi gy = 3

N —4)k% + (1 — 4h)=L
( kg + )3 i€ {l,...,N—-2},j€{N—-1,N}

(N —4)k+1—4h

\

Im Allgemeinen ist die durch z; via (5.10), (5.11) und (5.13) definierte Matriz
V, keine Mazimin-Strategie. Falls der Parameterraum durch den HH-Raum ge-
geben ist und x in der Nihe von %l liegt, 1st 'V, eine Maximin-Strategie und die
Vektoren ag; iy definieren den Schitzer der Minimaz-Strategie. (Vgl. Gabler w.
Stenger [9], Bsp. 2.1) Wir werden diese Umgebung bestimmen und die Minimaz-
Strategie berechnen: Sei U := diag(z)™" — 11*, also

1—k
O |
~1
U=
Ik
k
. 1-h
o L
1-h
| —1 -1 5
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Aus Symmetriegrinden gilt fir den Auswahlplan p* der Minimaz-Strategie (vgl.
Lemma 1.5)

p({i,j}) = pw Vi<j<N-=2,
p"({t,7}) = pen Vi< N—-2<j,
pP"({N—-1,N}) = pu

fiir gewisse pri, Peny Pan > 0 mit

N -2
< 5 )pkk + Phn 4+ 2(N — 2)pgn, = 1. (5.14)

Wir definieren wie in Abschnitt 3.3
Qim = (g —en)lg —¢,) VI<I<m<N.
Um die Natur indifferent zu stellen, muss gelten (vgl. Lemma 3.12)

> 0 ()(a2) Qumai = MU, Qum) VI <m

S

fiir ein A € R. Wegen

2
U, Qu) = = VI<m<N-2,
k+h
<U7le> = L VZSN_2<m7
kh
2
<U7QN—1N> - Ea

erhalten wir die drei Gleichungen:

(N — 4)2 2

1
Pri(57)72(N = 4) + prad =2, (5.15)

2k (N —4)k+ (1 —4h)2 &k
pie(p 22N = 3) 4 pial(N = Ok + (L= 4R N — 9%+ (516)
a —4h,;:2(N— 2) 2(N—4)}§1 - 4h)] +phh(;_h)2 _ %A
und
Prn2(N — 2)(1;7;””2[(1\[ —4)k+4 (1 —4h)] 2 = %)\. (5.17)
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Durch sukzessives Liosen der Gleichungen (5.14), (5.15), (5.16) und (5.17) ergibt
sich

(1— k — 3R)?
(N —2)(1 —4h)?’
N — 2 — (10N? — 48N + 64)kh

(N —2)(N —4)(1 —4hn)*> ~’
(3N — 8)Nk — (N — 2) — (N — 2)(N? + 8N — 32)k”

k(N —2)(N — 4)(1 — 4h)? ’

1 (N —2)(N —4)(1 —4h)k
2(N—=2)(1—k—h) — (5N2 — 20N + 16)kh’

Prn = 4Ah

P = 4Mk

Phh = 4)\}7,2

A =

Diese Darstellungen leiten sich nicht trivial durch Finsetzen ab. Es verbleibt zu

kldren, fir welche Werte von k durch prg, pan, Pen €in Auswahlplan definiert ist:

Sei
1 1 N —4
kl = +
2(N—-2) 2(N—2)/5N2— 24N + 32

und

b LN(3N —8) + (N — 4)5N7 — 21N + 32
22 (N —2)(N? + 8N — 32) ‘
Fir 4 < N < 8 ist der relevante Bereich gegeben durch [ki;ks| (falls k €

]2(N—172);k1[, ist prr negativ; falls k G]kg;ﬁ[, ist ppy negativ) und fir N > 8
durch [ky; 57 |. In diesen Féllen ist die durch z; via (5.10), (5.11) und (5.13) de-
finierte Matriz V' eine Mazimin-Strategie, (p*,{a’}) Minimaz-Strategie, und der
Wert des Spiels ist gegeben durch .

5.2 Der einfache Zwei-Schichten-Fall

Wie wir in Abschnitt 4.6 gesehen haben, wird man unter gewissen Umstinden
Einheiten bewusst auswihlen. In Hinblick auf dieses Ergebnis untersuchen wir

den einfachen Zwei-Schichten-Fall: Sei
xz:=(k,...,k,h) € RY

und h=1—(N—-1)k >k >0. Fir 1 <l <m < N sei (vgl. Abschnitt 3.3)

Qum = (& — e) (e — €,)"-

Fiir eine beliebige Matrix B € Q ist

<B7 le> - bll + bmm - 2blm- (518)
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Aufgrund der symmetrischen Bedingungen definieren wir
Qg Ny = Be; + aey,

und
Ai = a8 Ny
flire=1,...,N — 1, wobei wegen der Représentativitit gilt

1 - ha
8= P (5.19)

Die Spur von A;Q;,, ist gegeben durch

0 : i¢{l,m},m#N
' B g% ie{l,m},m#N
(e Qi) = o : i#£lm=N 7

(a—B)?* : i=l,m=N
und es folgt
]Vi:l(Ain>:{ %" m<N-
— e (N—-1Da?+p%2—-2aB : m=N
Unter der Annahme, dass die N-te Einheit immer in die Auswahl gelangt, defi-

L. Nes
p*(s) ¢={N5 .

sonst

nieren wir

und erhalten das Gleichungssystem
S (8)alQima, = MU, Q) VI <m

bzw.
N—1
(

1 A, Qum)
N -1 <U7 le>

=1

=X Vi<m.

Wihlen wir speziell

SO ist
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und obiges Gleichungssystem reduziert sich auf die folgenden zwei Gleichungen:

A= —p3% (5.20)

kho, , 1,
= 0+ (8" — 208)). (5.21)

Durch Gleichsetzen ergibt sich

G Vi VR
=T
also
1 —

und der potentielle Spielwert ist gegeben durch

=V
(N =1)k’
Dabei ist A in jedem Fall eine obere Schranke fiir den Spielwert. (Die Wahl

(1+vh)?
(N—-1)k

ausgeschlossen werden.) Damit (p*, {a*}) eine Minimax-Strategie ist, muss eine

a = —% fiihrt zu dem potentiellen Spielwert \_ = > )\, kann also

positiv semidefinite Matrix () existieren mit:
1. Die Mannigfaltigkeit {z, 2!Qz = 1} beriihrt die Geraden g;y in

1-Vh I
_7¥2m”wm!iyewv

0,...,0
( Y ) Y h,

firi=1,...,N—1.
2. {z,2'Qz = 1} schneidet nicht die Geraden g;; fiir i < j < N.
3. Q1 =0.

Aufgrund der symmetrischen Bedingungen kénnen wir annehmen, dass () von der
Gestalt

gq b ... b ¢
b e
Q=|: ~ - 4 (5.22)
b b q ¢
¢ ... ... ¢ qnn]
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ist, wobei aufgrund von Bedingung 3 gilt

gvy = —(N —1)c (5.23)
und
gq + ¢
b= — ) .24
N3 (5.24)

Die Matrix () besitzt die Eigenvektoren e; —e;, i = 2,..., N — 1, zum Eigenwert

Qd_b = %7 (17

0. Damit @ € Qg, muss also gelten

.., 1, =(N=1))! zum Eigenwert —N¢ und 1 zum Eigenwert

0>c¢>—(N—1)qq.

Weiter ist (da @ # 0)

1+h
@+QNN_2i_Qd +

_l 2ty
2T Tk Tk ek f 7

und die Tangential-Bedingung aus 1. ist dquivalent zu (vgl. (5.1))
(c —kh)> = —(qq — k*)((N — 1)c — h?). (5.25)

Die Beriihrpunkt-Bedingung aus 1. ist dquivalent zu (vgl. (5.3))

hqq — khc
h = . 5.26
R e (5.26)

Die Losung der Gleichungen (5.25) und (5.26) ist gegeben durch

h
c=—(14+Vh)Vh—-r (5.27)
N -1
und
1+hvVh) &
1-vh N-1
Speziell folgt
1+Vh
N -1 =
( )aq + ¢ N_1° 0,

und somit ist die durch (5.22), (5.23), (5.24), (5.27) und (5.28) definierte Matrix

(@ positiv semidefinit.
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Uberlegen wir uns, fiir welche Werte von h die zweite Bedingung erfiillt ist:
Seit < j < N. Es ist

(st (1= 0)1e) ' Qrpe + (1 —v) 1) =

= o120~ D)~ 2aa— by + .

Dags—0b= % > 0, ist der kleinste Vektor auf g;; bezughch der durch

() definierten quadratischen Form gegeben durch v = v;; = 5. Somit ist () eine
Maximin-Strategie (und (p*, {a}}) eine Minimax-Strategie), wenn
1 _ 1 N-3+2(N-2)hw'h

was fir alle

VBN —4)(N-2)-1

b= 2(N — 2)

<h<l1

(bzw. k €]0; 4 ¥ 35__14))((]]\\,[__22))_1[) erfiillt ist. Fiir groes N folgt niiherungsweise

0.134 ~ 3<h<1.

Zusammenfassend erhalten wir folgenden Satz:

Satz 5.5 Seiz := (k,...,k,h) € RY ein Regressionsvektor U = diag '(2) —

11", Wir betrachten das Spiel (Y, A,). Fiir k €]0; 1Y 3N 4 2 [ ist (p*,{at})
definiert durch
L. Necs
*(s):=q N7t ,
P(s) { 0 : sonst
1-vh  Vh

ag Ny = ? —e; + v firi=1,...,N—1

eine Minimax-Strategie, eine Maximm Strategie ist gegeben durch (5.22), (5.23),
(5.24), (5.27) und (5.28), und " ist der Wert des Spiels.

N 1



Kapitel 6

Schichtungsstrategien als

Minimax-Strategien

In den zwei Abschnitten dieses Kapitels diskutieren wir, unter welchen Bedingun-
gen Schichtungsstrategien Minimax-Strategien sind. Dies ist nicht automatisch
der Fall, wenn sich die Gesamtheit mittels eines Regressionsvektors in Schichten

zerlegen lésst, wie wir in Abschnitt 5.2 gesehen haben (vgl. Satz 5.5).

6.1 Die Regressionsmatrix als Blockmatrix

Sei H € N, N(h) € N mit N(h) > 2 fir h=1,..., H, so dass 31, N(h) = N.

Definieren wir

Uh) = (SN + 1.3 N,

soist {U(h);h =1,..., H} eine Partition von Y mit N(h) = |U(h)|. Mit

lymyi=1¢€ RY®, Oy :=0¢€ RN ™

ist durch
vy Onay -+ Owq
0 1 0
v | W e D
QN(H) e P lN(H)

offensichtlich eine Regressionsmatrix gegeben. Bei dieser Wahl von X finden wir

nicht zu jeder Stichprobe s € S(n) reprisentative Schitzvektoren: Als notwendige

80



6.1. DIE REGRESSIONSMATRIX ALS BLOCKMATRIX 81

und hinreichende Bedingung fiir A; # () ergibt sich offensichtlich
lsNnU(h)| >1 Vh=1,...,H,

d.h. die Stichprobe muss aus jeder Schicht mindestens eine Einheit enthalten. So-
mit muss der Stichprobenumfang n gréfer oder gleich der Anzahl H der Schichten
sein, falls wir reprisentativ schitzen wollen.

Sei

1 Inin — 1 1
N() =1 T NN () -1
wobei Iy € M(N(h) x N(h)) die Einheitsmatrix bezeichnet. Fiir einen Vektor

o € RY mit ap, > 0 und 25:1 ay, = 1 definieren wir die Blockmatrix U, durch

U(h) :=

lg\f(h) fﬁrh:1,...,H,

U(L) 0 ... 0
Ua = 0 OZQU(Q) :

Betrachten wir das Superpopulationsmodell
Y=X3+¢

mit § € R”, E(e) = 0 und var(e) = Q, fiir

RO 0 0
N(2)-1
Qa = 0 a2 ]N(2) s
0 e
so gilt
Uo = Q' — QX (X' X)X L
Mit

) = 50y 2 W

icu(h)

fir y € RY gilt
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Wir erhalten "
O, = {y € RY; Zahsyy(h) =1}
h=1

als Parameterraum der Natur.

Aufgrund der symmetrischen Bedingungen des Parameterraums O, in den
Schichten U(1),...,U(H) und der Représentativitit ist die Minimax-Strategie
eine Schichtungsstrategie bzgl. einer (zufélligen) Aufteilung: Sei n(.) ein H-dimen-
sionaler Zufallsvektor mit Realisationen (n(1),...,n(H)) in N¥ so dass Y, n(h)
= n und n(h) < N(h) fir h = 1,..., H. In U(h) werden n(h) Einheiten ohne

Zuriicklegen gezogen, und man benutzt wegen der Représentativitét
> Ny, (h)
h

als Schitzung fiir y, wobei g (h) fir h = 1,..., H die aus n(.) resultierenden
Stichprobenmittel bezeichnen. Der erwartete quadratische Verlust ist gegeben
durch

;%wmw%ﬁyﬁ%»
Offensichtlich ist die Maximin-Strategie von der Gestalt (vgl. Beispiel 1.7)
5,0 (1) In) 0 . 0 |
V= 0 Syy(2)IN(2) :
I O syy(H‘)IN(H)_

fir gewisse sy, (h) >0, h=1,..., H, mit
H
> apsy(h) = (V:,Us) = 1.
h=1

Wir konnen uns also vorstellen, dass die Natur einen Varianzvektor s, € O,

wéihlt, wobei

O 1= {5y = (s(1), -, syy(H))' € RY; Zahsyy(h) =1}

Fiir einen festen Varianzvektor Syy € O, wird das Minimum von

n SN = o
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angenommen in n* definiert durch
n N(h)+/syy(h)
Dok N (k) syy (k)

d.h. n* entspricht der so genannten varianzoptimalen Aufteilung (vgl. z.B. Sten-

n*(h) =

fir h=1,...,H, (6.1)

ger [22], (6) auf' S. 120). Dabei vernachlissigen wir, dass n*(h) i.a. keine natiirliche
Zahl ist.
Fiir eine (verallgemeinerte) Aufteilung n = (n(1),...,n(H))" € RY definieren
wir folgende (konvexe) Transformation ¢:
t:RY — RY,
1 1

n(h) N(h)Q(m _W)'

Wir erhalten ein lineares Spiel: Die Natur wihlt einen Varianzvektor Syy € @a und
der Statistiker eine transformierte Aufteilung t(n) € t(N'), wobei N die Menge

aller Aufteilungen von n bezeichnet. Der Verlust ist gegeben durch

MSE(s,,,n) = (8, t(1))2.

_ny
Spielt der Statistiker eine Aufteilung n mit ¢(n) = Aa fiir ein A > 0, also

N(h)?

= YW fpp=1,.. . H
Xan+ N et

n(h)

so gilt
MSE(sy,,n) = A(s,,,@)2 = A Vs, € O,

d.h. der Statistiker stellt die Natur indifferent. Dabei ist A eindeutig festgelegt
durch

(Offensichtlich ist die Funktion A — 25:1 #g\fh)(h) streng monoton fallend,
nimmt in A = 0 den Wert N an und konvergiert fiir A gegen oo gegen 0.)
Zur Bestimmung der Maximin-Strategie konstruieren wir die Tangentialebene

an den Strategienraum des Statistikers in Aa: Sei

¢ : {(n(),...,n(H —1));n(h) >0, in(h) <n}— R,

(n(1),...,n(H —1)) — (n(1),...,n(H —1),n — - n(h)).

1

=

=
Il
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Dann ist
t:=tog

eine Parameterdarstellung des Strategienraums des Statistikers, und die Tangen-

tialebene in Aa wird aufgespannt durch die Vektoren

o, w1y = (NE) ., N
an(h) (n (1),...,77, (H 1)) - (n*(H)) =H (n*(h)) Chs

h=1,...,H—1, wobei
n* =t"(\a).

Ein Orthogonalenvektor z an die Tangentialebene ist gegeben durch

n*(h)

(WV fir h=1,...,H.

Zh =

Offensichtlich existiert ein ¢ > 0 mit

o)

* [yp— .
Syy 1= €2 € O]

somit ist sy, wegen (6.1) Maximin-Strategie, n* Minimax-Strategie und A der
Wert des Spiels.

Satz 6.1 (Die Minimax-Aufteilung) Sei N > n > H € N, a € R? ein
Wahrscheinlichkeitsvektor mit o, > 0 fiir h=1,..., H und A > 0 mit
— Aay, + N(h) '

Dann ist die Schichtungsstrategie bzgl. der Aufteilung n* definiert durch

N(h)?

)= — e h 1 H
n'(h) Nan + N(h) fir e

(unter Vernachlissigung der Ganzzahligkeit) eine Minimaz-Strategie bzgl. des Pa-
rameterraums O, = {y € RY; S apsyy(h) =1} und Ax. Der Wert des Spiels
st .

Im Allgemeinen wird sich die so berechnete Minimax-Strategie n* nicht aus
ganzzahligen Komponenten zusammensetzen. Um ganzzahlige Aufteilungen zu er-
halten, wird man zu zufilligen Aufteilungen iibergehen oder entsprechende Run-
dungsverfahren anwenden. Bei den folgenden Beispielen vernachldssigen wir das

Ganzzahligkeitsproblem.
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Beispiel 6.2 (Die proportionale Aufteilung) Sei o gegeben durch

N(h
Qp, ::% firh=1,... H.
Dann ist
N(N —n)
A\ =
n
und somit Nk
n*(h):n% firh=1,...,H,

d.h. die Minimax-Strategie entspricht der so genannten proportionalen Aufteilung,

und die Maximin-Strategie ist gegeben durch
* H
Syy =L € R7.
Beispiel 6.3 Sei H =2 und o € R definiert durch

N(h)?
N(1)2 + N(2)2

ap = fiur h=1,2.

Aus (6.2) ergibt sich fir den Spielwert

_ (/n2N2+4N(1)N(2)[N(1)N(2) — n3 + 2N(1)N(2) — nN)
B 2nN(1)N(2)
x(N(1)* + N(2)%),

A

X

und die Minimaz-Strategie ist gegeben durch die Aufteilung

2N (1)N(2)
VN2 £ AN(D)N)N(D)N(2) — n2] + 2N(1)N(2) + n(N(2) — N(1))’

2nN(1)N(2)
VN2 + AN()NR)[N(D)N(2) — 2] + 2N(1)N(2) + n(N(1) — N(2))’

Beispiel 6.4 Sei H = 2, v €]0;1] und n < min{@ Ny Dann ist o € R?

L p—
definiert durch

(1 =9)ND)(N() = ny)
(1=7)N(1)?+yN(2)? = y(L = y)nN’
YN(@2)(N(2) —n(l — 7))
(L =79)N(1)2+9N(2)? = y(1 —v)nN

31

g = 1l—a; =
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ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Aus (6.2) ergibt sich fir den Spielwert

(1 —9)N(1)* +yN(2)* —y(1 — y)nN

A\ —
Y(1 —7)nN? ’

und die Minimaz-Strategie ist gegeben durch die Aufteilung
n(1)" =ny, n(2)* =n(l—7).

Oftmals ist der Stichprobenumfang im Verhiltnis zur Groéfle der einzelnen
Schichten sehr klein. Unter diesen Umstinden liegt die Aufteilung n definiert
durch

N(h)®
n(h) =n—>="—— firh=1,...,.H (6.3)

H N(k)2
k=1 "ap

in der Ndhe der Minimax-Aufteilung:

Satz 6.5 (Abschitzung der Minimax-Aufteilung) Sei
N(h
L >~ VYh=1,...,H

n

fiir ein v € N. Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 6.1 fir die Minimazx-

Aufteilung n*

n(h) n —n(h)
h) — <n*(h) <n(h) + Vh=1,...,H,
)= 20 <y < )+ 2
N(h)?
wobei ﬁ(h):nw fir h =1,...,H, und fiir den Spielwert \
k=1 ap,
H
1 N(h) , 1
N\ < = A2
<nhz:;( N )ah

H
N (h)?
To(2) =1 (za) = .
(=) (z0) hz:;zahNQﬂLN(h)
Mit
H H N(h)?
5\ - l Z(N(h))2i _ h=1 q (6 4)
" n N 7 o N?n '
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ist

< nZ% =n = Ta(N).

H N(k)
1 Oh D g “on

Aufgrund der Monotonie von 7, gilt

A<, (6.5)

d.h. \ ist eine obere Schranke fiir den Spielwert \. Da nach Voraussetzung

MZn Vh=1,....,.H
~

fiir ein v € N, ist

S Nk N() > N | vy 4 N

= % ap, kn Qp,
- izn Yoo
H
y+1 N(k)?
< : 6.6
. ; o (6.6)

und wir erhalten mit (6.5) eine untere Schranke fiir die Minimax-Aufteilung n*:

) N(h)? N(h)? N(h)?
n (h) = vy N2 N(h > T 2 =n H N(k)?2 N(h)
Qp, + ( ) )\OéhN + N(h) Oéh( k=1 +n (073 )
N 2
v (h) v ﬁ(h)

n H NGKZ
Y+ g S NEE Sy +1

Qg

firh=1,...,H.Da ), n*(h) = >, n(h) = n, folgt

1 1
)y =n— 3 alk) >n— =S 0 (k) = e (ny - 2
k#h v k#h v v
und somit
n*(h) 7+1<7+1n(h)<n(h),
also “(h “(h
S Pl () By A e L O P R
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bzw.

<

; - N(h)?
) = o (D NSZP + nj\;(:))
7o~ N o
THL T e L N v
also
() > 7a(}) > 7117040\)
Da
d H
T(;(Z) = %Ta hzz zahN2 +N h))

ist |7| streng monoton fallend auf [0; oo, und es gilt

H

_ N(h 2 2 N2 2
0 = MY e > s
o (G2, = T N(R)2 1 2oh "oy

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

5\_)\<Ta()\)—7'a()\)< n 1 7+1Zh ah

T m TR ») ot e

also
v+1 Z(N(h))2 1

A<A<A :
+ 2 - N 7 nay,

Falls der Wahrscheinlichkeitsvektor « nicht zu extrem ist, ldsst sich der Spielwert

wie folgt abschétzen:

Bemerkung 6.6 Fulls oy, > =, ist Zh(NJSZ R oy < 1 ,und fir den Spielwert A

gilt)\<5\<)\+77—+21 bzw.S\—VW—ng<)\<5\, also

H
1ZN(h)21 v+1

h=1 Qh 7
bzw.
1o~ N(h), 1 ~y+1 1o~ N(h), 1
S AIL 2l LN
n e N o, y n e N o,
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Beispiel 6.7 Set H =2 und o € Ri wie in Beispiel 6.3 definiert durch

N(h)?

N+ N2 fiur h=1,2.

Qp =

Wegen X% — N(1)2 + N(2)? fir h = 1,2, ist (vgl. 6.4)

Qp

N(1)*+ N(2)?

=2
nN?2

und (vgl. 6.3)
a(h) = g fiir h=1,2.

Ser v e N mit v < @, h =1,2. Dann gilt fir die Minimax-Aufteilung n*

2
o n <n*(h) < yt+en fir h =1,2.
y+12 y+12

6.2 Eine Regressionsmatrix vom Rang Zwei

Sei X die Regressionsmatrix mit den Spalten 1,2 € RY, wobei z ¢ span[l] mit

x = 1. Wir gehen aus von dem Superpopulationsmodell
Y=01l+Prt+te=XB+¢

mit E(e) = 0 und var(e) = Q := [. Fiir U := Q7' — Q7' X(X'Q7' X))~ X!Q!
ergibt sich

1 2
e N

1
= ] - m[gtflf_llt + Nﬂt —.’L‘_]_t —]__ZL't], (67)

also

1
@UX:{QERN;thzo,nyzl}z{geRN;th:(),ayy:N}.

Beispiel 6.8 Sei N =4, n =2 und z := (,,3,3)". Dann ist
3 -1 -1 -1
11-1 3 -1 -1

41-1 -1 1 1
-1 -1 1 1
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Aufgrund der Reprdsentativitdt sind folgende Schdtzvektoren eindeutig festgelegt:
Qﬁ,a} = Q)EIA} = (4,0,0, O)ta Q’f2,3} = Qf2,4} = (0,4, an)t Qf3,4} = (0,0,2, 2)t-
Fiir s = {1, 2} wdhlen wir aus Symmetriegrinden
af1 9y = (2,2,0,0)".
Mit .
y* = 5(1, 1, -1, —1)t € Opx
qgilt
(i)"Y (W) apy =4 Vi<
d.h. die Natur besitzt die Indifferenzmatriz V* := y*(y*)". Definieren wir
Wij = (ajsgy — Dlagiy — D" Vi<,
S0 ist
1 1
4U = M(ng + W23) + (Z - /L)(WM + W24) + I/W12 + (5 - V)W34 V,U,, V.
Mit pj, 0 S = 0; 1] definiert durch

= v,

1
2

= pfu,u)({273}) = M
. 1

= p(u,u)({274}) = Z —H

fiir p e (053], v €[0; 3], ist (P{up)s {5 }) Minimaz-Strategie, V* Mazimin-Strate-
gie, und der Wert des Spiels ist X = 4.

Wahlen wir speziell u = 0, v = %, so ist die Minimax-Strategie (pz‘oé), {at})
eine Indifferenz-Strategie, die die dritte Finheit nicht beriicksichtigt. Tatsdchlich
wird auch die vierte Einheit nicht beriicksichtigt. Diese kann zwar ausgewdhlt
werden, jedoch wird der ihr zugeordnete Merkmalswert mit 0 gewichtet. Entspre-

chendes gilt fir die Minimax-Strategie (pZ‘l 0y {at}).
1

Im Zwei-Schichten-Fall ist die Matrix U (vgl. (6.7)) von besonders einfacher
Gestalt: Falls z := (k1y ), hliy ()", wobei N(1)+N(2) = N und N(1)k+N(2)h =
1, ist U gegeben durch die Blockmatrix

U1 o
0 U2

U .=
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mit .
— t
U(h) = Inwm) — WlN(h)lN(h)'

Fiir ©y ergibt sich
Oy ={y € R"; N(1)oyy(1) + N(2)oy,(2) = 1}.

Wir untersuchen das zugehorige Minimax-Problem fiir n = 2: Da z ¢ span[1], ist
k # h, und die repriasentativen Schéitzvektoren sind gegeben durch

ag; = N(le + N(2)e

e; fiiri < N(1) <j.

Wihlt der Statistiker (den aus Symmetriegriinden offensichtlichen) Auswahlplan
p* definiert durch

V(0D = s YN <
so gilt
ZP w1 |[NOU@ 0

Fiir y = (Y1) Yy)" € Oux ist

Z?JN Z?JN

also

+N(2)y!

t
Yy Wy y= N(l) _N(2)QN(2)

NN = N(1)%0yy (1) + N(2)%0,,(2).

Falls N(1) > N(2), ist die Maximin-Strategie gegeben durch

1 U(1) 0]

VEND S

0 0

W* ist Minimax-Strategie, und der Wert des Spiels ist N(1). (Der Fall N(2) >
N(1) wird entsprechend behandelt.)
Im Folgenden betrachten wir das Minimax-Problem fiir beliebiges n > 2 und

nehmen eine kleine Modifikation von U vor: Definieren wir
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SO ist

O = {y € RY; N(1)5y(1) + N(2)s5,(2) = 1}.

Aufgrund der symmetrischen Bedingungen und der Représentativitit ist die Mini-

max-Strategie von der Gestalt
> N(y.(h)
h

bzgl. einer zufilligen Aufteilung n(.) mit Realisationen (n(1),n(2)) € N?* (wegen
k # h muss aus jeder Schicht mindestens eine Einheit ausgew&hlt werden), und

der erwartete quadratische Verlust ist gegeben durch

B[ N0 s = 5oy s

n(

Wiéhlen wir speziell die proportionale Aufteilung (unter Vernachlissigung der
Ganzzahligkeit von n(h))

so ist der quadratische Verlust gegeben durch

N

n

— ST N (R)syy (h):

Offensichtlich ist die zu der proportionalen Aufteilung gehorige risikoerzeugende

Matrix W* gegeben durch

N —n~

W = U,

n
d.h. der Statistiker stellt die Natur indifferent.
Die Maximin-Strategie ist aufgrund der symmetrischen Bedingungen von der
Gestalt
Syy (DU (1) 0
0 syy(2)U(2)

fiir einen Varianzvektor (sy, (1), 5y,(2))" € R% mit N(1)s,,(1) + N(2)syy(2) = 1.
(Da (U(h),U(h)) = N(h) — 1 fiir h = 1,2, ist obige Matrix in YVz,.) Wahlt die

Natur

. .
Syy(h) = N fir h=1,2,
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so gilt
FOOLN@) € angmingy w3V s = 5 lh)
. N(h) N(h
= argmlnn(1)+n(2):nzh: %( n((h)) - )

Somit ist W* Minimax-Strategie, V* = %U Maximin-Strategie, und der Wert
des Spiels betrégt % (Vgl. Beispiel 6.2.) Es verbleibt zu bemerken, dass das
Ergebnis nur von der Grofle der Schichten abhéingt, also nicht von den Parametern
k und h.



Kapitel 7
Der Quader als Parameterraum

Angenommen, wir kennen die Beschéftigtenzahlen von N Betrieben einer Bran-
che und interessieren uns fiir die Krankmeldungen an einem bestimmten Tag.
Dieses Beispiel fiihrt uns offensichtlich zu dem Parameterraum ©¢. Es list zu
vermuten, dass das Verhéltnis zwischen Krankmeldungen und Beschiftigtenzahl
von Betrieb zu Betrieb wenig schwankt, was den Einsatz von reprisentativen
Schétzern rechtfertigt.

Wie bereits in Kapitel 1 bemerkt, ist die Verwendung von reprisentativen
Strategien im Fall © = ©¢ nicht zwingend. Vielmehr lassen sich unter gewis-
sen Umstdnden mit nicht-repridsentativen Strategien kleinere Minimax-Risiken
erzeugen (siehe z.B. Gabler [6], Bsp. 1 auf S. 27). Aufgrund von Bemerkung 1.2
in Kapitel 1 werden wir uns trotzdem auf die Menge der représentativen Schétzer

beschranken.

7.1 Der Existenzsatz

Seien N,n € N mit N > n. Fiir Vektoren s, € RY definieren wir folgende

Ordnungsrelation auf RV :
s=<tfallss; <t; Vi=1,..., N,

bzw.
s <tfallss; <t VZZI,,N

Wir benutzen dieselbe Symbolik wie bei der Lowner-Halbordnung auf dem Raum
der symmetrischen Matrizen. Da Matrizen mit GroBbuchstaben gekennzeichnet

sind, sollten keine Missverstdndnisse entstehen.

94
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Sei z € RV ein Regressionsvektor,
Og={yeRY;0=<y <z}

der Parameterraum der Natur und ), die konvexe Hiille von {yy*y € O¢}.
Offensichtlich ist der Quader ©¢ die konvexe Hiille seiner 2V Ecken, die wir
mit ¢;, 1 = 1,...,2Y =: k, bezeichnen. Aufgrund der Konvexitit der MSE-
Verlustfunktion kénnen wir die Ecken als die Aktionsmenge der Natur auffassen,
d.h. die Natur mischt nur iiber die Ecken des Quaders O, denn fiir alle y € ©¢
existiert ein Wahrscheinlichkeitsvektor p € R* mit y = Zle pic; und

k
(y.2)5 <> mile,2)3 VzeRY,

i=1
Wir befinden uns also im klassischen Kontext der S-Spiele (vgl. Blackwell und
Girshick [3], S. 47). Eine Strategie der Natur entspricht einer Verteilung p auf
der Menge der Ecken bzw. einem Wahrscheinlichkeitsvektor p € R, und es gilt

k
MSE(p1, a,) = MSE(p, a,) = Y _ pi(c;, ay — 1)3.
i=1
Dabei nennen wir p eine Indifferenz-Strategie der Natur, falls fiir ein A € R gilt

min MSE(u,a,) =\ Vs € S(n).

a EAs

Eine Matrix W € A, bezeichnen wir als Indifferenzmatriz bzw. Indifferenz-
Strategie des Statistikers (bzgl. des Spiels (Vg, A;)), falls fiir ein A € R gilt

AWe, =X Vi=1,... k.

Die Existenz von Minimax-Strategien in S-Spielen ist geklirt (vgl. z.B. Ber-
ger [1], Satz 15 auf S. 206).

Satz 7.1 (Existenzsatz 2) Das lineare Spiel (Vq,Ay) ist losbar. Speziell exi-

stiert eine zuldssige Minimaz-Strategie.

Beweis: Sei
S:={seR:IWeA,: s =(C;,W) firj=1,...,k},

wobei
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Eine kleine Uberlegung zeigt, dass die Matrizen C; ein Erzeugendensystem von
Q bilden. Da sowohl W als auch C; positiv semidefinit sind, gilt mit Lemma A.1
(vgl. Anhang)

s~0 VselS.

Sei
Qo = {z € R;2 < al}

und

ap = inf{la e R;Q, NS # 0} > 0.

Die Menge S C R* ist offensichtlich konvex; da int(Q,,) NS = 0, existiert nach
dem Satz der trennenden Hyperebene ein £ € R¥ \ {0} und ein ¢ € R mit

(§,8)2 > ¢ Vs€S, (7.1)
(€,2)2 < ¢ Vz€Qa, (7.2)
c = sup (§ 2)2
2€Qay

Angenommen, es gilt nicht £ = 0. Dann existiert ein 7 € {1,...,k} mit § < 0.
Da fiir alle n € N

2" = —ne; € Qq

und

lim (gagn)Z = 00,
n—00 —

steht die obige Annahme im Widerspruch zur Trennungseigenschaft (7.1). Es gilt
also £ > 0, und mit
) i G
Z Zj fj

ist e RF ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Da

c= sup (§,2)2 = ({,02)2 = Oétoz‘;

2€Qa,

fire=1,...,k

ist

und wegen (7.2) folgt

bzw.
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Aufgrund der Definition von « existiert eine Folge (s") in S mit

. ny
nlgg) mzax{si } = ap.

Weiter existiert eine Folge (W") in A, mit
st =(C;, W") VneNVi=1,... k.
Nach Lemma 2.10 existiert eine Folge (W™) in A, mit
W= wm.

Da die Folgen ((C;, W™)),, fiir i = 1,..., k beschridnkt sind und die Matrizen C;
ein Erzeugendensystem bilden, existiert nach Bolzano-Weierstrass eine Teilfolge
(W™)penw und ein W € Q mit

lim W" = W.

neN

Wegen Lemma 2.11 existiert ein W* € A, mit
W= W*,

fiir das aufgrund der Definition von «q und der Monotonie von (Cj,.) (vgl. Pro-
position 2.1) gilt
ma‘X<Ci7 W*> = Qp

und somit

<Z viCi, W) < ag

)

fiir einen beliebigen Wahrscheinlichkeitsvektor v € R¥. Wir erhalten insgesamt

<Z I/Z'Oi, W*> S <Z ,uiCi, W*> S <Z /Lici, W> VZ, YW € Ax,

)

wobei

O G, W) = ay.

Die Maximin-Strategie ist gegeben durch p, W* ist Minimax-Strategie, und ag
der Wert des Spiels. Dass eine zuldssige Minimax-Strategie existiert, ergibt sich

aus Korollar 2.17. o
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Im Folgenden bezeichnen wir die Ecken des Quaders mit

L = E Ti€;,

1€K

wobei K C {1,..., N} und setzen

T ‘— E Z;.

icK
Speziell definieren wir
T; =Ty = Tig; firi=1,...,N.

Sei K¢ das Komplement von K C {1,..., N}.

Lemma 7.2 Fir jede reprasentative Strategie (p,{a,}) gilt

MSE(z ., (p,{a,})) = MSE(zx, (p, {a,}))-

Beweis: Da,
Lge =T — Ty,
ist
(Zxe,a—1)5 = (z— 2,0~ 1); = (2,0 — 1);
fiir alle reprisentativen Schiitzvektoren a € RV . o

Falls eine allgemeine Indifferenzmatrix in Diagonalgestalt existiert, erhalten

wir wie folgt eine Indifferenz-Strategie der Natur bzgl. (Vg, A,):

Lemma 7.3 Sei z € RY ein Regressionsvektor und Q = diag(q) € Qo eine

allgemeine Indifferenzmatriz bzgl. x. Dann ist die Verteilung p definiert durch

i1 .
w(z;) ::q—2 g~ firi=1,...,N, 0 sonst

eine Indifferenz-Strategie der Natur bzgl. (Vg, Az), und eine untere Schranke fir
den Spielwert ist gegeben durch
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Beweis: Sei s € S(n). Dann gilt

aI%IXSMSE(“’ a,) = aInEl;lls a; — 1) Zu (a, — 1)
1 1

= — min (g, —1)'dia a, —1) = —
5= i (o~ D'ding(@)a, -1 = 5=
J J
Ein Anwendung dieser Aussage finden wir im néchsten Abschnitt (siehe Bemer-
kung 7.6).

7.2 Der Fall Eins aus N

Im Fall Eins aus NV sind die représentativen Schitzvektoren festgelegt durch

1
Q{Z} ::L‘_QZ furZ:L,N,

)

und fiir einen beliebigen Auswahlplan p gilt
MSE(zy, (p, {a;3})) = sz Ty, f_- 1); = sz Ty, _. )2 — wx]?
- l_xK sz+xKsz

i€k it K
= ah+(1—2xg) Y pi VK C{L,...,N}.
icK
Bemerkung 7.4 Spielt der Statistiker die HH-Strategie, also pyy({i}) = x; fir
i=1,...,N, so gilt fir alle K C {1,...,N}
MSB(e s (b (—-e.})) = % + (1 = 2} = 21— ) <

i

1
47
d.h. eine obere Schranke fir den Spielwert ist gegeben durch %.

A.J. Scott und T.M.F. Smith bewiesen folgenden Satz (siehe Scott und Smith [19]
oder Gabler [6], Satz 1 auf S. 26):

Satz 7.5 (Scott und Smith) Sei z € RY ein Regressionsvektor; es eristiere
eine Teilmenge Ko C {1,..., N} mit

Dann ist die HH-Strategie (puu,{~e;}) eine Minimaz-Strategie bzgl. des Para-

meterraums O¢ und der Menge der reprdsentativen Strategien vom Umfang 1.
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Beweis: Sei xg, = % Dann ist

1€ Ky
i ¢ Ko

)

(£K07 .'E_QZ - l)g = { ° ],‘2 ’ o
(3 KO —

==

d.h. die reine Strategie x,, stellt den Statistiker indifferent, und es gilt

MSE(zy,, (prm. {%Qi})) - %'

)

Wegen Bemerkung 7.4 ist x,, Maximin-Strategie, (pg s, {xilgz}) Minimax-Strate-

gie, und der Wert des Spiels ist i. o
Bemerkung 7.6 Sei max{zy,...,zx} < 3. Dann ist die in (3.13) definierte
Matriz o _
1721:1;1
0
1 a2
zj(l—x;) 1-2z;
Zj ]172%-] 0
=y
L 1—2$N_

eine allgemeine Indifferenzmatriz. Aufgrund von Lemma 7.3 ist

1
1-2x;

p(z;) = e firi=1,...,N, 0 sonst

J 1-2x;

eine Indifferenz-Strategie der Natur, und mit Bemerkung 7.4 folgt fir den Spiel-
wert A (1)
> TR

i1 <

1 —
Zj 12z

| =

7.3 Der einfache Zwei-Schichten-Fall

Bei einer Inventur auf Stichprobenbasis werden in der Praxis Positionen mit hohen
vorldufigen Werten total erfasst, wihrend man Positionen mit niedrigen vorldufi-
gen Werten anhand einer Stichprobe abschiitzt. Wir untersuchen in diesem Ab-
schnitt fiir den einfachen Zwei-Schichten-Fall, wann dieses Vorgehen (verbunden
mit einer entsprechenden Schitzung) das Minimax-Prinzip erfiillt.

Sein =2, N > 2 und

z=(1,...,1,r) e RY
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fiir ein r > 1. (Wir verzichten hier auf die Normierung des Regressionsvektors.)
Als Parameterraum betrachten wir den Quader ©¢ = {y € R¥;0 <y < 2} und

gehen davon aus, dass der optimale Auswahlplan p* gegeben ist durch
p(s)=—— V¥s={i,N},i=1,...,N—1.

(Diese Annahme ist — wie wir sehen werden — fiir entsprechend grofies r erfiillt.)
Wegen der symmetrischen Bedingungen betrachten wir nur Schitzvektoren der
Form

a, = fPe;+aey Vs={i,N},i=1,...,.N—1.

Aufgrund der Reprisentativitit ist
0=(a,—D'z=B4+ar—(N—-1+r),

also

N-1+r-8 N-1-8
o= =1+

r r
Sei K C {1,...,N}und 2y = >«
Teilmengen K zu betrachten, die N nicht als Element enthalten. Sei also 0.B.d.A.
K C{l1,...,N —1}; dann ist

zje; € Og. Wegen Lemma 7.2 geniigt es,

JEK
und es gilt
1 N-1
MSE(z, (0" {a,}) = w7 2 (@ aun — 1)
=1
1 N-1
= N1 D @k agny)2 — 1K)
=1
1 N-1
= N1 > Bk (i) — K|
i=1
1
= v oUEls - K[ + (N =1~ |K|)|K|?]
1
= ﬁHKWQ —2|KP’8 + (N = 1)K,
wobei

O P
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Fiir eine fixierte Teilmenge K wird das Minimum offensichtlich angenommen in
6 =1K|, (7.3)

und fiir den resultierenden quadratischen Verlust gilt

N-1-|K|
— 1 K

MSE(zg, (0" {a.})) = —

Spielt der Statistiker die Schéatzvektoren a} gegeben durch
2

= —(N -1
/8 3( )7
so ist
MSE(zg, (p*, {a;})) = [é(N—l)IK|— 1|K|2]
X Lic P s N \K|:H11,?},{N71 9 3

4

= —(N-1)
27( ) Y

und das Maximum wird in den Ecken zy. angenommen mit

* * 2
K="= (N = 1). (7.4)
(Wir vernachlissigen das Ganzzahligkeitsproblem.) Spielt die Natur eine Gleich-

verteilung auf den Ecken

2
€= (e K C {1, N~ 1} |K| = S(N - 1)}, (75)
so ist der optimale Schétzer (unter der Voraussetzung, dass der Auswahlplan

durch p* festgelegt ist) aufgrund von (7.3) gegeben durch die Schitzvektoren

N—1-p8*
a; = 5*§i+(1+7ﬁ)§N

2 N -1
= g(N_1)§i+(1+

ey Vs={i,N},i=1,...,.N—1

Spielt der Statistiker andererseits die Strategie (p*, {a’}), so sind alle Ecken aus
& optimale Ecken (d.h. z)c € argmax o, MSE(y, (p*, {a;})) fiir alle K € £). Der
maximale Verlust der Strategie (p*, {a’}) ist gegeben durch

4 2
(N1 (7.6)

Weiter ist (p*,{af}) fiir entsprechend groBes r eine Minimax-Strategie: Sei u*
die Gleichverteilung auf £, M := 2(N — 1) und s = {i,j} mit i < j < N,
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Aufgrund der symmetrischen Bedingungen und der Représentativitét ist nur der
Schétzvektor

a, =€ + ¢,
von Interesse, wobei
 N—=1+r
o= 5 .

Es gilt

MSE(u*, ay) Zu i)z, 0, —1 Q_Z/J/ )2k, ag)2 — |K|]2

B <NJ\; 1) > @k a,)2 — MP?

— <N]\; 1) _1[<NA; 3>M2 +2<AZ\;:?> (y — M)*+ Gj:i) (2y — M)?|

1 2
= (N_1)(N_2)[(N—1—M)(N—2—M)M +

+2M (N —1—M)(y — M)* + M(M — 1)(2y — M)?].

Falls
2\/6 15N ?3 S (V-1),
ist
MSE(i",a,) > o (N ~ 1),

und (u*, (p*, {at})) ist ein Gleichgewicht des Spiels. Dabei verhilt sich die Schran-

ke 2V G(N_llé(]]y__;;_ziw_:}) (N —1) fiir grofie N wie 2‘/_ 3N ~ 0.1266 N. Zusammen-

fassend erhalten wir:

Satz 7.7 Sei N >n =2 und z = ( ,...,1,7“) € RY. Wir betrachten das Spiel
(Yo, Ay). Falls r > 2V 115]]5 323 (N — 1), ist (p*, {a}) definiert durch
“(s) ﬁ . Nes
s) = ,
b 0 : sonst

2 N -1
afiny = g(N —De; + (1+

ey firi=1,...,N —1

eine Minimaz-Strategie, eine Mazimin-Strategie ist gegeben durch die Gleichver-
teilung auf den Ecken € (vgl. (7.5)), und 5= (N — 1)? ist der Wert des Spiels.
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Im Folgenden verallgemeinern wir dieses Ergebnis fiir beliebige Stichproben-

umfinge: Sei N > n > 2 und

N-1\""
*(s) = Vs ={s5,N
vo=(02)) w-tan
wobei § C {1,...,N—1}, |§| = n—1. Aufgrund der symmetrischen Bedingungen
betrachten wir nur Schéitzvektoren der Gestalt
a,=B) e +oaey Vs={5N},
ics

wobei wegen der Reprisentativitit gilt

_r—i—N—l—(n—l)ﬂ_1+N—1—(n—1)ﬂ

r r '

Aus den Momenten der hypergeometrischen Verteilung ergibt sich fiir eine Ecke
T € Qg mit K C{1,...,N — 1} (vgl. Gabler [10])

MSE(zg, (p*, {a,})) =

N-1\""' N-1\""
= (n_1> S (@kapay - 13 = (n_1> SOIBIK N8| — | K
§C{1 =

R

- oo )|K|(< K|+ N — ) — 25— K6+ K]
_ (=) =-2)F-2n-1)(N-=2)B+(N-1((N—-2),
- (N=1)(N=2) K

(n = DN —n)p?
(N -1)(N -2)

K.

Fiir eine fixierte Teilmenge K wird das Minimum bzgl. S offensichtlich angenom-

men in

(V - 2)|K|
(n—2)|K|+ N —n’
und fiir den resultierenden quadratischen Verlust gilt

(N-—n)(N -1-|K]|)
(N—=1)((n—2)|K|+ N —n)

Bic =

MSE(zg, (0", {a,})) = |K]*

Spielt der Statistiker die Schitzvektoren a; gegeben durch

N—-2(N+2)n—5N+2+c¢(n,N)

B = T N =Dt e N)
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wobei

c(n,N) := /(N =2)(n—1)((n+7)N — 10n + 2),
so ist
K € argmaxycqy  v_13MSE(z, (p*, {a;}))
genau dann, wenn

(N+2)n—=5N+2+c¢(n,N)

K|\=M, =
K] 4(n —2)

(Wir vernachléssigen auch hier das Ganzzahligkeitsproblem.) Andererseits gilt fiir
alle Teilmengen K C {1,...,N — 1} mit |K| = M,

Fiir hinreichend grofies r ist (p*, {al}) eine Minimax-Strategie, eine Maximin-

Strategie ist gegeben durch die Gleichverteilung p* auf der Menge der Ecken
En i ={z; K CA{l,...,N — 1}, |K| = M,},
und

A = MSE(e, (0, {a)))
o (N—m(N—1-M,)
"(N—=1)((n—2)M, + N —n)
3Nn(N —1) —3(N +n?)(N —2) — (N —n)e(n, N) — 6n
16(N — 1)(n = 2°((N = 2)(n —1) + ¢(n, )
X((N +2)n— 5N + 2+ ¢(n, N))?

ist der Spielwert:
Sei s € S(n), N ¢ s. Aufgrund der symmetrischen Bedingungen und der

Représentativitéit ist nur der Schéitzvektor
a, =Y €
JEs

von Interesse, wobei
N—-1+r
- .

Tn =



106 KAPITEL 7. DER QUADER ALS PARAMETERRAUM

I
/\
\/

H

?

|

)

I

5
N

R <>< Yo

(N —1+7)?
= M,[(M,(n—1)+N-n-1 —2(14+ ——)+ M,
(Ma(n 1)+ N == 1) =g = 21+ ) + Ml
Falls r so gewéhlt wird, dass
(N—1+7r)?

—2(1 4 ———) + M, > A,

M,[(M,(n—1)+ N —n—1) N1

(N =1)(N—-2)n
ist (p*, (p*, {a})) ein Gleichgewicht des Spiels.
Bemerkung 7.8 Es ist auffdllig, dass das Gewicht 5* als auch die Maximin-

Strategie nicht von r abhingen — im Gegensatz zum Ellipsen-Fall (vgl. Satz 5.5)

— sondern nur von n und N.

7.4 Starke Reprasentativitit im Schichtungsfall

Sei He N, z = (z(1),...,2(1),...,z(H),...,z(H))" € RY mit z(h) > 0, O¢g =
{y e RV;0 <y = g} und N(h) := {z;;2; = x(h)}] fir h = 1,...,H. Wir
betrachten das Spiel (Y, Ax), wobei die Regressionsmatrix X gegeben ist durch

vy Onay - Owq

0 1 0
x| e e Ove

QN(H) e e lN(H)

Wir fordern also, dass die Strategien des Statistikers reprisentativ sind bzgl. X.
(Offensichtlich ist Ay C A,.) Weiter sei ™ € N fiir b =1,..., H und

N _ DN E)(k) N](V,ﬁ)'“ll.

n
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Unter diesen Bedingungen lé&sst sich die Minimax-Strategie konkret ange-
ben: Aufgrund der symmetrischen Bedingungen und der Reprisentativitit der

Schitzer bzgl. X ist die Minimax-Strategie von der Gestalt
> N(h)g,(h)
h

bzgl. einer zufilligen Aufteilung n(.) (vgl. Abschnitt 6.1), und der erwartete qua-
dratische Verlust ist gegeben durch

B30 N = gy ()] = 2 s (DN (0Bl = )
Mit
€ o= {y € Ogs fizy = 0} = . iy = ()} = ) fie h =1, 1)
ist ) .
C= argmaxgequ[zh: N(h)Z(% - W)Syy(h)]
(falls die Zufallsvariablen n(h) # N(h) fir h =1,..., H), und es gilt
sall) = 7y ) Ve

fir h =1,..., H. Der erwartete quadratische Verlust bzgl. einer Ecke y € C' und

einer Aufteilung n ist gegeben durch

1 | )
_Z 1w~ vt

und das Minimum wird angenommen in n* definiert durch

N(h)a(h)\/ 55>
n*(h) :=n M fir h=1,...,H.

S N (k) (k) wgiy
Aufgrund von (7.7) ist n*(h) < N(h) fir h = 1,..., H. Eine Maximin-Strategie
ist gegeben durch die Gleichverteilung auf C'; und die Schichtungsstrategie bzgl.

der Aufteilung n* ist Minimax-Strategie.

Im Spiel (Vg, A,) ist die Minimax-Strategie im Allgemeinen keine Schich-

tungsstrategie. Andererseits zeigte Stenger [23], dass die Schichtungsstrategie
bzgl. der Aufteilung n definiert durch

a(h) = n(h)

2k N(K)z (k)

in einem asymptotischen Sinn minimax ist.

firh=1,....H



Kapitel 8

Der Fall Zweil aus Drei fiir den
Quader

Sei N = 3 und n = 2. Wie in Kapitel 4 fiir das Ellipsoid wollen wir in diesem
Kapitel fiir den Quader bei vorgegebenem Regressionsvektor z € R® Minimax-
Strategien berechnen. In Abschnitt 8.4 stellen wir einen Zusammenhang zwischen
dem Quader und dem Ellipsoid her.

Der Quader ©¢ = {y € R*;0 < y < 2} besitzt die 8 Ecken

Q; L, Ly, Ty, I3, (.Z'l,l'g,())t, (l‘l,o,l'g)t, (0,[1}2,.’1}3)t

mit x, = w;e; fiir « = 1,2,3. Aufgrund von Lemma 7.2 ist es eine dominante
Strategie der Natur, nur {iber die 3 Ecken z,,z,,2; zu mischen. Eine Strategie

der Natur entspricht somit einem Wahrscheinlichkeitsvektor u € R3.

8.1 Indifferenz-Strategien der Natur

Um den Statistiker indifferent bzgl. der Stichproben s € S(2) zu stellen, sucht

die Natur einen Wahrscheinlichkeitsvektor u € R?, so dass

minZui(gi,g—l)g =\ VseS(2)

a€As

fir ein A > 0. Eine Indifferenz-Strategie p der Natur existiert also genau dann,

wenn das Gleichungssystem
Z/’LZ = ]-7
i

108



8.1. INDIFFERENZ-STRATEGIEN DER NATUR 109

acAs

minz,ui(gi,g —1)5=X VseS(2)
16sbar ist mit p; > 0 fiir ein A > 0.

Bemerkung 8.1 Seia >0 und b,c € R. Mit f(a) := aa® — 2ba + ¢ ist

b ac — b?

min f(e) = f(~) =

a

Betrachten wir die Stichprobe s = {1,2}. Sei a € Ay 2y und
(ﬂ)aa _1)t =a—1

Aufgrund der Reprisentativitit ist

also
Z /‘i(%‘a (57 a, _l)t)% = ,U/Ix%BQ + MZx%QQ + ,U3ZL'§
i

= (w3 — T90); + w50’ + 3

= (m + po)r50” = 2maswsa + (p + ps)as,

und mit Bemerkung 8.1 folgt

2,2 229
min ZM(L’& 12 = (11 + p2) (1 + M3)x23;"3 H1ZoL3
a€dq 2 (1 + po) s
+ pps +
1 2 1#1#:3 M2M3x§, (8.1)
wobei das Minimum angenommen wird in
ot — H1T3
W21 — )y
Fiir s = {1, 3} ergibt sich mit
(57_17a) :Q_l
fiir a € Ay 3y entsprechend:
To9 — T3

p=2200

X1

. b+ s+ f2fts o
min g (z.,a—1)% = 5,
a€A; 33 Hi (_l a _)2 1 — ps 2

1
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wobei das Minimum angenommen wird in

* H1T2
« = 8.2
{1,3} (1 _ M2)x3 ( )
Ebenso erhalten wir fiir s = {2, 3} mit
(_175705) =a—1
fir ac A{273}§
T — T3t
f=——
4]
. Mifbe + pa s + fafts o
min z;,a—1 x1,
QEA{Q,S} zl:/“[/Z( ) 1 _ ,UJl 1
wobei das Minimum angenommen wird in
* H2Z1
o = 8.3
{2,3} (1 _ ///1)51:3 ( )

Mit
K = paps + paps + pops

erhalten wir das Gleichungssystem

ZMZL
i

K 2

L A firi=1,2,3.

1 - i
Speziell ist

KZ:):? = )\Z(l — i) = 2,
also % )
und somit Z )
a: — a:
pi = —=——— firi=1,2,3.
i i

Da x; # 0, ist p; < 1 fiir ¢ = 1,2, 3, und wir erhalten folgenden Satz:

Satz 8.2 Seix € R? ein Regressionsvektor. Fine Indifferenz-Strategie der Natur

existiert genau dann, wenn
> al—2a5 >0, (8.4)
J

wobei x := max{xy,Ts,T3}.
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Bemerkung 8.3 Die Existenz-Bedingung fir Indifferenz-Strategien der Natur
ist fiir den Quader schérfer ist als fir das Ellipsoid (vgl. Satz 4.2). Dies zeigt auch
folgende Uberlequng: Sei (8.4) erfiillt, u* eine Indifferenz-Strategie der Natur bzgl.
(Yo, As) und d € R® definiert durch

Dann st

Vi = =———diag(d) € Yy

1
Zuzzll

eine Indifferenzmatriz der Natur bzgl. (Vu, A.) fir eine beliebige Matriz U € Qy
mit Kern(U) = span|z]. Allgemein gilt im Fall N = 3

Q = {dmg S QO,Z_ = 1} (85)

Betrachten wir den Regressionsvektor z = (k,k,h), soist (8.4) genau dann
erfillt, wenn 1 — ‘/_ <k< —, wobet 0.29 < 1 — ‘/5. Im Ellipsen-Full existiert eine
Indifferenzmatriz der Natur genau dann, wenn Z <k< % (vgl. Satz 4.2).

Unter der Bedingung (8.4) ist

22 222 4 2202 4 222) — 5 pd
A= (patia + gt + iops) 2555 = (x1x2+x1x3+x§$3) 2iT(g)
2 2>

eine untere Schranke fiir den Spielwert, die optimalen Schétzvektoren des Stati-

stikers sind gegeben durch

Q’fl,g} = (&2, &1, —1)t +1, Q?Lg} = (&, —1afl)t +1, Q?g,g} = (—1;f3afz)t +1,
wobei
>, w5 = 2}
2 Hj iL'j
und sie stimmen mit den optimalen Schitzvektoren im Ellipsen-Fall iberein
(vgl. (4.10)).

gi = fllI' 1= 1, 2,3,

8.2 Konstruktion eines Auswahlplans

Wir gehen davon aus, dass (8.4) fiir den Regressionsvektor x erfiillt ist; es existiert

also eine Indifferenz-Strategie y der Natur. Falls ein Auswahlplan p existiert mit

Zp Lis s—l)%:)\ Vi:172737
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ist 1 eine Maximin-Strategie, (p, {a;}) eine Minimax-Strategie, und der Wert des
Spiels ist gegeben durch (8.6) (vgl. Satz 3.7 fiir das Ellipsoid). Dabei existiert ein

solcher Auswahlplan genau dann, wenn das Gleichungssystem
p(1) +&p(2) +&Ep(3) = 5,
&Ep(1) +p(2) +&p(3) = 3, (8.7)

&Ep(1) +&p(2) +p(3) = —
16sbar ist mit p(i) > 0 fiir alle i = 1,2,3, und der Auswahlplan p ist gegeben
durch

p({1,2,3}\ {i}) :==p(i) fiiri=1,2,3.
(Fiir jede Losung von (8.7) gilt > . p(i) = 1.)

Beispiel 8.4 Sei z = %l. Dann st
1 1
gl:i’ szg fUTZ:1,2,3

und A = %. Das lineare Gleichungssystem (8.7) ist gegeben durch

1 1
12+ (i) =5 firi=1,2,3
JF
und wird offensichtlich gelést durch

pli)==> Vi=1,23.

Die Gewichte ay; fiiri € s der Schdtzvektoren o), sind alle gleich % Eine Mazimin-
Strategie ist also gegeben durch p = %l, die Minimazx-Strategie ist die Standard-
strategie, und der Wert des Spiels ist A\ = 1—18.
Definieren wir den affin-linearen Schdtzer t* durch
. 1
t*(s,y) == lzes:yz + 6 Vs € S(2),Vy € Oq,
so gilt

1
MSE ) = —
Imax SE(y, (po,t")) R

wobei py die einfache Zufallsauswahl bezeichnet. Tatsdchlich ist (py, t*) eine Mini-

max-Strategie bzgl. der Strategien-Menge
{(p,t);t ist affin-linearer Schdtzer, Z |s|p(s) = 2}.

Die allgemeinere Aussage findet man in Gabler [6], Satz 5 auf Seite 41.
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8.3 Der Zwei-Schichten-Fall

Sei 1 = x9 := k, 3 = 1 — 2k =: h. Nach (8.4) existiert eine Indifferenz-Strategie

der Natur genau dann, wenn

V2

1-—<k<
5 =

1

5

Wir gehen davon aus, dass k£ der obigen Bedingung geniigt. Die optimalen Schitz-
vektoren bzgl. der Indifferenz-Strategie berechnen sich mittels (vgl. Abschnitt 8.1)

k-1

1
§I—§Q—ﬁ_17 53—W L,

und der potentielle Spielwert ist gegeben durch (vgl. (8.6))

\_ LR2(AR = 1?)  1(1 - 2k)(4k — 1)
2 2624+ h2 2 6k2—4dk+1

Das lineare Gleichungssystem (8.7) wird geldst durch

k2h? K2(1 — 2k)?
p(1) =p(2) (@2 1) 2R+ 12) O (ak — 1)(62 — 4k + 1)
und
3) = 8k — 4kZh? — h'  —24k" + 48K® — 28k% + 8k — 1
PO =2 —my 2k + h2) (k- 1)(6k% — 4k + 1)

Offensichtlich ist p(1) = p(2) > 0 fir 1 — g < k < 3. Allerdings ist p(3) fiir
ko< 24+ 13— 1/343V3 negativ. (Es gilt 1 — ¥2 < 0.2929 < 0.3115 <
% + %\/_ — %\/ 3 4+ 3v/3.) Also besteht auch im Quader-Fall das Problem, dass zu
vorgegebener Indifferenz-Strategie der Natur im Allgemeinen kein Auswahlplan
existiert, der das Gleichungssystem (8.7) 16st. Wie soll der Statistiker vorgehen,
wenn p(3) negativ ist? Aufgrund der Représentativitit und der symmetrischen

Bedingungen definieren wir

und
€1,0) = (-1, _k’w‘, o), £2,0) = (" _kho‘, 1,0),

Um die Natur indifferent zu stellen, suchen wir ein @ € R und ein A € R, mit

N | =

2
> (e, E(i, )5 = fir j =1,2,3.
=1
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Wir erhalten das Gleichungssystem

2N = 2k%—2kha + h%a?,
2\ = 2h%a%

Durch Gleichsetzen ergibt sich

—%(1 +/3);
wir wihlen
a= %(\/3 —1)=a"
und erhalten
A =Ek2(V3—-1)2%

(Die Wahl v = —£(y/3 4+ 1) fithrt zu A_ = k*(V3+1)? > )\

Es verbleibt zu zeigen, dass eine Strategie y der Natur existiert mit

Z/uz L ]7 2_(11161}4112/% L a 2_)‘ fur]_12 (88)

und
7 y 4 )\7 .
iy a0 5> 5

wobei (vgl. Definition 1.3)
Aj = A{Lg,g}\{j} fiir ] = 1, 2, 3.
Aufgrund der symmetrischen Bedingungen setzen wir

pa = pro, p3 =1 —2p.
Wegen (8.2), (8.3) und (8.8) muss gelten
ot = :U’lk
(1= p)h’

also
1 2

= =1 —, = —

H1 = M2 /3 H3 /3

(Die Bedingung >, 11;(£(j, o), z;)3 = A fiir j = 1,2 ist trivialerweise erfiillt.)
Weiter gilt (vgl. (8.1))

— 1.

2 3—1
S e - L)y = Mk V3-1.,
1—/L3 2
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Somit ist (8.9) genau dann erfiillt, wenn

1 1 1/
k€]0;§+8\/__8 3+3\/§]

Zusammenfassung Im Fall £ € [% + é\/g — é\/3 + 3\/3, %[ ist die Minimax-
Strategie festgelegt durch

k2(1 — 2k)?
(1) =p*(2) =3
) =) = T e )
1 1 4k — 1 1 4k -1 1

*

* _ t * _ t _ t
afy 9y = (ﬂa ﬂ,o) » Qf13) = (27162707 ﬁ) , aazy = (0, TR ﬁ) :
Obwohl fiir £ € [1 — g,% + %\/3 — %\/3 + 3\/3[ eine Indifferenz-Strategie der

Natur existiert, ist diese keine Maximin-Strategie.
Fiir £ €]0, % + é\/_ — é\/ 3 + 3v/3] ist die Minimax-Strategie gegeben durch

3k 3k 1
. 1-(B-V3)k, . 1—(3—-V3)k
af 33 = (3 - \/5707 ( h ) )ta Ao 3} = (073 - \/57 ( h ) )t
Die Maximin-Strategie ist gegeben durch
1
= ——(V3-1,V3-1,2—-V3),
Iz ﬁ( )
und das Spiel hat den Wert
A =kH(V3 - 1)%
8.4 Der dullere Zylinder
Sei z € R? ein Regressionsvektor und U € Q mit
Uxr=0 (8.10)
und
2Uz, =1 Vi=1,2,3. (8.11)

Durch (8.10) und (8.11) ist die Matrix U eindeutig festgelegt, und es gilt

1 1 1
:n% 2x1T2 2xr1x3
I N | 1 1
U - 2x1T2 CIJ% 2x21x3
__1 __1 1
2r1T3 2x213 :L’é
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Offensichtlich ist U positiv semidefinit, Kern(U) = span|z], und Oy ist der klein-
ste Zylinder entlang der Geraden L, := {fz; 8 € R}, der O enthélt. Wir werden
im Folgenden die Spiele (Vy, A;) und (YVg, A;) vergleichen. Dazu bezeichnen wir
mit

(V" Wi Av)

eine Losung des Spiels (Vy, A,) und mit
(H*a Wg)? )‘Q)

eine Losung des Spiels (Vg, A.).
Aufgrund von Satz 4.4 ist W5 = A\yU. Da z, € Oy fiir i = 1, 2, 3, ist W} eine
Indifferenzmatrix des Statistikers beziiglich des Spiels (Vg, A;), und es gilt

)‘Q < )\U-

Diese Ungleichung folgt auch aus Yo C Vi (vgl. (8.5)).

Bemerkung 8.5 Da u;; = —#xj < 0 fiiri # 7, gilt aufgrund von Bemerkung 4.6
)\Q S )\U S 2£U1£U2333.

Ist andererseits W, = A\QU, so ist W eine Minimax-Strategie des Spiels Vv, Az),
und es gilt
)\Q == )‘U-

Als eine Konsequenz aus (8.10) und (8.11) ist jede Indifferenzmatrix des Stati-
stikers bzgl. Vg ein Vielfaches von U. Somit ist das Gleichungssystem (8.7) aus
Abschnitt 8.2 dquivalent zu

p(i) = m(@ + Au(i)) firi=1,2,3,
wobei
u(i) = BT firi=1,2,3
und )
\ 1= m

2 6122(22363
(vgl. Abschnitt 4.5, (4.18)). Im Fall der Losbarkeit mit p(i) > 0 ist die dadurch
definierte Strategie eine Minimax-Strategie beider Spiele (unter der Vorausset-
zung, dass ), x7 — 2x5 > 0). Betrachten wir den Zwei-Schichten-Fall mit den
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iiblichen Bezeichnungen, so folgt aus den Berechnungen des letzten Abschnitts

fiir k €]0, 5 + §v/3 — §V3 +3V3]:
W* =k (V3 - 1)U

ist Minimax-Strategie des Spiels (Y, A;) und somit von beiden Spielen.



Kapitel 9
Zusammenfassung

Dieses Kapitel fasst die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zusammen.
Gegeben sei eine Gesamtheit bestehend aus den Einheiten 1,..., N, wobei
jeder Einheit ein uns nicht bekannter Wert y; € R, ¢ = 1,..., N eines interessie-

renden Merkmales zugeordnet ist. Wir interessieren uns fiir die Merkmalsumme
Y= Z Yi-
i

Um y zu schétzen wihlen wir eine Stichprobe

s={in,....in} C{1,...,N}

vom Umfang n zufillig aus und verwenden eine lineare Funktion
E AsiYi
1ES

der beobachteten Merkmalswerte y;, ¢ € s, als Schitzwert. Mit

Y= (y1,...,yn) €RY

und
o t N
a, = (ag1,...,a5y)" € RY,
wobei ag; ;=0 fiir i ¢ s, gilt
ot
E asili = 0y = (ag,Y)2-
1ES
Wie wir auswihlen und wie wir schitzen wird stark von unseren a-priori-Informa-

tionen abhingen. Oftmals kennt man die Werte eines oder mehrerer Hilfsmerk-

male, die die Menge der a-priori méglichen Parameter eingrenzen.

118
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Der Quader Angenommen, wir kennen die Beschéftigtenzahlen von N Betrieben
einer Branche und interessieren uns fiir die Krankmeldungen an einem bestimm-
ten Tag. Bezeichnen wir mit x; die Beschiftigtenzahl des i-ten Betriebs und mit

y; die Krankmeldungen im i-ten Betrieb, dann gilt fiir den Parameter y € RY
Den resultierenden Parameterraum bezeichnen wir mit ©, also

@Q;:{QGRN;OSyigxi Vi=1,...,N}.

Das Ellipsoid Angenommen, man interessiert sich fiir den Jahresumsatz y von
N Betrieben einer Branche und kennt deren Mitarbeiterzahlen. Sei z; die Anzahl
der Mitarbeiter des i-ten Betriebs und z = (z1,...,zy5)" € RY. Es lisst sich

vermuten, dass fiir den Parameter y in etwa gilt

y=pz

fiir ein (unbekanntes) f € R. Allgemeiner gehen wir von der folgenden Situation
aus: Sei X eine N x K-Matrix mit vollem Spaltenrang (eine Regressionsmatrix).

Wir nehmen an, dass der Parameter y in der Néhe der Unterraums
Bild(X) = {Xj;8 € R*}

liegt. Der Begriff der Ndhe wird modelliert durch eine symmetrische positiv se-
midefinite Matrix U vom Rang N — K mit UX = 0: y liegt in der Nihe von
Bild(X), falls y*Uy klein ist. Den resultierenden Parameterraum bezeichnen wir
mit Oy, also

Oy :={y € ]RN;gtUg < 1}.

Ein Beispiel Sei z € RY ein Regressionsvektor und U = diag™"(z) — 1 1*. Dann

ist
N ”i
U {Q ;l'x(l“z y) <1}

In diesem Fall bezeichnet man ©; als HH-Raum.

Die Stichprobe s wird mittels eines Auswahlplans p ermittelt, und eine Stra-

tegie des Statistikers ist gegeben durch einen Auswahlplan p und einer Menge
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{a,;p(s) > 0} von Schitzvektoren. Das Risiko einer Strategie (p, {a,}) bzgl. eines
Parameters y € RY ist gegeben durch den quadratischen Verlust (MSE):

MSE(y, (0, {a,})) = > »(s)(y'a, —9)* =D v(s)(y,a, — 1)j

wobei tr den Spuroperator bezeichnet. Offensichtlich sind
ggta ZP(S)(QS - l)(gs o l)t
S
symmetrische positiv semidefinite N x N-Matrizen. Dabei ist

sup MSE(y, (p, {a,}))

QE@U

genau dann endlich, wenn die Schéitzvektoren reprisentativ sind, d.h.
X'(a, ~1)=0 Vs:p(s) > 0.

In diesem Fall nennen wir > _p(s)(a, — 1)(a, — 1)" eine risikoerzeugende Matrix,

und wir bezeichnen mit

Ax

die Menge aller risikoerzeugenden Matrizen.

Bemerkung Die Schitzung mittels einer reprisentativen Strategie ist fiir alle
Parameter aus Bild(X) exakt, d.h. das Risiko ist Null. Unter der Annahme, dass
der Parameter in der Nihe des Unterraums Bild(X) liegt, ist die Verwendung von
reprasentativen Strategien naheliegend.

Fiir einen Parameterraum O sei ) die konvexe Hiille aller y gt mit y € O.
Falls © = Oy bzw. © = O, schreiben wir Vi bzw. Vg fiir den Strategienraum
der Natur. Bezeichnen wir mit @ den Vektorraum aller symmetrischen N x N-
Matrizen und mit Qy C Q die Menge aller positiv semidefiniten Matrizen, so
gilt

Y, Ax ©Qy C Q.

Durch
(Q1,Q2) =1tr(Q:1Q2) VQ:1,Q, € Q
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ist ein Skalarprodukt auf Q definiert, und (Q, (., .)) ist ein Hilbertraum. Das
Auswertungsproblem l&sst sich als lineares Spiel auffassen: ) ist der Strategien-
raum der Natur und Ay der Strategienraum des Statistikers. Die Natur wéhlt
eine Matrix V' € Y und der Statistiker eine Matrix W € Ax. Der Verlust des
Statistikers (bzw. der Gewinn der Natur) ist gegeben durch tr(VW) = (V, ).
Wenn eine Maximin-Strategie V* und eine Minimax-Strategie W* existiert, heift

das Spiel (), Ax) losbar, und wir bezeichnen mit
Ve, we)

den Wert des Spiels. Das Tupel (V*, W*) nennen wir ein Gleichgewicht.

Nach Satz 3.1 bzw. Satz 7.1 besitzt das Spiel (Y, Ax) bzw. (Yo, As) ein
Gleichgewicht (V*, W*); speziell existiert in beiden Fillen eine zuldssige Minimax-
Strategie. Dabei haben wir in Beispiel 1.8, Beispiel 3.11 und Beispiel 6.8 gesehen,
dass sich die Minimax-Strategie i. A. nicht eindeutig in einen Auswahlplan p* und
einen Schétzer t* zerlegen ldsst. Dabei zeigt Beispiel 6.8, dass man p* sogar so

wéahlen kann, dass gewisse Einheiten nicht beriicksichtigt werden.

Das Indifferenz-Prinzip Im Allgemeinen existiert keine Strategie V* € Yy mit
(V' W)=\ VYW e Ax

fiir ein A € R. Allerdings existiert unter gewissen Umsténden (in Abhingigkeit
von X und n) eine Matrix V* € Yy mit

min (V*, (¢, — 1)(a, —1)") =X Vs € S(n).

a,EAs
In diesem Fall nennen wir V* eine Indifferenz-Strategie der Natur. Seien
a. € argmingseAs<V*, (a, — 1)(a, — 1)") Vs e S(n).
Falls ein Auswahlplan p* existiert mit

W* = Zp*(s)(gz —1)(af —1)" = pU,

ist p = A der Wert des Spiels und (V*, W*) ein Gleichgewicht (vgl. Satz 3.7).

Im Verlauf dieser Arbeit hat sich herausgestellt, dass das Indifferenz-Prinzip
fiir die Losung des Spiels (Vy, Ax) sehr hilfreich ist. Es stellen sich folgende

Fragen:



122 KAPITEL 9. ZUSAMMENFASSUNG

(i) Unter welchen Umstéinden existieren Indifferenz-Strategien?

(ii) Konnen reine Strategien Indifferenz-Strategien sein?
(iii) Sind Minimax- bzw. Maximin-Strategien immer Indifferenz-Strategien?
(iv) Existieren Indifferenz-Strategien mit unterschiedlichem Risiko?

ad (i): In Abschnitt 3.1 haben wir gesehen, dass die Existenz von Indifferenz-
Strategien der Natur unabhiingig ist von der Matrix U. (Dass die Existenz vom
Stichprobenumfang n abhéngt, zeigt uns Beispiel 4.8). Dies gilt nicht fiir den
Statistiker: Eine risikoerzeugende Matrix ist genau dann eine Indifferenz-Strategie
des Statistikers, wenn sie ein Vielfaches von U ist (vgl. Lemma 3.12). Beispiel 3.16
zeigt, dass der Statistiker je nach Wahl von U kein Vielfaches von U spielen kann,
er besitzt also im Allgemeinen keine Indifferenz-Strategie (vgl. Skizze 2.21: Die
Gerade cU, ¢ € R, schneidet Ay nicht).

ad (ii): Fiir eine reine Strategie (a, — 1)(a, — 1), a, € Ay, des Statistikers gilt

dim(Kern((a, — 1)(a, — 1)")) = N — 1.

Falls dim(Kern(U)) = dim(Bild(X)) = K < N — 1, ist keine reine Strategie des
Statistikers eine Indifferenz-Strategie.

Eine reine Strategie y*(y*)", y* € Oy, der Natur kann eine Indifferenz-Strate-
gie sein, wie wir in Abschnitt 3.5 (der HH-Raum mit max{z1,...,zy} = %) und

Beispiel 6.8 gesehen haben.

ad (iii): Dies gilt weder fiir den Statistiker noch fiir die Natur: Im Fall Eins
aus N mit max{z,...,xy} > % ist fir den HH-Raum die Minimax-Strategie
W* gegeben durch die bewusste Auswahl der Einheit mit dem grofiten z-Wert,
obwohl die HH-Strategie eine Indifferenz-Strategie ist, und es gilt W* # AU (vgl.
Satz 3.15 und Skizze 2.21: Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet .ZX, aber nicht den
Rand A(Ax)). Im Fall Zwei aus Drei ist jede Minimax-Strategie eine Indifferenz-
Strategie des Statistikers, also ein Vielfaches von U (vgl. Satz 4.4 und Skizze 2.21:
Die Gerade cU, ¢ € R, schneidet den Rand A(Ay)). Falls z = (k, k, h) und der

Parameterraum durch den HH-Raum gegeben ist, ist die Maximin-Strategie fiir

k E]i; ‘/54’1[ keine Indifferenz-Strategie der Natur, obwohl eine solche existiert

(siehe Zusammenfassung in Abschnitt 4.6).

ad (iv): Ja, wie uns Beispiel 5.2 fiir die Natur zeigt, und was fiir den Statistiker

z.B. aus dem Beweis von Lemma 4.5 folgt.
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Fiir den HH-Raum ist das Spiel (Y, Ax) fiir folgende Fille gelost:
e n=1und N, z € RY beliebig: Satz 3.13 und Satz 3.15.
e n=2, N=3und z € R® in einer Umgebung von 31 € R*: Kapitel 4.

e n =2 und N = 3, falls zwei Komponenten des Regressionsvektors z € R3

gleich sind: Zusammenfassung in Abschnitt 4.6.

e n = 2, N beliebig und z = (k,...,k,h,h) € RY fiir groBe k-Werte: Bei-
spiel 5.4.

e n =2, N beliebigund z = (k,...,k,h) € RV fiir kleine k-Werte: Satz 5.5.

Falls die Regressionsmatrix eine Blockmatrix ist, haben wir das Spiel fiir den
Parameterraum "
O.={y € RY; Zahsyy(h) =1}
h=1
untersucht, wobei a € R einen Wahrscheinlichkeitsvektor mit positiven Kom-
ponenten bezeichnet. In diesem Fall ist die Minimax-Strategie eine Schichtungs-
strategie (vgl. Satz 6.1), und die optimale Aufteilung lisst sich mittels des Wahr-
scheinlichkeitsvektors a und der Gréfe N(h), h = 1,...,H, der H Schichten
abschétzen (vgl. Satz 6.5).

Fiir den Quader ©¢ wurden folgende Fille behandelt:

e n =1, N beliebig und zx, = % fiir ein Ky C {1,...,N}: Satz 7.5 (Scott
und Smith).

e n=2,N=3und z € R® in einer Umgebung von 31 € R*: Kapitel 8.

e n =2 und N = 3, falls zwei Komponenten des Regressionsvektors z € R3

gleich sind: Zusammenfassung in Abschnitt 8.3.
e n, N beliebig und z = (1,...,1,r) € RY fiir grole r-Werte: Abschnitt 7.3.

Unter der Voraussetzung, dass der Regressionsvektor die Gesamtheit in H < n
Schichten zerlegt, und wir nur ”stark représentativ’ schitzen, wurde in Ab-
schnitt 7.4 gezeigt, dass die Minimax-Strategie eine Schichtungsstrategie ist und

die optimale Aufteilung berechnet.



Anhang A

Die Lemmata A.1, A.3, A.5 und Korollar A.2 sind in &hnlicher Form bei Stenger,
Gabler und Schmidt [27] zu finden.

Lemma A.1 Seien P,Q € Qy. Dann gilt
tr(PQ) > 0,
und folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) tr(PQ) = 0. (i1) Bild(Q) C Kern(P) (iii) Bild(P) C Kern(Q).

Beweis: Da @) positiv semidefinit ist, existiert eine Orthogonal-Basis von Eigen-

vektoren (z!,...,2") beziiglich der Eigenwerte 0 < \; < --- < Ay mit

N
Q=) Nz'(z)
=1

Es gilt
N N
tr(PQ) = ) _ Nitre(Pz'(2')") = ) A\ (2)'P2' >0,

und der erste Teil des Lemmas ist bewiesen.
Sei dim(Kern(Q)) = M, also @ = Y17 1, \iz(2%)" und
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Somit ist
tr(PQ) =0
& ()'Pz =0 firi=M+1,...,N
< Bild(Q) C Kern(P),
da Bild(Q) = span[zM*! ... 2"], und wir erhalten (i) < (ii). Aus Symmetrie-
griinden gilt (i) < (iii). o

Korollar A.2 Seien U,Q € Qy\{0} mit Kern(U) C Kern(Q). Dann ist
tr(UQ) > 0.

Beweis: Da @ € Qy\{0}, existiert ein Eigenvektor z ¢ Kern(Q) von @ mit z €
Bild(Q). Wegen Kern(U) C Kern(Q) gilt z ¢ Kern(U), also Bild(Q) € Kern(U).
Mit Lemma A.1 folgt die Behauptung. o

Lemma A.3 Secien U,Q € Qg und Kern(U) C Kern(Q). Dann ezistiert ein
a >0 mit
alU = Q.

Beweis: Falls Q = 0, ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei @ € Q\{0},
Am = min{y'Uy; y € Bild(U), [yl =1} > 0
der kleinste von Null verschiedene Eigenwert von U,
ay = ‘Iyr|12ale thg >0

und

Dann ist
gtaUg = agtUg > al\, = ay > thg
fiir alle y € Bild(U) mit |y|, = 1, also wegen Kern(U) C Kern(Q)

gtaUg > thg Vy € RN .
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Lemma A.4 Sei X eine N x K-Matriz, wobei 1 < K < N, und U € Qy mit
Kern(U) = Bild(X). Dann gilt

Kern(X") = Bild(U).

Beweis:
72" Sei u € Bild(U), also u = Uz fiir ein z € RY. Dann ist

Xy =X'"Uz =0,

also u € Kern(X").
7C”: Sei andererseits u € Kern(X?), also Xu = 0. Da Kern(U) = Bild(X)
und U positiv semidefinit ist, existieren Eigenvektoren u', ..., u" von U bzgl. der

Eigenwerte 0 < Ay <, ..., < Ay mit

M
= E a;u’
=1

fiir gewisse a; € R, 1 =1,..., M. Sei

Dann ist

also u € Bild(U). o

Lemma A.5 Die Abbildung RN — Qy, Yy — ggt st konvex bzgl. der Lowner-
Halbordnung >, d.h.

Ayy'+ (L= Nzz' = Py + (1= Nz]Ay + (1= A)z]'
fir alle X € [0;1] und y,z € RV.
Beweis: Sei A € [0;1] und y, z € RY. Dann gilt

Ayy' + (1= XNzz' = Py + (1= )2y + (1= A2
= Ayy'+ (1 =Nzz' = Nyy' = A1 = Nzy = A1 = Nyz' — (1 —A)*z2
= M1-Ny-2)(y-2)€ Q.
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Satz A.6 Qq st abgeschlossen.

Beweis: Wir zeigen, dass das Komplement Qf von Qy offen ist. Sei A ¢ Qj. Dann

existiert ein z € RV mit

2'Az
ai=—< 0.
s

Sei B € Q mit [B|;, < —§. Aufgrund der Schwarzschen Ungleichung gilt

2'Bz = (B,22") <|Bl|u2'z,

also

Daraus folgt
2(A+DB)z Az N Z'Bz

d.h.

o
Sei X eine Regressionsmatrix (vom Rang K), Qx := {Q € Q; X'Q = 0},
Qox :={Q € Qp; X'Q =0} und U € Qyx mit dim(Kern(U))) = K.

Korollar A.7 Qux ist abgeschlossen (in Qx ).
Beweis: Der Beweis ergibt sich aus dem Beweis des vorhergehenden Satzes. ¢
Lemma A.8 Seic > 0. Dann ezistiert ein € > 0 mit
cU»Q VQ € B(e),
wobei B(e) :={Q' € Qx;|Q' | < €}.

Beweis: Sei
Am = min{y'Uy;y € Bild(U), |yl = 1} > 0

der kleinste von Null verschiedene Eigenwert von U und € := c),,. Dann gilt fiir

ein ) € B(e) aufgrund der Schwarzschen Ungleichung
y' Uy > chn > Qi lyy'ler > (Q.yy") =y'Qu
fiir alle y € Bild(U) mit |yl = 1 und somit

gthg > thg Vy € RV .
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Lemma A.9 Mit U, :={Q € Qx;aU = Q} fir a € R ist

int(Us) = | Us.

B<a

Bewess:

7C”: Sei R € int(U,). Nach Definition des Inneren existiert ein € > 0 mit

alU = Q VYQ € B(R,e),

wobel B(R, €) = {Q € Qx; |R — Qi < €}. Mit € := - ist
|R—(R+ €Ul =,
also R+ €U € B(R,¢€) und
(a—YU—-R=aU— (R+¢€U) =0,

d.h.
Re Z/lg

fiir 8:=a— €.
7D7:Sei B < aund R € Ug. Es ist

aU—-(a-—p)U—-R=PU—-R*>0

und somit

aU — R » (a — B)U.
Aufgrund von Lemma A.8 existiert ein € > 0 mit
(@=BU=Q VQe{Q € Qx;|Q | < e},

und es folgt
B(R,¢e) C U,.
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Az, Ax
Ax

argmax
argmin

Bild

BA
diag(2)

Der Nullvektor.

Der Einsvektor.

Das offene Intervall von a bis b.

Das abgeschlossene Intervall von a bis b.

Die Spur des Produkts zweier symmetrischer Matrizen P, Q:
tr(PQ).

Die durch (., .) induzierte Norm.

Die Menge der représentativen Schitzvektoren.

Die Menge der reprisentativen Schitzvektoren bzgl. der
Stichprobe s.

Die Menge der risikoerzeugenden Matrizen.

Die konvexe Hiille von Ax.

Die Menge der maximierenden Elemente.

Die Menge der minimierenden Elemente.

Das Bild einer Matrix: Der durch die Spaltenvektoren
aufgespannte Vektorraum.

Die Menge der besten Antworten.

Die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen zy, ..., 2y.
Der i-te Einheitsvektor.

Der Parameterraum {y € RY; 3N zi(% —y)? <1}
Die Einheitsmatrix.

Der Kern einer Matrix.

Die Menge der unteren Grenzpunkte einer Menge § C Q.
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Der erwartete quadratische Verlust.

Der Stichprobenumfang.

Eine Aufteilung.

Eine zufillige Aufteilung.

Der Stichprobenumfang aus der h-ten Schicht.
Die Grofle der Gesamtheit.

Die Grofle der h-ten Schicht.

Die Menge der natiirlichen Zahlen.

Ein Auswahlplan, i.A. vom Umfang n.

Die Inklusionswahrscheinlichkeit erster Ordnung
von p.

Die Inklusionswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung
von p.

Der Vektorraum der symmetrischen Matrizen.
Die Menge der positiv semidefiniten Matrizen.
Der Vektorraum der symmetrischen Matrizen ()
mit Bild(XX) C Kern(Q).

Die Menge der reellen Zahlen.

Die N-dimensionale Euklidische Raum.

Die Menge der H-dimensionalen Vektoren mit
positiven Komponenten.

Die Menge der Stichproben vom Umfang n:

{s €24 |s| =n}.

Der Triger von p: {s € 24;p(s) > 0}.

Die korrigierte Varianz von y: w5 > (i — 7)*.
Die korrigierte Varianz der h-ten Schicht:

T () — TR,

Der durch die Vektoren 2!, ..., zM aufgespannte
Vektorraum.

Der Parameterraum.

Der Quader als Parameterraum:
{yeRV;0<y <a;,i=1,...,N}.

Das Ellipsoid als Parameterraum:

{y e RV y'Uy~1}.

Der Parameterraum {y € Oy;y = 0}.
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@UX

B8 o

8
=

8
=

Qe Qe
=

<L
S

Y1

yUX

Der Parameterraum {y € Oy; X'y = 0}.

Der Spuroperator: tr(M)= ). my.

Eine positiv semidefinite Matrix mit Kern(U)=Bild(X).
Die Summe der z-Werte: SN z;.

Ein Regressionsvektor: N x 1-Matrix mit z; > 0

und SN @ = 1.

Die Summe der zx-Werte: D, ;.

Eine Ecke des Quaders: z; = . x 7,

Eine Regressionsmatrix: N x K-Matrix mit dim(Bild(X))=K.

Die Summe der y-Werte: Zi\il Y.

Der Mittelwert von y: .

Der Parameter y € RY.

Der Mittelwert der h-ten Schicht: ﬁ > y(h);.
Die konvexe Hiille von {yy";y € ©}.
Die konvexe Hiille von {yy";y € Oy }:
{V € Qu(V,U) =1}

Die konvexe Hiille von {yy";y € Oy }:
{VeQyVvi=0 (V,U)=1}.

Die konvexe Hiille von {yy";y € Oux}:
{VeguVX =0 (V,U)=1}
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