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1 Einf�uhrung

Bisimulation wurde von Milner [Mil80] und Park [Par81] auf Transitionssystemen

eingef�uhrt, um Prozesse zu identi�zieren, die aus Sicht eines externen Beobachters

nicht zu unterscheiden sind. F�ur die Proze�algebra CCS [Mil80, Mil89] erlangt die-

ser Begri� zentrale Bedeutung: Mit Bisimulation als Konzept von Gleichheit werden

algebraische Gesetze zwischen Proze�termen hergeleitet. Die L�osung von rekursiven

Proze�gleichungen ist eindeutig bis auf Bisimulation, d.h. der Begri� der Bisimu-

lation ist notwendig, um unendliches Verhalten von Prozessen zu beschreiben. Zur

Veri�kation von Prozessen �ndet ein abgewandelter Begri� Verwendung, die schwa-

che Bisimulation, welche die
"
silent action\ � besonders ber�ucksichtigt.

Ausgehend von diesen Ideen �nden sich in der Literatur neue Bisimulationsbe-

griffe auf Transitionssystemen [DNMV90, Mil92]. Auch auf andere Modelle wird

der urspr�ungliche Bisimulationsbegri� �ubertragen, wie z.B. auf Petri-Netze [GV87,

NW95], Ereignisstrukturen [GG89, GKP92], Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit

[JNW94, MN92]. In den zuletzt genannten Modellen ist es { im Gegensatz zu Tran-

sitionssystemen { m�oglich, Nebenl�au�gkeit (true concurrency) auszudr�ucken. Ange-

sichts dieser gr�o�eren Ausdrucksst�arke stellt sich die Frage neu, welches Verhalten

eines Prozesses beobachtbar ist. Gewisserma�en ist diese Frage akademisch, denn die

Modelle sind theoretische Konzepte. Eine bessere Formulierung ist daher: Welches

Verhalten soll beobachtbar sein? Dazu sind unterschiedliche Au�assungen formuliert

worden, so unter anderem, da� ein externer Beobachter einzelne Aktionen, Multimen-

gen von Aktionen, Aktionsmengen mit kausaler Abh�angigkeit oder einzelne Aktionen

gemeinsam mit der gesamten Vergangenheit eines Systems protokollieren kann. Diese

Au�assungen f�uhren zu einer Vielzahl von Bisimulationsbegriffen, deren De�nition

von der Syntax her der urspr�unglichen De�nition von Bisimulation zumeist �ahnlich

sieht. Daraus erw�achst die Fragestellung: Was haben die neuen Bisimulationen mit

dem urspr�unglichen Begri� zu tun, gibt es mehr als einen nur syntaktischen Zu-

sammenhang zwischen ihnen, l�a�t sich ein gemeinsamer �Uberbegri�, eine abstrakte

Charakterisierung �nden?

In der Literatur �nden sich verschiedene Ans�atze f�ur eine abstrakte Charakteri-

sierung von Bisimulation: [DDNM93] verwenden spezielle B�aume, [Mal95] arbeitet

mit Methoden der Algebra, [AM89] und [JNW94] hingegen nutzen Begri�e der Ka-

tegorientheorie. Wir werden in dieser Arbeit die Ans�atze von [AM89] und [JNW94]

miteinander vergleichen. Zum einen suchen wir nach direkten Zusammenh�angen zwi-

schen den abstrakten Charakterisierungen. Zum anderen fragen wir uns, ob sich kon-

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



6 Kapitel 1: Einf�uhrung

krete Bisimulationen auf unterschiedlichen Modellen parallelen Rechnens mittels der

abstrakten Charakterisierungen darstellen lassen.

Beide Vergleiche lassen den Schlu� zu, da� die Charakterisierung von [AM89] von

den untersuchten Konzepten das umfassendste ist. Von daher beantworten wir die

Frage, was eine Bisimulation ist, mit dem Begri� der AM-Bisimulation: Eine Bisimu-

lation zwischen zwei Objekten ist ein Transitionssystem, welches das beobachtbare

"
Verhalten\ wiedergibt, das beiden Objekten gemeinsam ist.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 f�uhren wir verschiedene Modelle

parallelen Rechnens wie Transitionssysteme, Synchronisationsb�aume, Ereignisstruk-

turen und Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit ein. Die abstrakten Charakterisie-

rungen von Bisimulation erfordern es, die Modelle jeweils als Kategorien anzusehen.

Die Beschr�ankung auf branching time Modelle liegt in dem Untersuchungsgegenstand

Bisimulation begr�undet, wie wir in Abschnitt 2.5 kurz diskutieren werden.

Die verschiedenen abstrakten Charakterisierungen werden in Kapitel 3 de�niert.

Den Begri� der (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation entwickeln wir als Spezialfall

der F -Bisimulation aus [AM89], die De�nition von P-Bisimulation und (vorw�arts-

r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation entnehmen wir [JNW94]. Die abstrakten Charakte-

risierungen illustrieren wir jeweils anhand eines Musterbeispiels und ziehen in Ab-

schnitt 3.5 einen ersten, informellen Vergleich zwischen ihnen.

Zusammenh�ange zwischen den abstrakten Charakterisierungen sind Thema des

4. Kapitels. Anhand verschiedener Operatoren beweisen wir �Aquivalenzaussagen zwi-

schen (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation und (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisi-

mulation. Unter Verwendung eines Resultats aus [JNW94] entwickeln wir schlie�lich

ein Gesamtbild der Zusammenh�ange zwischen allen drei abstrakten Charakterisie-

rungen.

Die Ergebnisse aus Kapitel 4 �nden Anwendung in Kapitel 5: Hier modellieren

wir konkrete Bisimulationen mit den abstrakten Charakterisierungen. Eine solche

Untersuchung kann naturgem�a� keine Vollst�andigkeit erreichen, wir beschr�anken uns

auf ausgew�ahlte Beispiele. Einen Schwerkpunkt bilden dabei Ereignisstrukturen, ent-

sprechend der Vielzahl von Bisimulationen, die in der Literatur zu diesem Modell zu

�nden sind.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



7

2 Modelle parallelen Rechnens

Thema dieser Arbeit ist ein Vergleich abstrakter Charakterisierungen von Bisimulati-

on. Dabei soll auch untersucht werden, inwiefern sich im Rahmen dieser Charakteri-

sierungen konkrete Bisimulationsbegri�e darstellen lassen, wie sie von verschiedenen

Autoren wie [GV87, GG89, DNMV90, ABS91, LG91, GKP92, Mil92, Vog93] auf

unterschiedlichen Modellen parallelen Rechnens eingef�uhrt wurden. Solche Modelle

stellen wir in diesem Kapitel vor.

Modelle parallelen Rechnens lassen sich durch die Begri�spaare branching-time/li-

near-time, system/behaviour und true-concurrency/interleaving klassi�zieren, siehe

z.B. [SNW96]. In branching-time Modellen kann der Zeitpunkt einer nichtdetermini-

stischen Entscheidung dargestellt werden, d.h. die Prozesse1 a:(b+c) und (a:b)+(a:c)

werden unterschiedlich modelliert, linear-time Modelle hingegen lassen diese Di�e-

renzierung nicht zu. In system Modellen gibt es den Begri� des (System)Zustands,

w�ahrend behaviour Modelle von dieser Information abstrahieren, d.h. in system Mo-

dellen kann der Proze� recX = a:X durch ein endliches Objekt modelliert werden,

w�ahrend in behaviour Modellen hierf�ur ein unendliches Objekt erforderlich ist. True-

concurrency Modelle schlie�lich unterscheiden die Konzepte Parallelit�at und Nicht-

determinismus, d.h. die Prozesse ajjb und (a:b)+(b:a) werden verschieden modelliert,

w�ahrend sie in interleaving Modellen durch dasselbe Objekt repr�asentiert werden.

system behaviour

interleaving Transitionssysteme Synchronisationsb�aume

true-concurrency Transitionssysteme mit

Unabh�angigkeit

Ereignisstrukturen

Abbildung 1: Klassi�kation der branching-time Modelle.

In diesem Kapitel stellen wir die branching-timeModelle Transitionssysteme, Syn-

chronisationsb�aume, Ereignisstrukturen und Transitionssysteme mit Unabh�angig-

keit vor. Abbildung 1 zeigt die Klassi�kation dieser Modelle in das Spektrum sy-

stem/behaviour und true-concurrency/interleaving. Aus jedem branching-time Mo-

dell erhalten wir durch Einschr�anken auf eine geeignete Teilklasse ein linear-time

1Wir folgen hier der g�angigen Konvention und verwenden in einer intuitiv zu verstehenden Pro-

ze�sprache
"
jj\ als Paralleloperator,

"
+\ f�ur Nichtdeterminismus,

"
:\ als Pr�a�xoperator,

"
a\,

"
b\,

"
c\, . . . als Namen f�ur atomare Aktionen,

"
recX:P (X)\ f�ur Rekursion und schreiben Klammern,

um keine Bindungsregeln aufstellen zu m�ussen.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



8 Kapitel 2: Modelle parallelen Rechnens

Modell. In der Darstellung der Modelle folgen wir [SNW96], f�ur die De�nition von

Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge greifen wir auf [JNW94] zur�uck.

F�ur die abstrakten Charakterisierungen von Bisimulation von [JNW94] ist es er-

forderlich, (kleine) Kategorien der oben angesprochenen Modelle f�ur paralleles Rech-

nen zu betrachten. Der Anforderung klein gen�ugen wir, indem die Zust�ande bzw. Er-

eignisse eines Objektes der jeweiligen Kategorie aus einer
"
universellen\ Menge U

gew�ahlt werden. Morphismen repr�asentieren
"
Simulationen\ zwischen den Objekten

einer Kategorie. Wir f�uhren sie stets ohne Umbenennung von Aktionsnamen ein,

d.h. die hier vorgestellten Kategorien sind Fasern der in [SNW96, JNW94] angege-

benen Kategorien.

Die Beschr�ankung auf branching-time Modelle ergibt sich naturgem�a� aus dem

Untersuchungsgegenstand
"
Bisimulation\: Auf linear-time Modellen fallen Bisimula-

tionsbegri�e h�au�g mit einem anderen �Aquivalenzbegri� wie einer Trace-�Aquivalenz

oder gar der Gleichheit zusammen, wie wir an einigen ausgew�ahlten Beispielen in Ab-

schnitt 2.5 sehen werden. Zudem lassen sich linear-time Modelle zumindest formal als

Spezialfall von branching-timeModellen au�assen: [SNW96] f�uhrt die linear-timeMo-

delle deterministische Transitionssysteme, Hoare-Sprachen, deterministische Transi-

tionssysteme mit Unabh�angigkeit und deterministische Ereignisstrukturen jeweils als

volle Unterkategorie eines branching-time Modells ein. Da wir Bisimulationen ohne-

hin auf diesen umfassenderen Kategorien betrachten, er�ubrigt sich ein gesondertes

Studium von Bisimulation auf den linear-time Modellen.

2.1 Transitionssysteme

Transitionssysteme sind ein branching-time Modell f�ur paralleles Rechnen, welches

den Begri� eines Systemzustands kennt, d.h. vom Typ system ist, sowie Nichtdeter-

minismus und Parallelit�at nicht unterscheidet, d.h. ein interleaving Modell ist. Die

Einschr�ankung auf die Klasse der deterministischen Transitionssysteme ergibt ein

linear-time Modell mit der Klassi�kation system und interleaving.

De�nition 2.1 (Transitionssystem, Kategorie TAkt)

1. Ein Transitionssystem T = (S; s;�!) �uber einer Menge von Aktionen Akt

besteht aus

S; einer Menge von Zust�anden,

s 2 S; einem Anfangszustand, und

�!� S � Akt � S; einer �Ubergangsrelation.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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T :

t0

t1 t2

t3

�
�	

@
@R

@
@R

�
�	

a

b

b

a

Abbildung 2: Ein Transitionssystem zur Modellierung von ajjb bzw. (a:b) + (b:a):

t0a

���
�-

Abbildung 3: Ein Transitionssystem zur Modellierung von recX = a:X:

(t; a; t0) 2 �! hei�t Transition. F�ur (t; a; t0) schreiben wir auch: t
a
�! t0:

2. Ein Transitionssystem ohne Anfangszustand T = (S;�!) �uber einer Menge

von Aktionen Akt besteht aus

S; einer Menge von Zust�anden, und

�!� S � Akt � S; einer �Ubergangsrelation.

3. Es sei U eine
"
universelle\ Menge von Zust�anden. Die Kategorie TAkt von

Transitionssystemen hat als Objekte Transitionssysteme T = (S; s;�!) �uber

Akt mit S � U: Es seien T1 = (S1; s1;�!1) und T2 = (S2; s2;�!2) Objekte

aus TAkt: Ein Morphismus � 2 HomTAkt
(T1; T2) ist eine (totale) Funktion

� : S1 ! S2; welche den folgenden Bedingungen gen�ugt:

(a) �(s1) = s2; und

(b) 8t; t0 2 S1; a 2 Akt : t
a
�!1 t

0 ) �(t)
a
�!2 �(t

0):

Beispiel 2.2 (Modellieren der Beispielprozesse)

Abbildung 2 zeigt das Transitionssystem

T = (ft0; t1; t2; t3g; t0; f(t0; a; t1); (t0; b; t2); (t1; b; t3); (t2; a; t3)g)

�uber einer Aktionsmenge Akt mit fa; bg � Akt ; welches die Prozesse ajjb bzw. a:b+b:a

modelliert. Ein Transitionssystem zur Modellierung des Prozesses recX = a:X: zeigt

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



10 Kapitel 2: Modelle parallelen Rechnens

Abbildung 3. Die Anfangszust�ande der Transitionssysteme sind in den Abbildungen

nicht besonders gekennzeichnet.

Ein Transitionssystem hei�t deterministisch, wenn gilt: gibt es in T Transitionen

t
a
�! t0 und t

a
�! t00; so folgt t0 = t00: Die Transitionssysteme in Abbildung 2 und 3

sind beide deterministisch.

Es sei T = (S; s;�!) ein Transitionssystem �uber einer Menge von Aktionen Akt :

Mit �!� bezeichnen wir den reexiven, transitiven Abschlu� von �! und schreiben

auch t
w
�!

�
t0 f�ur t

a1�! t1
a2�! t2

a3�! : : :
an�! t0; w = a1a2 : : : an; bzw. t

�
�!

�
t; w = �:

Die Sprache eines Transitionssystems ist de�niert als

Lan(T ) := fw 2 Akt � j s
w
�!

�
t; t 2 Sg:

Transitionssysteme T1 und T2 hei�en trace-�aquivalent [Hoa85], wenn

Lan(T1) = Lan(T2):

De�nition 2.3 (Bisimulation)

Zwei Transitionsysteme T1 = (S1; s1;�!) und T2 = (S2; s2;�!) �uber einer Aktions-

menge Akt hei�en bisimular [Mil89], in Zeichen

T1 � T2;

wenn es eine Relation R � S1 � S2 gibt mit (s1; s2) 2 R; so da� f�ur alle (t1; t2) 2

R; a 2 Akt gilt:

1. falls es in T1 eine Transition t1
a
�! t01 gibt, so gibt es in T2 eine Transition

t2
a
�! t02 wobei (t01; t

0
2) 2 R und

2. falls es in T2 eine Transition t2
a
�! t02 gibt, so gibt es in T1 eine Transition

t1
a
�! t01 wobei (t01; t

0
2) 2 R:

Die Relation R hei�t Bisimulation.

Mit Bran bezeichnen wir die volle Unterkategorie von TAkt; deren Objekte un-

verzweigte, endliche Transitionssysteme T = (S; s;�!) sind, d.h. S ist endlich, f�ur

alle t 2 S gilt: s �!� t und �!� ist eine Totalordnung auf S:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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S :

t0

t1 t2

t3 t4

�
�	

@
@R

? ?

a

b

b

a

Abbildung 4: Ein Synchronisationsbaum zur Modellierung von ajjb bzw. (a:b)+(b:a):

t0
-a t1

-a t2
-a t3

: : :

Abbildung 5: Ein Synchronisationsbaum zur Modellierung von recX = a:X:

2.2 Synchronisationsb�aume und Hoare-Sprachen

Synchronisationsb�aume sind ein branching-time Modell f�ur paralleles Rechnen, wel-

ches keinen Systemzustand kennt, d.h. vom Typ behaviour ist, sowie Nichtdetermi-

nismus und Parallelit�at nicht unterscheidet, d.h. ein interleaving Modell ist. Hoare-

Sprachen, die sich als Teilklasse der Synchronisationsb�aume au�assen lassen, sind ein

linear-time Modell mit der Klassi�kation behaviour und interleaving.

De�nition 2.4 (Synchronisationsbaum, Kategorie SAkt)

1. Ein Synchronisationsbaum S = (S; s;�!) �uber einer Menge von Aktionen Akt

ist ein azyklisches Transitionssystem, in dem gilt:

(a) alle Zust�ande sind erreichbar und

(b) falls es in S Transitionen t0
a
�! t und t00

b
�! t gibt, so folgt t0 = t00 und

a = b:

2. Die Kategorie SAkt von Synchronisationsb�aumen bezeichnet die volle Unterka-

tegorie von TAkt; deren Objekte die Synchronisationsb�aume �uber Akt sind.

Wenn wir in De�nition 2.4 den Begri�
"
Zustand\ verwenden, geschieht dies, um

Synchronisationsb�aume formal als spezielle Transitionssysteme au�assen zu k�onnen.

Da Synchronisationsb�aume azyklisch sind, kann in ihnen das Konzept eines System-

zustands, der allein durch die zuk�unftigen m�oglichen Verhaltensweisen des Systems

gekennzeichnet ist, nicht ausgedr�uckt werden, vergleiche z.B. die Modellierung des

Prozesses recX = a:X in Beispiel 2.5.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Beispiel 2.5 (Modellieren der Beispielprozesse)

Abbildung 4 zeigt den Synchronisationsbaum

S = (ft0; t1; t2; t3; t4g; t0; f(t0; a; t1); (t0; b; t2); (t1; b; t3); (t2; a; t4)g)

�uber einer Aktionsmenge Akt mit fa; bg � Akt ; welcher die Prozesse ajjb bzw. a:b+b:a

modelliert. Im Gegensatz zu dem Transitionssystem aus Beispiel 2.2 sind hier zwei

Endzust�ande erforderlich.

Einen Synchronisationsbaum zur Modellierung des Prozesses recX = a:X: zeigt

Abbildung 5. Im Fall von Synchronisationsb�aumen sind zur Darstellung dieses Pro-

zesses unendlich viele Zust�ande erforderlich.

Die Synchronisationsb�aume in den Abbildungen 4 und 5 sind beide determini-

stisch.

Eine Hoare-Sprache �uber einer Menge von Aktionen Akt ist eine Menge H; die

folgenden Bedingungen gen�ugt:

1. ; 6= H � Akt � und

2. gibt es in H ein Element der Form wa; a 2 Akt ; so folgt w 2 H:

Einer Hoare-Sprache H l�a�t sich ein Sychronisationsbaum SH := (H; �;�!) zuord-

nen, wobei

w
a
�! w0 :() wa = w0:

SH ist stets deterministisch. F�ur SH gilt: Lan(SH) = H:

2.3 Ereignisstrukturen

Ereignisstrukturen sind ein branching-time Modell f�ur paralleles Rechnen, welches

keinen Systemzustand kennt, d.h. vom Typ behaviour ist, sowie Nichtdeterminis-

mus und Parallelit�at unterscheidet, d.h. ein true-concurrency Modell ist. Die Ein-

schr�ankung auf die Klasse der deterministischen Ereignisstrukturen ergibt ein linear-

time Modell mit der Klassi�kation behaviour und true-concurrency.

Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir in der Regel Ereignisstrukturen (prime

event structures), jedoch wird es beim Studium der sogenannten history-preserving

Bisimulation erforderlich sein, auf die umfassendere Klasse der Ereignisstrukturen

mit Konsistenzmenge (event structures with consistency relation) zur�uckzugreifen.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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2.3.1 Ereignisstrukturen

De�nition 2.6 (Ereignisstruktur, Kategorie EAkt)

1. Eine Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l) �uber einer Menge von Aktionen Akt be-

steht aus

E; einer Menge von Ereignissen,

�� E � E; einer Halbordnung, die als Flu�relation bezeichnet wird,

] � E � E; einer irreexiven, symmetrischen Koniktrelation, und

l : E ! Akt ; einer (totalen) Markierungsfunktion,

die folgenden Bedingungen gen�ugen:

(a) 8e 2 E : # e := fe0 2 E je0 � eg ist endlich (Prinzip der endlichen

Ursachen) und

(b) 8d; e; f 2 E : d � e ^ d]f ) e]f (Prinzip der Koniktvererbung).

2. Eine Kon�guration einer Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l) ist eine endliche,

linksabgeschlossene, koniktfreie Menge X � E: Konf (E) bezeichnet die Menge

aller Kon�gurationen von E :

3. Es sei U eine
"
universelle\ Menge von Ereignissen. Die Kategorie EAkt von

Ereignisstrukturen hat als Objekte Ereignisstrukturen E = (E;�; ]; l) �uber Akt

mit E � U: Es seien E1 = (E1;�1; ]1; l1) und E2 = (E2;�2; ]2; l2) Objekte

aus EAkt: Ein Morphismus � 2 HomEAkt
(E1; E2) ist eine (totale) Funktion

� : E1 ! E2; welche den folgenden Bedingungen gen�ugt:

(a) 8e 2 E1 : (l2 � �)(e) = l1(e):

(b) 8X 2 Konf (E1) : �(X) := f�(e) j e 2 Xg 2 Konf (E2):

(c) 8X 2 Konf (E1) 8e; e
0 2 X : �(e) = �(e0)) e = e0:

Beispiel 2.7 (Modellieren der Beispielprozesse)

Abbildung 6 zeigt die Ereignisstruktur

E := (fe1; e2; e3; e4g;�; ]; l)

�uber einer Aktionsmenge Akt mit fa; bg � Akt ; wobei � die von der Relation e1 <

e2; e3 < e4 erzeugte Halbordnung ist, ] der Abschlu� der Relation f(e1; e3)g unter

Symmetrie und dem Prinzip der Koniktvererbung, und l(e1) = l(e4) := a; l(e2) =

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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u
ea1

u
eb2

-

u
eb3

u
ea4

-

qqqq
qqqq
q

Abbildung 6: Eine Ereignisstruktur zur Modellierung von (a:b) + (b:a):

u
ea1

u
eb2

Abbildung 7: Eine Ereignisstruktur zur Modellierung von ajjb:

l(e3) := b: Entsprechend dieser Beschreibung von E zeigt Abbildung 6 von � und ]

nur die erzeugenden Relationen { im Fall der Flu�relation durch einen Pfeil, im Fall

der Koniktrelation durch eine Folge von Punkten. Die Ereignisstruktur E modelliert

den Proze� (a:b) + (b:a):

Abbildung 7 zeigt eine Modellierung von ajjb als Ereignisstruktur. In Abbildung

8 ist zu sehen, da� zum Modellieren des Prozesses recX = a:X unendlich viele

Ereignisse notwendig sind.

Eine Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l) hei�t endlich, wenn die Menge E ihrer

Ereignisse endlich ist. Eine Kon�guration X einer Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l)

l�a�t sich als markierte, partiell geordnete Menge au�assen, die wir auch als Lposet

bezeichnen. Dabei �ubernimmt X Flu�relation und Markierungsfunktion von E : X =

(X;� \ (X � X); ;; ljX): Ereignisse e1; e2 2 E hei�en unabh�angig, wenn sie weder

bez�uglich � noch �uber ] in Relation miteinander stehen.

Es seiX = fe1; e2; : : : ; eng 2 Konf (E) Kon�guration einer Ereignisstruktur E : Ein

Folge e1e2 : : : en hei�t Derivation von X; wenn es Kon�gurationen X0; X1; : : : ; Xn 2

u
ea1

- u
ea2

- u
ea3

- u
ea4

: : :

Abbildung 8: Eine Ereignisstruktur zur Modellierung von recX = a:X:
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Konf (E) gibt mit X0 = ;; Xn = X und XinXi�1 = feig; i = 1; 2; : : : ; n: Es sei

e1e2 : : : en Derivation einer Kon�guration X; f1f2 : : : fn Derivation einer Kon�gura-

tion Y: Wir sagen, da� diese Derivationen �aquivalent sind, in Zeichen

e1e2 : : : en � f1f2 : : : fn;

wenn es einen Isomorphismus � : X ! Y gibt mit

�(e1e2 : : : en) := �(e1)�(e2) : : : �(en) = f1f2 : : : fn:

Die Menge Der(X) enth�alt alle �Aquivalenzklassen [e1e2 : : : en] von Derivationen einer

Kon�guration X;

DerAkt :=
[

X2Conf(E); E2EAkt

Der(X)

ist die Menge aller �Aquivalenzklassen von Derivationen, die es zu Ereignisstrukturen

aus EAkt gibt.

Einer Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l) �uber einer Aktionsmenge Akt l�a�t sich ein

Transitionssystem Tint(E) := (Konf (E); ;;�!) �uber Akt zuordnen, wobei

X
a
�! X 0 :() 9e 2 E : X 0 = X [ feg; l(e) = a:

Gilt Lan(Tint(E)) = Lan(Tint(F)) f�ur Ereignisstrukturen E und F ; so hei�en sie

trace-�aquivalent. Falls Tint(E) � Tint(F); so sind E und F interleaving bisimular.

Eine Ereignisstruktur E ist

deterministisch, wenn Tint(E) deterministisch ist.

ohne auto-concurrency, wenn f�ur alle X; Y; Z 2 Konf (E); a 2 Akt gilt:

aus X
a
�! Z und Y

a
�! Z folgt X = Y:

endlich verzweigt, wenn f�ur alle X 2 Konf (E) die Menge fX 0 j 9a 2 Akt :

X
a
�! X 0g endlich ist.

Mit Lin bezeichnen wir die volle Unterkategorie von EAkt; deren Objekte kon-

iktfreie Ereignisstrukturen (E;�; ;; l) sind, wobei E eine endliche Menge und die

Flu�relation � eine Totalordnung ist.

Es seien E = (E;�E; ;; lE); M = (M;�M ; ;; lM) endliche Ereignisstrukturen

mit E \M = ; und �M= f(m;m) jm 2 Mg: Mit F := E ;M bezeichnen wir die

Ereignisstruktur (E [M;�F ;;; lE [ lM); wobei e �F f gdw. e = f oder (e 2 E und

f 2M) oder e �E f: Eine Ereignisstruktur

S :=M1;M2; : : : ;Mn; n � 0;

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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hei�t Schritt, wobeiMi = (Mi;�Mi
; ;; li) Ereignisstrukturen sind,Mi endliche, paar-

weise disjunkte Mengen und �Mi
= f(m;m) jm 2Mig: Einem Ereignis e einer Ereig-

nisstruktur E ordnen wir seine Tiefe zu verm�oge

TiefeE(e) :=

8<
:

1 ; #feg = feg

1 + maxfTiefeE(f) j f 2#feg; f 6= eg ; sonst:

Es sei S := M1;M2; : : : ;Mn ein Schritt, wobei alle Mi verschieden von der lee-

ren Ereignisstruktur sind. Dann gilt f�ur die Ereignisse e von S : e 2 Mi ()

TiefeS(e) = i; i 2 f1; 2; : : : ; ng; d.h. die Repr�asentation eines Schrittes mit nicht-

leeren Ereignisstrukturen ist eindeutig bestimmt. Step ist die volle Unterkategorie

von EAkt; deren Objekte Schritte sind.

Pos bezeichnet die volle Unterkategorie von EAkt; deren Objekte endliche, kon-

iktfreie Ereignisstrukturen sind. Eine partiell geordnete Multimenge [E ]; kurz Pomset

genannnt, ist die Isomorphieklasse einer Ereignisstruktur aus Pos. [Pos] bezeichnet

die Menge aller Pomsets.

2.3.2 Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge

De�nition 2.8 (Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge, Kategorie EKAkt)

1. Eine Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge E = (E;�;Km; l) �uber einer Men-

ge von Aktionen Akt besteht aus

E; einer Menge von Ereignissen,

�� E � E; einer Halbordnung, die als Flu�relation bezeichnet wird,

Km � fX � E jX endlichg; einer Konsistenzmenge, und

l : E ! Akt ; einer (totalen) Markierungsfunktion,

die folgenden Bedingungen gen�ugen:

(a) 8e 2 E : # e := fe0 2 E je0 � eg ist endlich (Prinzip der endlichen

Ursachen),

(b) 8e 2 E : feg 2 Km;

(c) 8K 2 Km : L � K ) L 2 Km;

(d) 8K 2 Km 8e; f 2 E : f 2 K ^ e � f ) K [ feg 2 Km:

2. Eine Kon�guration einer Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge E = (E;�;Km; l)

ist eine linksabgeschlossene Menge X � E; f�ur deren endliche Teilmengen

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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K �endl X gilt: K 2 Km: Konf (E) bezeichnet die Menge aller Kon�gurationen

von E ; mit Konf endl(E) wird die Menge aller endlichen Kon�gurationen von E

bezeichnet.

3. Es sei U eine
"
universelle\ Menge von Ereignissen. Die Kategorie EKAkt

von Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge hat als Objekte Ereignisstruktu-

ren mit Konsistenzmenge E = (E;�;Km; l) �uber Akt mit E � U: Es seien

E1 = (E1;�1;Km1; l1); E2 = (E2;�2;Km2; l2) Objekte aus EKAkt: Ein Morphis-

mus � 2 HomEKAkt
(E1; E2) ist eine (totale) Funktion � : E1 ! E2; welche den

folgenden Bedingungen gen�ugt:

(a) 8e 2 E1 : (l2 � �)(e) = l1(e):

(b) 8X 2 Konf (E1) : �(X) := f�(e) j e 2 Xg 2 Konf (E2):

(c) 8X 2 Konf (E1) 8e; e
0 2 X : �(e) = �(e0)) e = e0:

Bei Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge werden, im Gegensatz zu Ereignis-

strukturen, auch unendliche Kon�gurationen betrachtet. Doch schon endliche Ereig-

nisstrukturen mit Konsistenzmenge sind ausdrucksst�arker:

Beispiel 2.9 (Ausdrucksst�arke von Ereignisstrukturen)

Um den Unterschied zwischen Ereignisstrukturen und Ereignisstrukturen mit Kon-

sistenzmenge zu illustrieren, betrachten wir eine Ereignismenge E := fe; f; gg; ei-

ne Halbordnung �:= f(e; e); (f; f); (g; g)g und eine beliebige Markierungsfunktion l:

W�ahlen wir

Km := f;; feg; ffg; fgg; fe; fg; fe; gg; ff; ggg;

so sind unter anderem die Mengen fe; fg; fe; gg; und ff; gg Kon�gurationen der Er-

eignisstruktur mit Konsistenzmenge E := (E;�;Km; l); w�ahrend die Menge fe; f; gg

keine Kon�guration ist.

Eine solche Menge von Kon�gurationen kann mit einer Ereignisstruktur E 0 :=

(E;�;];l) nicht generiert werden, wenn wir nur die Konsistenzrelation Km gegen

eine Koniktrelation ] austauschen: Damit die Menge fe; f; gg keine Kon�guration

von E 0 ist, mu� es einen Konikt zwischen den Ereignissen geben. Gelte o.b.d.A. e]f:

Dann gilt zwar fe; f; gg =2 Konf (E); aber es gilt auch fe; fg =2 Konf (E):

Jede Ereignisstruktur kann als Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge aufgefa�t

werden. Bei diesem �Ubersetzungsproze� bleiben die Morphismen erhalten:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Lemma 2.10 (Umformen von Ereignisstrukturen)

1. Es sei E = (E;�; ]; l) eine Ereignisstruktur, de�niere E 0 := (E;�;Km; l) als

Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge, wobei

Km := fK � E jK endlich; 8e; f 2 K : :(e]f)g:

Dann gilt: Konf (E) = Konf endl(E
0):

2. Es seien E = (E;�E; ]E; lE); F = (F;�F ; ]F ; lF ) zwei Ereignisstrukturen, E 0

und F 0 die ihnen nach 1. zugeordneten Ereignisstrukturen mit Konsistenzmen-

ge. Dann gilt:

HomEAkt
(E ;F) = HomEKAkt

(E 0;F 0):

Beweis:

zu 1.: Zun�achst beweisen wir, da� E 0 eine Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge ist.

Da ] irreexiv ist, gilt f�ur alle e 2 E : feg 2 Km: Ist K 2 Km; so ist K nach

De�nition von Km endlich und koniktfrei. Dies gilt ebenso f�ur jede Teilmenge

L � K; d.h. wir erhalten f�ur jede Teilmenge L vonK : L 2 Km:Gelte schlie�lich

K 2 Km; f 2 K und e � f: Angenommen, K [ feg =2 Km: Dann gibt es ein

Element g 2 K mit e]g: Wegen e � f folgt daraus f]g in der Ereignisstruktur

E : Damit erhalten wir K =2 Km { Widerspruch zur Voraussetzung.

Nun betrachten wir die Aussagen �uber die Kon�gurationen von E bzw. E 0: Es sei

X 2 Konf (E) eine Kon�guration. Dann istX eine endliche, linksabgeschlossene

Menge. Weiterhin gilt f�ur jede Teilmenge K � X; da� sie koniktfrei ist und

damit K 2 Km gilt. Somit erhalten wir X 2 Konf endl(E
0):

Es sei X 2 Konf endl(E
0) eine Kon�guration. Dann ist X endlich und linksab-

geschlossen. Um zu beweisen, da� X koniktfrei ist, betrachten wir Ereignisse

e; f 2 X: Dann gilt: fe; fg � X und damit fe; fg 2 Km: Nach De�nition von

Km erhalten wir: :(e]f) { also gilt X 2 Konf (E):

zu 2.: Wir zeigen nur
"
�\ { da nach 1. die endlichen Kon�gurationen von E 0 und

F 0 gerade die Kon�gurationen von E bzw. F sind, gilt die andere Inklusion

o�ensichtlich.

Es sei � 2 HomEAkt
(E ;F) ein Morphismus, X 2 Konf (E 0) eine Kon�guration

der Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge E 0:

zu Bedingung (b): Die Menge �(X) � F ist linksabgeschlossen: Sei f 2 �(X);

gelte f�ur ein f 0 2 F : f 0 �F f: In X gibt es ein Ereignis e mit �(e) = f: Die

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Menge #e ist endlich und linksabgeschlossen. Da auch X linksabgeschlossen

ist, gilt # e � X: Daraus folgt # e 2 KmE 0 und nach De�nition von KmE 0

erhalten wir: #e ist koniktfrei und somit eine Kon�guration von E : Somit gilt

�(#e) 2 Konf (F); insbesondere ist �(#e) linksabgeschlossen. Wegen f 2 �(#e)

gilt: f 0 2 �(#e) � �(X):

Es sei K �endl �(X); es seien f1; f2 2 K: Dann gibt es Ereignisse e1; e2 2 X

mit �(e1) = f1 und �(e2) = f2: #e1 [ #e2 ist endlich und linksabgeschlossen.

Wegen #e1 [ #e2 � X folgt (#e1 [ #e2) 2 KmE 0 und ist demnach koniktfrei.

Demzufolge ist �(#e1 [ #e2) 2 Konf (F): Daraus folgt insbesondere :(e]f) und

damit K 2 KmF 0 :

zu Bedingung (c): Es seien e1; e2 2 X mit �(e1) = �(e2): Die Menge #e1 [ #e2

ist eine Kon�guation der Ereignisstruktur E : Daher folgt aus �(e1) = �(e2) die

Gleichheit e1 = e2:

PosK bezeichnet die volle Unterkategorie von EKAkt; deren Objekte endliche

Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge E = (E;�; Km; l) sind, wobei Km = P(E)

die Potenzmenge von E ist. Da eine Ereignisstruktur E = (E;�; ;; l) aus Pos eine

leere Koniktrelation hat, hat die ihr nach Lemma 2.10 zugeordnete Ereignisstruktur

E 0 als Konsistenzmenge die Potenzmenge von E: Demnach enthalten die Kategorien

PosK und Pos { abgesehen von dem formalen Unterschied zwischen ihrer De�nition

mit Koniktrelation bzw. Konsistenzmenge { dieselben Objekte. Nach Lemma 2.10,

Teil 2, stimmen sie auch in Bezug auf die Morphismen �uberein.

2.4 Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit

Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit sind ein branching-time Modell f�ur paralleles

Rechnen, welches den Begri� eines Systemzustands kennt, d.h. vom Typ system ist,

sowie Nichtdeterminismus und Parallelit�at unterscheidet, d.h. ein true-concurrency

Modell ist. Die Einschr�ankung auf die Klasse der deterministischen Transitionsysteme

mit Unabh�angigkeit ergibt ein linear-time Modell mit der Klassi�kation system und

true-concurrency.

De�nition 2.11 (Transitionssystem mit Unabh�angigkeit, Kategorie TUAkt)

1. Ein Transitionssystem mit Unabh�angigkeit U = (S; s;�!; I) �uber einer Menge

von Aktionen Akt besteht aus

(S; s;�!); einem Transitionssystem �uber einer Menge von Aktionen Akt ;

und

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



20 Kapitel 2: Modelle parallelen Rechnens

I � (�! � �!); einer irreexiven, symmetrischen Unabh�angigkeitsrela-

tion,

die folgenden Bedingungen gen�ugen, wobei

(t; a; t0) � (t00; a; u) :() 9b 2 Akt : (t; a; t0)I(t; b; t00) ^

(t; a; t0)I(t0; b; u) ^

(t; b; t00)I(t00; a; u);

und � die kleinste �Aquivalenzrelation ist, so da� � � �:

(a) (t; a; t0) � (t; a; t00) ) t0 = t00;

(b) (t; a; t0)I(t; b; t00) ) 9u : (t; a; t0)I(t0; b; u) ^ (t; b; t00)I(t00; a; u);

(c) (t; a; t0)I(t0; b; u) ) 9t00 : (t; a; t0)I(t; b; t00) ^ (t; b; t00)I(t00; a; u) und

(d) (t; a; t0) � (u; a; u0)I(w; b; w0)) (t; a; t0)I(w; b; w0):

2. Es sei U eine
"
universelle\ Menge von Zust�anden. Die Kategorie TUAkt von

Transitionssystemen mit Unabh�angigkeit hat als Objekte Transitionssysteme

mit Unabh�angigkeit U = (S; s;�!; I) �uber Akt mit S � U: Es seien U1 =

(S1; s1;�!1; I1) und U2 = (S2; s2;�!2; I2) Objekte aus TUAkt: Ein Morphis-

mus � 2 HomTUAkt
(U1;U2) ist eine (totale) Funktion � : S1 ! S2; welche den

folgenden Bedingungen gen�ugt:

(a) �(s1) = s2;

(b) 8t; t0 2 S1; a 2 Akt : t
a
�!1 t

0 ) �(t)
a
�!2 �(t

0) und

(c) 8t; t0; u; u0 2 S1; a; b 2 Akt :

(t; a; t0)I(u; b; u0)) (�(t); a; �(t0))I(�(u); b; �(u0));

d.h. ein Morphismus zwischen U1 und U2 in TUAkt ist ein Morphismus zwischen

den zugrundeliegenden Transitionssystemen (S1; s1;�!1) und (S2; s2;�!2) in

TAkt; welcher zus�atzlich der Bedingung (c) gen�ugt.

Beispiel 2.12 (Modellieren der Beispielprozesse)

Abbildung 2 zeigt ein Transitionssystem �uber einer Aktionsmenge Akt mit fa; bg �

Akt ; welches mit der Unabh�angigkeitsrelation I1 := ; den Proze� a:b + b:a und mit

der Unabh�angikeitsrelation

I2 := f (t0
a
�! t1)I(t0

b
�! t2); (t0

b
�! t2)I(t0

a
�! t1);

(t0
a
�! t1)I(t1

b
�! t3); (t1

b
�! t1)I(t0

a
�! t1);

(t0
b
�! t2)I(t2

a
�! t3); (t2

a
�! t3)I(t0

b
�! t2)g
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system behaviour

interleaving deterministische

Transitionssysteme

Hoare-Sprachen

true-concurrency deterministische

Transitionssysteme

mit Unabh�angigkeit

deterministische

Ereignisstrukturen

Abbildung 9: Klassi�kation der linear-time Modelle.

den Proze� ajjb als Transitionssystem mit Unabh�angigkeit modelliert. Das Transi-

tionssystem aus Abbildung 3 erg�anzt um die Unabh�angigkeitsrelation I := ; ist eine

Modellierung des Prozesses recX = a:X als Transitionssystem mit Unabh�angigkeit.

Ein Transitionssystem mit Unabh�angigkeit hei�t deterministisch, wenn sein zu-

grundeliegendes Transitionssystem deterministisch ist.

2.5 Bisimulation auf Linear-Time Modellen

In den vorangegangenen Abschnitten wurden als linear-timeModelle deterministische

Transitionssysteme, Hoare-Sprachen, deterministische Ereignisstrukturen und deter-

ministische Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit vorgestellt. Die Klassi�kation

dieser Modelle in das Spektrum system/behaviour und true-concurrency/interleaving

zeigt zusammenfassend Abbildung 9.

F�ur den in De�nition 2.3 eingef�uhrten Begri� der Bisimulation gilt auf der Klasse

der deterministischen Transitionssysteme:

Theorem 2.13 (Bisimulation auf deterministischen Transitionssystemen)

F�ur deterministische Transitionssysteme T1 = (S1; s1;�!) und T2 = (S2; s2;�!)

�uber einer Menge von Aktionen Akt gilt:

Lan(T1) = Lan(T2) () T1 � T2:

Beweis:

"
)\: De�niere R := f(t1; t2) 2 S1 � S2 j 9w 2 Lan(T1) = Lan(T2) : s1

w
�!

�

t1; s2
w
�!

�
t2g: Wegen � 2 Lan(T1) = Lan(T2) gilt (s1; s2) 2 R: Sei (t1; t2) 2 R;

gelte t1
a
�! t01: Dann existiert ein Wort w mit s1

w
�!

�
t1 und s2

w
�!

�
t2:

Daraus folgen s1
wa
�!

�
t01 und s2

wa
�!

�
t02 und wir erhalten (t01; t

0
2) 2 R: Da T2

deterministisch ist, gilt zudem t2
a
�! t02:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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"
(\: Es sei w 2 Lan(T1): Wir zeigen mit vollst�andiger Induktion �uber die Wort-

l�ange: w 2 Lan(T2) und 9(t1; t2) 2 R : s1
w
�!

�
t1 ^ s2

w
�!

�
t2:

Aus jwj = 0 folgt w = �: Nach De�nition gilt s1
�
�!

�
s1; s2

�
�!

�
s2 und

(s1; s2) 2 R: Falls jwj = n+ 1; so existieren v 2 Lan(T1); a 2 Akt mit w = va:

Nach Induktionsvoraussetzung erhalten wir: v 2 Lan(T2); und 9(t1; t2) 2 R :

s1
v
�!

�
t1 ^ s2

v
�!

�
t2: Da T1 deterministisch ist, gilt t1

a
�!

�
t01: Daraus

folgt, da� es in T2 eine Transition t2
a
�!

�
t02; so da� (t01; t

0
2) 2 R: Wir erhalten

s2
va
�!

�
t02 und damit w = va 2 Lan(T2):

Mit Theorem 2.13 folgt f�ur die linear-time Modelle Hoare-Sprachen und determi-

nistische Ereignisstrukturen:

Korollar 2.14 (Bisimulation auf linear time Modellen)

1. F�ur Hoare-Sprachen H1;H2 gilt: H1 = H2 () SH1
� SH2

:

2. F�ur deterministische Transitionssysteme stimmen die Begri�e Trace- �Aquiva-

lenz und Bisimulation �uberein.

3. F�ur deterministische Ereignisstrukturen stimmen die Begri�e Trace- �Aquivalenz

und interleaving-Bisimulation �uberein.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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3 Abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation

In diesem Kapitel stellen wir drei verschiedene, abstrakte Charakterisierungen von

Bisimulation vor: AM-Bisimulation [AM89], P-Bisimulation [JNW94] und Pfad-P-

Bisimulation [JNW94]. Anhand von zwei Musterbeispielen illustrieren wir diese drei

Charakterisierungen und ziehen im letzten Abschnitt dieses Kapitels einen ersten

Vergleich zwischen ihnen.

Die oben genannten Charakterisierungen greifen jeweils auf die Sprache der Ka-

tegorientheorie zur�uck. Dadurch k�onnen sie den zun�achst von [Par81, Mil89] auf spe-

ziellen Transitionssystemen eingef�uhrten Begri� der Bisimulation unabh�angig von

einem konkreten Modell parallelen Rechnens formulieren. Der so gewonnene abstrak-

te Standpunkt kann unterschiedlichen Gewinn nach sich ziehen: Einerseits lassen

sich aus einer abstrakten Charakterisierung heraus leicht
"
neue\ Bisimulationen auf

Modellen parallelen Rechnens einf�uhren. Andererseits bietet eine abstrakte Charak-

terisierung eine einheitliche Sicht auf verschiedene konkrete Bisimulationsbegri�e.

Ein G�utekriterium f�ur eine abstrakte Charakterisierung ist demnach, ob sie viele be-

kannte Bisimulationsbegri�e modellieren kann. Dieser Frage werden wir in Kapitel 5

nachgehen.

Peter Aczel und Nax Mendler fassen in [AM89] Bisimulation als eine Coalgebra

zu einem Endofunktor auf der Kategorie Class auf. Mit dieser Verallgemeinerung

des urspr�unglichen Begri�s von Milner weisen sie f�ur eine Klasse von Endofunkto-

ren die Existenz von �nalen Coalgebren nach. Insbesondere betrachten sie dabei den

Endofunktor P auf der Kategorie Class. Sie schreiben: The �nal coalgebras for P

give the full models for ZFC�+ AFA, a version of axiomatic set theory in which

the Foundation Axiom, FA, is replaced by a dual Anti-Foundation Axiom, AFA,

which expresses the existence of many non-well-founded sets. Der Zusammenhang

von Bisimulation und �nalen Coalgebren wird z.B. in [Acz94, RT92] genutzt, um

sogenannte �nale Semantiken zu studieren. Wir de�nieren in Abschnitt 3.2 den Be-

gri� der (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation. Dabei beschr�anken wir uns auf den

Endofunktor P(L � ) auf der Kategorie Set. Im Verlauf dieser Arbeit wird sich

erweisen, da� diese De�nition gen�ugt, um verschiedenste Bisimulationsbegri�e auf

Modellen parallelen Rechnens zu modellieren.

Andr�e Joyal, Mogens Nielsen und Glynn Winskel verwenden bei ihrer abstrakten

Charakterisierung von Bisimulation [JNW94] eine Kategorie M von Modellen und eine

darin ausgezeichnete Unterkategorie P von Pfad-Objekten. Zwei Objekte X1 und X2

von M hei�en P-bisimular, wenn es ein Objekt X aus M und sogenannte P-o�ene

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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E :

u
ea1

u
eb2

F :

u
fa1

u
f b2

-

u
f b3

u
fa4

-

qqqq
qqqq
q

Abbildung 10: Interleaving bisimulare Ereignisstrukturen E und F :

Morphismen fi : X ! Xi; i = 1; 2; gibt. Diese De�nition ist eine Fortsetzung des

abschlie�end in [WN95] formulierten Programms, Standardbegri�e der Semantik von

Proze�algebren ausschlie�lich mit kategorientheoretischen Methoden zu erfassen.

Der Begri� der (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation stammt ebenfalls aus

[JNW94]. Auch bei seiner De�nition wird eine Kategorie M von Modellen und eine

darin ausgezeichnete Unterkategorie P von Pfad-Objekten verwendet. Zus�atzlich wird

vorausgesetzt, da� M und P ein gemeinsames initiales Objekt besitzen. Zwei Objekte

X1 und X2 von M hei�en Pfad-P-bisimular, wenn es eine Menge von Morphismen-

Paaren gibt, die gewissen Abschlu�eigenschaften gen�ugt. Der Begri� der Pfad-P-

Bisimulation stellt in [JNW94] eine Alternative zur P-Bisimulation dar, die durch

ihre enge Verbindung zu einer erweiterten Hennessy-Milner Logik motiviert wird.

Die Begri�e Pfad-P-Bisimulation und P-Bisimulation sind { bei gleicher Wahl der

Kategorie P { in der Regel nicht �aquivalent.

3.1 Musterbeispiele: Interleaving Bisimulation auf Ereignis-

strukturen

Die verschiedenen abstrakten Charakterisierungen von Bisimulation sollen jeweils

anhand von zwei Musterbeispielen erl�autert und in Abschnitt 3.5 einem ersten Ver-

gleich unterzogen werden. Dazu w�ahlen wir als konkreten Bisimulationsbegri� die in

Abschnitt 2.3 eingef�uhrte interleaving Bisimulation auf Ereignisstrukturen. Das erste

Musterbeispiel zeigt interleaving bisimulare Ereignisstrukturen, das zweite hingegen

zeigt Ereignisstrukturen, die nicht interleaving-bisimular sind.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Tint(E) :

;

fe1g fe2g

fe1; e2g

@
@
@R

�
�

�	

@
@R

�
�	

a b

b a

Tint(F) :

;

ff1g ff3g

ff1; f2g ff3; f4g
? ?

@
@
@R

�
�

�	

a

a

b

b

Abbildung 11: Transitionssysteme Tint(E) und Tint(F) zu den Ereignisstrukturen aus

Abbildung 10.

G : u
ga1

H : u
ha1

u
hb2

-

Abbildung 12: Zwei nicht interleaving bisimulare Ereignisstrukturen G und H:

Beispiel 3.1 (interleaving bisimulare Ereignisstrukturen)

Es seien E und F die Ereignisstrukturen aus Abbildung 10. Abbildung 11 zeigt die

Transitionssysteme Tint(E) bzw. Tint(F): Die Relation

R := f(;; ;); (fe1g; ff1g); (fe2g; ff3g); (fe1; e2g; ff1; f2g); (fe1; e2g; ff3; f4gg

ist eine Bisimulation zwischen Tint(E) und Tint(F); demnach sind die Ereignisstruk-

turen E und F interleaving bisimular.

Beispiel 3.2 (nicht interleaving bisimulare Ereignisstrukturen)

Es seien G und H die Ereignisstrukturen aus Abbildung 12. G hat die Kon�gurationen

; und fg1g; H hat die Kon�gurationen ;; fh1g und fh1; h2g: G und H sind nicht

interleaving bisimular: Angenommen, R w�are ein Bisimulation zwischen Tint(G) und

Tint(H): Dann enth�alt R das Paar (;; ;): Da es in Tint(G) eine Transition ;
a
�! fg1g

gibt, liegt das Paar (fg1g; fh1g) in R: Von fh1g aus gibt es eine mit b markierte

Transition, von fg1g geht jedoch keine Transition aus { also ist R keine Bisimulation.

Wie wir in den folgenden Abschnitten sehen werden, lassen sich beide Beispiele

in allen drei verschiedenen abstrakten Charakterisierungen von Bisimulation nach-

vollziehen. Korollar 5.17 in Abschnitt 5.3 wird zeigen, da� alle drei abstrakten Cha-

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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A B-

-

�

F�
? ?

� �

FA FB

Abbildung 13: De�nition von Homomorphismen zwischen Coalgebren.

rakterisierungen von Bisimulation in der Lage sind, interleaving Bisimulation zu mo-

dellieren.

3.2 AM-Bisimulation

In diesem Abschnitt f�uhren wir zun�achst den Begri� der Coalgebra zu einem Endo-

funktor F ein und diskutieren den Zusammenhang zwischen Coalgebren und Tran-

sitionssystemen ohne Anfangszustand. Relativ zu einem Endofunktor F de�nieren

wir den Begri� der F -Bisimulation und spezialisieren diese De�nition zur (vorw�arts-

r�uckw�arts) AM-Bisimulation. Wir studieren einige Eigenschaften von (vorw�arts-r�uck-

w�arts) AM-Bisimulation und modellieren abschlie�end die Musterbeispiele aus Ab-

schnitt 3.1 als AM-Bisimulation.

Eine Coalgebra zu einem Endofunktor F auf einer Kategorie C ist ein Paar (A; �);

bestehend aus einem Objekt A der Kategorie C und einem Morphismus � : A! FA:

Ein Morphismus � : A! B in C hei�t Homomorphismus zwischen Coalgebren (A; �)

und (B; �); wenn � � � = (F�) � � gilt, vergleich Abbildung 13. Coalgebren und

Homomorphismem bilden wiederum eine Kategorie, die wir mit CF bezeichnen.

Beispiel 3.3 (Transitionssysteme und Coalgebren)

Es sei Akt eine Menge von Aktionen. Wir betrachten die Coalgebren zu dem Endo-

funktor F := P(Akt � ) auf der Kategorie der Mengen Set, wobei P den Potenz-

mengen-Operator bezeichnet.

1. Jeder Coalgebra (A; �) in der Kategorie SetF entspricht ein Transitionssystem

ohne Anfangszustand T(A;�) = (A;�!) und umgekehrt:

A ist die Menge der Zust�ande von T(A;�):

x
a
�! y ist eine Transition in T(A;�) gdw. (a; y) 2 �(x) � Akt � A:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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t0

t1 t2
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�
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@
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@
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b
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a

Abbildung 14: Die
"
inverse\ Coalgebra zum Transitionssystem T aus Abbildung 2.

A R B�

�

�1

F�1

-

-

�2

F�2
? ? ?

�  �

FA FR FB

Abbildung 15: De�nition von F - bzw. AM-Bisimulation.

2. Jeder Coalgebra (A; �) in der Kategorie SetF ordnen wir ihre
"
inverse\ Coalge-

bra (A; ��) zu, deren erste Komponente die Menge A; deren zweite Komponente

die zu �
"
inverse\ Abbildung �� : A! P(Akt � A) ist mit

(a; x) 2 ��(y) :() (a; y) 2 �(x):

Abbildung 14 zeigt die Coalgebra (A; ��) zu dem Transitionssystem aus Abbil-

dung 2.

De�nition 3.4 (F -Bisimulation, (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation)

1. Es sei F ein Endofunktor auf der Kategorie Set.

Eine Coalgebra (R; ) hei�t F -Bisimulation [AM89] zwischen Coalgebren (A; �)

und (B; �); wenn R � A � B und die Projektionen �1 : (R; ) ! (A; �) und

�2 : (R; ) ! (B; �) von R auf A beziehungweise B Homomorphismen sind,

d.h. das Diagramm in Abbildung 15 kommutiert.

2. Es sei F := P(Akt � ) der Endofunktor auf Set aus Beispiel 3.3.

(a) Eine AM-Bisimulation ist eine F -Bisimulation zu diesem speziellen Funk-

tor.
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(b) Eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation zwischen Coalgebren (A; �) und

(B; �) ist eine AM-Bisimulation (R; ); f�ur die zus�atzlich gilt: (R; �) ist

eine AM-Bisimulation zwischen Coalgebren (A; ��) und (B; ��):

Bemerkung 3.5 (Coalgebren und Transitionssysteme)

Da wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit unter einer Coalgebra in der Regel ein

Objekt aus SetF verstehen werden, wobei F = P(Akt � ); unterscheiden wir in

Zukunft nicht weiter zwischen den Begri�en Coalgebra und Transitionssystem ohne

Anfangszustand.

Lemma 3.6 (Charakterisierung von Homomorphismen)

In der Kategorie SetF zu dem Funktor F = P(Akt � ) ist eine Abbildung � :

A ! B ein Homomorphismus zwischen Coalgebren (A; �) und (B; �) gdw. f�ur die

Transitionssysteme T(A;�) und T(B;�) gilt:

(i) Wenn es eine Transition x
a
�! y in T(A;�) gibt, dann ist �(x)

a
�! �(y) ein

Transition in T(B;�) und

(ii) wenn es eine Transition r
a
�! s in T(B;�) gibt und einen Zustand x 2 A mit

r = �(x); dann gibt es einen Zustand y 2 A mit s = �(y); so da� x
a
�! y eine

Transition in T(A;�) ist.

Beweis: Es sei � ein Homomorphismus. Abbildung 13 zeigt das kommutierende

Diagramm. Es sei x
a
�! y eine Transition in T(A;�): Daraus folgt (a; y) 2 �(x): Da

(F�) �� = � � � erhalten wir (a; �(y)) 2 �(�(x)) und damit �(x)
a
�! �(y) in T(B;�):

Gibt es hingegen eine Transition r
a
�! s in T(B;�); wobei r = �(x) f�ur ein x 2 A; dann

erhalten wir (a; s) 2 (� � �)(x): Demnach gilt (a; s) 2 ((Ff) � �)(x): Also existiert

ein y 2 A mit s = f(y) und (a; y) 2 �(x); und wir erhalten: x
a
�! y in T(A;�):

Es sei nun � : A ! B eine Abbildung, die den Bedingungen (i) und (ii) gen�ugt.

Wenn (a; z) 2 ((F�) � �)(x) dann gibt es ein y 2 A mit �(y) = z und (a; y) 2 �(x):

Daher erhalten wir x
a
�! y in T(A;�) und mit Bedingung (i) folgt �(x)

a
�! �(y) in

T(B;�): Dies ist �aquivalent zu (a; �(y)) = (a; z) 2 �(�(x)): Betrachten wir umgekehrt

(a; s) 2 (� � �)(x); dann erhalten wir r
a
�! s in T(B;�) und r = �(x) f�ur ein r 2 B:

Daher existiert nach Bedingung (ii) ein y 2 A mit �(y) = s und x
a
�! y in T(A;�):

Demzufolge gilt (a; �(y)) = (a; s) 2 (F���)(x):

3.2.1 Eine erste Interpretation des Begri�es AM-Bisimulation

Die Existenz einer AM-Bisimulation zwischen zwei Transitionssystemen besagt ohne

zus�atzliche Forderungen wenig: (R; ) = (;; ;) ist eine AM-Bisimulation zwischen

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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s0

s1
?a

S1

t0

T1

Abbildung 16: Interpretation von AM-Bisimulation: S1 und T1.

s0

s1
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t1
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Abbildung 17: Interpretation von AM-Bisimulation: S2 und T2.

s0

s1
?a

s2

s3
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t2
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Abbildung 18: Interpretation von AM-Bisimulation: S3 und T3.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



30 Kapitel 3: Abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation

zwei beliebigen Transitionssystemen. Um einen konkreten Bisimulationsbegri� als

AM-Bisimulation zu modellieren, werden wir daher in der Regel fordern, da� die Men-

ge R der Coalgebra (R; ) ein ausgezeichnetes Paar von Zust�anden enth�alt, z.B. die

Anfangszust�ande der Transitionssysteme. Anhand der Transitionssysteme der Abbil-

dungen 16, 17 und 18 wollen wir zeigen, wie unterschiedlich der
"
Informationsgehalt\

einer AM-Bisimulation sein kann:

(R; ) := (f(s1; t0)g; ;) ist eine AM-Bisimulation zwischen den Transitionssyste-

men S1 und T1 aus Abbildung 16. Ihre Aussage ist:
"
Beide Transitionssysteme ent-

halten Endzust�ande.\

F�ur die Transitionsysteme S2 und T2 aus Abbildung 17 l�a�t sich als AM-Bisimula-

tion (R; ) die Menge R := (f(s0; t0); (s1; t1)g zusammen mit (s0; t0) := f(a; s1; t1)g

als Morphismus w�ahlen. Hier erhalten wir die Aussage:
"
W�ahlt man s0 und t0 als

Anfangszust�ande, so verhalten sich die beiden Transitionssysteme S2 und T2 gleich.\

Dasselbe gilt bei Wahl von s1 und t1 als Anfangszust�ande.

Im Fall der Transitionssysteme S3 und T3 aus Abbildung 18 k�onnen wir (R; ) als

AM-Bisimulation w�ahlen, wobei

� R := f(s0; t0); (s1; t1); (s2; t2); (s3; t3)g und

� (s0; t0) := f(a; s1; t1)g; (s2; t2) := f(b; s3; t3)g:

Diese AM-Bisimulation l�a�t sich wie folgt interpretieren:
"
W�ahlt man einen belie-

bigen Zustand s als Anfangszustand von S3; dann gibt es einen Zustand t in T3;

so da� sich bei Wahl von t als Zufangszustand von T3 die beiden Transitionssyste-

me gleich verhalten. Dieselbe Ausage gilt, wenn zun�achst ein Anfangszustand in T3

gew�alt wird.\

Die Transitionssysteme in den Abbildungen 16, 17 und 18 zeigen, da� eine AM-Bi-

simulation gerade die Transitionen enth�alt, die beiden Coalgebren
"
gemeinsam\ sind.

Mit dieser Sichtweise l�a�t sich auch die Beobachtung erkl�aren, da� (;; ;) eine AM-

Bisimulation zwischen zwei beliebigen Coalgebren ist: Nat�urlich gilt, da� die Transi-

tionen, welche in der leeren Menge enthalten sind, beliebigen Coalgebren gemeinsam

sind. Wie die Diskussion der Transitionssysteme aus Abbildung 18 gezeigt hat, ist

die Frage nach dem
"
gemeinsamen Teil\ beider Transitionssysteme unabh�angig von

einem Konzept von
"
Erreichbarkeit\.

Die Frage, ob zwei Transitionssysteme einen
"
gemeinsamen Bestandteil\ aufwei-

sen, ist �aquivalent zu der Frage, ob es eine AM-Bisimulation zwischen diesen Transiti-

onssystemen gibt, welche diesen Bestandteil
"
enth�alt\. Solch ein

"
Bestandteil\ kann

wiederum ein Transitionssystem sein. Wir f�uhren hier nur zwei Beispiele an:
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1. Gibt es f�ur jeden Zustand s eines Transitionssystems S = (S;�!) einen Zu-

stand t in einem Transitionssystems T ; so da� sich T ausgehend von t genauso

verh�alt wie S ausgehend von s? Diese Frage l�a�t sich mittels AM-Bisimulation

wie folgt formulieren: Gibt es eine AM-Bisimulation (R; ); so da� die Projek-

tion �1 auf S surjektiv ist?

2. Das erste Problem l�a�t sich auch auf solche Zust�ande eines Transitionssystems

beschr�anken, die von einem ausgezeichneten Zustand s0 erreichbar sind. Dies

f�uhrt auf die Frage: Gibt es f�ur jeden Zustand s eines Transitionssystems S =

(S;�!); der von s0 erreichbar ist, einen Zustand t in T ; so da� T ausgehend

von t sich genauso verh�alt wie S ausgehend von s? Auch diese Problemstellung

l�a�t sich mittels AM-Bisimulation ausdr�ucken: Gibt es eine AM-Bisimulation

(R; ); so da� f�ur die Projektion �1 auf S gilt: s0 2 �1(R)?

Die angef�uhrten Fragen betre�en
"
Simulationen\: Wir stellen die Frage, ob T einen

bestimmten Teil des Verhaltens von S zeigen kann. Um
"
Bisimulationen\ zu be-

schreiben m�ussen wir die Bedingungen symmetrisch formulieren. Im zweiten Beispiel

k�onnten wir unter der Annahme, da� S und T Zust�ande s0 bzw. t0 aufweisen, for-

mulieren: Gibt es eine AM-Bisimulation (R; ) mit s0 2 �1(R) und t0 2 �2(R)?

Eine andere, sch�arfere Formulierung ist: Gibt es eine AM-Bisimulation (R; ) mit

(s0; t0) 2 R? Die letzte Formulierung werden wir verwenden, um verschiedene kon-

krete Bisimulationsbegri�e als AM-Bisimulation zu modellieren.

3.2.2 Elementare Eigenschaften von AM-Bisimulation

Im Rahmen dieser Arbeit sind wir an AM-Bisimulationen interessiert, die ein ausge-

zeichnetes Paar von Zust�anden enthalten. Dazu gehen wir davon aus, da� jede Coalge-

bra (A; �) einen ausgezeichneten Zustand z(A;�) enth�alt. Auch unter der zus�atzlichen

Bedingung, da� eine AM-Bisimulation zwischen Coalgebren (A; �) und (B; �) das

Paar (z(A;�); z(B;�)) enth�alt, ist die Relation
"
(vorw�arts-r�uckw�arts) AM-bisimular\

auf der Kategorie SetF eine �Aquivalenzrelation: Sie ist reexiv, denn zu einer Coal-

gebra (A; �) ist (R; ) mit R := A � A und (l; a0; a0) 2 (a; a) : () (l; a0) 2 �(a)

eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (A; �) mit (x; x) 2 R;

wobei x ein beliebiges Element aus A ist. Die Relation ist symmetrisch, denn wenn

(R; ) eine (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation zwischen Coalgebren (A; �) und

(B; �) mit (x; y) 2 R ist, so ist (R̂; ̂) mit

R̂ := f(b; a) j (a; b) 2 Rg und
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(l; b0; a0) 2 ̂(b; a) :() (l; a0; b0) 2 (a; b)

eine (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation zwischen (B; �) und (A; �) mit (y; x) 2

R̂: Da� sie transitiv ist, zeigt folgende Konstruktion: Sind (A1; �1); (A2; �2); (A3; �3)

Coalgebren, (R1; 1) und (R2; 2) (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulationen zwischen

(A1; �1) und (A2; �2) mit (x; y) 2 R1 bzw. zwischen (A2; �2) und (A3; �3) mit (y; z) 2

R2; dann ist (R; ) mit

R := f(r; t) 2 A1 � A3 j 9 s 2 A2 : (r; s) 2 R1; (s; t) 2 R2g und

(l; r0; t0) 2 (r; t) :() 9 s0; s 2 A2 : (l; r
0; s0) 2 1(r; s); (l; s

0; t0) 2 2(s; t)

eine (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation zwischen (A1; �1) und (A3; �3); wobei

(x; z) 2 R gilt.

F�ur das Modellieren konkreter Bisimulationen als AM-Bisimulation werden wir

f�ur die Abbildung  h�au�g das
"
Produkt\ der Abbildungen � und � verwenden.

Das hat zur Folge, da� unabh�angig von der Wahl der Menge R die Inklusionen

(F�1 � ) � (� � �1) (vergl. Abbildung 15) erf�ullt ist. AM-Bisimulationen gen�ugen

stets einem Teil der zus�atzlichen Anforderungen, die an eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-

Bisimulation gestellt werden. Diese beiden Aussagen fassen wir im folgenden Lemma

zusammen:

Lemma 3.7 (Produktkonstruktion, vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation)

Es seien (A; �); (B; �) Coalgebren.

1. Es sei R � A� B: De�niere  : R! FR verm�oge

8(x; y); (x0; y0) 2 R : (a; x0; y0) 2 (x; y) :() (a; x0) 2 �(x); (a; y0) 2 �(y):

Dann gilt f�ur alle (x; y) 2 R :

(F�1 � )(x; y) � (� � �1)(x; y) und (F�2 � )(x; y) � (� � �2)(x; y):

2. Eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen (A; �) und (B; �) ist eine vorw�arts-

r�uckw�arts AM-Bisimulation, gdw. f�ur alle (x0; y0) 2 R gilt:

(�� � �1)(x
0; y0) � (F�1 � 

�)(x0; y0) und

(�� � �1)(x
0; y0) � (F�2 � 

�)(x0; y0):

Beweis: Es sei (x; y) 2 R: Gelte (a; x0) 2 (F�1 � )(x; y): Dann existiert y0 2 B;

so da� (x0; y0) 2 R und (a; x0; y0) 2 (x; y): Nach De�nition von  folgt daraus

(a; x0) 2 �(x) und wir erhalten (a; x0) 2 (� � �1)(x; y):
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(R; ) :

(;; ;)

(fe1g; ff1g) (fe2g; ff3g)

(fe1; e2g; ff1; f2g) (fe1; e2g; ff3; f4g)
? ?

@
@
@R

�
�

�	

a

a

b

b

Abbildung 19: Eine AM-Bisimulation zwischen Tint(E) und Tint(F) aus Abbildung

11.

Wir zeigen, da� f�ur alle (x0; y0) 2 R gilt: (F�1 � 
�)(x0; y0) � (�� � �1)(x

0; y0): Es

sei (a; x) 2 (F�1 � 
�)(x0; y0): Dann gibt es ein y 2 B mit (a; x; y) 2 �(x0; y0): Nach

De�niton von � folgt daraus (a; x0; y0) 2 (x; y) und wir erhalten (a; x0) 2 (F�1 �

)(x; y): Da (R; ) nach Voraussetung eine AM-Bisimulation ist, gilt (a; x0) 2 (� �

�1)(x; y): Daraus schlie�en wir (a; x0) 2 �(x) und (a; x) 2 ��(x0) = (�� � �1)(x
0; y0):

3.2.3 Modellieren der Musterbeispiele

AM-Bisimulation ist zun�achst eine Begri�sbildung auf Transitionssystemen ohne An-

fangszustand. Um einen konkreten Bisimulationsbegri� auf Ereignisstrukturen wie

z.B. die interleaving Bisimulation als AM-Bisimulation zu modellieren, m�ussen Ereig-

nisstrukturen in geeignete Transitionssysteme �uberf�uhrt werden. Parameter sind die

Zustandsmenge der Transitionssysteme, die Aktionsmenge Akt ; �uber der die Transiti-

onssysteme de�niert werden, sowie die De�nition der �Ubergangsrelation. Im Rahmen

dieser Arbeit werden wir als Zust�ande stets Kon�gurationen von Ereignisstrukturen

verwenden { alternative De�nitionen diskutieren wir in [MCR98]. Im konkreten Fall

der interleaving Bisimulation greifen wir auf den Operator Tint aus Abschnitt 2.3

zur�uck. Weiterhin fordern wir, da� eine AM-Bisimulation (R; ) die Anfangszust�ande

der Transitionssyteme miteinander in Relation setzen soll, d.h. (;; ;) 2 R:
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P X-

-

p

q
? ?

m f

Q Y
�
�
�
�
�
���

r

Abbildung 20: P-Bisimulation: Illustration des Begri�s P-o�en.

Modellierung von Beispiel 3.1:

Abbildung 11 zeigt die Transitionssyteme Tint(E) und Tint(F) zu den Ereignisstruk-

turen aus Abbildung 10, in Abbildung 19 �ndet sich eine AM-Bisimulation (R; )

zwischen Tint(E) und Tint(F) mit (;; ;) 2 R:

Modellierung von Beispiel 3.2:

Es seien G und H die Ereignisstrukturen aus Abbildung 12. Angenommen, es g�abe

eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen Tint(G) und Tint(H) mit (;; ;) 2 R: Dann gibt

es in (R; ) eine Transition (;; ;)
a
�! (fg1g; fh1g): Da in Tint(G) die Kon�guration

fg1g Endzustand ist, kann es in (R; ) keine Transition von (fg1g; fh1g) aus geben.

In Tint(H) gibt es jedoch eine Transition fh1g
b
�! fh2g: Also ist (R; ) keine AM-

Bisimulation.

3.3 P-Bisimulation

In diesem Abschnitt f�uhren wir den Begri� der P-Bisimulation ein, nennen eine hin-

reichende Bedingung daf�ur, da� P-Bisimulation eine �Aquivalenzrelation ist, und stu-

dieren P-Bisimulation an den Musterbeispielen aus Abschnitt 3.1.

De�nition 3.8 (P-o�ene Morphismen, P-Bisimulation)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete Unterkategorie

von sogenannten Pfad-Objekten.

1. Es sei f : X ! Y ein Morphismus in M:

f hei�t P-o�en [JNW94] gdw. f�ur alle Objekte P; Q aus P; f�ur alle Morphismen

m : P ! Q in P und alle Morphismen p : P ! X; q : Q ! Y gilt: falls
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P
�

��	
@
@@R

hY hZ

Y
�

��	
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@@R
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f1 f2 g2 g3

X1 X2 X3

Abbildung 21: P-Bisimulation: Transitivit�at mittels Pullbacks.

q �m = f � p; dann gibt es einen Morphismus r : Q ! X mit r �m = p und

f � r = q: Abbildung 20 illustriert diese De�nition.

2. Zwei Objekte X1 und X2 der Kategorie M hei�en P-bisimular[JNW94], wenn

es ein Objekt X aus M und P-o�ene Morphismen fi : X ! Xi; i = 1; 2; gibt.

Bemerkung 3.9 (Beispiele P-o�ener Morphismen)

1. Die Identit�ats-Morphismen idX sind P-o�en, die Komposition P-o�ener Mor-

phismen ist wieder P-o�en; d.h. die Objekte aus M bilden mit den P-o�enen

Morphismen einen Kategorie.

2. Pullbacks von P-o�enen Morphismen sind P-o�en.

Von einem Bisimulationsbegri� wird erwartet, da� er eine �Aquivalenzrelation ist.

Bei P-Bisimulation ist dies im Allgemeinen nicht der Fall: P-Bisimulation ist reexiv,

weil die Identit�ats-Morphismen P-o�en sind, die Symmetrie folgt direkt aus der De�-

nition. Um die Transitivit�at zu gew�ahrleisten, fordern [JNW94], da� die Kategorie M

Pullbacks besitzt: Sind Objekte X1; X2 und X2; X3 jeweils P-bisimular, so gibt es Ob-

jekte Y; Z und P-o�ene Morphismen fi : Y ! Xi; i = 1; 2; und gj : Z ! Xj; j = 2; 3:

Besitzt nun die Kategorie M Pullbacks, so gibt es zu den Morphismen f2 : Y ! X2

und g2 : Z ! X2 ein Objekt P und Morphismen hY : P ! Y; hZ : P ! Z; siehe

Abbildung 21. Nach Bemerkung 3.9 sind die Morphismen hY ; hZ und damit auch

f1 � hY : P ! X1; g3 � hZ : P ! X3 P-o�en, d.h. X1 und X3 sind P-bisimular. Die

in Kapitel 2 eingef�uhrten Kategorien TAkt; SAkt; EAkt; EKAkt und TUAkt besitzen

Pullbacks [JNW94], d.h. P-Bisimulationen auf diesen Kategorien sind �Aquivalenzre-

lationen.
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Modellierung von Beispiel 3.1:

Wir wollen zeigen, da� in der Kategorie EAkt die Ereignisstrukturen E und F aus

Abbildung 10 P-bisimular sind. Dazu w�ahlen wir P=Lin, vergleiche Abschnitt 2.3, als

Kategorie von Pfad-Objekten. Als Objekt X { in den Bezeichnungen von De�nition

3.8 { dient die Ereignisstruktur F und wir behaupten, da� die Morphismen

g1 : F ! E ; wobei g1(f1) = g1(f4) := e1 und g1(f2) = g1(f3) := e2; sowie

g2 : F ! F ; g2 := idF die Identit�at auf F ;

Lin-o�en sind.

Nach Bemerkung 3.9 ist g2 Lin-o�en. Um zu beweisen, da� auch g1 Lin-o�en

ist, betrachten wir das kommutierende Diagramm aus Abbildung 20, wobei X = F ;

Y = E und sowohl P als auch Q beliebige Objekte aus Lin sind. Da Kon�gurationen

von E aus maximal zwei Elementen bestehen, k�onnen auch die Pfad-Objekte P und

Q h�ochstens zwei Ereignisse aufweisen. Wir betrachten hier nur einen ausgew�ahlten

Fall zur Illustration { die �Aquivalenz zwischen interleaving Bisimulation und Lin-

Bisimulation wird Theorem 5.16 zeigen. Es sei P eine Ereignisstruktur mit einem

Ereignis e; welches mit a markiert ist. Daraus folgt p(e) = f1: F�ur das Pfadobjekt Q

unterschieden wir:

� Falls Q die leere Ereignisstruktur ist, so gibt es keinen Morphismus von P nach

Q:

� Besteht Q nur aus einem Ereignis ê; so mu� dieses mit a markiert sein. In

diesem Fall gelten m(e) = ê und q(ê) = e1: Die De�nition r(ê) := f1 ergibt den

geforderten Morphismus.

� Besteht Q hingegen aus zwei Ereignis ê1 und ê2; so ist ê1 mit a und ê2 mit b

markiert und es gilt ê1 �Q ê2: F�ur die Morphismen erhalten wir in diesem Fall:

m(e) = ê1; q(ê1) = e1 und q(ê2) = e2: Indem wir r(ê1) := f1 und r(ê2) := f2

setzen, erhalten wir den gew�unschten Morphismus.

Die Ereignisstruktur X = F von der P-Bisimulation ist isomorph zu der Ereignis-

struktur, die man aus der AM-Bisimulation (R; ) aus Abbildung 19 erh�alt, wenn

diese zun�achst zu einem Synchronisationsbaum abgewickelt und anschlie�end in eine

Ereignisstruktur �uberf�uhrt wird. Im Beweis von Theorem 5.16 werden wir auf diesen

Zusammenhang zur�uckgreifen.
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Abbildung 22: Pfad-P-Bisimulation.

Modellierung von Beispiel 3.2:

Nun betrachten wir die Ereignisstrukturen G und H aus Abbildung 12. Wir wol-

len zeigen, da� G und H nicht Lin-bisimular sind. Damit es Morphismen von einer

Ereignisstruktur X sowohl nach G als auch nach H geben kann, darf X nur Kon�-

gurationen mit maximal einem Ereignis besitzen, welches mit a markiert ist. Unter

dieser Bedingung unterscheiden wir zwei F�alle: X ist die leere Ereignisstruktur oder

X enth�alt mindestens ein Ereignis.

Falls X die leere Ereignisstruktur ist, erhalten wir: Der eindeutig bestimmte Mor-

phismus �G : X ! G ist nicht Lin-o�en. Um dies zu beweisen w�ahlen wir P = X;

Q = G; p = idX ; q = idG und m = �G f�ur das Diagramm aus Abbildung 20. O�en-

kundig gilt idG � �G = �G � idX ; aber es gibt keinen Morphismus von G nach X:

FallsX nicht die leere Ereignisstruktur ist, gibt es ein Ereignis x inX; welches mit

a markiert ist. Wir behaupten, da� es keinen Lin-o�enen Morphismus f : X ! H

gibt. Wir wissen: F�ur jeden Morphismus f : X ! H gilt f(x) = h1: Nun w�ahlen

wir P = G; Q = H; Y = H f�ur das Diagramm aus Abbildung 20. Als Morphismen

w�ahlen wir p(g1) := x; m(g1) := h1 und q := idH: O�enkundig gilt q � m = f � p;

aber es gibt keinen Morphismus von Q = H nach X:

3.4 Pfad-P-Bisimulation

In diesem Abschnitt f�uhren wir die Begri�e Pfad-P-Bisimulation und vorw�arts-r�uck-

w�arts Pfad-P-Bisimulation ein und studieren sie an demMusterbeispiel aus Abschnitt

3.1.
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Abbildung 23: Vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation.

De�nition 3.10 ((vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterkate-

gorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Objekt von P und

M:

1. Ein Pfad [JNW94] ist ein Morphismus p : P ! X von einem Objekt P aus P

zu einem Objekt X aus M; das Objekt P hei�t Ursprung des Pfades p:

2. Zwei Objekte X1 und X2 aus M hei�en Pfad-P-bisimular [JNW94], wenn es

eine Menge R aus Paaren von Pfaden (p1; p2) mit gemeinsamen Ursprung P

gibt, d.h. p1 : P ! X1 ist ein Pfad nach X1 und p2 : P ! X2 ist ein Pfad nach

X2; die folgenden Bedingungen gen�ugt:

(o) (�1; �2) 2 R; wobei �1 : I ! X1 und �2 : I ! X2 die eindeutig bestimmten

Pfade vom initialen Objekt I in die Objekte X1 bzw. X2 sind,

und f�ur alle (p1; p2) 2 R und alle m : P ! Q; wobei m ein Morphismus und Q

ein Objekt in P sind, gilt:

(i) Wenn es einen Pfad q1 : Q! X1 gibt mit q1 �m = p1; dann gibt es auch

einen Pfad q2 : Q ! X2; so da� q2 �m = p2 und (q1; q2) 2 R (vergleiche

Abbildung 22), und

(ii) wenn es einen Pfad q2 : Q ! X2 gibt mit q2 �m = p2; dann gibt es auch

einen Pfad q1 : Q! X1; so da� q1 �m = p1 und (q1; q2) 2 R:

3. Zwei Objekte X1 und X2 aus M hei�en vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-bisimular

[JNW94], wenn sie Pfad-P-bisimular sind und die Relation R zus�atzlich folgen-

de Bedingung erf�ullt:
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(iii) F�ur alle (q1; q2) 2 R; wobei q1 : Q ! X1 und q2 : Q ! X2; gilt: gibt es

einen Morphismus m : P ! Q in P; so folgt (q1�m; q2�m) 2 R (vergleiche

Abbildung 23).

Die Menge R bezeichnen wir als (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation zwi-

schen den Objekten X1 und X2:

O�enbar ist die Relation (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-bisimular auf der Kate-

gorie der Modelle eine �Aquivalenzrelation: sie ist reexiv, da f�ur ein Objekt X die

Menge R := f(p; p) j 9P 2 P : p 2 Hom(P;X)g eine (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-

Bisimulation ist. Sie ist symmetrisch, denn wenn R eine (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-

Bisimulation zwischen Objekten X1 und X2 ist, so ist R
�1 := f(p2; p1) j (p1; p2) 2 Rg

eine (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation zwischen X2 und X2: Schlie�lich ist

sie transitiv: es seien R1 und R2 (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulationen zwi-

schen Objekten X1 und X2 bzw. X2 und X3: Dann ist R := f(p1; p3) j 9p2 : (p1; p2) 2

R1; (p2; p3) 2 R2g eine (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation zwischen X1 und

X3:

Durch entsprechende Wahl einer Pfad-Kategorie P ist es m�oglich, die in Kapi-

tel 2 eingef�uhrten Kategorien von Modellen parallelen Rechnens mit dem Begri�

einer (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation auszustatten: Da wir die Zust�ande

bzw. Ereignisse der Objekte der jeweiligen Kategorien aus einer
"
universellen\ Menge

gew�ahlt haben, sind die Kategorien TAkt; SAkt; EAkt; EKAkt und TUAkt { und damit

auch ihre Unterkategorien { stets klein. In TAkt und SAkt ist T := (fsg; s; ;); d.h. ein

Transitionssystem mit nur einem Zustand s und einer leeren �Ubergangsrelation, ein

initiales Objekt. F�ugen wir noch eine leere Unabh�angigkeitsrelation hinzu, erhalten

wir mit U := (fsg; s; ;; ;) ein initiales Objekt in TUAkt: In den Kategorien EAkt und

EKAkt ist das initiale Objekt die leere Ereignisstruktur.

Modellierung von Beispiel 3.1:

Zun�achst modellieren wir die interleaving Bisimulation zwischen den Ereignisstruk-

turen E und F aus Abbildung 10 als Pfad-P-Bisimulation. Dazu w�ahlen wir { wie im

Fall der P-Bisimulation { Lin als Pfad-Kategorie in EAkt: Die leere Ereignisstruktur

(;; ;; ;; ;) ist gemeinsames initiales Objekt von Lin und EAkt:

Um eine Pfad-Lin-Bisimulation R zwischen E und F anzugeben, m�ussen wir alle

Pfadobjekte P mit der Eigenschaft HomEAkt
(P; E) 6= ; oder HomEAkt

(P;F) 6= ;

betrachten: Es sei p : P ! E ein Pfad von P nach E : Vom initialen Objekt I aus
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gibt es Morphismen �E : I ! E ; �F : I ! F und �P : I ! P: Da �E : I ! E eindeutig

bestimmt ist, erhalten wir p � �P = �E : Da nach Bedingung (o) das Paar (�E ; �F) in R

enthalten ist, folgt mit Bedingung (i): (p; q) 2 R f�ur einen Morphismus q : P ! F :

Daraus folgt: Liegt das Pfadobjekt P in einer Isomorphieklasse von P mit unendlich

vielen Objekten, so besteht die Pfad-P-Bisimulation R aus unendlich vielen Paaren

von Pfaden.

Da die Ereignisstrukturen E und F nur Kon�gurationen mit maximal zwei Er-

eignissen aufweisen, kann der Ursprung eines Pfades nach E bzw. F entweder das

initiale Objekt I sein, oder er ist in einer der folgenden Mengen Sa; Sb; Sab bzw. Sba

enthalten:

Sa bezeichne die Menge aller Ereignisstrukturen in Lin, die aus einem Ereignis

bestehen, welches mit a markiert ist.

Sb bezeichne die Menge aller Ereignisstrukturen in Lin, die aus einem Ereignis

bestehen, welches mit b markiert ist.

Sab bezeichne die Menge aller Ereignisstrukturen in Lin, die aus zwei Ereignis-

sen bestehen, wobei das eine Ereignis mit a das andere mit b markiert ist und

das mit a markierte Ereignis Vorg�anger von dem mit b markierten Ereignis ist.

Sba bezeichne die Menge aller Ereignisstrukturen in Lin, die aus zwei Ereignis-

sen bestehen, wobei das eine Ereignis mit a das andere mit b markiert ist und

das mit b markierte Ereignis Vorg�anger von dem mit a markierten Ereignis ist.

Mit Hilfe dieser Mengen de�nieren wir eine Pfad-Lin-Bisimulation zwischen E und

F :

R := f(p1; p2) j p1 2 HomEAkt
(I; E); p2 2 HomEAkt

(I;F)g[

f(p1; p2) j 9P 2 Sa : p1 2 HomEAkt
(P; E); p2 2 HomEAkt

(P;F)g[

f(p1; p2) j 9P 2 Sb : p1 2 HomEAkt
(P; E); p2 2 HomEAkt

(P;F)g[

f(p1; p2) j 9P 2 Sab : p1 2 HomEAkt
(P; E); p2 2 HomEAkt

(P;F)g[

f(p1; p2) j 9P 2 Sba : p1 2 HomEAkt
(P; E); p2 2 HomEAkt

(P;F)g:

Bei Wahl der Kategorie Lin enthalten die Mengen HomEAkt
jeweils nur einen Mor-

phismus. Den Beweis, da� R eine Pfad-Lin-Bisimulation ist, f�uhren wir nur an einem

Fall vor. Da� interleaving Bisimulation und Pfad-Lin-Bisimulation �aquivalent sind,

wird Korollar 5.17 zeigen.
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Es sei P eine Ereignisstruktur aus Sa mit einem Ereignis e; das mit a markiert

ist. F�ur die Morphismen p1 : P ! E ; wobei p1(e) := e1; und p2 : P ! F ; wobei

p2(e) = f1; erhalten wir: (p1; p2) 2 R: Gibt es eine Ereignisstruktur Q 2 Lin und

Morphismenm : P ! Q und q1 : Q! E mit q1�m = p1; so ist Q entweder in Sa oder

in Sab enthalten. Im ersten Fall besteht Q aus einem Ereignis ê; das mit a markiert

ist, und f�ur die Morphismen gilt: m(e) = ê und q1(ê) = e1: F�ur den Morphismus

q2 : Q ! F mit q2(ê) = f1 erhalten wir: q2 � m = p2 und (q1; q2) 2 R: Es sei nun

Q 2 Sab: In diesem Fall besteht Q aus zwei Ereignissen ê1 und ê2; wobei ê1 mit a;

ê2 mit b markiert ist. Der Morphismus m bildet e auf ê1 ab, f�ur q1 gilt: q1(ê1) = e1

und q1(ê2) = e2: F�ur den Morphismus q2 : Q ! F mit q2(ê1) = f1 und q2(ê2) = f2

erhalten wir: q2 �m = p2 und (q1; q2) 2 R:

Modellierung von Beispiel 3.2:

Wir betrachten nun die beiden Ereignisstrukturen G und H aus Abbildung 12 und

zeigen, da� es zwischen ihnen keine Pfad-Lin-Bisimulation gibt. Angenommen, R

w�are eine Pfad-Lin-Bisimulation. Dann enth�alt R das Paar (�G; �H); wobei �G : I ! G

und �H : I ! H die eindeutig bestimmen Morphismen vom initialen Objekt I nach

G bzw. H sind. H ist ein Pfadobjekt aus Lin, f�ur die Identit�at idH gilt: idH � �H =

�H: Damit sind die Voraussetzungen von Bedingung (ii) erf�ullt, es gibt aber keinen

Morphismus von H nach G { also kann R die Abschlu�eigenschaften nicht erf�ullen.

3.5 Ein erster Vergleich der abstrakten Charakterisierungen

Anhand der Modellierungen der Musterbeispiele aus Abschnitt 3.1 wollen wir disku-

tieren, welche Antwort die drei abstrakten Charakterisierungen auf die Frage geben:

"
Was ist eine interleaving Bisimulation zwischen zwei Ereignisstrukturen?\ Am En-

de dieses Abschnittes geben wir schlie�lich eine allgemeine Interpretation der drei

Charakterisierungen.

AM-Bisimulation: Um eine AM-Bisimulation anzugeben, ordnen wir den Ereig-

nisstrukturen E und F bzw. G und H zun�achst mit dem Operator Tint eine

operationale Semantik zu. Eine Bisimulation ist dann ein Transitionssystem

(R; ) mit einem
"
Verhalten\, das Tint(E) und Tint(F) resp. Tint(G) und Tint(H)

gemeinsam ist. Die Bedingung (;; ;) 2 R stellt hierbei sicher, da� alle erreich-

baren Zust�ande der Transitionssysteme in Betracht gezogen werden, die wir

mittels des Operators Tint erhalten. Im Fall der Ereignisstrukturen E und F
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Abbildung 24: P-Bisimulation: Pfad- �Ubertragung.

konnten wir ein solches Transitionssystem angeben. Bei den Ereignisstrukturen

G und H haben wir die Annahme, da� ein solches Transitionssystem existiert,

zum Widerspruch gef�uhrt.

P-Bisimulation: F�ur die Ereignisstrukturen E und F aus Beispiel 3.1 besteht die

P-Bisimulation aus einer Ereignisstruktur X und zwei P-o�enen Morphismen

f1 : X ! E und f2 : X ! F : �Uber diese Konstruktion erhalten wir die

Eigenschaft der Pfad-�Ubertragung (vergleiche Abbildung 24): Kann ein Pfad

p : P ! X zu einem Pfad q : Q ! E fortgesetzt werden, d.h. es gibt einen

Morphismus m : P ! Q mit q � m = f1 � p; dann ist diese Fortsetzung mit

demselben Morphismus m auch f�ur die Ereignisstruktur F m�oglich. Da f1 P-

o�en ist, existiert ein Morphismus r : Q ! X mit r �m = p und q = f1 � r:

F�ur den Morphismus f2 � r : Q ! F gilt (f2 � r) � m = f2 � p: Die gleiche

Konstruktion kann symmetrisch f�ur Pfade nach F durchgef�uhrt werden. Die

Ereignisstruktur X der P-Bisimulation kann als das
"
Bild\ aller Pfad-Objekte

aufgefa�t werden, von denen es einen Pfad in die Ereignisstrukturen E und

F gibt. Die Eigenschaft P-o�en stellt sicher, da� jede Pfad-Fortsetzung von E

auch f�ur F m�oglich ist { und umgekehrt. Im Fall der Ereignisstrukturen G und

H haben wir gezeigt, da� es f�ur kein Objekt X m�oglich ist, die Bedingung der

Pfad-Fortsetzung zu erf�ullen.

Pfad-P-Bisimulation: Eine Pfad-P-Bisimulation zwischen zwei Ereignisstrukturen

E und F ist eine Menge von Pfad-Paaren R̂, die unter
"
Pfadfortsetzung\ abge-
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schlossen sind. Die Existenz eines ausgezeichneten, initialen Objekts stellt zu-

sammen mit den Abschlu�eigenschaften sicher, da� die Projektionen �1(R̂) und

�2(R̂) alle Pfade p1 : P ! E bzw. p2 : P ! F von einem Pfadobjekt P enthal-

ten. Diese Charakterisierung von Bisimulation verwendet Morphismen zwischen

Pfad-Objekten in �ahnlicher Weise, wie Transitionen in Milners urspr�unglichen

De�nition von Bisimulation verwendet werden. Diese Beobachtung werden wir

in Kapitel 4 nutzen, um mit Hilfe des Operators Tpath�P einen Zusammenhang

zwischen Pfad-P-Bisimulation und AM-Bisimulation herzuleiten.

F�ur die Erreignisstrukturen E und F haben wir mit Hilfe von Isomorphie-

klassen von Ereignisstrukturen eine Menge von Pfadpaaren angegeben, wel-

che den Abschlu�eigenschaften gen�ugt. Der Beweis, da� G und H nicht Pfad-

Lin-bisimular sind, beruht darauf, da� f�ur das Pfadobjekt H die Eigenschaft

HomEAkt
(H;H) � �2(R̂) nicht erf�ullt werden kann.

Zusammenfassend k�onnen wir formulieren: Zwischen zwei Objekten X1 und X2

einer Kategorie von Modellen M ist eine

AM-Bisimulation ein Transitionssystem, welches das operationale
"
Verhalten\

wiedergibt, das beiden Objekten gemeinsam ist.

P-Bisimulation ein Objekt X der Kategorie M, das Bild aller ihrer
"
gemeinsa-

men Pfadobjekte\ aus P ist.

Pfad-P-Bisimulation eine Menge von Pfadpaaren, die unter
"
Pfadfortsetzung\

abgeschlossen ist.
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4 Zusammenh�ange zwischen den abstrakten Cha-

rakterisierungen

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel verschiedene abstrakte Charakterisierun-

gen von Bisimulation vorgestellt haben, ziehen wir nun einen theoretischen Ver-

gleich zwischen ihnen. Dazu studieren wir zun�achst einen speziellen Operator Tpath�P;

der den Objekten einer Kategorie Transitionssysteme zuordnet. Mit Hilfe dieses

Operators weisen wir eine erste �Aquivalenz zwischen (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-

Bisimulation und (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation nach. Da diese Aussage nur

f�ur sehr abstrakte Transitionssysteme g�ultig ist, die Morphismen als Aktionen ver-

wenden, de�nieren wir die Klasse der sogenannten verbindenden Operatoren. Diese

ordnen den Objekten einer Kategorie Transitionssysteme �uber einer beliebigen Akti-

onsmenge zu, m�ussen daf�ur jedoch einer Reihe von Bedingungen gen�ugen. Es erweist

sich, da� der Operator Tpath�P verbindend ist. Auch f�ur verbindende Operatoren

k�onnen wir eine �Aquivalenz zwischen Pfad-P-Bisimulation und AM-Bisimulation zei-

gen. Diese beiden Ergebnisse lassen unterschiedliche Interpretationen zu: Zum einen

k�onnen sie als �Aquivalenzaussagen relativ zu Operatoren aufgefa�t werden. Zum an-

deren lassen sie sich unter der Zielsetzung betrachten, konkrete Bisimulationen mit

den abstrakten Konzepten zu modellieren. Wir diskutieren beide Betrachtungswei-

sen. Mit Hilfe eines Resultats aus [JNW94] entwickeln wir schlie�lich ein Gesamtbild

der Zusammenh�ange zwischen allen drei abstrakten Charakterisierungen.

4.1 Der Operator Tpath�P

In diesem Abschnitt de�nieren wir einen Operator Tpath�P; welcher den Objekten

einer Kategorie von Modellen M in Abh�angigkeit von einer Unterkategorie P Transi-

tionssysteme zuordnet. Am Beispiel eines Transitionssystems S diskutieren wir die

Struktur von Tpath�P(S) und zeigen mit Hilfe des Operators Tpath�P; da� zu je-

der (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation eine �aquivalente (vorw�arts-r�uckw�arts)

AM-Bisimulation existiert.

De�nition 4.1 (Operator Tpath�P)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterka-

tegorie von Pfadobjekten und I ein gemeinsames initiales Objekt von P und M: Es

sei

L :=
[

P;Q2P

f(m;P;Q) jm 2 HomP(P;Q)g
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Abbildung 26: Die Struktur von T
path�Bran(S) f�ur das Transitionssystem S aus

Abbildung 4.

eine Menge von Markierungen, es sei F := P(L � ) der Endofunktor aus Beispiel

3.3. Der Operator Tpath�P ordnet jedem Objekt X aus M eine Coalgebra Tpath�P(X) =

(S; �) aus SetF und einen ausgezeichneten Zustand � 2 S zu, wobei

S := fp : P ! X jP 2 P; p 2 HomM(P;X)g die Menge aller Pfade nach X

ist,

(m;P;Q; q) 2 �(p) :() q �m = p (vergleiche Abbildung 25), und

� := �X : I ! X der eindeutig bestimmte Morphismus vom initialen Objekt I

in das Objekt X ist.

Wir illustrieren den Operator Tpath�P anhand des Transitionssystems S aus Ab-

bildung 4. Dementsprechend sei M = TAkt; f�ur die Pfadkategorie w�ahlen wir P =

Bran.

In einem ersten Schritt de�nieren wir Mengen von Pfadobjekten P 2 Bran mit

HomTAkt
(P;S) 6= ; : Die Menge S; beeinhaltet alle Transitionssysteme aus Bran,

die einen Zustand aber keine Transitionen aufweisen. Die Menge Sa besteht aus allen
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Transitionssystemen aus Bran, die eine mit a markierte Transition aufweisen. Die

Menge Sab besteht aus allen Transitionssystemen aus Bran, die zwei Transitionen

aufweisen, die erste mit a; die zweite mit b markiert. Die Mengen Sb und Sba sind

analog de�niert. Die Zust�ande von Tpath�Bran(S) sind die Pfade nach S mit Ursprung

P 2 (S; [ Sa [ Sb [ Sab [ Sba):

Abbildung 26 zeigt die Struktur des Transitionssystems Tpath�Bran(S): Gibt es

einen Pfeil zwischen zwei Mengen X und Y; wobei X und Y eine der Mengen S;;

Sa; Sb; Sab oder Sba ist, so bedeutet dies: F�ur alle Pfade p : P ! S; q : Q ! S;

wobei P 2 X und Q 2 Y; gibt es eine Transition der Form p
(m;P;Q)
�! q; wobei

m : P ! Q 2 HomBran(P;Q): Die Struktur des Transitionssytems Tpath�Bran(S) ist

in diesem Beispiel besonders einfach, weil es von einem Pfadobjekt aus Bran in ein

Transitionssystem aus TAkt h�ochstens einen Morphismus gibt. F�ur das Transitions-

system T aus Abbildung 2 gilt: Tpath�Bran(T ) = Tpath�Bran(S):

Theorem 4.2 (�Aquivalenz mit Hilfe des Operators Tpath�P)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterkate-

gorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Objekt von P und

M: Dann gibt es einen Operator T; der jedem Objekt X aus M eine Coalgebra und

einen ausgezeichneten Zustand � zuordnet, so da� gilt:

Objekte X1; X2 aus M sind (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-bisimular gdw. es ei-

ne (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation (R; ) zwischen T (X1) und T (X2) mit

(�1; �2) 2 R gibt, wobei �1 und �2 die ausgezeichneten Zust�ande von T (X1) bzw. T (X2)

sind.

Beweis:Wir w�ahlen als Operator T = Tpath�P aus De�nition 4.1 und setzen (A; �) :=

Tpath�P(X1); (B; �) := Tpath�P(X2): �1 = �X1
: I ! X1 und �2 = �X2

: I ! X2 sind

die eindeutig bestimmten Morphismen vom initialen Objekt I nach X1 bzw. X2:

Es seien X1 und X2 Pfad-P-bisimular. Dann gibt es eine Menge R aus Paaren

von Pfaden (p1; p2) mit gemeinsamen Ursprung P 2 P:Wir de�nieren eine Abbildung

 : R ! FR und beweisen, da� (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und

(B; �) ist.

De�niere f�ur alle (p1; p2); (q1; q2) 2 R; pi : P ! Xi; qi : Q ! Xi; i = 1; 2;

m 2 HomBran(P;Q) :

(m;P;Q; q1; q2) 2 (p1; p2) :() (m;P;Q; q1) 2 �(p1); (m;P;Q; q2) 2 �(p2):

Es sei (m;P;Q; q1) 2 (� � �1)(p1; p2): Daraus erhalten wir (m;P;Q; q1) 2 �(p1):

Nach De�nition von (A; �) gilt f�ur die Morphismen: q1 �m = p1: Da (p1; p2) 2 R und
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R eine Pfad-P-Bisimulation ist, folgt daraus, da� es einen Morphismus q2 : Q! X2

mit q2 �m = p2 und (q1; q2) 2 R gibt. Dies f�uhrt zu (m;P;Q; q1; q2) 2 (p1; p2) und

wir erhalten schlie�lich (m;P;Q; q1) 2 (F�1 � )(p1; p2): Die andere Inklusion gilt

nach Lemma 3.7.

Es sei nun R eine vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation zwischen X1 und X2:

Wir behaupten, da� die oben konstruierte Coalgebra (R; ) eine vorw�arts-r�uckw�arts

AM-Bisimulation ist. Dazu gen�ugt es zu zeigen, da� (����1) � (F�1�
�) { vergleiche

Lemma 3.7.

Gelte (m;P;Q; p1) 2 (�� � �1)(q1; q2): Dann folgt (m;P;Q; p1) 2 ��(q1) und

wir erhalten nach De�nition von ��; da� (m;P;Q; q1) 2 �(p1): Nach De�nition von

(A; �) gilt: q1 � m = p1: Da (q1; q2) 2 R und R eine vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-

Bisimulation ist, gilt (q1 �m; q2 �m) 2 R: F�ur den Pfad q2 �m : P ! X2 erhalten

wir: (m;P;Q; q2) 2 �(q2 � m): Nach De�nition von  gilt daher (m;P;Q; q1; q2) 2

(q1 �m; q2 �m): Daraus folgt (m;P;Q; q1 �m; q2 �m) 2 �(q1; q2); und wir erhalten

schlie�lich mit der Gleichung q1 �m = p1; da� (m;P;Q; p1) 2 (F�1 � 
�)(q1; q2):

Es sei nun (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (�1; �2) 2

R: Da die Menge R Paare von Pfaden (p1; p2) enthalten kann, die einen unterschiedli-

chen Ursprung aufweisen, w�ahlen wir eine Teilmenge von R als Pfad-P-Bisimulation:

R0 := f(p1; p2) 2 R j 9P 2 P : p1 2 HomM(P;X1); p2 2 HomM(P;X2)g:

O�enkundig gilt (�1; �2) 2 R0: Es sei (p1; p2) 2 R0; es seien m 2 HomP(P;Q) f�ur ein

Objekt Q aus P und q1 : Q! X1 ein Pfad mit q1 �m = p1: Daraus folgt (p1; p2) 2 R

und (m;P;Q; q1) 2 (� ��1)(p1; p2): Da (R; ) eine AM-Bisimulation ist, gibt es einen

Pfad q2 : Q ! X2 mit (m;P;Q; q1; q2) 2 (p1; p2): Damit gilt (m;P;Q; q2) 2 �(p2)

und nach De�nition von � erhalten wir q2�m = p2: Da q1 und q2 denselben Ursprung

haben und (q1; q2) 2 R; gilt (q1; q2) 2 R0:

Es sei nun (R; ) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation. Wir behaupten, da�

unter dieser Voraussetzung die oben angegebene Menge R0 eine vorw�arts-r�uckw�arts

Pfad-P-Bisimulation ist. Es sei (q1; q2) 2 R0; d.h. q1 und q2 sind Pfade mit demselben

Ursprung Q: Es sei P 2 P ein Pfadobjekt, es gelte m 2 HomP(P;Q): F�ur den

Morphismus q1�m von P nachX1 erhalten wir nach De�nition des Operators Tpath�P :

(m;P;Q; q1) 2 �(q1 �m): Daraus folgt

(m;P;Q; q1 �m) 2 ��(q1) = (�� � �1)(q1; q2) = (F�1 � 
�)(q1; q2):

Also gibt es einen Pfad p2 : P ! X2 mit (m;P;Q; q1 �m; p2) 2 �(q1; q2): Da (R; )

eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist, k�onnen wir daraus (m;P;Q; p2) 2
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��(q2) und (m;P;Q; q2) 2 �(p2) folgern. Mit der De�nition von Tpath�P erhalten wir

q2�m = p2; und es gilt: (q1�m; q2�m) 2 R0:

4.2 Verbindende Operatoren

Bislang haben wir uns in diesem Kapitel mit dem speziellen Operator Tpath�P befa�t,

welcher einen Zusammenhang zwischen AM-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation

herstellt. Nun f�uhren wir die Klasse der sogenannten verbindenden Operatoren mt

ein. Wir zeigen, da� der Operator Tpath�P verbindend ist, und beweisen f�ur verbin-

dende Operatoren eine weitere �Aquivalenzaussage zwischen Pfad-P-Bisimulation und

AM-Bisimulation. Anhand eines Beispiels weisen wir nach, da� sich diese Aussage

ohne zus�atzliche Anforderungen nicht auf die vorw�arts-r�uckw�arts Varianten dieser

abstraken Charakterisierungen von Bisimulation erweitern l�a�t.

De�nition 4.3 (Verbindender Operator zwischen M und TAkt)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterka-

tegorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Objekt von P

und M: Es sei Akt eine geeignet gew�ahlte Aktionsmenge, mt ein Operator, der jedem

Objekt X aus M ein Transitionssystem mtX = (S; s;�!) aus TAkt zuordnet. Der

Operator mt hei�t verbindend, wenn er den folgenden Bedingungen gen�ugt:

B1: Der Operator mt l�a�t sich zu einem Funktor von M nach TAkt erweitern.

B2: F�ur Objekte P aus P gilt: In dem Transitionssystem mtP = (S; s;!) gibt es

einen Zustand e, der von allen anderen Zust�anden von mtP erreichbar ist,

d.h. 8x 2 S : x !� e: Wir bezeichnen diesen Zustand als den erreichbaren

Zustand e von mtP:

B3: Zu jeder Ableitung der Form s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn; n � 1; eines Transiti-

onssystems aus TAkt mit Anfangszustand s1 gibt es ein Objekt P aus P; so da�

mtP eine Ableitung der Form t1
a1�! t2

a2�! : : :
an�1
�! tn aufweist. Dabei ist t1

der Anfangszustand, tn der erreichbare Zustand von mtP:

F�ur dieses Objekt P gilt weiterhin: Wenn ein Objekt X aus M eine Ableitung

u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un

in seinem zugeordnetem Transitionssystem mtX aufweist, wobei u1 der An-

fangszustand von mtX ist, dann gibt es einen Morphismus p : P ! X in M

mit (mt p)(ti) = ui; i = 1; 2; : : : ; n:
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B4: W�ahlt man n = 1 in Bedingung B3, so erf�ullt das initiale Objekt I die dort

angef�uhrten Bedingungen.

B5: Es seien P und Q Objekte von P; X ein Objekt von M; p : P ! X; q : Q! X

Morphismen in M; m : P ! Q ein Morphismus in P: Es sei t1
a1�! t2

a2�!

: : :
an�1
�! tn eine Ableitung in mtP; wobei t1 der Anfangszustand, tn ein erreich-

barer Zustand von mtP ist. Dann gilt:

q �m = p () 81 � i � n : (mt q �mtm)(ti) = (mt p)(ti): (1)

Die Bedingungen B1 bis B5 m�ogen auf den ersten Blick wenig einleuchtend er-

scheinen. Daher wollen wir sie zun�achst kurz motivieren und in Beispiel 4.4 einen

verbindenden Operator vorstellen, bevor wir mit ihrer Hilfe eine weitere �Aquivalenz

zwischen Pfad-P-Bisimulation und AM-Bisimulation nachweisen. In Kapitel 5 werden

wir weitere verbindende Operatoren kennenlernen.

Die De�nition von verbindenden Operatoren hat zum Ziel, einen weiteren Zu-

sammenhang zwischen AM-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation herzustellen. Dazu

m�ussen zwei verschiedene Konzepte miteinander in Beziehung gesetzt werden. AM-

Bisimulation ist eine �Aquivalenzrelation auf einer Kategorie von Modellen M, welche

mit Hilfe von Transitionssystemen aus TAkt �uber einer beliebigen Aktionsmenge Akt

ausgedr�uckt wird2. Dagegen verwendet Pfad-P-Bisimulation ausschlie�lich Begri�e

innerhalb der Kategorie von Modellen M, n�amlich Morphismen ausgehend von Ob-

jekten einer Pfadkategorie P. Die Bedingungen B1 bis B5 erlauben es, zwischen beiden

Konzepten hin- und herzuwechseln.

zu B1: Eine Pfad-P-Bisimulation R ist eine Menge von Morphismenpaaren. Um die

Morphismen der Kategorie M in der Kategorie TAkt wieder�nden zu k�onnen,

soll der Operator mt sich zu einem Funktor erweitern lassen. Da Morphismen

in den in Kapitel 2 eingef�uhrten Modellen parallelen Rechnens als Simulationen

aufgefa�t werden k�onnen, l�a�t sich Bedingung B1 interpretieren als: Simulatio-

nen bleiben unter dem Operator mt erhalten.

zu B2: Diese Bedingung gew�ahrleistet, da�
"
Berechnungen\ aus der abstrakten Welt

der Kategorien M und P in
"
Berechnungen\ in der Kategorie der Transitions-

systeme TAkt �uberf�uhrt werden.

2An dieser Stelle besteht ein wesentlicher Unterschied zu Theorem 4.2: Dort wird die Menge der

Aktionen auf die Menge L aus De�nition 4.1 �xiert.
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In der abstrakten Welt der Kategorien M und P repr�asentieren Pfadobjekte

P 2 P Berechnungen. Die Existenz eines Pfades p : P ! X von P in ein

Objekt X der Kategorie M bedeutet { da die Morphismen in den von uns

betrachteten Modellen parallelen Rechnens Simulationen repr�asentieren { da�

die Berechnung, welche durch das Objekt P repr�asentiert wird, auch im Objekt

X durchgef�uhrt werden kann.

In einem Transitionssystem mtP; P 2 P; hingegen wird eine Berechnung durch

eine Ableitung repr�asentiert, welche vom Anfangszustand zu einem
"
End\-

Zustand f�uhrt. Der Begri� des �nalen Zustandes eines Transitionssystems,

d.h. eines eindeutig bestimmten Zustands, der vom Anfangszustand erreich-

bar ist und von dem keine Transitionen mehr ausgehen, hat sich f�ur unsere

Untersuchung als zu streng erwiesen. Als Abschw�achung verwenden wir hier

erreichbare Zust�ande. Von erreichbaren Zust�anden aus sieht ein Transitionssy-

stem identisch aus: Es seien e1 und e2 erreichbare Zust�ande. Gibt es eine Ablei-

tung e1 �!
� e von e1 zu einem Zustand e; so gibt es auch eine Ableitung von

e2 zu diesem Zustand, da e1 auch von e2 aus erreichbar ist: e2 �!
� e1 �!

� e:

In diesem Sinn sind erreichbare Zust�ande �aquivalent.

zu B3: Bislang haben wir Anforderungen gestellt, welche Eigenschaften der Kate-

gorien M und P auf die Kategorie TAkt der Transitionssysteme �ubertragen.

Nun wollen wir die umgekehrte Richtung betrachten. Dabei greifen wir auf die

Eigenschaften B1 und B2 zur�uck.

Der erste Teil von B3 stellt sicher, da�
"
Berechnungen\ aus der Kategorie der

Transitionssysteme TAkt in "
Berechnungen\ der abstrakten Welt der Katego-

rien M und P �uberf�uhrt werden: jeder Ableitung, die in TAkt vorkommen kann,

entspricht ein Pfadobjekt P 2 P: Der zweite Teil erweitert diese Sichtweise auf

Morphismen: Sind in einem Pfadobjekt P 2 P und in einem Objekt X aus M

unter mt dieselben Ableitungen zu beobachten, dann gibt es einen Morphismus

von P nach X; der diese Ableitung respektiert.

zu B4: Hier wird sichergestellt, da� eine AM-Bisimulation das Paar (s1; t1) der An-

fangszust�ande von mtX1 und mtX2 enth�alt, bzw. eine Pfad-P-Bisimulation

das Paar (�1; �2) der Morphismen vom initialen Objekt nach X1 und X2:

zu B5: Diese Bedingung erlaubt es, das Fortsetzen von Berechnungen in dem einen

Modell auf das andere Modell zu �ubertragen. Da der Operator mt nach Bedin-

gung B1 ein Funktor ist, ist die Implikation
"
)\ in Formel (1) ohnehin erf�ullt;
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die Forderung besteht in der anderen Implikation.

Beispiel 4.4 (Tpath�P ist ein verbindender Operator)

Wir zeigen, da� f�ur jede kleine Unterkategorie P von M { insbesondere auch f�ur

P = M { der Operator Tpath�P aus De�nition 4.1 verbindend ist. Dazu fassen wir

die Coalgebren Tpath�P(X) als Objekte in TL auf, indem wir den ausgezeichneten

Zustand � als Anfangszustand w�ahlen. Markierungen von Transitionen sind Tripel

(m;P;Q) 2 L; wobei L die in De�nition 4.1 eingef�uhrte Menge ist.

zu B1: Es seien X und Y Objekte aus M; es sei f 2 HomM(X; Y ) ein Morphismus,

P ein Objekt aus P und p : P ! X ein Zustand von Tpath�P(X): Wir setzen

Tpath�P(f)(p) := f � p

und behaupten, da� Tpath�P ein Funktor ist.

Zun�achst zeigen wir, da� Tpath�P(f) ein Morphismus in TL ist { zur De�nition

von L siehe De�nition 4.1. Tpath�P(f) bildet den initialen Zustand �X : I ! X

von Tpath�P(X) auf den initialen Zustand �Y : I ! Y von Tpath�P(Y ) ab:

Tpath�P(f)(�X) = f � �X = �Y ; da es von I nur einen Morphismus nach Y gibt.

Es sei p
(m;P;Q)
�! q eine Transition von Tpath�P(X): Nach De�nition des Operators

Tpath�P wissen wir: q �m = p: Daraus folgt Tpath�P(f)(p) = f � p = f � q �m =

(Tpath�P(f)(q))�m and wir erhalten: Tpath�P(f)(p)
(m;P;Q)
�! Tpath�P(f)(q) ist eine

Transition in Tpath�P(Y ):

Bez�uglich der Identit�at idX auf einem Objekt X von M gilt: Tpath�P(idX)(p) =

idX � p = p; wobei p : P ! X ein Zustand von Tpath�P(X) ist. Daraus folgt

Tpath�P(idX) = idTpath�P(X):

F�ur die Komposition von Morphismen f 2 HomM(X; Y ); g 2 HomM(Y; Z)

erhalten wir: Tpath�P(g � f)(p) = g � f � p = (Tpath�P(g) � Tpath�P(f))(p); wobei

p : P ! X ein Zustand von Tpath�P(X) ist.

zu B2: Es sei P ein Objekt in P: Als ereichbaren Zustand in Tpath�P(P ) w�ahlen wir

die Identit�at idP von P: F�ur alle Zust�ande q : Q ! P von Tpath�P(P ) gilt:

idP � q = q: Daher ist q
(q;Q;P )
�! idP eine Transition in Tpath�P(P ); d.h. idp ist

von jedem Zustand erreichbar.

zu B3: Es sei s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn; n � 1; eine Ableitung eines Transitionssy-

stems in TL:
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Im Fall n = 1 w�ahlen wir als Pfad-Objekt P = I: �I : I ! I ist sowohl An-

fangszustand als auch erreichbarer Zustand in Tpath�P(I): Es sei X ein Objekt

von M mit einer Ableitung u1 in Tpath�P(X); wobei u1 der initiale Zustand von

Tpath�P(X) ist. Dann gilt u1 = �X : I ! X: F�ur den Morphismus �X gilt

weiterhin Tpath�P(�X)(�I) = �X � �I = �X :

F�ur den Fall n > 1 betrachten wir die Markierungen der oben angegebenen

Ableitung. Da die Ableitung aus einem Objekt der Kategorie TL stammt, gilt:

1. ai = (mi; Pi; Pi+1); 1 � i � n� 1; wobei

Pj 2 P; 1 � j � n;

mi 2 HomP(Pi; Pi+1); 1 � i � n� 1; und

2. P1 = I; m1 = �P2 : I ! P2:

Als Objekt P 2 P w�ahlen wir P := Pn: Mit den Morphismen mi k�onnen wir

einige Zust�ande von Tpath�P(P ) bestimmen:

Wir de�nieren pi := mn�1 �mn�2 � : : : �mi : Pi ! Pn f�ur 1 � i � n � 1 und

pn := idPn: Da P1 = I folgt p1 = mn�1 �mn�2 � : : : �m1 = �P : I ! Pn: Mit

dieser De�nition der Morphismen, d.h. Zust�ande, pi erhalten wir: pi = pi+1�mi

f�ur alle 1 � i � n� 1: Daraus folgt, da�

p1
(�P2 ;I;P2)�! p2

(m2;P2;P3)
�! : : :

(mn�1;Pn�1;Pn)
�! pn

eine Ableitung in Tpath�P(P ) ist mit p1 als Anfangszustand und pn als erreichba-

rem Zustand von Tpath�P(P ): Abbildung 27 zeigt die Morphismen, welche diesem

Teil des Transitionssystems Tpath�P(P ) zugrunde liegen.

Es sei X ein Objekt aus M mit einer Ableitung

u1
(�P2 ;I;P2)�! u2

(m2;P2;P3)
�! : : :

(mn�1;Pn�1;Pn)
�! un

in Tpath�P(X); wobei u1 der Anfangszustand von Tpath�P(X) ist. Mit der De�-

nition des Operators Tpath�P erhalten wir:

1. ui 2 HomM(Pi; X); 1 � i � n;

2. u1 = �X : I ! X und

3. ui = ui+1 �mi; 1 � i � n� 1:
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Wir w�ahlen f�ur den gesuchten Morphismus p : P ! X den Morphismus

un : Pn = P ! X aus der obigen Ableitung in Tpath�P(X):

Zu zeigen ist: Tpath�P(un)(pi) = ui; 1 � i � n:

F�ur i = n erhalten wir: Tpath�P(un)(pn) = un � pn = un � idPn = un: Falls i < n

ergibt sich mit der De�nition der pi durch die Morphismen mi und die oben

angef�uhrte dritte Eigenschaft von Tpath�P(X) :

Tpath�P(un)(pi) = un � pi

= un �mn�1 � : : : �mi

= un�1 �mn�2 � : : : �mi

...

= ui:

zu B4: siehe B3, Fall n = 1:

zu B5: Es seien P und Q Objekte von P; X ein Objekt von M; p : P ! X; q : Q! X

Morphismen in M; m : P ! Q ein Morphismus in P: Es sei p1
a1�! p2

a2�!

: : :
an�1
�! pn ein Ableitung in Tpath�P(P ); wobei p1 der Anfangszustand und pn der

erreichbare Zustand von Tpath�P(P ) ist. Wie im Fall des Beweises f�ur Bedingung

B3 k�onnen wir auch hier einige Aussagen �uber die Struktur von Tpath�P(P )

machen:

1. ai = (mi; Pi; Pi+1); wobei mi 2 HomP(Pi; Pi+1); 1 � i � n�1; f�ur Objekte

Pj 2 P; 1 � j � n;

2. pj 2 HomM(Pj; P ); 1 � j � n;

3. P1 = I und m1 = �P2 : I ! P2;

4. Pn = P und pn = idP und

5. pi = pi+1 �mi; 1 � i � n� 1:

Es gelte (Tpath�P(q) �Tpath�P(m))(pi) = Tpath�P(p)(pi) f�ur 1 � i � n: F�ur i = n

gilt pn = idP ; und wir erhalten:

q �m = q �m � idP

= q �m � pn

= (Tpath�P(q) � Tpath�P(m))(pn)

= Tpath�P(p)(pn)

= p � pn

= p:
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Abbildung 27: Illustration zu Beispiel 4.4: Morphismen und Objekte, die Tpath�P(P )

zugrunde liegen.

S : s0 -a s1 T : t0 -a t1 -b t2

Abbildung 28: Simulationen zwischen Transitionssystemen.

In De�nition 3.4 haben wir den Begri� AM-Bisimulation auf der Kategorie SetF

eingef�uhrt. Diese Kategorie enth�alt nicht die erforderlichen Morphismen { vergleiche

das folgende Beispiel 4.5 { um mit Hilfe von verbindenden Operatoren eine �Aquiva-

lenz zwischen AM-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation zu etablieren. Daher ver-

wenden wir die Kategorie TAkt als Verbindungsglied zwischen der Kategorie M der

Modelle und der Kategorie SetF der Coalgebren. Dazu ist es notwendig, den Begri�

der (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation auch auf der Kategorie TAkt zu de�nie-

ren.

Beispiel 4.5 (Simulationen versus Morphismen in SetF )

Wir betrachten alle Morphismen in SetF von dem Transitionssystem S in das Tran-

sitionssystem T aus Abbildung 28: Zum einen ist { wie zwischen allen Coalgebren

aus SetF { ; ein Morphismus. Zum anderen ist � : S ! T mit �(s1) := t2 ein

Morphismus, nicht jedoch die Abbildung � mit �(t0) := s0 und �(t1) := s1 { verglei-

che Lemma 3.6. Als Simulation ist jedoch gerade � interessant: Nur diese Abbildung

dr�uckt aus, da� jeder Ableitung in S eine Ableitung in T entspricht.

De�nition 4.6 (AM-Bisimulation auf der Kategorie TAkt)

Es seien T1 = (S1; s1;�!1) und T2 = (S2; s2;�!2) Transitionssysteme aus TAkt;

(A; �) die Coalgebra mit T(A;�) = (S1;�!1) und (B; �) die Coalgebra mit T(B;�) =

(S2;�!2):
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� T1 und T2 sind AM-bisimular gdw. es eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen

(A; �) und (B; �) mit (s1; s2) 2 R gibt.

� T1 und T2 sind vorw�arts-r�uckw�arts AM-bisimular gdw. es eine AM-Bisimulation

(R; ) zwischen (A; �) und (B; �) mit (s1; s2) 2 R gibt, so da� (R; �) eine

AM-Bisimulation zwischen (A; ��) und (B; ��) ist.

Da die Projektionen �i von einer AM-Bisimulation (R; ) in die Coalgebren (A; �)

bzw. (B; �) sowohl in SetF als auch in TAkt Morphismen sind, ist es gleichg�ultig, ob

wir eine AM-Bisimulation zwischen zwei Transitionssystemen in TAkt oder in SetF

etablieren.

Theorem 4.7 (�Aquivalenz im Fall verbindender Operatoren)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterkate-

gorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Objekt von P und

M und mt ein verbindender Operator, der jedem Objekt X aus M ein Transitionssy-

stem mtX = (S; s;�!) zuordnet. Dann gilt:

Objekte X1 und X2 aus M sind Pfad-P-bisimular gdw. es eine AM-Bisimulation

(R; ) zwischen mtX1 = (S; s1;�!) und mtX2 = (T; t1;�!) mit (s1; t1) 2 R gibt.

Beweis: Es sei (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen mtX1 = (S; s1;�!) und

mtX2 = (T; t1;�!) mit (s1; t1) 2 R: Um eine Pfad-P-Bisimulation R0 zwischen X1

und X2 anzugeben, betrachen wir in (R; ) zun�achst einen von (s1; t1) erreichbaren

Zustand (s; t): Zu jeder Ableitung von (s; t) der Form

(s1; t1)
a1�! (s2; t2)

a2�! : : :
an�1
�! (sn; tn) = (s; t)

gibt es nach Bedingung B3 ein Objekt P aus P; so da� es in mtP eine Ableitung

u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un gibt. Mit Hilfe der Projektionen �1 und �2 erhalten wir

aus der Ableitung von (s; t) Ableitungen s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn und t1

a1�!

t2
a2�! : : :

an�1
�! tn in mtX1 bzw. mtX2: Daraus folgt { ebenfalls mit Bedingung

B3 { da� es Morphismen pi : P ! Xi; i = 1; 2; gibt mit (mt p1)(uj) = sj und

(mt p2)(uj) = tj; j = 1; 2; : : : ; n:

Es bezeichne M(s; t) die Menge aller Morphismenpaare (p1; p2); die auf die eben

beschriebene Weise aus einem Zustand (s; t) aus (R; ) gewonnen werden k�onnen.

D.h. wir betrachten zun�achst alle Ableitungen von (s; t); weiterhin betrachten wir

alle Objekte P aus P, die zu einer dieser Ableitungen korrespondieren, und schlie�-

lich betrachten wir jedes Paar von Morphismen (p1; p2); welches mtP nach mtX1
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bzw. mtX2 auf die beschriebene Weise einbettet. Wir behaupten, da� die Menge

R0 :=
[

(s;t)2R; (s;t) erreichbar

M(s; t)

eine Pfad-P-Bisimulation zwischen X1 und X2 ist.

Nach Bedingung B4 gilt:mt I hat die Ableitung u1; wobei u1 erreichbarer Zustand

in mt I ist. mtX1 hat die Ableitung s1; mtX2 hat die Ableitung t1: Also gibt es

Morphismen pi : I ! Xi; i = 1; 2; mit (mt p1)(u1) = s1; (mt p2)(u1) = t1: Nach

Voraussetzung gilt (s1; t1) 2 R: Demnach erhalten wir (p1; p2) 2 R0: Da es von I zu

jedem Objekt nur einen Morphimus gibt, gilt pi = �i und somit (�1; �2) 2 R0; wobei

�i die eindeutig bestimmten Morphismen von dem initialen Objekt I nach Xi sind,

i = 1; 2:

Es sei (p1; p2) 2 R0; P der gemeinsame Ursprung von p1 und p2 in P; d.h. p1 :

P ! X1 und p2 : P ! X2: Es seien weiterhin m : P ! Q ein Morphismus und Q ein

Objekt in P sowie q1 : Q! X1 ein Pfad in M mit q1 �m = p1:

Aus der De�nition von R0 wissen wir, da� es folgende Ableitungen gibt:

in (R; ) : (s1; t1)
a1�! (s2; t2)

a2�! : : :
an�1
�! (sn; tn);

in mtX1 : s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn;

in mtX2 : t1
a1�! t2

a2�! : : :
an�1
�! tn und

in mtP : u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un:

Nach De�nition von R0 gelten (mt p1)(uj) = sj; j = 1; 2; : : : ; n; und (mt p2)(uj) =

tj; j = 1; 2; : : : ; n: Da mtm ein Morphismus in TAkt ist, gibt es eine Ableitung

in mtQ : (mtm)(u1)
a1�! (mtm)(u2)

a2�! : : :
an�1
�! (mtm)(un):

Nach Bedingung B2 gibt es einen erreichbaren Zustand e in mtQ und daher eine

Ableitung

in mtQ : (mtm)(un)
an�! vn+1

an+1
�! : : :

an+k�1
�! vn+k = e:

Durch Kombination dieser beiden Ableitungen in mtQ erhalten wir unter dem Mor-

phismus mt q1 und Anwenden der Gleichung p1 = q1 �m eine Ableitung

inmtX1 : s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn

an�! (mt q1)(vn+1)
an+1
�! : : :

an+k�1
�! (mt q1)(vn+k):

Da (R; ) eine AM-Bisimulation ist, gibt es Ableitungen

in (R; ) : (sn; tn)
an�! ((mt q1)(vn+1); tn+1)

an+1
�! : : :

an+k�1
�! ((mt q1)(vn+k); tn+k)

in mtX2 : t1
a1�! t2

a2�! : : :
an�1
�! tn

an�! tn+1

an+1
�! : : :

an+k�1
�! tn+k
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f�ur Zust�ande tn+1; : : : ; tn+k 2 T: Daher gibt es nach Bedingung B3 einen Morphismus

q2 : Q ! X2 mit ((mt q2) � (mtm))(uj)) = tj; j = 1; 2; : : : ; n und (mt q2)(vn+j) =

tn+j; j = 1; 2; : : : ; k: Daraus folgern wir mit Bedingung B5, da� q2 �m = p2: Nach

Konstruktion gilt (q1; q2) 2 R0:

Es sei R0 eine Pfad-P-Bisimulation zwischen zwei Objekten X1 und X2; es gel-

te mtX1 = (S; s1;�!1) und mtX2 = (T; t1;�!2), es seien (A; �) und (B; �) die

Coalgebren mit T(A;�) = (S;�!1) und T(B;�) = (T;�!2):

Es sei P ein Objekt aus P, e der erreichbare Zustand in mtP; X ein Objekt aus

M und p : P ! X ein Pfad. erreich (p; P;X) := (mt p)(e) bezeichnet das Bild des

erreichbaren Zustands des Transitionssystems mtP unter dem Morphismus mt p:

Wir de�nieren

R := f(s; t) j 9P 2 P; (p1; p2) 2 R0 :

p1 : P ! X1; p2 : P ! X2;

s = erreich (p1; P;X1); t = erreich (p2; P;X2)g:

Es seien (s; t); (s0; t0) 2 R; es seien P; Q Objekte in P, (p1; p2); (q1; q2) 2 R0 mit

s = erreich (p1; P;X1); t = erreich (p2; P;X2); s
0 = erreich (q1; Q;X1); und t0 =

erreich (q2; Q;X2): Wir de�nieren

(a; s0; t0) 2 (s; t)

gdw. es einen Morphismus m : P ! Q gibt, so da�

� p1 = q1 �m;

� p2 = q2 �m und

� (mtm)(e)
a
�! f ist eine Transition in mtQ; wobei e der erreichbare Zustand

von mtP und f der erreichbare Zustand von mtQ ist.

Wir behaupten, da� die Coalgebra (R; ) ein AM-Bisimulation zwischen (A; �) und

(B; �) mit (s1; t1) 2 R ist.

Die Pfad-P-Bisimulation R0 enth�alt das Paar (�1; �2); wobei �i : I ! Xi; i = 1; 2;

die eindeutig bestimmten Morphismen vom initialen Objekt I nach X1 bzw. X2 sind.

Nach Bedingung B4 hat mt I eine Ableitung der Form u1; wobei u1 Anfangszustand

und erreichbarer Zustand ist. Weiterhin gibt es nach Bedingung B4 Morphismen

pi : I ! Xi; i = 1; 2; mit p1(u1) = s1 und p2(u1) = t1: Da I initial ist, folgt daraus

pi = �i; i = 1; 2; und wir erhalten (erreich (�1; I; X1); erreich (�2; I; X2)) = (s1; t1) 2

R:
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Es gelte (a; s0) 2 (� � �1)(s; t): Da (s; t) 2 R; gibt es ein Objekt P 2 P und Mor-

phismen p1 : P ! X1; p2 : P ! X2 mit s = erreich (p1; P;X1); t = erreich (p2; P;X2)

und (p1; p2) 2 R0: Es sei

in mtP : u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un

eine Ableitung vom Anfangszustand u1 zum erreichbaren Zustand un: Dann ist

in (A; �) : (mt p1)(u1)
a1�! (mt p1)(u2)

a2�! : : :
an�1
�! (mt p1)(un) = s

eine Ableitung f�ur s: Erg�anzen wir diese Ableitung mit (a; s0) 2 �(s); so erhalten wir

in (A; �) : (mt p1)(u1)
a1�! (mt p1)(u2)

a2�! : : :
an�1
�! s

a
�! s0:

Nach Bedingung B3 gibt es ein Objekt Q in P, so da�

in mtQ : v1
a1�! v2

a2�! : : :
an�1
�! vn

a
�! vn+1

eine Ableitung ist, wobei v1 der Anfangszustand, vn+1 der erreichbare Zustand von

mtQ ist. Weiterhin gibt es nach Bedingung B3 einen Morphismus m : P ! Q

mit (mtm)(uj) = vj; j = 1; 2; : : : ; n; sowie einen Morphismus q1 : Q ! X1 mit

(mt q1)(vj) = (mt p1)(uj); j = 1; 2; : : : ; n; und (mt q1)(vn+1) = s0: Nach Bedin-

gung B5 folgt daraus q1 � m = p1: Da R0 eine Pfad-P-Bisimulation ist, gibt es

einen Morphismus q2 : Q ! X2 mit q2 � m = p2 und (q1; q2) 2 R0: Daraus folgt,

da� (erreich (q1; P;X1); erreich (q2; Q;X2)) 2 R; wobei s0 = erreich (q1; Q;X1); und

(a; s0; erreich (q2; Q;X2)) 2 (s; t): Somit erhalten wir (a; s0) 2 (F�1 � )(s; t):

Es gelte nun (a; s0) 2 (F�1 � )(s; t): Dann gibt es ein t0 2 B mit (a; s0; t0) 2

(s; t): Nach De�nition von R und  erhalten wir: es gibt Objekte P und Q in P,

Morphismen p1 : P ! X1; q1 : Q ! X1 und einen Morphismus m : P ! Q; f�ur die

gilt: s = erreich (p1; P;X1); s
0 = erreich (q1; Q;X1); p1 = q1 � m; (mtm)(e)

a
�! f

ist eine Transition in mtQ; wobei e der erreichbare Zustand von mtP und f der

erreichbare Zustand von mtQ ist. Daraus folgt, weil mt q1 ein Morphismus in TAkt

ist: s = (mt p1)(e) = (mt q1)((mtm)(e))
a
�! (mt q1)(f) = s0 in (A; �) und damit

(a; s0) 2 (� ��1)(s; t):

Wie wir in Theorem 4.2 gesehen haben, gilt f�ur den Operator Tpath�P; da� vor-

w�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation und vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation un-

ter Verwendung von Tpath�P �aquivalent sind. Weil vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimu-

lation jedoch im Allgemeinen ein st�arker unterscheidendes Konzept als vorw�arts-

r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation ist, kann Theorem 4.7 nicht auf diesen Fall erweitert

werden:
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Beispiel 4.8 (vorw�arts-r�uckw�arts Bisimulationen)

Wir betrachten die Kategorie TAkt mit der Pfadkategorie Bran und w�ahlen als Ope-

rator mt die Identit�at Id auf TAkt: Zun�achst zeigen wir, da� Id verbindend ist:

Zu B1: Id ist ein Funktor.

Zu B2: Die Transitionssysteme aus Bran haben einen Endzustand, der von

allen Zust�anden aus erreichbar ist.

Zu B3: Eine Ableitung s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn; n � 1; kann als Objekt P

in Bran aufgefa�t werden. Gibt es eine Ableitung u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un

in einem Transitionssystem X; wobei u1 der Anfangszustand von X ist, so ist

p : P ! X mit p(si) := ui; i = 1; 2; : : : ; n; der gesuchte Morphismus.

Zu B4: Transitionssysteme der Form (fsg; s; ;) erf�ullen Bedingung B3.

Zu B5: Ist erf�ullt, da mt als Identit�at gew�ahlt ist.

Anhand der Transitionssysteme S aus Abbildung 4 und T aus Abbildung 2 zeigen wir:

S und T sind vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Bran-bisimular, aber es gibt keine vorw�arts-

r�uckw�arts AM-Bisimulation (R; ) zwischen S und T mit (s0; t0) 2 R:

Zur vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Bran-Bisimulation: Wie wir in Abschnitt 4.1 gese-

hen haben, sind die Transitionssysteme Tpath�Bran(T ) und Tpath�Bran(S) identisch.

Da vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation reexiv ist, sind mit Theorem 4.2 S und T

vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Bran-bisimular.

Zur vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation: Angenommen, (R; ) w�are eine vor-

w�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation zwischen S und T mit (s0; t0) 2 R: Als AM-

Bisimulation mu� (R; ) den Zustand (t3; t3) enthalten. Der Zustand t3 kann in T

sowohl mit Markierung a als auch mit Markierung b erreicht werden, hingegen wird

in S der Zustand t3 nur mit Markierung b erreicht. Also kann (R; ) keine vorw�arts-

r�uckw�arts AM-Bisimulation sein.

4.3 Interpretation der Theoreme 4.2 und 4.7

Da der Operator Tpath�P verbindend ist, k�onnen wir die Theoreme 4.2 und 4.7 zu-

sammensetzen und erhalten:

Korollar 4.9 (AM-Bisimulationen zu verschiedenen Operatoren)

Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Unterka-

tegorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Objekt von P
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und M und mt ein verbindender Operator, der jedem Objekt X aus M ein Transiti-

onssystem mt(X) = (S; s;�!) zuordnet. Es seien X1 und X2 Objekte aus M: Dann

gilt:

Zwischen mt(X1) = (S; s1;�!) und mt(X2) = (T; t1;�!) gibt es eine AM-

Bisimulation (R; ) mit (s1; t1) 2 R gdw. es eine AM-Bisimulation (R̂; ̂) zwischen

Tpath�P(X1) und Tpath�P(X2) mit (�X1
; �X2

) 2 R̂ gibt, wobei �X1
; �X2

die eindeutig

bestimmten Morphismen vom initialen Objekt I nach X1 bzw. X2 sind.

Der enge Zusammenhang zwischen den Theoremen 4.2 und 4.7 und Korollar 4.9

l�a�t sich auf verschiedene Weise interpretieren. Zum einen handelt es sich um �Aqui-

valenzaussagen zwischen abstrakten Charakterisierungen von Bisimulation. Zum an-

deren k�onnen sie in Bezug auf das Modellieren einer konkreten Bisimulation als AM-

Bisimulation bzw. Pfad-P-Bisimulation betrachtet werden. Wir wollen beide Ans�atze

im folgenden kurz ausf�uhren.

Betrachten wir die Ergebnisse als �Aquivalenzaussagen zwischen abstrakten Cha-

rakterisierungen von Bisimulation, so ergeben sich Strukturaussagen �uber Operatoren.

Dabei setzen wir stets voraus, da� von einer Pfad-P-Bisimulation gesprochen werden

kann, d.h. es ist eine Kategorie M von Modellen gew�ahlt, es ist eine Pfadkategorie

P in M ausgezeichnet, P und M haben ein gemeinsames initiales Objekt I. In diesem

Rahmen besagt

Theorem 4.2: Es gibt einen Operator, so da� die Begri�e (vorw�arts-r�uckw�arts)

Pfad-P-Bisimulation und (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation �ubereinstim-

men.

Theorem 4.7: F�ur alle verbindenden Operatoren sind die Begri�e Pfad-P-Bisimu-

lation und AM-Bisimulation �aquivalent. Theorem 4.2 ist ein Spezialfall dieses

Ergebnisses, da der Operator Tpath�P verbindend ist.

Korollar 4.9: Die AM-Bisimulationen in einer Kategorie von Transitionssystemen

�uber einer beliebigen Menge von Aktionen sind �aquivalent, sofern sie jeweils

�uber einen verbindenden Operator zu derselben Pfadkategorie P zustande kom-

men.

W�ahlen wir hingegen einen konkreten Bisimulationsbegri� auf einem Modell par-

allelen Rechnens, so k�onnen wir die Theoreme als �Ubersetzungsm�oglichkeit von Mo-

dellierungen au�assen. Das Modell mu� hierzu zun�achst nicht in Form einer Kategorie

vorliegen. Die �Ubersetzungsrichtung verl�auft bei
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Theorem 4.2 von (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation nach (vorw�arts-r�uck-

w�arts) AM-Bisimulation. Seine Aussage ist:

L�a�t sich ein konkreter Bisimulationsbegri� als (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-

Bisimulation darstellen, so erhalten wir �uber den Operator Tpath�P stets eine

Modellierung als (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation.

Theorem 4.7 von AM-Bisimulation nach Pfad-P-Bisimulation. Seine Aussage ist:

L�a�t sich ein konkreter Bisimulationsbegri� mit einem Operator mt als AM-

Bisimulation darstellen und l�a�t sich das Modell parallelen Rechnens derart

als Kategorie M mit einer Unterkategorie P au�assen, da� der Operator mt

verbindend ist, so erhalten wir eine Modellierung als Pfad-P-Bisimulation.

Korollar 4.9 von einer AM-Bisimulationmit einem verbindenden Operatormt nach

einer AM-Bisimulation mit dem Operator Tpath�P und umgekehrt. Fest gew�ahlt

seien eine Kategorie M von Modellen, eine Pfadkategorie P und ein initiales

Objekt I. Dann erhalten wir als Aussage:

Ein konkreter Bisimulationsbegri� kann mit einem verbindenden Operator mt

unter Nutzung von P in einer Kategorie von Transitionssystemen �uber einer

beliebigen Menge von Aktionen als AM-Bisimulation genau dann modelliert

werden, wenn der Operator Tpath�P diesen konkreten Bisimulationsbegri� mo-

delliert.

Im letzteren Sinn werden wir die Theoreme in Kapitel 5 einsetzen, um konkrete

Bisimulationsbegri�e innerhalb der abstrakten Charakterisierungen darzustellen.

4.4 Synopse der abstrakten Charakterisierungen

In diesem Abschnitt erweitern wir unseren Vergleich von Pfad-P-Bisimulation und

AM-Bisimulation um den Begri� der P-Bisimulation. Dazu zitieren wir zun�achst ein

Resultat aus [JNW94]. Dieses f�uhrt mit den Theoremen 4.2, 4.7 und Beispiel 4.8 zu

einem Gesamtbild der verschiedenen abstrakten Charakterisierungen von Bisimula-

tion.

Theorem 4.10 (P-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation, [JNW94])

1. Es sei M eine Kategorie von Modellen, P eine darin ausgezeichnete kleine Un-

terkategorie von sogenannten Pfad-Objekten, I ein gemeinsames initiales Ob-

jekt von P und M: Besteht zwischen Objekten X1 und X2 der Kategorie M eine

P-Bisimulation, so sind X1 und X2 vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-bisimular.
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P-Bisimulation

m (Theorem 4.10)

vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation ) Pfad-P-Bisimulation

m (Theorem 4.2) m (Theorem 4.2)

vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisim. Tpath�P ) AM-Bisim. Tpath�P

6+ (Beispiel 4.8) m (Theorem 4.7)

v.-r. AM-Bisim. verb. Op. T 6= Tpath�P ) AM-Bisim. verb. Op. T 6= Tpath�P

Abbildung 29: Zusammenh�ange zwischen den abstrakten Charakterisierungen von

Bisimulation.

2. Es sei M die Unterkategorie der Rooted Presheaves in der Kategorie [Pop;Set]:

Rooted Presheaves X1 und X2 sind vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-bisimular gdw.

sie P-bisimular sind.

Abbildung 29 zeigt zusammenfassend, wie die Begri�e P-Bisimulation, (vorw�arts-

r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation und (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation zusam-

menh�angen. Ganz oben in Abbildung 29 �nden wir den Begri� der P-Bisimulation.

Theorem 4.10 beschreibt eine �Aquivalenz zwischen P-Bisimulation und vorw�arts-

r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation. Nach De�nition ist jede vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-

P-Bisimulation eine Pfad-P-Bisimulation, ebenso ist jede vorw�arts-r�uckw�arts AM-

Bisimulation eine AM-Bisimulation. Theorem 4.2 zeigt, da� bei Wahl geeigneter

Transitionssysteme durch den Operator Tpath�P jede (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-

Bisimulation zu einer (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation �aquivalent ist. AM-

Bisimulation unter Verwendung verbindender Operatoren zu P und Pfad-P-Bisi-

mulation sind nach Theorem 4.7 �aquivalent. Aus Beispiel 4.8 wissen wir, da� es

verbindende Operatoren zu einer Pfadkategorie P gibt, f�ur die vorw�arts-r�uckw�arts

AM-Bisimulation und vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation nicht �ubereinstim-

men. Daher schlie�en wir in der letzten Zeile den Operator Tpath�P aus, obwohl er

verbindend ist. Es ist ein o�enes Problem, ob vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation

zu einem verbindenden Operator stets vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation im-

pliziert.
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5 Bisimulation auf Modellen parallelen Rechnens

Im Aufbau dieses Kapitels folgen wir der Struktur von Kapitel 2. Dort haben wir

die branching time Modelle Transitionssysteme, Synchronisationsb�aume, Ereignis-

strukturen und Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit vorgestellt. F�ur jedes dieser

Modelle studieren wir nun, ob sich konkrete Bisimulationen auf ihm mit den in Ka-

pitel 3 vorgestellten abstrakten Charakterisierungen darstellen lassen. Dabei k�onnen

wir h�au�g auf die Resultate aus Kapitel 4 zur�uckgreifen, um aus einer erfolgreichen

Modellierung mit einer abstrakten Charakterisierung eine Darstellung mit einer an-

deren Charakterisierung zu gewinnen. Dies demonstriert die Anwendbarkeit der dort

vorgestellten Theoreme.

Auf Transitionssystemen scheinen die abstrakten Charakterisierungen gleich e-

xibel zu sein. Sowohl die urspr�ungliche De�nition von Bisimulation, vergl. De�nition

2.3, als auch der Begri� der trace-�Aquivalenz lassen sich darstellen. Auch weitere

Bisimulationsbegri�e k�onnen modelliert werden, wie der Blick in die Literatur zeigt.

F�ur Synchronisationsb�aume werden zumeist keine gesonderten Bisimulationsbe-

gri�e eingef�uhrt. Synchronisationsb�aume werden { in Bezug auf den Begri� Bisi-

mulation { als Spezialfall von Transitionssystemen angesehen. Wir zeigen, da� auf

Synchronisationsb�aumen die Begri�e AM-Bisimulation und vorw�arts-r�uckw�arts AM-

Bisimulation �ubereinstimmen.

Unterschiede zwischen den abstrakten Charakterisierungen deuten sich beim Mo-

dellieren von Bisimulationen auf Ereignisstrukturen an. W�ahrend wir die ausgew�ahl-

ten Bisimulationen stets als AM-Bisimulation darstellen k�onnen, gelingt dies mit

P-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation nicht immer.

Schlie�lich zeigen wir, da� der Begri� der shp-Bisimulation auf Transitionssyste-

men mit Unabh�angigkeit mit allen drei Charakterisierung dargestellt werden kann.

5.1 Transitionssysteme

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie verschiedene �Aquivalenzbegri�e auf Tran-

sitionssystemen mit Hilfe der abstrakten Charakterisierungen von Bisimulation aus

Kapitel 3 dargestellt werden k�onnen. Wir zeigen, da� Milners Begri� von Bisimu-

lation von allen drei Charakterisierungen modelliert werden kann. F�ur den Begri�

der trace-�Aquivalenz erzielen wir dasselbe Resultat. Hinweise auf weitere Modellie-

rungen von �Aquivalenzbegri�en auf Transitionssystemen in der Literatur beschlie�en

den Abschnitt.
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5.1.1 Bisimulation

Milners Begri� von Bisimulation auf Transitionssystemen, wie wir ihn in De�nition

2.3 eingef�uhrt haben, war Ausgangspunkt f�ur alle hier untersuchten abstrakten Cha-

rakterisierungen von Bisimulation. Von daher ist es nicht verwunderlich, da� sich die-

se konkrete Bisimulation in allen Charakterisierungen besonders einfach modellieren

l�a�t. Wir beweisen zun�achst, da� AM-Bisimulation und Bisimulation �ubereinstim-

men, zeigen daraufhin die �Aquivalenz von AM-Bisimulation und Bran-Bisimulation

und stellen schlie�lich mit Hilfe der Theoreme aus Kapitel 4 eine Reihe von �aquiva-

lenten Charakterisierungen zusammen.

Theorem 5.1 (Bisimulation und AM-Bisimulation)

Transitionssysteme T1 und T2 sind bisimular gdw. sie AM-bisimular sind.

Beweis: Es seien T1 = (S1; s1;�!); T2 = (S2; s2;�!) Transitionssysteme �uber Akt;

(A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (S1;�!) und T(B;�) = (S2;�!):

Es seiR eine Bisimulation zwischen T1 und T2:Wir de�nieren f�ur alle (x; y); (x0; y0)

2 R; a 2 Akt

(a; x0; y0) 2 (x; y) :() (a; x0) 2 �(x); (a; y0) 2 �(y)

und behaupten, da� (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) ist. Es

gelte (a; x0) 2 (� � �1)(x; y): Daraus folgt (a; x
0) 2 �(x) und (x; y) 2 R: Da R eine

Bisimulation ist, gibt es ein y0 2 B mit (a; y0) 2 �(y) und (x0; y0) 2 R: Damit erhalten

wir (a; x0; y0) 2 (x; y) und schlie�lich (a; x0) 2 (F�1 � )(x; y): Nach Lemma 3.7 gilt

auch die andere Inklusion.

Es sei nun (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (s1; s2) 2

R: Wir behaupten, da� R eine Bisimulation zwischen T1 und T2 ist. Nach Voraus-

setzung gilt (s1; s2) 2 R: Es sei (x; y) 2 R; es gelte x
a
�! x0 in T1: Da �1 ein

Homomorphismus ist, folgt daraus mit Lemma 3.6, Teil (ii), da� (x; y)
a
�! (x0; y0)

eine Transition in (R; ) ist f�ur ein y0 2 B: Daraus folgt (x; y0) 2 R: Da �2 ein Ho-

momorphismus ist, impliziert dies mit Lemma 3.6, Teil (i), da� y
a
�! y0 in (B; �):

Um die �Aquivalenz zwischen AM-Bisimulation und Bran-Bisimulation auf Tran-

sitionssystemen zu zeigen, studieren wir zun�achst den Zusammenhang zwischen Ho-

momorphismen und Bran-o�enen Morphismen. Dabei verwenden wir eine Charak-

terisierung der Bran-o�enen Morphismen aus [JNW94].

Lemma 5.2 (Bran-o�ene Morphismen und Morphismen in SetF :)

Es seien T1 = (S1; s1;�!); T2 = (S2; s2;�!) Transitionssysteme aus TAkt:
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1. [JNW94] Ein Morphisms � : T1 ! T2 ist Bran-o�en gdw. f�ur alle erreichbaren

Zust�ande s 2 S1 gilt: Gibt es eine Transition �(s)
a
�! u in T2; so existiert eine

Transition s
a
�! t in T1 und �(t) = u f�ur ein t 2 S1:

2. Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (S1;�!) und T(B;�) =

(S2;�!): Die Homomorphismen � mit �(s1) = s2 zwischen (A; �) und (B; �)

in SetF sind Bran-o�ene Morphismen zwischen T1 und T2 in TAkt:

Beweis: Es sei � ein Homomorphismus. Nach Voraussetzung gilt �(s1) = s2: Aus

Lemma 3.6, Teil (i), folgt, da� � ein Morphismus in TAkt ist, Teil (ii) impliziert, da�

� Bran-o�en ist.

Die Begri�e Bran-Bisimulation und AM-Bisimulation sind �aquivalent, wie wir

in Theorem 5.4 zeigen werden. Doch eignet sich nicht jedes Transitionssystem T ;

von dem Bran-o�ene Morphismen f1; f2 in Transitionssysteme T1; T2 ausgehen, als

AM-Bisimulation (R; ) zwischen den entsprechenden Coalgebren.

Beispiel 5.3 (Unterschied zwischen Bran- und AM-Bisimulation)

Es bezeichne T1 ein Transitionssystem mit Zustandsmenge fxg und einer Transition

x
a
�! x:Wir setzen T2 := T1: F�ur alle n 2 Nnf0g bezeichne Sn das Transitionssystem

aus n Zust�anden fx1; x2; : : : ; xng; Anfangszustand x1 und �Ubergangsrelation xi
a
�!

xi+1; i = 1 : : : n�1; xn
a
�! x1: Die Transitionssysteme Sn sind f�ur alle n > 0 Bran-

Bisimulationen zwischen T1 und T2; f�ur n � 2 sind sie jedoch keine AM-Bisimulation.

Theorem 5.4 (Bran-Bisimulation und AM-Bisimulation)

Transitionssysteme T1 und T2 aus TAkt sind Bran-bisimular gdw. sie AM-bisimular

sind.

Beweis: Es seien T1 = (S1; s1;�!); T2 = (S2; s2;�!) Transitionssysteme aus TAkt:

Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (S1;�!) und T(B;�) =

(S2;�!):

Es sei (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (s1; s2) 2 R:

Die Projektionen �1 und �2 von (R; ) nach (A; �) bzw. (B; �) sind Homomor-

phismen in SetF und daher nach Lemma 5.2 Bran-o�ene Morphismen zwischen

T := (R; (s1; s2);�!) und T1 bzw. T2 in TAkt:

Es sei T = (S; s;�!) eine Bran-Bisimulation zwischen T1 und T2; es seien fi :

T ! Ti; i = 1; 2; die dazugeh�origen Bran-o�enen Morphismen. Wir behaupten, da�

(R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (s1; s2) 2 R ist, wobei

R := f(f1(u); f2(u)) j u 2 S erreichbarg und
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(a; f1(v); f2(v)) 2 (f1(u); f2(u)) :() u
a
�! v in T :

Da die Abbildungen fi Morphismen in TAkt sind, weisen die Projektionen �1 und

�2 von (R; ) nach (A; �) bzw. (B; �) die Eigenschaft (i) aus Lemma 3.6 auf. Mit

Lemma 5.2 folgt auch Eigenschaft (ii).

Korollar 5.5 (Bisimulation auf Transitionssystemen)

F�ur Transitionssysteme T1 und T2 aus TAkt sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

1. T1 und T2 sind bisimular.

2. T1 und T2 sind AM-bisimular.

3. T1 und T2 sind Bran-bisimular.

4. T1 und T2 sind Pfad-Bran-bisimular.

5. T1 und T2 sind vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Bran-bisimular.

6. Es gibt eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen Tpath�Bran(T1) und Tpath�Bran(T2)

mit (�1; �2) 2 R:

7. Es gibt eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation (R; ) zwischen Tpath�Bran(T1)

und Tpath�Bran(T2) mit (�1; �2) 2 R:

Beweis:

1, 2 : Theorem 5.1.

2, 3 : Theorem 5.4.

3) 5 : Theorem 4.10.

5) 4 : nach De�nition.

4, 2 : Theorem 4.7 mit der Identit�at als verbindendem Operator, verglei-

che Beispiel 4.8.

4, 6 : Theorem 4.2.

5, 7 : Theorem 4.2.

Korollar 5.6 (vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation)

Sind Transitionssysteme T1 und T2 aus TAkt vorw�arts-r�uckw�arts AM-bisimular, so

sind sie Bran-bisimular. Die Umkehrung diese Aussage gilt im allgemeinen nicht.

Beweis: Korollar 5.5 und Beispiel 4.8.
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5.1.2 Trace-�Aquivalenz

In diesem Abschnitt greifen wir den Begri� der trace-�Aquivalenz noch einmal auf.

Wie wir in Abschnitt 2.5 gesehen haben, stimmen trace-�Aquivalenz und Bisimulation

f�ur deterministische Transitionssysteme �uberein. Diesen Zusammenhang wollen wir

nutzen, um trace-�Aquivalenz f�ur Transitionssysteme mit den abstrakten Charakteri-

sierungen von Bisimulation zu modellieren. Im Fall von AM-Bisimulation setzen wir

diese Beobachtung um, indem wir einen Operator Tdet einf�uhren, welcher einem Tran-

sitionssystem ein
"
�aquivalentes\ deterministisches Transitionssystem zuordnet. F�ur

P-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation hingegen de�nieren wir eine neue Kategorie

von Transitionssystemen dTAkt: In dieser Kategorie sind die Morphismen zwischen

zwei Transitionssystemen T1 und T2 gerade die Morphismen, die es in TAkt zwischen

den deterministischen Transitionsssystemen Tdet(T1) und Tdet(T2) gibt.

De�nition 5.7 (Operator Tdet; Kategorie dTAkt)

1. Es sei T = (S; i;�!) ein Transitionssystem �uber Akt: Tdet(T ) := (Sd; fig;�!d

) ordnet T ein deterministisches Transitionssystem zu. Dazu de�nieren wir f�ur

nichtleere Mengen X; Y � S :

X
a
�! Y :() Y = fy 2 S j 9x 2 X : x

a
�! yg:

Die Menge Sd ist de�niert als die kleinste Teilmenge von P(S); die abgeschlos-

sen ist unter:

(i) fig 2 Sd und

(ii) falls X 2 Sd und X
a
�! Y; dann gilt auch Y 2 Sd:

Die �Ubergangsrelation von Tdet(T ) de�nieren wir als �!d :=�! \(Sd�Akt�

Sd):

2. Es sei U eine
"
universelle\ Menge von Zust�anden. Die Kategorie dTAkt [CN95]

hat als Objekte Transitionssysteme T = (S; s;�!) �uber Akt mit S � U:

Es seien S = (S; s1;�!) und T = (T; t1;�!) Objekte aus dTAkt: Ein Mor-

phismus � 2 HomdTAkt
(S; T ) ist eine (totale) Funktion � : Sd ! Td; f�ur die

gilt: � 2 HomTAkt
(Tdet(S); Tdet(T )); d.h.:

(a) �(fs1g) = ft1g; und

(b) 8X;X 0 2 Sd; a 2 Akt : X
a
�!d X

0 ) �(X)
a
�!d �(X

0):
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Mit dBran bezeichnen wir die volle Unterkategorie von dTAkt; deren Objekte

die Transitionssysteme von Bran sind, d.h. Transitionssysteme T = (S; s;�!); in

denen S endlich ist und f�ur alle t 2 S gilt: s �!� t und �!� ist eine Totalordnung

auf S:

Korollar 5.8 (Trace-�Aquivalenz auf Transitionssystemen)

F�ur Transitionssysteme T1 und T2 aus TAkt sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

1. T1 und T2 sind trace-�aquivalent.

2. T1 und T2 sind dBran-bisimular.

3. Tdet(T1) und Tdet(T2) sind AM-bisimular.

4. Tdet(T1) und Tdet(T2) sind Pfad-Bran-bisimular.

Beweis: [CN95] zeigen die �Aquivalenz von 1. und 2. Da f�ur die Transitionssysteme T

und Tdet(T ) gilt, da� Lan(T ) = Lan(Tdet(T )); und Tdet(T1) und Tdet(T2) deterministi-

sche Transitionssysteme sind, folgt die �Aquivalenz von 1. und 3. aus den Theoremen

2.13 und 5.1. Korollar 5.5 beweist die �Aquivalenz von 3. und 4.

5.1.3 Modellierung weiterer Bisimulationsbegri�e

In der Literatur sind weitere Modellierungen von Bisimulationsbegri�en auf Transi-

tionssystemen zu �nden. F�ur die von Milner eingef�uhrte schwache Bisimulation, ver-

gleiche [Mil89], welche die sogenannte stille Aktion � in Transitionssystemen beson-

ders behandelt, geben [CN95] eine Charakterisierung als P-Bisimulation und [Acz94]

als AM-Bisimulation. Den Begri� der probabilistischen Bisimulation auf der Klas-

se der probabilistischen Transitionssysteme modellieren [CN95] als P-Bisimulation,

[VR97] als F -Bisimulation.

5.2 Synchronisationsb�aume

Wie wir in Beispiel 4.8 gesehen haben, sind vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation

und AM-Bisimulation auf Transitionssystemen unterschiedliche Konzepte. Im Fall

von Synchronisationsb�aumen fallen die beiden Begri�e jedoch zusammen.

Theorem 5.9 (AM-Bisimulation auf Synchronisationsb�aumen)

Sind Synchronisationsb�aume S und T AM-bisimular, so sind sie auch vorw�arts-

r�uckw�arts AM-bisimular.
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Beweis: Es seien S = (S; s0;�!) und T = (T; t0;�!) Synchronisationsb�aume �uber

Akt; es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (S;�!) und T(B;�) =

(T;�!); es sei (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (s0; t0) 2

R:

Unter Verwendung von (R; ) de�nieren wir eine neue AM-Bisimulation (R̂; ̂)

zwischen (A; �) und (B; �): Es sei

R0 := fs0; t0g;

Ri+1 := f(s0; t0) 2 R j 9(s; t) 2 Ri; 9 a 2 Akt : s
a
�! s0; t

a
�! t0g; i � 0;

R̂ :=
S
i�0Ri:

F�ur alle (s0; t0); (s; t) 2 R̂ und alle Markierungen a 2 Akt de�nieren wir

(a; s0; t0) 2 ̂(s; t) :() s
a
�! s0 in (A; �) und t

a
�! t0 in (B; �):

O�ensichtlich gilt R̂ � R:

Zun�achst weisen wir nach, da� auch (R̂; ̂) eine AM-Bisimulation ist. Es gelte

(a; s0) 2 (� � �1)(s; t): Aus (s; t) 2 R̂ folgt (s; t) 2 R: Da (R; ) nach Voraussetzung

eine AM-Bisimulation ist, erhalten wir (a; s0) 2 (F�1 � )(s; t): Daher gibt es ein

t0 2 B mit der Eigenschaft (a; s0; t0) 2 (s; t): Also enth�alt (B; �) die Transition

t
a
�! t0: Daraus folgern wir (s0; t0) 2 R̂ und (a; s0; t0) 2 ̂(s; t) und erhalten schlie�lich

(a; s0) 2 (F�1 � ̂)(s; t): Es gelte nun (a; s0) 2 (F�1 � ̂)(s; t): Nach De�nition von ̂

folgt daraus unmittelbar (a; s0) 2 �(s): Demzufolge gilt (a; s0) 2 (� � �1)(s; t):

Um zu zeigen, da� (R̂; ̂) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimimulation ist, sei

(a; s) 2 (�� � �1)(s
0; t0): Daraus folgt, da� es eine Transition s

a
�! s0 in S gibt.

Demnach ist s0 6= s0 und nach De�nition von R̂ wissen wir ebenso t0 6= t0: Da T ein

Synchronisationsbaum ist, gibt es einen eindeutig bestimmten Vorg�anger t von t0 mit

t
a0

�! t0: Ebenso gilt f�ur S; da� s
a
�! s0 die einzige nach s0 f�uhrende Transition ist.

Andererseits wissen wir, da� (s0; t0) 2 R̂: Aus der De�nition von R̂ folgt a = a0 und

daher (a; s0; t0) 2 ̂(s; t): Damit erhalten wir (a; s) 2 (F�1 � ̂
�)(s0; t0): Nach Lemma

3.7 ist auch die andere Inklusion erf�ullt.

5.3 Ereignisstrukturen

Auf Ereignisstrukturen ist eine Vielzahl von Bisimulationsbegri�en diskutiert wor-

den, siehe z.B. [GG89, GG90, Vog90, LG91, Che92, GKP92, Vog93, MP97]. Dement-

sprechend nimmt das Modellieren von Bisimulationen auf Ereignisstrukturen mit den

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



70 Kapitel 5: Bisimulation auf Modellen parallelen Rechnens

abstrakten Charakterisierungen einen breiten Raum in dieser Arbeit ein. Naturgem�a�

kann bei dieser Untersuchung keine Vollst�andigkeit erreicht werden.

Wir f�uhren in Abschnitt 5.3.1 einige ausgew�ahlte Bisimulationsbegri�e auf Ereig-

nisstrukturen ein. Diese modellieren wir in Abschnitt 5.3.2 als AM-Bisimulation. In

Abschnitt 5.3.3 versuchen wir, durch Wahl geeigneter Pfad-Kategorien P die konkre-

ten Bisimulationen als P-Bisimulation bzw. (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimula-

tion darzustellen. Dies wird nicht immer gelingen. Abschnitt 5.3.4 stellt abschlie�end

die erfolgreichen Modellierungen zusammen.

5.3.1 De�nition von Bisimulationen

In diesem Abschnitt f�uhren wir die Begri�e interleaving Bisimulation, bf-Bisimula-

tion, step Bisimulation, pomset Bisimulation, whp-, hp- und shp-Bisimulation auf

Ereignisstrukturen ein. Die Begri�e hp- und shp-Bisimulation de�nieren wir zus�atz-

lich f�ur Ereignisstrukturen mit Konsistenzrelation, um beim Modellieren mit Pfad-

P-Bisimulation ein Ergebnis von [JNW94] verwenden zu k�onnen. Das Vorgehen ist

in beiden F�allen identisch: Zun�achst f�uhren wir verschiedene Transitionen zwischen

den Kon�gurationen einer Ereignisstruktur (mit Konsistenzmenge) ein. Darauf auf-

bauend k�onnen die verschiedenen Bisimulationen de�niert werden.

Bisimulationen auf Ereignisstrukturen

Es sei E = (E;�; ]; l) eine Ereignisstruktur �uber Akt; es seien X;X 0 2 Konf (E)

Kon�gurationen von E : Wir schreiben

X �! X 0; wenn X � X 0:

X
a
�! X 0; wenn a 2 Akt; X � X 0; X 0nX = feg; l(e) = a:

X
M
�! X 0; wenn M 2 NAkt

0 ; X � X 0; 8e; f 2 X 0nX : e 6= f ) e co f und

8a 2 Akt : M(a) = jfe 2 X 0nX j l(e) = agj:

X
p
�! X 0; wenn p 2 [Pos]; X � X 0 und p = [X 0nX]:

Es seien E = (E;�E; ]E; lE); F = (F;�F ; ]F ; lF ) Ereignisstrukturen �uber Akt: Eine

Relation R � Konf (E)�Konf (F) mit (;; ;) 2 R hei�t

interleaving Bisimulation, wenn f�ur alle (X; Y ) 2 R; a 2 Akt gilt:

� gibt es eine Transition X
a
�! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y

a
�! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) mit (X 0; Y 0) 2 R; und
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� gibt es eine Transition Y
a
�! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X

a
�! X 0

in E f�ur eine Kon�guration X 0 2 Konf (E) mit (X 0; Y 0) 2 R:

bf-Bisimulation (backward-forward bisimulation, [GKP92]), wenn sie eine inter-

leaving Bisimulation ist und f�ur alle (X 0; Y 0) 2 R; a 2 Akt gilt:

� gibt es eine Transition X
a
�! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y

a
�! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 2 Konf (F) mit (X; Y ) 2 R; und

� gibt es eine Transition Y
a
�! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X

a
�! X 0

in E f�ur eine Kon�guration X 2 Konf (E) mit (X; Y ) 2 R:

step Bisimulation, wenn f�ur alle (X; Y ) 2 R; M 2 NAkt
0 gilt:

� gibt es eine Transition X
M
�! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y

M
�! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) mit (X 0; Y 0) 2 R; und

� gibt es eine Transition Y
M
�! Y 0 in F so gibt es eine Transition X

M
�! X 0

in E f�ur eine Kon�guration X 0 2 Konf (E) mit (X 0; Y 0) 2 R:

pomset Bisimulation, wenn f�ur alle (X; Y ) 2 R; p 2 [Pos] gilt:

� gibt es eine Transition X
p
�! X 0 in E so gibt es eine Transition Y

p
�! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) mit (X 0; Y 0) 2 R; und

� gibt es eine Transition Y
p
�! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X

p
�! X 0

in E f�ur eine Kon�guration X 0 2 Konf (E) mit (X 0; Y 0) 2 R:

whp-Bisimulation (weak history preserving bisimulation, [GKP92]) wenn f�ur alle

(X; Y ) 2 R gilt:

� (X;�E \ (X �X); ;; lEjX) und (Y;�F \ (Y � Y ); ;; lF jY ) sind isomorph,

� gibt es eine Transition X �! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y �! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) mit (X 0; Y 0) 2 R; und

� gibt es eine Transition Y �! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X �! X 0

in E f�ur eine Kon�guration X 0 2 Konf (E) mit (X 0; Y 0) 2 R:

Eine Menge R von Tripeln (X; Y; �); wobei

X 2 Konf (E); Y 2 Konf (F) und
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� : X = (X;�E \ (X �X); ;; lEjX)! Y = (Y;�F \ (Y � Y ); ;; lF jY ) ein

Isomorphismus ist,

mit (;; ;; ;) 2 R hei�t

hp-Bisimulation[GG89] (history preserving bisimulation), wenn f�ur alle (X; Y; �)

2 R gilt:

� gibt es eine Transition X �! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y �! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) und eine Abbildung �0 : X 0 !

Y 0 mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und �0jX = �; und

� gibt es eine Transition Y �! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X �! X 0

in E f�ur eine Kon�gurationX 0 2 Konf (E) und eine Abbildung �0 : X 0 ! Y 0

mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und �0jX = �:

shp-Bisimulation (strong history preserving bisimulation, [JNW94]), wenn R eine

hp-Bisimulation ist und f�ur alle (X 0; Y 0; f 0) 2 R gilt:

� gibt es eine Transition X �! X 0 in E ; so gibt es eine Kon�guration

Y 2 Konf (F) und eine Abbildung �0 : X ! Y mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und

�0jX = �; und

� gibt es eine Transition Y �! Y 0 in F ; so gibt eine Kon�guration X 2

Konf (E) und eine Abbildung �0 : X 0 ! Y 0 mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und

�0jX = �:

�Uber den Zusammenhang zwischen diesen Bisimulationen �nden sich folgende Aus-

sagen in der Literatur:

1. shp ) hp ) pomset ) step ) interleaving.

Die Umkehrung dieser Implikationen gilt nicht.

2. whp-Bisimulation und pomset Bisimulation sind nicht vergleichbar.

3. F�ur Ereignisstrukturen ohne auto-concurrency stimmen whp- und hp-Bisimu-

lation �uberein.

4. F�ur endlich verzweigte Ereignisstrukturen ohne auto-concurrency gilt: bf) hp.
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Bemerkung 5.10 (Alternative De�nition von hp-Bisimulation)

Verwendet man in der De�nition von (shp-) hp-Bisimulation auf Ereignisstrukturen

die Relation
a
�! anstelle von �!; erh�alt man einen �aquivalenten Begri�:

Gibt es in einer Ereignisstruktur eine Transition der Form X
a
�! X 0; so gibt

es auch eine Transition der Form X �! X 0: Damit ist klar, da� jede (shp-) hp-

Bisimulation unter Verwendung von �! als �Ubergangsrelation eine (shp-) hp-Bisi-

mulation unter Verwendung von
a
�! als �Ubergangsrelation ist.

Nun zeigen wir, da� jede hp-Bisimulation bez�uglich
a
�! eine hp-Bisimulation

bez�uglich �! ist. Es sei R eine hp-Bisimulation unter Verwendung von
a
�! als

�Ubergangsrelation zwischen Ereignisstrukturen E = (E ;�E; ]E; lE) und F ; es gelte

(X; Y; �) 2 R; es sei X �! X 0 eine Transition in E : Gilt X = X 0; so w�ahlen wir

Y 0 := Y; �0 := � und erhalten: Y �! Y 0 in F und (X 0; Y 0; �0) 2 R: Gilt hingegen

X 6= X 0; so de�nieren wir X̂ := X 0nX und � :=�E \ (X̂ � X̂): Da X 0 endlich ist,

ist auch X̂ endlich, de�niere n := jX̂j: Es sei �0 eine Linearisierung von � : Dann

gibt es eine Ableitung

X
lE(e1)
�! X [ fe1g

lE(e2)
�! : : :

lE(en)
�! X [ X̂ = X 0:

in E ; wobei X̂ = fe1; : : : ; eng und ei �
0 ej f�ur i � j: Wir de�nieren Xi := X [

fe1; e2; : : : ; eig f�ur 0 � i � n: Da R eine hp-Bisimulation unter Verwendung von
a
�! als �Ubergangsrelation ist, gibt es Kon�gurationen Y0; Y1; : : : ; Yn 2 Konf (F) und

Isomorphismen �0; �1; : : : ; �n; f�ur die gilt: Y0 = Y; �0 = �;

Y = Y0

lE(e1)
�! Y1

lE(e2)
�! : : :

lE(en)
�! Yn =: Y

0

ist eine Ableitung in F ; (Xi; Yi; �i) 2 R f�ur 0 � i � n und �i
jXi�1

= �i�1 f�ur 1 � i � n:

Daraus folgt Y �! Y 0; �n
jX

= �0 = � und (X 0; Y 0; �n) 2 R: Der Beweis f�ur den Fall

der shp-Bisimulation verl�auft analog.

Bisimulationen auf Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge

F�ur Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge f�uhren wir die Begri�e hp-Bisimulation

und shp-Bisimulation ein. In Abschnitt 5.3.3 werden wir diskutieren, wie diese Bi-

simulationen auf Ereignisstrukturen und Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge

zusammenh�angen.

Es sei E = (E;�; Km; l) eine Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge �uber Akt;

es seien X;X 0 2 Konf (E) Kon�gurationen von E : Wir schreiben

X �! X 0; wenn X � X 0:
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X
a
�! X 0; wenn a 2 Akt; X � X 0; X 0nX = feg; l(e) = a:

Es seien E = (E;�E; KmE; lE); F = (F;�F ; KmF ; lF ) Ereignisstrukturen mit Kon-

sistenzmenge �uber Akt: Eine Menge R von Tripeln (X; Y; �); wobei

X 2 Konf (E); Y 2 Konf (F) und

� : (X;�E \ (X �X);Pendl(X); lEjX) ! (Y;�F \ (Y � Y );Pendl(Y ); lF jY ) ein

Isomorphismus ist,

mit (;; ;; ;) 2 R hei�t

hp-Bisimulation (history preserving bisimulation), wenn f�ur alle (X; Y; �) 2 R; a 2

Akt gilt:

� gibt es eine Transition X
a
�! X 0 in E ; so gibt es eine Transition Y

a
�! Y 0

in F f�ur eine Kon�guration Y 0 2 Konf (F) und eine Abbildung �0 : X 0 !

Y 0 mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und �0jX = �; und

� gibt es eine Transition Y
a
�! Y 0 in F ; so gibt es eine Transition X

a
�! X 0

in E f�ur eine Kon�gurationX 0 2 Konf (E) und eine Abbildung �0 : X 0 ! Y 0

mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und �0jX = �:

shp-Bisimulation (strong history preserving bisimulation, [JNW94]), wenn R eine

hp-Bisimulation ist und f�ur alle (X 0; Y 0; f 0) 2 R gilt:

� gibt es eine Transition X �! X 0 in E ; so gibt es eine Kon�guration

Y 2 Konf (F) und eine Abbildung �0 : X ! Y mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und

�0jX = �; und

� gibt es eine Transition Y �! Y 0 in F ; so gibt eine Kon�guration X 2

Konf (E) und eine Abbildung �0 : X 0 ! Y 0 mit (X 0; Y 0; �0) 2 R und

�0jX = �:

Es macht keinen Unterschied, ob wir in der De�nition von hp- und shp-Bisi-

mulation auf Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge nur endliche Kon�gurationen

betrachten oder auch unendliche Kon�gurationen verwenden:

1. Geben wir eine Menge R von Tripeln an, die den aufgef�uhrten Bedingungen

gen�ugt, so sind die Ereignisstrukturen hp- bzw. shp-bisimular, unabh�angig da-

von, ob die Kon�gurationen X und Y der Tripel (X; Y; �) stets endlich sind

oder nicht.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



75

2. Sind andererseits Ereignisstrukturen E und F hp bzw. shp-bisimular, so gibt

es eine Relation R; welche den angegebenen Bedingungen gen�ugt. Die Menge

R̂ := f(X; Y; �) jX; Y endlichg

ist dann auch eine hp bzw. shp-Bisimulation.

Dieser Zusammenhang liegt in der Asymmetrie der De�nition von hp- und shp-

Bisimulation begr�undet: Bei der
"
Vergr�o�erung\ von Kon�gurationen im Fall der

hp-Bisimulation verwenden wir die Relation
a
�!; welche eine Kon�guration nur um

ein Element vergr�o�ert, nur bei der
"
Verkleinerung\ im Fall der shp-Bisimulation

setzen wir die Relation �! ein, welche Kon�gurationen mit beliebigem Gr�o�enun-

terschied verbinden kann.

5.3.2 Modellierungen mit AM-Bisimulation

Die verschiedenen Bisimulationen auf Ereignisstrukturen modellieren wir als AM-Bi-

simulation, indem wir geeignete Operatoren T angeben, welche einer Ereignisstruktur

ein Transitionssystem zuordnen.

F�ur interleaving, step und pomset Bisimulation de�nieren wir Operatoren Tint;

Tstep und Tpom: Die Wahl dieser Operatoren ist naheliegend und der Beweis einfach,

da� die jeweilige AM-Bisimulation den gew�unschten Begri� darstellt. bf-Bisimulation

modellieren wir mit dem Operator Tint und vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation.

Schwieriger ist es, f�ur whp-, hp- und shp-Bisimulation entsprechende Operatoren

zu �nden. Das Problem besteht darin, im Rahmen von AM-Bisimulation die Exi-

stenz der verschiedenen Isomorphismen zu modellieren. Der Operator Twhp f�ur whp-

Bisimulation entsteht durch ein Variation des Operators Tpom: F�ur hp- und shp-

Bisimuation verwenden wir den Operator Thp; der als Zust�ande Derivationen anstelle

von Kon�gurationen nutzt.

Da auf Transitionssystemen die Begri�e AM-Bisimulation und vorw�arts-r�uck-

w�arts AM-Bisimulation verschieden sind, vergl. Beispiel 4.8, erhalten wir zu je-

dem der Operatoren T auf Ereignisstrukturen zwei voneinander verschiedene Bi-

simulationen. Zu dem Operator Tint sind dies interleaving Bisimulation und bf-

Bisimulation, hp- und shp-Bisimulation zu dem Operator Thp: Die vorw�arts-r�uckw�arts

AM-Bisimulationen zu den Operatoren Tstep und Tpom hingegen sind neue Bisimu-

lationsbegri�e auf Ereignisstrukturen. Es ist eine o�ene Frage, ob f�ur den Operator

Twhp die Begri�e AM-Bisimulation und vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation �uber-

einstimmen oder verschieden sind.
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Es sei Akt eine Menge von Aktionen. Relativ zu dieser Menge f�uhren wir Operato-

ren T� ein, � 2 fint, step, pom, whp, hpg; welche einer Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l)

aus EAkt ein Transitionssystem �uber einer Menge von Markierungen L zuordnen, wo-

bei L eine der Mengen Akt; NAkt
0 ; [Pos]; DerAkt ist.

Tint(E) := (Konf (E);�!int; ;) ist ein Transitionssystem �uber Akt wobei

X
a
�!int X

0; wenn X � X 0; X 0nX = feg und l(e) = a:

Tstep(E) := (Konf (E);�!step; ;) ist ein Transitionssystem �uber NAkt
0 ; wobei

X
M
�!step X

0; wenn X � X 0; 8e; f 2 X 0nX : e 6= f ) e co f und

8a 2 Akt : M(a) = jfe 2 X 0nX j l(e) = agj:

Tpom(E) := (Konf (E);�!pom; ;) ist ein Transitionssystem �uber [Pos]; wobei

X
p
�!pom X 0; wenn X � X 0 und p = [X 0nX]:

Twhp(E) := (Konf (E);�!whp; ;) ist ein Transitionssystem �uber [Pos]; wobei

X
p
�!whp X

0; wenn X � X 0 und p = [X 0]:

Thp(E) := (fDer(X) jX 2 Konf (E)g;�!hp; �) ist ein Transitionssystem �uber

DerAkt; wobei

e1e2 : : : en
[e1e2:::enen+1]
�!hp e1e2 : : : enen+1;

wenn X 0nX = fen+1g f�ur X = fe1; e2; : : : ; eng; X
0 = fe1; e2; : : : ; en; en+1g:

Theorem 5.11 (interleaving, bf, step und pomset Bisimulation)

Ereignisstrukturen E ; F �uber Akt sind

1. interleaving bisimular, gdw. es eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen

Tint(E) und Tint(F) gibt mit (;; ;) 2 R:

2. bf-bisimular, gdw. es eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation (R; ) zwischen

Tint(E) und Tint(F) gibt mit (;; ;) 2 R:

3. step bisimular, gdw. es eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen

Tstep(E) und Tstep(F) gibt mit (;; ;) 2 R:

4. pomset bisimular, gdw. es eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen

Tpom(E) und Tpom(F) gibt mit (;; ;) 2 R:

Beweis:Wir f�uhren den Beweis nur f�ur interleaving und bf-Bisimulation. Die anderen

Aussagen lassen sich analog beweisen. Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit

T(A;�) = (Konf (E);�!int) und T(B;�) = (Konf (F);�!int):
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Es sei R � Konf (E) � Konf (F) eine interleaving Bisimulation zwischen E und

F : Wir de�nieren f�ur alle (X; Y ); (X 0; Y 0) 2 R; a 2 Akt

(a;X 0; Y 0) 2 (X; Y ) :() (a;X 0) 2 �(X); (a; Y 0) 2 �(Y )

und behaupten, da� (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) ist.

Es sei (a;X 0) 2 (� � �1)(X; Y ): Daraus folgt (a;X
0) 2 �(X): Da R nach Vor-

aussetzung eine interleaving Bisimulation ist, gibt es ein Y 0 mit (a; Y 0) 2 �(Y ) und

(X 0; Y 0) 2 R: Daraus folgt (a;X 0; Y 0) 2 (X; Y ) und somit (a;X 0) 2 (F�1�)(X; Y ):

Die andere Inklusion zeigt Lemma 3.7. Mit Lemma 3.6 folgt die andere Implikation.

Es sei nun R eine bf-Bisimulation zwischen E und F : Dann ist R insbesondere

eine interleaving Bisimulation. Demnach ist R mit der eben de�nierten Abbildung 

eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �): Wir behaupten, da� (R; ) zudem

eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist. Nach Lemma 3.7 m�ussen wir dazu nur

die Inklusion (�� � �1) � (F�1 � 
�) zeigen.

Es sei (X 0; Y 0) 2 R; es gelte (a;X) 2 (����1)(X
0; Y 0): Dann erhalten wir (a;X) 2

��(X 0) und somit (a;X 0) 2 �(X): Da R eine bf-Bisimulation ist, folgt daraus, da�

es ein Y 2 Konf (F) gibt mit (a; Y 0) 2 �(Y ) und (X; Y ) 2 R: Nach De�nition von 

gilt (a;X 0; Y 0) 2 (X; Y ); damit (a;X; Y ) 2 �(X 0; Y 0); und wir erhalten schlie�lich

(a;X) 2 (F�1 � 
�)(X 0; Y 0):

Es sei (R; ) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation zwischen E und F mit

(;; ;) 2 R: Wir wissen bereits, da� R eine interleaving Bisimulation zwischen E und

F ist. Um zu zeigen, da� R auch eine bf-Bisimulation ist, betrachten wir eine Transi-

tion (a;X 0) 2 �(X) in Tint(E); wobei (X
0; Y 0) 2 R: Daraus folgt (a;X) 2 ��(X 0) und

(a;X) 2 (�� � �1)(X
0; Y 0): Da (R; ) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist,

schlie�en wir daraus (a;X) 2 (F�1�
�)(X 0; Y 0): Demnach gibt es eine Kon�guration

Y 2 Konf (F); so da� (a;X; Y ) 2 �(X 0; Y 0): Daraus folgt (X; Y ) 2 R: Wir verwen-

den ein weiteres Mal, da� (R; ) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist, und

erhalten (a; Y ) 2 ��(Y 0) und somit (a; Y 0) 2 �(Y ):

Das folgende Beispiel zeigt, da� die Begri�e AM-Bisimulation und vorw�arts-

r�uckw�arts AM-Bisimulation zu den Operatoren Tint; Tstep und Tpom verschieden sind.

Dabei nutzen wir aus, da� jede pomset Bisimulation auch eine step Bisimulation und

eine interleaving Bisimulation ist.

Beispiel 5.12 (vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation f�ur Tint; Tstep und Tpom)

Es seien E und F die Ereignisstrukturen aus Abbildung 30. Die Menge

R := f (;; ;); (fe1g; ff1g); (fe1g; ff4g); (fe2g; ff2g); (fe1; e3g; ff1; f3g);

(fe1; e2g; ff1; f3g); (fe1; e3g; ff2; f4g); (fe1; e2g; ff2; f4g)g
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E

u
ea1

u
eb3

-

u
eb2

q q q q
q q q q

F

u
fa4

u
fa1

u
f b2

qqqq
qqqq
qqq
qqqq
qqq

u
f b3

-

Abbildung 30: Pomset bisimulare Ereignisstrukturen.

ist ein pomset Bisimulation zwischen E und F und demzufolge auch eine step und

interleaving Bisimulation. Wir behaupten, da� T�(E) und T�(F) nicht vorw�arts-r�uck-

w�arts AM-bisimular sind f�ur � 2 fint, step, pomg:

Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (Konf (E);�!�) und

T(B;�) = (Konf (F);�!�); wobei � 2 fint, step, pomg: Es sei (R; ) eine AM-Bi-

simulation zwischen (A; �) und (B; �): Da ;
a
�! ff1g eine Transition in (B; �) ist,

gilt (fe1g; ff1g) 2 R: In (A; �) gibt es eine Transition fe1g
b
�! fe1; e2g: Daher mu�

R das Paar (fe1; e2g; ff1; f3g) enthalten.

Angenommen, (R; ) ist eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation. Da es in

(A; �) die Transition fe2g
a
�! fe1; e2g gibt, folgt mit (�� � �1)(fe1; e2g; ff1; f3g) =

(F�1�
�)(fe1; e2g; ff1; f3g); da� (a; fe2g; Y ) 2 �(fe1; e2g; ff1; f3g) und es demnach

ein Transition Y
a
�! ff1; f3g in (B; �) geben mu� { Widerspruch.

Theorem 5.13 (whp-Bisimulation)

Ereignisstrukturen E und F sind whp-bisimular, gdw. es eine AM-Bisimulation (R; )

zwischen Twhp(E) und Twhp(F) gibt mit (;; ;) 2 R:

Beweis: Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (Konf (E);�!whp)

und T(B;�) = (Konf (F);�!whp):

Es sei R � Konf (E) � Konf (F) eine whp-Bisimulation zwischen E und F : Wir

de�nieren f�ur alle (X; Y ); (X 0; Y 0) 2 R; p 2 [Pos]

(p;X 0; Y 0) 2 (X; Y ) :() [X 0] = [Y 0] = p; X � X 0; Y � Y 0

und behaupten, da� (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) ist. Da

R eine whp-Bisimulation ist, gilt (;; ;) 2 R:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



79

Es gelte (p;X 0) 2 (� � �1)(X; Y ): Daraus folgt (p;X 0) 2 �(X); d.h. X � X 0

und p = [X 0]: Da R nach Voraussetzung eine whp-Bisimulation ist folgt, da� es

ein Y 0 2 B gibt mit Y � Y 0 und [X 0] = [Y 0]: Nach De�nition von  erhalten wir

(p;X 0; Y 0) 2 (X; Y ) und (p;X 0) 2 (F�1 � )(X; Y ): Die andere Inklusion folgt nach

Lemma 3.7.

Es sei nun (R; ) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) and (B; �) mit (;; ;) 2 R:

Die Menge R̂ enthalte alle in (R; ) von (;; ;) erreichbaren Zust�ande. Wir behaupten,

da� R̂ eine whp-Bisimulation ist. O�ensichtlich gilt (;; ;) 2 R̂:

Es gelte (X; Y ) 2 R̂: Zun�achst zeigen wir, da� [X] = [Y ]: F�ur (X; Y ) = (;; ;)

gilt dies o�ensichtlich. Falls (X; Y ) 6= (;; ;); dann existiert ein Paar (U; V ) 2 R̂

mit (p;X; Y ) 2 (U; V ): Daraus folgt (p;X) 2 (F�1 � )(U; V ): Da (R; ) ein AM-

Bisimulation ist, erhalten wir (p;X) 2 (���1)(U; V ) und damit (p;X) 2 �(U): Nach

De�nition von Twhp erhalten wir p = [X]: Analog schlie�en wir, da� p = [Y ] und

damit [X] = [Y ]:

Um die Abschlu�eigenschaften von R̂ zu zeigen, betrachen wir ein Paar (X; Y ) 2

R̂ und eine Transition X �! X 0 f�ur eine Kon�guration X 0 2 Konf (E): Nach De-

�nition von Twhp folgt daraus ([X 0]; X 0) 2 �(X): Daher erhalten wir ([X 0]; X 0) 2

(���1)(X; Y ): Da (R; ) eine AM-Bisimulation ist, folgt ([X 0]; X 0) 2 (F�1�)(X; Y ):

Demzufolge gibt es eine Kon�guration Y 0 mit ([X 0]; X 0; Y 0) 2 (X; Y ): Also gilt

(X 0; Y 0) 2 R: Da (X; Y ) erreichbar ist in (R; ); ist auch (X 0; Y 0) erreichbar und

wir k�onnen schlie�en: (X 0; Y 0) 2 R̂: Ein weiteres Mal benutzen wir, da� (R; ) eine

AM-Bisimulation ist, und erhalten ([X 0]; Y 0) 2 �(Y ); d.h. Y � Y 0:

Theorem 5.14 (hp- und shp-Bisimulation)

Ereignisstrukturen E und F sind hp-bisimular (shp-bisimular), gdw. es eine (vorw�arts-

r�uckw�arts) AM-Bisimulation (R; ) zwischen Thp(E) und Thp(F) gibt mit (�; �) 2 R:

Beweis: Es seien (A; �) und (B; �) die Coalgebren mit T(A;�) = (Konf (E);�!hp) und

T(B;�) = (Konf (F);�!hp): In diesem Beweis verwenden wir die alternative De�nition

von (shp-) hp-Bisimulation aus Bemerkung 5.10.

Es sei R eine hp-Bisimulation zwischen E und F : Wir de�nieren

R̂ := f(e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn) j 9(X; Y; �) 2 R : e1e2 : : : en 2 Der(X);

f1f2 : : : fn 2 Der(Y );

�(e1e2 : : : en) = f1f2 : : : fng

([g]; e0; f
0
) 2 ̂((e; f) :() ([g]; e0) 2 �(e); ([g]; f

0
) 2 �(f)
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f�ur alle ((e; f); (e0; f
0
) 2 R̂; [g] 2 DerAkt und behaupten, da� (R̂; ̂) eine AM-

Bisimulation zwischen Thp(E) und Thp(F) ist. O�ensichtlich gilt (�; �) 2 R̂:

Es sei (e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn) 2 R̂; es gelte e1e2 : : : en
[e1e2:::enen+1]
�!hp e1e2 : : : enen+1:

Nach De�nition von R̂ gibt es dann ein Tripel (X; Y; �) 2 R; so da� gilt:

� e1e2 : : : en 2 Der(X);

� f1f2 : : : fn 2 Der(Y ) und

� � : X ! Y ist ein Isomorphismus mit �(e1e2 : : : en) = f1f2 : : : fn:

Aus e1e2 : : : en
[e1e2:::enen+1]
�!hp e1e2 : : : enen+1 in (A; �) folgen X 0 := X [ fen+1g 2

Konf (E) und damit X � X 0: Da R eine hp-Bisimulation ist, gibt es ein Tripel

(X 0; Y 0; �0) 2 R mit Y � Y 0 und �0jX = �: Daraus erhalten wir: �0(e1e2 : : : enen+1) =

f1f2 : : : fn�
0(en+1) ist eine Derivation von Y 0; (e1e2 : : : enen+1; f1f2 : : : fn�

0(en+1)) 2 R̂

und f1f2 : : : fn
[e1e2:::enen+1]
�!hp f1f2 : : : fn�

0(en+1) in (B; �) Mit der De�nition von  folgt

daraus:

([e1e2 : : : enen+1]; e1e2 : : : enen+1; f1f2 : : : fn�
0(en+1)) 2 (e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn):

und wir erhalten ([e1e2 : : : enen+1]; e1e2 : : : enen+1) 2 (F�1 � )(e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn):

Die andere Inklusion folgt mit Lemma 3.7.

Es sei nun (R̂; ̂) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �) mit (�; �) 2 R̂:

Wir behaupten, da�

R := f(X; Y; �) j 9(e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn) 2 R̂ :

X = fe1; e2; : : : ; eng; Y = ff1; f2; : : : ; fng;

� : X ! Y ist ein Isomorphismus mit �(e1e2 : : : en) = f1f2 : : : fng

eine hp-Bisimulation zwischen E und F ist. O�ensichtlich gilt (;; ;; ;) 2 R:

Es sei (X; Y; �) 2 R; es gelte X
a
�! X 0: Nach De�nition von R gibt es ein

Paar (e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn) 2 R̂ mit X = fe1; e2; : : : ; eng; Y = ff1; f2; : : : ; fng

und �(e1e2 : : : en) = f1f2 : : : fn: Da X � X 0 = X [ feg gibt es es eine Transi-

tion e1e2 : : : en
[e1e2:::ene]
�!hp e1e2 : : : ene in (A; �): Da (R̂; ̂) eine AM-Bisimulation ist,

gibt es eine Derivation f1f2 : : : fnf mit f1f2 : : : fn
[e1e2:::ene]
�!hp f1f2 : : : fnf in (B; �) und

(e1e2 : : : ene; f1f2 : : : fnf) 2 R̂: Nach De�nition von Thp gibt es einen Isomorphismus

�0 : X 0 ! Y 0 mit �0(e1e2 : : : ene) = f1f2 : : : fnf: Daher gilt �
0
jX = �; (X 0; Y 0; �0) 2 R

und Y
a
�! Y 0:
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Es sei nun R eine shp-Bisimulation zwischen E und F : Dann ist die oben de�nierte

Coalgebra (R̂; ̂) eine AM-Bisimulation zwischen (A; �) und (B; �): Wir behaupten,

da� sie auch eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist.

Es sei (e1e2 : : : enen+1; f1f2 : : : fnfn+1) 2 R̂; es sei

e1e2 : : : en
[e1e2:::enen+1]
�!hp e1e2 : : : enen+1

eine Transition in (A; �): Dann gibt es ein Tripel (X 0; Y 0; �0) 2 R mit

X 0 = fe1; e2; : : : ; en; en+1g;

Y 0 = ff1; f2; : : : ; fn; fn+1g; und

�0 : X 0 ! Y 0 ist ein Isomorphismus mit �0(e1e2 : : : enen+1) = f1f2 : : : fnfn+1:

Nach De�nition von Thp wissen wir, da� X := fe1; e2; : : : ; eng eine Kon�guration von

E ist, o�ensichtlicht gilt X
a
�! X 0: Daher gibt es ein Tripel (X; Y; �) 2 R mit Y

a
�!

Y 0 und �0jX = �: Daraus folgt, da� �(e1e2 : : : en) = f1f2 : : : fn; und da� f1f2 : : : fn eine

Derivation von Y ist. Also gilt (e1e2 : : : en; f1f2 : : : fn) 2 R̂ und f1f2 : : : fn
[e1e2:::enen+1]
�!hp

f1f2 : : : fnfn+1: Mit der De�nition von ̂ erhalten wir:

([e1e2 : : : enen+1]; e1e2 : : : en) 2 (F�1 � 
�)(e1e2 : : : enen+1; f1f2 : : : fnfn+1):

Die andere Inklusion gilt nach Lemma 3.7.

Es sei nun (R̂; ̂) eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation zwischen (A; �) und

(B; �) mit (�; �) 2 R̂: Unter diesen Voraussetzungen ist die oben de�nierte Relation

R eine hp-Bisimulation zwischen E und F : Wir behaupten, da� sie weiterhin eine

shp-Bisimulation ist.

Es sei (X 0; Y 0; �0) 2 R; es gelt X
a
�! X 0 f�ur eine Kon�guration X 2 Konf (E):

Wegen (X 0; Y 0; �0) 2 R gibt es ein Paar (e1e2 : : : ene; f1f2 : : : fnf) 2 R̂ mit

X 0 = fe1; e2; : : : ; en; eg;

Y 0 = ff1; f2; : : : ; fn; fg; und

f�ur den Isomorphismus �0 : X 0 ! Y 0 gilt �0(e1e2 : : : ene) = f1f2 : : : fnf:

e1e2 : : : en ist eine Derivation von X: Daher gibt es eine Transition e1e2 : : : en
[e1e2:::ene]
�!hp

e1e2 : : : ene in (A; �): Da R̂ eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation ist, gibt es

eine Derivation f zu einer Kon�guration Y 2 Konf (F) mit (e1e2 : : : en; f) 2 R̂ und

f
[e1e2:::ene]
�!hp f1f2 : : : fnf in (B; �): Mit der De�nition des Operators Thp schlie�en wir
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daraus f = f1f2 : : : fn; Y = ff1; f2; : : : ; fng: Die Abbildung � := �0jX : X ! Y

ist ein Isomorphismus. Damit folgern wir (X; Y; �) 2 R; Y
a
�! Y 0 und � = �0jX :

5.3.3 Modellierungen mit P- und Pfad-P-Bisimulation

Um die konkreten Bisimulationen aus Abschnitt 5.3.1 als P-Bisimulation bzw. Pfad-

P-Bisimulation darzustellen, bieten sich zwei Vorgehensweisen an:

Zum einen k�onnen wir eine Kategorie P von Pfadobjekten w�ahlen und versu-

chen zu zeigen, da� P-Bisimulation bzw. Pfad-P-Bisimulation mit einer konkre-

ten Bisimulation �ubereinstimmt.

Zum anderen k�onnen wir auf die Modellierungen der konkreten Bisimulationen

als AM-Bisimulationen aus dem vorigen Abschnitt zur�uckgreifen und pr�ufen,

ob die Operatoren T� zu einer Pfadkategorie P verbindend sind. Ist dies der

Fall, so erhalten wir mit Hilfe von Theorem 4.7 eine Pfad-P-Bisimulation.

Wir werden beide Ans�atze verfolgen. Den ersten nutzen wir f�ur interleaving, hp- und

shp-Bisimulation. F�ur interleaving Bisimulation zeigen wir, da� sie �aquivalent ist zu

Lin-Bisimulation. Im Fall von hp- und shp-Bisimulation zitieren wir ein Ergebnis

von [JNW94], das diese Bisimulationen auf Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge

mit der Kategorie PosK darstellt. Diese Modellierung �ubertragen wir auf Ereignis-

strukturen. Den zweiten Ansatz k�onnen wir nur im Fall von interleaving und step

Bisimulation erfolgreich anwenden. Die Operatoren Tint und Tstep sind verbindend.

Die Operatoren Tpom; Twhp und Thp k�onnen zu keiner Pfadkategorie verbindend sein,

da sie sich nicht zu Funktoren fortsetzen lassen.

Interleaving und bf-Bisimulation

Wir zeigen zun�achst, da� der Operator Tint verbindend ist zur Pfadkategorie Lin.

Anschlie�end beweisen wir, da� Lin-Bisimulation und interleaving Bisimulation �uber-

einstimmen. Aus diesen beiden Ergebnissen k�onnen wir mit Hilfe der Theoreme aus

Kapitel 4 und der Darstellung von interleaving Bisimulation als AM-Bisimulation

aus Abschnitt 5.3.2 eine Reihe �aquivalenter Charakterisierungen von interleaving Bi-

simulation herleiten.

Aus diesen Ergebnissen folgt, da� bf-Bisimulation weder mit Lin-Bisimulation

noch mit (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-Lin-Bisimulation �ubereinstimmen kann. Ein of-
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fenes Problem bleibt, ob es eine Pfadkategorie P gibt, mit der bf-Bisimulation als

P-Bisimulation bzw. Pfad-P-Bisimulation dargestellt werden kann.

Lemma 5.15 (Tint ist ein verbindender Operator)

Der Operator Tint ist verbindend zu der Kategorie Lin.

Beweis:

Zu B1: Es seien E und F Ereignisstrukturen, � : E ! F ein Morphismus in EAkt: Die

De�nition Tint(�)(X) := �(X) f�ur eine Kon�guration X 2 Konf (E) erweitert den

Operator Tint zu einen Funktor.

Zu B2: Es sei P = (P;�; ;; l) ein Objekt aus Lin. Die Kon�guration P ist von allen

Zust�anden von Tint(P) erreichbar.

Zu B3: Zu einer Ableitung s1
a1�! s2

a2�! : : :
an�1
�! sn; n � 1; de�nieren wir ein

Pfad-Objekt P = (P;�; ;; l) in Lin verm�oge

P := fhs1; s2i; hs1; s2; s3i; : : : ; hs1; s2; s3; : : : snig;

hs1; s2; : : : ; sii � hs1; s2; : : : ; sji :() i � j und

l(hs1; s2; : : : ; sii) := ai�1; 2 � i � n:

Wenn eine Ereignisstruktur E eine Ableitung u1
a1�! u2

a2�! : : :
an�1
�! un in Tint(E)

hat, wobei u1 = ; der Anfangszustand von Tint(E) ist, so ist p : P ! X mit

p(hs1; s2; : : : ; sii) := ei der gesuchte Morphismus, wobei feig = uinui�1; i = 2; : : : ; n:

Zu B4: Die leere Ereignisstruktur erf�ullt Bedingung B3 f�ur n = 0:

Zu B5: Es seien P und Q Objekte in Lin, E eine Ereignisstruktur, p : P !

E ; q : Q ! E Morphismen in EAkt; m : P ! Q ein Morphismus in Lin. Es

sei ;
a1�! fe1g

a2�! : : :
an�1
�! fe1; e2; : : : ; en�1g eine Ableitung in Tint(P); wobei

fe1; e2; : : : ; en�1g der erreichbare Zustand von Tint(P) ist. Es gelte f�ur alle Kon�gura-

tionen fe1; e2; : : : ; eig 2 Konf (P); 0 � i � n� 1 : (Tint(q) � Tint(m))fe1; e2; : : : ; eig =

Tint(p)fe1; e2; : : : ; eig: Daraus folgt (q � m)(ei) = p(ei) f�ur alle 1 � i � n � 1 und

damit q �m = p:

Theorem 5.16 (interleaving Bisimulation als Lin-Bisimulation)

Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EAkt sind interleaving bisimular, gdw. sie Lin-

bisimular sind.

Beweis: Es seien E1 = (E1;�1; ]1; l1) und E2 = (E;�2; ]2; l2) Lin-bisimulare Er-

eignisstrukturen. Dann gibt es eine Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l) und Lin-o�ene

Morphismen pi : E ! Ei; i = 1; 2: Wir behaupten, da�

R := f(p1(X); p2(X)) jX 2 Konf (E)g
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eine interleaving Bisimulation zwischen E1 und E2 ist. Da ; 2 Konf (E) folgt (;; ;) 2

R:

Es sei (p1(X); p2(X)) 2 R f�ur eine Kon�guration X 2 Konf (E); es sei p1(X)
a
�!

Y 0 eine Transition. Aus der Kon�guration p1(X) 2 Konf (E1) konstruieren wir eine

Ereignisstruktur P = (P;�P ; ]P ; lP ) wie folgt: P := X; �P ist eine Linearisierung

von �1 \ (X � X); ]P := ; und lp := l1jX : Es sei ê das Ereignis, um welches sich

p1(X) and Y 0 unterscheiden, d.h. fêg = Y 0n p1(X): Es sei Q := (Q;�Q; ;; lQ) die

Ereignissstruktur mit Q := P [ fêg; 8e 2 Q : e �Q ê und 8e; f 2 P : e �Q f :()

e �P f; ]Q := ; und 8e 2 P : lQ(e) := lP (e) und lQ(ê) := a: O�enkundig sind P und

Q Objekte von Lin.

Wir de�nieren Morphismen p : P ! E ; m : P ! Q und q : Q ! E1 verm�oge

� 8e 2 P : p(e) := e;

� 8e 2 P : m(e) := e und

� 8e 2 P : q(e) := p1(e); q(ê) = ê:

O�ensichtlich gilt p1 � p = q � m: Da p1 Lin-o�en ist, gibt es einen Morphismus

r : Q ! E mit r � m = p und p1 � r = q: Damit erhalten wir Y := r(Q) =

X [ fr(ê)g 2 Konf (E); p1(Y ) = Y 0; und X
a
�! Y ist eine Transition zwischen

Kon�gurationen von E : Da p2 ein Lin-o�ener Morphismus ist, erhalten wir eine

Transition p2(X)
a
�! p2(Y ) zwischen Kon�gurationen von E2: Weiterhin gilt nach

De�nition von R; da� (p1(Y ); p2(Y )) = (Y 0; p2(Y )) 2 R:

Es seien nun E1 und E2 interleaving bisimular. In Theorem 5.11 haben wir eine

AM-Bisimulation (R; ) zwischen Tint(E1) und Tint(E2) konstruiert mit (;; ;) 2 R:

Wir wickeln diese Coalgebra (R; ) zu einem Synchronisationsbaum S ab. Diesen

fassen wir anschlie�end als Ereignisstruktur E auf und de�nieren Morphismen pi :

E ! Ei; i = 1; 2: Wir zeigen, da� die Morphismen pi Lin-o�en sind und erhalten

damit, da� E1 und E2 Lin-bisimular sind.

Wir wickeln (R; ) zu einem Synchronisationsbaum S = (S; s;!) �uber Akt ab,

indem wir als Zust�ande alle nichtleeren, endlichen Ableitungen von (;; ;) verwenden,

d.h. die einelementige Folge h(;; ;)i ist der Anfangszustand s von S; eine Folge

h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn)i

ist ein Zustand von S; wenn (X1; Y1)
a1�! (X2; Y2)

a2�! : : :
an�1
�! (Xn; Yn) eine Ablei-

tung in (R; ) ist und (X1; Y1) = (;; ;): Es gibt eine Transition

h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn)i
a
�! h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn); (Xn+1; Yn+1)i;
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in S; wenn (Xn; Yn)
a
�! (Xn+1; Yn+1) in (R; ):

Nun konstruieren wir aus S = (S; s;�!) eine Ereignisstruktur E = (E;�; ]; l)

wie folgt:

E := Snfsg;

e � f : () (e; f) 2 Tran�; wobei Tran� die reexiv transitive H�ulle von

Tran := f(e; f) j e
a
�! f f�ur eine Aktion ag ist,

e]f :() :(e � f _ f � e) und

l(e) = a : () e = h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn)i ^ (Xn�1; Yn�1)
a
�!

(Xn; Yn):

Wir de�nieren Abbildungen p1 : E ! E1; p2 : E ! E2 mit

� p1( h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn)i ) := e; wenn feg = XnnXn�1; und

� p2( h(X1; Y1); (X2; Y2); : : : ; (Xn; Yn)i ) := e; wenn feg = YnnYn�1;

und behaupten, da� p1 und p2 Lin-o�ene Morphismen sind.

Zun�achst zeigen wir, da� p1 und p2 Morphismen in EAkt sind. Nach Konstruktion

von (R; ) erhalten wir: aus (X; Y )
a
�! (X 0; Y 0) folgt X

a
�! X 0 und Y

a
�! Y 0:

Daher bewahren p1 und p2 Markierungen. Da Ereignisse der Ereignisstruktur E in

Konikt sind gdw. sie nicht in der Relation � stehen, ist eine Kon�guration C von

E mit n � 1 Elementen eine Menge der Form

C = f h(;; ;); (X2; Y2)i;

h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3)i;

: : :

h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3); : : : ; (Xn+1; Yn+1)ig:

Wenden wir die Abbildung p1 auf eine solche Kon�guration C 2 Konf (E) an, so

erhalten wir:

p1(C) =
n+1[
i=2

XinXi�1 = Xn+1 2 Konf (E1):

Es seien e; e0 Ereignisse aus einer Kon�guration C 6= ; 2 Konf (E) mit p1(e) = p1(e
0):

Aus der eben hergeleiteten Struktur von Kon�gurationen folgt, da�

e = h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3); : : : ; (Xi; Yi)i und

e0 = h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3); : : : ; (Xj; Yj)i
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f�ur 2 � i; j � jCj + 1: Angenommen i 6= j: Gelte o.B.d.A. i < j: Dann folgen

Xi � Xj�1; p1(e) = p1(e
0) 2 Xi; XjnXj�1 = fp1(e)g = fp1(e

0)g { Widerspruch. Also

gilt i = j und demnach e = e0:

Schlie�lich beweisen wir, da� p1 Lin-o�en ist. Es seien P = (P;�P ; ;; lP ) und

Q = (Q;�Q; ;; lQ) Objekte aus Lin, es seien p : P ! E ; m : P ! Q; q : Q ! E1

Morphismen mit q �m = p1 � p: Wir beweisen die Existenz von einem Morphismus

r : Q ! E mit p = r � m und q = p1 � r mittels Induktion �uber die Di�erenz

n := jQj � jP j:

Im Fall n = 0 ist der Morphismus m bijektiv: Er ist injektiv, weil P 2 Konf (P):

Da jP j = jQj ist m weiterhin surjektiv. Da die Abbildung m�1 markierungserhaltend

ist, Kon�gurationen von Q auf Kon�gurationen von P abbildet und injektiv ist auf

Q; ist m�1 ein Morphismus in EAkt: Deshalb k�onnen wir r w�ahlen als r := p �m�1

und erhalten: r �m = p�m�1 �m = p und p1 � r = p1 �p�m
�1 = q; da q �m = p1 �p:

Es gelte nun jQj� jP j = n+1: Es sei ê das gr�o�te Ereignis in Q: Wir de�ninieren

Q0 := (Q0;�0; ;; l0) verm�oge Q0 := Qnfêg; �0 :=�Q \ (Q0 � Q0); l0 := lQjQ0: Es sei

m0 : P ! Q0 der Morphism mit m0(e) := m(e) f�ur alle e 2 P und q0 : Q0 ! E1 der

Morphismus mit q0(e) := q(e) f�ur alle e 2 Q0: Dann gilt o�ensichtlich q0 �m0 = p1 � p;

und nach Induktionsannahme gibt es einen Morphismus r0 : Q0 ! E mit p = r0 �m0

und q0 = p1 � r
0:

Wir betrachten das Bild von Q0 unter dem Morphismus r0 : Es ist eine Kon�gu-

ration C 2 Konf (E) und weist daher die folgende Form auf:

C = f h(;; ;); (X2; Y2)i;

h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3)i;

: : :

h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3); : : : ; (Xk+1; Yk+1)ig;

wobei k = jQ0j; p1(C) = Xk+1 und q0(Q) = p1(r
0(Q)) = Xk+1:

Die Transition Q0 a
�! Q in Tint(Q) impliziert, da� es eine Transition q(Q0) =

Xk+1
a
�! q(Q) in Tint(E1) gibt. Da R eine interleaving Bisimulation ist und das Paar

(Xk+1; Yk+1) 2 R; gibt es eine Kon�guration Y 0 2 C(E2) mit (q(Q); Y 0) 2 R; wobei

Yk+1
a
�! Y 0 eine Transition in Tint(E2) ist. Daher gibt es nach De�nition von  eine

Transition (Xk+1; Yk+1)
a
�! (q(Q); Y 0) in (R; ) und somit ein Ereignis

f := h(;; ;); (X2; Y2); (X3; Y3); : : : ; (Xk+1; Yk+1); ((q(Q); Y
0)i

in der Ereignisstruktur E : Wir setzen 8e 2 Q0 : r(e) := r0(e) und r(ê) := f: Diese

Abbildung r ist der gesuchte Morphismus.
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Korollar 5.17 (interleaving Bisimulation)

F�ur Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EAkt sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

1. E1 und E2 sind interleaving bisimular.

2. Es gibt eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen Tint(E1) und Tint(E2) mit (;; ;) 2

R:

3. E1 und E2 sind Lin-bisimular.

4. E1 und E2 sind Pfad-Lin-bisimular.

5. E1 and E2 sind vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Lin-bisimular.

6. Es gibt eine AM-Bisimulation (R; ) zwischen T
path�Lin(E1) und Tpath�Lin(E2)

mit (�1; �2) 2 R:

7. Es gibt eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation (R; ) mit (�1; �2) 2 R zwi-

schen T
path�Lin(E1) und T

path�Lin(E2):

Beweis:

1, 2 : Theorem 5.11.

1, 3 : Theorem 5.16.

3) 5 : Theorem 4.10.

5) 4 : nach De�nition.

4, 2 : Theorem 4.7 mit Tint als verbindendem Operator (vergl. Lemma

5.15).

4, 6 : Theorem 4.2.

5, 7 : Theorem 4.2.

Korollar 5.18 (bf-Bisimulation)

bf-Bisimulation stimmt weder mit Lin-Bisimulation noch mit (vorw�arts-r�uckw�arts)

Pfad-Lin-Bisimulation �uberein.

Beweis: Beispiel 5.12 und Korollar 5.17.
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Step Bisimulation

Step Bisimulation l�a�t sich als Pfad-Step-Bisimulation darstellen. Dieses Ergebnis er-

zielen wir aus der Modellierung von step Bisimulation als AM-Bisimulation mit Theo-

rem 4.7, da der Operator Tstep verbindend ist zu Step. An einem Beispiel zeigen wir,

da� vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Step-Bisimulation und Pfad-Step-Bisimulation nicht

�ubereinstimmen. Daher sind Step-Bisimulation und step Bisimulation verschieden.

Es bleibt ein o�enes Problem, ob es eine Pfadkategorie P gibt, mit der step Bisimu-

lation als P-Bisimulation dargestellt werden kann.

Korollar 5.19 (step Bisimulation als Pfad-Step-Bisimulation)

Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EAkt sind step bisimular, gdw. sie Pfad-Step-

bisimular sind.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung, indem wir nachweisen, da� der Operator Tstep

verbindend ist. Da Step-Bisimulation in Theorem 5.11 mit dem Operator Tstep als

AM-Bisimulation modelliert wurde, folgt daraus die Aussage mit Theorem 4.7. In den

Bezeichnungen aus De�nition 4.3 w�ahlen wir im folgenden stets M = EAkt; P=Step

und f�ur die Kategorie der Transitionssysteme T
N
Akt
0

:

zu B1: Es seien E und F Ereignisstrukturen, � : E ! F ein Morphismus in EAkt:

Wir behaupten, da� die De�nition Tstep(�)(X) := �(X) f�ur eine Kon�gurati-

on X 2 Konf (E) den Operator Tstep zu einem Funktor von EAkt nach T
N
Akt
0

fortsetzt.

Wir zeigen zun�achst, da� Tstep(�) ein Morphimsmus in T
N
Akt
0

ist. O�enkundig

gilt Tstep(�)(;) = �(;) = ;: Es sei X
M
�! X 0 eine Transition in Tstep(E): Da

� ein Morphismus zwischen Ereignisstrukturen ist, erhalten wir �(X); �(X 0) 2

Konf (F): Weiterhin ist f injektiv auf X 0: Damit gibt es in Tstep(F) eine Tran-

sition �(X)
M
�! �(X 0):

O�enkundig gelten Tstep(idE) = idTstep(E) und Tstep(���) = (Tstep(�))�(Tstep(�))

f�ur alle Morphismen � : E2 ! E3; � : E1 ! E2 aus EAkt:

zu B2: Es sei S = (S;�; ]; l) = M1;M2; : : : ;Mn; n � 0; ein Schritt, wobei Mi =

(Mi;�Mi
;;; li): Wir w�ahlen die Kon�guration S als den erreichbaren Zustand.

Um zu zeigen, da� S erreichbar ist, betrachten wir eine Kon�guration X 2

Konf (S): Aufgrund der Struktur von S gilt, da� SnX = R [
Sn
i=k+1Mi f�ur

eine Menge R � Mk und ein k 2 f1; 2; : : : ; ng: Wir de�nieren Multimengen
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�uber Akt : A(a) := jfe 2 R j l(e) = agj; und Ai(a) := jfe 2 Mi+1 j l(e) =

agj; i = k; k + 1; : : : ; n� 1; a 2 Akt: Mit diesen Bezeichnungen ist

X
A
�!

k[
i=1

Mi
Ak�!

k+1[
i=1

Mi
Ak�! : : :

An�! S

eine Ableitung von X nach S in Tstep(S):

Zu B3: Es sei s1
A1�! s2

A2�! : : :
An�1
�! sn; n � 1; eine Ableitung in einem Transi-

tionssystem aus T
N
Akt
0

: F�ur die folgende Konstruktion gehen wir davon aus,

da� die universelle Menge U ausreichend viele Ereignisnamen bereitstellt. Wir

betrachten den Schritt S = (S;�; ]; l) = M1;M2; : : : ;Mn�1; mit Mi =

(Mi;�Mi
;;; li); �Mi

= f(m;m) jm 2Mig; Mi paarweise disjunkt, 8a 2 Akt;

81 � i � n� 1 : Ai(a) = jfe 2 Mi j li(e) = agj: Tstep(S) hat die Ableitung

;
A1�!M1

A2�!M1 [M2
A3�! : : :

An�1
�! S;

wobei ; der Anfangszustand und S der erreichbare Zustand von Tstep(S) ist.

Es sei E = (E;�E; ]E; lE) eine Ereignisstruktur aus EAkt mit einer Ableitung

X1 = ;
A1�! X2

A2�! X3
A3�! : : :

An�1
�! Xn in Tstep(E): F�ur die oben eingef�uhrten

Mengen Mi und die Di�erenzmengen Xi+1nXi der Kon�guration von E gilt

8a 2 Akt : Ai(a) = jfe 2 Mi j li(e) = agj = jfe 2 Xi+1nXi j lE(e) = agj; 1 �

i � n � 1: Demnach gibt es bijektive Abbildungen pi : Mi ! Xi+1nXi mit

lE(pi(e)) = li(e) f�ur alle Ereignisse e 2 Mi; i = 1; 2; : : : ; n� 1: Wir behaupten,

da� p :=
Sn�1
i=1 pi der gesuchte Morphismus von S nach E ist.

O�enkundig ist p markierungserhaltend und injektiv auf allen Kon�gurationen

von S. Da die Mengen Xn koniktfrei sind, gilt dies auch f�ur p(Y ) � Xn f�ur

alle Kon�gurationen Y 2 Konf (S): Damit bleibt noch zu zeigen, da� das Bild

einer Kon�guration Y 2 Konf (S) linksabgeschlossen ist in E:

Es sei e 2 p(Y ) f�ur eine Kon�guration Y 2 Konf (S); es gelte e0 �E e und

e0 6= e: Da Xn linksabgeschlossen ist, folgt e0 2 Xn: Da e0 �E e; gibt es ein

j 2 f1; 2; : : : ; n�1g mit e0 2 Xj; e =2 Xj: Daher gilt f�ur die Ereignisse f; f
0 2 S

mit p(f) = e; p(f 0) = e0; da� f 0 �S f: Da Y eine Kon�guration ist, folgt f 0 2 Y

und damit p(f 0) = e0 2 p(Y ): Mit der De�nition von p erhalten wir schlie�lich:

81 � i � n : (Tstep(p))(
S
j<iMi) =

S
j<i pi(Mi) = Xi+1:

Zu B4: Die leere Ereignisstruktur erf�ullt Bedingung B3.
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Zu B5: Es seien S1 und S2 Schritte, es sei E eine Ereignisstruktur, m : S1 ! S2; p :

S1 ! E und q : S2 ! E Morphismen. Es sei ; = X0
A1�! X1

A2�! X2
A3�!

: : :
Xn�1
�! Xn eine Ableitung in S1; wobei Xn der erreichbare Zustand von S1 ist.

Es gelte 8 0 � i � n : (Tstep(q) � Tstep(m))(Xi) = Tstep(p)(Xi): Daraus folgt

insbesondere (Tstep(q) � Tstep(m))(Xn) = Tstep(p)(Xn): Da p; q und m als Mor-

phismen injektiv auf Kon�gurationen sind, erhalten wir f�ur alle e 2 Xn :

(q�m)(e) = p(e); d.h. q�m = p:

Beispiel 5.20 (Pfad-Step-Bisimulation 6= v.-w. Pfad-Step-Bisimulation)

W�ahrend f�ur die Pfadkategorie Lin die Varianten Pfad-Lin-Bisimulation und vor-

w�arts-r�uckw�arts Pfad-Lin-Bisimulation �ubereinstimmen, ist dies f�ur die Pfadkatego-

rie Step nicht der Fall. Dies zeigen wir anhand der Ereignisstrukturen E und F aus

Abbildung 31. Die gepunkteten Linien zwischen Ovalen um Ereignisse bedeuten, da�

alle Ereignisse in dem einen Oval mit allen Ereignissen innerhalb des anderen Ovals

in Konikt stehen. So stehen z.B. die Ereignisse e1; e2 und e3 in Konikt mit allen

Ereignissen ei mit i � 4:

Abbildung 32 zeigt die Transitionssysteme Tstep(E) und Tstep(F): Eine Markierung

\a" { die sich z.B. im Transitionssystem Tstep(E) beim Pfeil von ; nach fe1g �ndet {

steht f�ur eine MultimengeM mitM(a) = 1 undM(x) = 0 f�ur alle x 2 Akt mit x 6= a:

Analog steht eine Markierung \ab" { die sich u.a. im Transitionssystem Tstep(E) am

Pfeil ; nach fe1; e2g �ndet { f�ur eine Multimenge M mit M(a) = 1; M(b) = 1 und

M(x) = 0 f�ur alle x 2 Akt mit x =2 fa; bg: Abbildung 33 zeigt eine AM-Bisimulation

(R; ) zwischen Tstep(E) und Tstep(F) mit (;; ;) 2 R: Demnach sind E und F nach

Theorem 5.11 step bisimular und damit nach Korollar 5.19 Pfad-Step-bisimular.

Wir nehmen an, da� es eine vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Step-Bisimulation R zwi-

schen E und F gibt. F�ur R gilt dann:

"
(o1; o2) 2 R :\ Wir betrachten eine Ereignisstruktur O := (fg1; g2g; ;; ;; lO); die aus

zwei Ereignissen g1 und g2 mit g1 co g2 besteht, wobei lO(g1) := a; lO(g2) := b: O�en-

kundig ist O ein Schritt. Die Abbildungen o1 : O ! E mit o1(g1) := e1; o2(g2) := e2

und o2 : O ! F mit o2(g1) := f1; o2(g2) := f2 sind Morphismen in EAkt: Demnach

gilt (o1; o2) 2 R f�ur jede Pfad-Step-Bisimulation R:

"
(o1 �m1; o2 �m2) 2 R :\ Es sei P := (fg0g; fg0 �P g0g; ;; lP (g

0) := a) eine Ereig-

nisstruktur, die aus einem mit a markierten Ereignis besteht. Wir de�nieren einen

Morphismus m1 : P ! O verm�oge m1(g
0) := g1: Da R nach Voraussetzung eine

vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-Step-Bisimulation ist, erhalten wir (o1 �m1; o2 �m2) 2 R:

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Eine Ereignisstruktur E :
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Abbildung 31: Step bisimulare Ereignisstrukturen E und F :
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Tstep(E) : ;

fe1g fe2g fe9g fe4g
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Tstep(F) : ;

ff2g ff1g ff9g ff4g

ff2; f3g ff1; f2g ff9; f10g ff4; f5g ff4; f6g

ff1; f2; f3g ff9; f10; f11g ff4; f5; f6g

�
�

�
�

�
��+

b

�
�

�
�

�	

a

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

ab

?

b

HHHHHHHHHHHj

a

�
�
�
�
���

c

?

ac

A
A
A
A
AAU

a

?

b

?

a

�
�
�
�
���

c

?

bc

A
A
A
A
AAU

b

A
A
A
A
AAU

a

�
�
�
�
���

c

?

c

A
A
A
A
AAU

b

�
�
�
�
���

c

Abbildung 32: Transitionssysteme Tstep(E) und Tstep(F) zu den Ereignisstrukturen

aus Abbildung 31.
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(R; ) :

(;; ;)

(fe4g; ff2g)

(fe2g; ff9g)

(fe1g; ff4g)

(fe9g; ff1g)

(fe4; e6g; ff2; f3g)

(fe4; e5g; ff1; f2g)

(fe1; e2g; ff9; f10g)

(fe1; e2g; ff1; f2g)

(fe1; e2g; ff4; f6g)

(fe1; e3g; ff4; f5g)

(fe9; e10g; ff1; f2g)

(fe4; e5; e6g; ff1; f2; f3g)

(fe1; e2; e3g; ff9; f10; f11g)

(fe1; e2; e3g; ff1; f2; f3g)

(fe1; e2; e3g; ff4; f5; f6g)

(fe9; e10; e11g; ff1; f2; f3g)
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Abbildung 33: Eine AM-Bisimulation zwischen Tstep(E) und Tstep(F) aus Abbildung

32.
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G: s
ga1

s
gb2

- H: s
ha1

s
hb2

Abbildung 34: Tpom; Twhp und Thp sind keine Funktoren.

"
q1 �m2 = (o1 �m1) f�uhrt zum Widerspruch.\ Es sei Q := (fg001 ; g

00
2g;�Q; ;; lQ) eine

Ereignisstruktur mit zwei Ereignissen g001 und g002 ; wobei lQ(g
00
1) := a; lQ(g

00
2) := c und

g001 �Q g002 : Wir de�nieren Morphismen

m2 : P ! Q; m2(g
0) := g001 ;

q1 : Q! E mit q1(g
00
1) := e1 und q1(g

00
2) := e3:

O�ensichtlich gilt q1 �m2 = (o1 �m1); aber es gibt keinen Morphismus q2 : Q ! F

mit q2(g
00
1) = f1 { Widerspruch.

Korollar 5.21 (Step-Bisimulation 6= step Bisimulation)

Step-Bisimulation und step Bisimulation stimmen nicht �uberein.

Beweis: Wir nehmen an, da� Step-Bisimulation und step Bisimulation �aquivalent

sind. Da die Ereignisstrukturen E und F aus Beispiel 5.20 step bisimular sind, sind

sie auch Step-bisimular. Mit Theorem 4.10 folgt, da� E und F vorw�arts-r�uckw�arts

Pfad-Step-bisimular sind { Widerspruch.

Pomset, whp-, hp- und shp-Bisimulation

Die Operatoren Tpom; Twhp und Thp sind nicht verbindend. Daher k�onnen wir zur Mo-

dellierung von pomset, whp-, hp- und shp-Bisimulation als P-Bisimulation bzw. Pfad-

P-Bisimulation Theorem 4.7 nicht verwenden. F�ur pomset und whp-Bisimulation

bleibt es ein o�enes Problem, ob es Pfadkategorien P gibt, mit denen sie als P-

Bisimulation bzw. Pfad-P-Bisimulation dargestellt werden k�onnen. Im Fall von hp-

und shp-Bisimulation greifen wir auf ein Ergebnis von [JNW94] zur�uck, das diese Bi-

simulationen auf Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge mit der Kategorie PosK

darstellt, und �ubertragen diese Modellierung auf Ereignisstrukturen. Dabei bleibt of-

fen, ob hp- und shp-Bisimulation in der Kategorie EAkt als P-Bisimulation dargestellt

werden k�onnen.

Lemma 5.22

Die Operatoren Tpom; Twhp und Thp sind nicht verbindend.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Beweis: Es seien G und H die Ereignisstrukturen aus Abbildung 34. � : G ! H mit

�(g1) = h1 und �(g2) = h2 ist ein Morphismus in EAkt: In TL gibt es jedoch keine

Morphismen von T�(G) nach T�(H) f�ur � 2 fpom;whp; hpg; L 2 f[Pos]; DerAktg:

F�ur Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge geben [JNW94] die folgende Cha-

rakterisierung an:

Theorem 5.23 ((shp) hp-Bisimulation auf EKAkt; [JNW94])

1. Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EKAkt sind shp-bisimular,

gdw. sie PosK-bisimular sind.

2. Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EKAkt sind (shp) hp-bisimular,

gdw. sie (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-PosK-bisimular sind.

Das Ergebnis bez�uglich (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-PosK-Bisimulation l�a�t sich

auf Ereignisstrukturen �ubertragen:

Korollar 5.24 ((shp) hp-Bisimulation auf EAkt)

F�ur Ereignisstrukturen E1 und E2 aus EAkt sind die folgenden Aussagen �aquivalent:

1. E1 und E2 sind (shp) hp-bisimular.

2. E1 und E2 sind (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-Pos-bisimular.

3. Es gibt eine (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation (R; ) mit (�1; �2) 2 R zwi-

schen T
path�Pos(E1) und T

path�Pos(E2):

Beweis: Wir zeigen zun�achst 1: () 2: Es seien E1 und E2 Ereignisstrukturen

aus EAkt: Es seien E 01 und E 02 aus EKAkt die ihnen in Lemma 2.10 zugeordneten

Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge.

Es sei R eine (shp) hp-Bisimulation zwischen E1 und E2 aus EAkt: Nach Bemer-

kung 5.10 wissen wir, da� wir in der De�nition von hp-Bisimulation die Relation
a
�! verwenden d�urfen. Nach Lemma 2.10 gilt f�ur die Kon�gurationen: Konf (E1) =

Konf endl(E
0
1) und Konf (E2) = Konf endl(E

0
2): Da wir uns im Fall von (shp) hp-Bisimu-

lation auf Ereignisstrukturen mit Konsistenzmenge auf die endlichen Kon�gurationen

beschr�anken k�onnen, folgt daraus, da� E 01 und E
0
2 (shp) hp-bisimular sind.

Es seien E 01 und E 02 (shp) hp-bisimular. Dann gibt es nach Theorem 5.23 eine

(vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-PosK-Bisimulation R: Wie wir in Abschnitt 2.3 bemerkt

haben, gibt es zu jedem Pfad-Objekt P 0 aus PosK ein Objekt P aus Pos und umge-

kehrt. F�ur die Morphismen von einem Pfadobjekt P 0 2 PosK zur Ereignisstruktur

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Bisimulation AM I AM II Pfad-P P

interleaving Tint (vr) T
path�Lin (vr) Lin Lin

bf vr Tint

step Tstep T
path�Step Step

pomset Tpom

whp Twhp

hp Thp T
path�Pos Pos

shp vr Thp vr T
path�Pos vr Pos PosK auf EKAkt

Abbildung 35: Modellierungen von Bisimulationen auf Ereignisstrukturen.

E 01 gilt nach Lemma 2.10: HomEAkt
(P; E1) = HomEKAkt

(P 0; E 01): Damit ist R eine

(vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-Pos-Bisimulation in EAkt:

Die �Aquivalenz von 2. und 3. folgt mit Theorem 4.2.

Korollar 5.25 (Pomset-Bisimulation)

Pomset Bisimulation stimmt weder mit Pos-Bisimulation noch mit (vorw�arts-r�uck-

w�arts) Pfad-Pos-Bisimulation �uberein.

5.3.4 Zusammenfassung der Modellierungen

Abbildung 35 fa�t zusammen, welche Bisimulationen auf Ereignisstrukturen aus Ab-

schnitt 5.3.1 wir mit den abstrakten Charakterisierungen modelliert haben. In Spalte

"
AM I\ sind die Operatoren T 6= Tpath�P aufgef�uhrt, mit denen sich die jeweilige Bi-

simulation als (vorw�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation modellieren l�a�t. Das K�urzel

"
vr\ bedeutet, da� f�ur die Modellierung eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation

erforderlich ist. Diese Ergebnisse stammen aus Abschnitt 5.3.2. Spalte
"
Pfad-P\

stellt Kategorien P zusammen, mit denen die konkreten Bisimulationen als Pfad-P-

Bisimulation modelliert werden k�onnen. Das K�urzel
"
(vr)\ in Klammern hei�t, da�

Pfad-P-Bisimulation und vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-Bisimulation �ubereinstimmen.

Ohne Klammern bedeutet es, da� zur Darstellung eine vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-

P-Bisimulation notwendig ist. Die Ergebnisse dieser Spalte �nden sich in Abschnitt

5.3.3. In Spalte
"
AM II\ �nden wir die aus Spalte

"
Pfad-P\ mit Theorem 4.2 abgelei-

tetenen Modellierungen einer Bisimulation als AM-Bisimulation mit dem Operator

Tpath�P: Die Spalte
"
P\ gibt wieder, welche Bisimulationen wir als P-Bisimulation

dargestellt haben. Angegeben ist jeweils die Pfadkategorie P. Zu beachten ist, da�

sich das Resultat f�ur shp-Bisimulation auf die Kategorie EKAkt bezieht.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Es ist eine o�ene Frage, ob die in Abbildung 35 o�ensichtlichen L�ucken in den

Modellierungen als (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation bzw. P-Bisimulation

geschlossen werden k�onnen. [JNW94] schreiben in diesem Zusammenhang3

It might be thought that strong history-preserving bisimulation, presen-

ted as Pom-bisimilarity, is a�ected by restricting the category Pom to

a smaller class of objects. However, no matter how much the objects in

the path category Pom are restricted, provided they include all pom-

sets of the \stick" and \lollipop" forms in the proof of Proposition 7,

then the relation of bisimulation that results will coincide with strong

history-preserving bisimulation.

Nat�urlich gibt es auch f�ur die abstrakte Charakterisierung AM-Bisimulation ent-

sprechende L�ucken. Es ist dem Autor nicht gelungen, die von [GKP92] eingef�uhr-

te Run-Bisimulation als AM-Bisimulation darzustellen. Ebenso f�allt der Begri� der

Partial-Word-Bisimulation [Vog90] aus dem Rahmen. Allerdings stellt sich bei letz-

terem Begri� die Frage, ob es sich tats�achlich um eine Bisimulation handelt, oder

ob er zu Recht nicht als AM-Bisimulation modelliert werden kann. Weder im Fall

der Run-Bisimulation noch der Partial-Word-Bisimulation sind Modellierungen als

P-Bisimulation oder (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation bekannt. Insgesamt

scheint dem Autor die Begri�sbildung der AM-Bisimulation die umfassendste und

am exibelsten zu handhabende von den drei hier untersuchten Charakterisierungen

zu sein.

5.4 Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit

Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit sind ein relativ neues Modell f�ur paralle-

les Rechnen. Dementsprechend sind auf ihm nahezu keine Bisimulationsbegri�e ein-

gef�uhrt worden. [JNW94] �ubertragen den Begri� der shp-Bisimulation mit Hilfe

einer Coreection von der Kategorie EKAkt auf die Kategorie TUAkt: Das ent-

sprechende Paar von Funktoren bezeichnen [JNW94] mit eti : EKAkt ! TUAkt

bzw. tie : TUAkt ! EKAkt; de�nieren als Unterkategorie PosTU das Bild der Ka-

tegorie PosK unter eti und zeigen:

Theorem 5.26 (shp-Bisimulation auf TUAkt, [JNW94])

Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit U1 und U2 aus TUAkt sind PosTU-bisimular

gdw. tie(U1) und tie(U2) PosK-bisimular sind.

3In der Arbeit [JNW94] ist die Bezeichnung Pom f�ur die Kategorie PosK gew�ahlt.
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Auf dieses Ergebnis k�onnen wir die Charakterisierungen von shp-Bisimulation aus

Abschitt 5.3.3 anwenden und erhalten:

Korollar 5.27 (shp-Bisimulation auf TUAkt)

F�ur Transitionssysteme mit Unabh�angigkeit U1 und U2 aus TUAkt sind die folgenden

Aussagen �aquivalent:

1. U1 und U2 sind PosTU-bisimular.

2. tie(U1) und tie(U2) sind vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-PosK-bisimular.

3. Es gibt eine vorw�arts-r�uckw�arts AM-Bisimulation (R; ) mit (�1; �2) 2 R zwi-

schen T
path�PosK(tie(U1)) und T

path�PosK(tie(U1)):

Beweis: Die �Aquivalenz von 1. und 2. folgt mit Theorem 5.23, die von 2. und 3. mit

Theorem 4.2.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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6 Zusammenfassung

Diese Arbeit vergleicht drei abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation: AM-

Bisimulation, P-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation. Diesen Charakterisierungen

ist gemeinsam, da� sie die Sprache der Kategorientheorie verwenden, um das Kon-

zept der Bisimulation unabh�angig von einem konkreten Modell parallelen Rechnens

zu formulieren. Allerdings f�ullen sie diesen Begri� unterschiedlich (Abschnitt 3.5).

Anschaulich gesprochen ist zwischen zwei Objekten X1 und X2 einer Kategorie von

Modellen M eine

AM-Bisimulation ein Transitionssystem, welches das operationale
"
Verhalten\

wiedergibt, das beiden Objekten gemeinsam ist.

P-Bisimulation ein Objekt X der Kategorie M, das Bild aller
"
gemeinsamer

Pfadobjekte\ von X1 und X2 aus P ist.

Pfad-P-Bisimulation eine Menge von Pfadpaaren, die unter
"
Pfadfortsetzung\

abgeschlossen ist.

Der direkte Vergleich der abstrakten Charakterisierungen (Kapitel 4) ergibt, da�

jede (vorw�arts-r�uckw�arts) Pfad-P-Bisimulation �aquivalent ist zu einer speziellen (vor-

w�arts-r�uckw�arts) AM-Bisimulation (Theorem 4.2). F�ur die Umkehrung dieser Aussa-

ge ben�otigen wir zahlreiche Voraussetzungen (Theorem 4.7). In Bezug auf das Kon-

zept der P-Bisimulation gilt (Theorem 4.10): Sind Objekte X1 undX2 einer Kategorie

P-bisimular, so sind sie vorw�arts-r�uckw�arts Pfad-P-bisimular bzw. sind Tpath�P(X1)

und Tpath�P(X2) vorw�arts-r�uckw�arts AM-bisimular { die Umkehrung dieser Implika-

tion gilt im allgemeinen nicht. Das Problem besteht darin, da� in der Kategorie M

der Modelle nicht immer ein Objekt X existiert, welches Bild aller
"
gemeinsamen

Pfadobjekte\ von X1 und X2 ist. Um dieser Schwierigkeit zu begegnen, verwenden

[JNW94] die reichhaltigere Kategorie von Presheafs [Pop;Set] { allerdings um den

Preis, da� es in dieser Kategorie Objekte gibt, die keine Interpretation im Sinn des

urspr�unglichen Modells M zulassen. Daher kommen wir zu dem Schlu�, da� das Kon-

zept der AM-Bisimulation von den drei untersuchten das umfassendste ist. Dieses

Bild best�atigt sich beim Modellieren konkreter Bisimulationen mit den abstrakten

Charakterisierungen (Kapitel 5). Auf Ereignisstrukturen k�onnen alle hier betrachte-

ten Bisimulationen als AM-Bisimulationen dargestellt werden, mit den Konzepten

P-Bisimulation und Pfad-P-Bisimulation ist uns dies nicht immer gelungen. Wie die

Einsch�atzung von [JNW94], vergleiche Abschnitt 5.3.4, und die Ergebnisse unseres

direkten Vergleichs zeigen, kann die Ursache daf�ur durchaus prinzipieller Natur sein.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.
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Wie wir in Abschnitt 5.1 gesehen haben, sind die Begri�e AM-Bisimulation und

Bisimulation auf Transitionssystemen �aquivalent. Damit stellt sich die Frage, welche

neue Substanz der Begri� der AM-Bisimulation mit sich bringt. Zum einen ist der

Begri� der AM-Bisimulation ein Spezialfall der F -Bisimulation (Abschnitt 3.2), dem

urspr�unglich von [AM89] eingef�uhrten Begri�. Zwar ist der weitere Spielraum, den

die F -Bisimulation bietet, f�ur unsere Untersuchung nicht erforderlich. Doch gibt es

Modellierungen von konkreten Bisimulationen, die darauf zur�uckgreifen (Abschnitt

5.1.3). Zum anderen er�o�net der Begri� AM-Bisulation eine neue Sichtweise auf

das Ph�anomen Bisimulation: W�ahrend Milner den Begri� als Invariante zwischen

dynamischen Systemen au�a�t (Vorwort zu [Mil89]), ist eine AM-Bisimulation als

Transitionssystem selbst ein dynamisches System. Diese Au�assung von Bisimulati-

on erweist sich als hilfreich sowohl bei den Beweisen der Theoreme 4.2 und 4.7 als

auch beim Modellieren konkreter Bisimulationen als AM-Bisimulation: Viele Kon-

struktionen auf einer Relation R werden erst einsichtig, wenn die Elemente von R

als Zust�ande eines Transitionssystems (R; ) aufgefa�t werden.

Zusammenfassend k�onnen wir formulieren: Aufgrund der beiden Vergleiche der

abstrakten Charakterisierungen, des direkten in Kapitel 4 und des Vergleichs in Ka-

pitel 5 �uber die M�oglichkeit, konkrete Bisimulationen zu modellieren, kommen wir

zu dem Schlu�, da� AM-Bisimulation von den untersuchten Konzepten das umfas-

sendste und exibelste ist. Wie wir oben ausgef�uhrt haben, er�o�net AM-Bisimulation

zudem eine neue Sichtweise auf das Konzept Bisimulation.
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Bisimulation

Ereignisstruktur

bf, 71, 76, 87

hp, 72, 79, 95

interleaving, 15, 70, 76, 83, 87

pomset, 71, 76, 96

shp, 72, 79, 95, 97, 98

step, 71, 76, 88, 94

whp, 71, 78

Ereignisstruktur mit Konsistenzmen-

ge

hp, 74

shp, 74

Transitionssystem, 10

Transitionssystem mit Unabh�angig-

keit, 97, 98

Coalgebra, 26

Homomorphismus, 26, 28

,,inverse\ Coalgebra, 27

Kategorie von, 26

DerAkt, 15

deterministisch

Ereignisstruktur, 15

Transitionssystem, 10

Transitionssystem mit Unabh�angig-

keit, 21

Ereignisstruktur, 13

E = (E;�; ]; l), 13

�Aquivalenzklasse einer Derivation,

15

DerAkt, 15

Derivation, 14

deterministisch, 15

endlich, 14

endlich verzweigt, 15

Ereignismenge, 13

Flu�relation, 13

Kon�guration, 13

Koniktrelation, 13

Lposet, 14

Markierungsfunktion, 13

ohne auto-concurrency, 15

Pomset, 16

Prinzip der endlichen Ursachen, 13

Prinzip der Koniktvererbung, 13

Schritt, 16

Tiefe eines Ereignisses, 16

trace-�Aquivalenz, 15

unabh�angige Ereignisse, 14

[Pos], 16

Ereignisstruktur mit Konsistenzmenge,

16

E = (E;�;Km; l), 16

Ereignismenge, 16

Flu�relation, 16

Kon�guration, 16

Konsistenzmenge, 16

Markierungsfunktion, 16

Prinzip der endlichen Ursachen, 16
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erreichbarer Zustand, 48, 50

F -Bisimulation, 27

Hoare-Sprache, 12

H, 12

Synchronisationsbaum zu H, 12

Homomorphismus zwischen Coalgebren,

26

Homomorphismus zwischen Coalgebren,

28

hp-Bisimulation, 72, 74, 79, 95

interleaving Bisimulation, 15, 70, 76,

83, 87

Kategorie

CF der Coalgebren zu F , 26

EKAkt der Ereignisstrukturen mit

Konsistenzmenge, 17

PosK, 19

EAkt der Ereignisstrukturen, 13

Step, 16

Lin, 15

Pos, 16

SAkt der Synchronisationsb�aume, 11

TUAkt der Transitionssysteme mit

Unabh�angigkeit, 20

TAkt der Transitionssysteme, 9

Bran, 10

initiale Objekte inTAkt; SAkt;EAkt;

EKAkt und TUAkt, 39

Pullbacks inTAkt; SAkt;EAkt;EKAkt

und TUAkt, 35

Lposet, 14

mt; verbindender Operator, 48, 55

Modelle

behaviour, 7, 11, 12

branching-time, 7, 8, 11, 12, 19

interleaving, 7, 8, 11

linear-time, 7, 21

system, 7, 8, 19

true-concurrency, 7, 12, 19

Morphismus

� zwischen Transitionssystemen, 9

� zwischen Transitionssystemen mit

Unabh�angigkeit , 20

� zwischen Ereignisstrukturen mit

Konsistenzmenge, 17

� zwischen Ereignisstrukturen, 13

P-o�en, 34

Operator

f�ur Ereignisstrukturen

Thp, 76, 94

Tint, 15, 76, 77, 83, 87

Tpom, 76, 77, 94

Tstep, 76, 77, 88

Twhp, 76, 94

f�ur Transitionssysteme

Tdet, 67, 68

mt, 48, 55

Tpath�P, 45, 46, 51, 60, 87, 95, 98

verbindend, 48, 55, 83, 88, 94

P-Bisimulation, 35, 61, 83, 87, 94{97

P-o�en, 34

Pfad, 38

Pfad-P-Bisimulation, 38, 46, 55, 87, 88,

90, 95, 96

vorw�arts-ruckw�arts, 38, 46, 58, 61,

87, 90, 95, 96, 98

Pomset, 16

pomset Bisimulation, 71, 96
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[Pos], 16

probabilistische Bisimulation, 68

Pullback, 35

schwache Bisimulation, 68

shp-Bisimulation, 72, 74, 79, 95, 97, 98

step Bisimulation, 71, 76, 88, 94

Synchronisationsbaum, 11

S = (S; s;�!), 11

Tpath�P, 45, 46, 51, 60

Trace-�Aquivalenz

Ereignisstruktur, 15

Transitionssystem, 10

Transitionssystem, 8

T = (S; s;�!), 8

�!�, 10

Anfangszustand, 8

deterministisch, 10

Sprache Lan(T ), 10

trace-�aquivalent, 10

Transition, 9

�Ubergangsrelation, 8, 9

Zustandsmenge, 8

Transitionssystem mit Unabh�angigkeit,

19

U = (S; s;�!; I), 19

deterministisch, 21

Unabh�angigkeitsrelation, 20

zugrundeliegendes Transitionssystem,

20

Transitionssystem ohne Anfangszustand

T = (S;�!), 9

unabh�angige Ereignisse, 14

verbindender Operator, 48, 55, 83, 88,

94

whp-Bisimulation, 71, 78

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



104 LITERATUR

Literatur

[ABS91] C. Autant, Z. Belmesk, and P. Schnoebelen. Strong bisimilarity on nets

revisited. LNCS 506, 1991.

[Acz94] P. Aczel. Final universes of processes. SLNCS 802, 1994.

[AM89] P. Aczel and N. Mendler. A �nal coalgebra theorem. LNCS 389, 1989.

[Che92] F. Cherief. Back and forth bisimulations on prime event structures.

LNCS 605, 1992.

[CN95] A. Cheng and M. Nielsen. Open maps (at) work. Technical Report

RS-95-23, BRICS, 1995.

[DDNM93] P. Degano, R. De Nicola, and U. Montanari. Universal axioms for bisi-

mulation. Theoretical Computer Science, 114:63{91, 1993.

[DNMV90] R. De Nicola, U. Montanari, and F. W. Vaandrager. Back and forth

bisimulations. LNCS 458, 1990.

[GG89] R. van Glabbeek and U. Goltz. Equivalence notions for concurrent sy-

stems and re�nement of actions. LNCS 379, 1989.

[GG90] R. van Glaabeek and U. Goltz. Equivalences and re�nement. LNCS 469,

1990.

[GKP92] U. Goltz, R. Kuiper, and W. Penczek. Propositional temporal logics and

equivalences. LNCS 630, 1992.

[GV87] R. van Glabbeek and F. Vaandrager. Petri net models for algebraic

theories of concurrency. LNCS 259, 1987.

[Hoa85] C. Hoare. Communicating Sequential Processes. Prentice Hall, 1985.

[JNW94] A. Joyal, M. Nielsen, and G. Winskel. Bisimulation from open maps.

Technical Report RS-94-7, BRICS, 1994.

[LG91] R. Loogen and U. Goltz. Modelling nondeterministic concurrent proces-

ses with event structures. Fundamenta Informaticae, XIV:39{74, 1991.

[Mal95] P. Malacaria. Studying equivalences of transition systems with algebraic

tools. Theoretical Computer Science, 139(1{2):187{205, 1995.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.



105

[MCR98] M. Majster-Cederbaum and M. Roggenbach. Transition systems from

event structures revisited. Information Processing Letters, 67(3):119{

124, 1998.

[Mil80] R. Milner. A calculus of communicating systems. LNCS 92, 1980.

[Mil89] R. Milner. Communication and Concurrency. Prentice Hall, 1989.

[Mil92] R. Milner. Actions structures, 1992.

[MN92] M. Mukund and M. Nielsen. CCS, locations and asynchronous transition

systems. LNCS 652, 1992.

[MP97] U. Montanari and M. Pistore. Minimal transition systems for history-

preserving-bisimulation. LNCS 1200, 1997.

[NW95] M. Nielsen and G. Winskel. Petri nets and bisimulations. Technical

Report RS-95-4, BRICS, 1995.

[Par81] D. Park. Concurrency and automata on in�nite sequences. LNCS 104,

1981.

[RT92] J.J.M.M. Rutten and D. Turi. On the foundations of �nal semantics:

Non-standard sets, metric spaces, partial orders. Technical Report CS-

R9241, Centrum voor Wiskunde en Informatica, 1992.

[SNW96] V. Sassone, M. Nielsen, and G. Winskel. Models for concurrency,. Theo-

retical Computer Science, 170(1{2):297{348, 1996.

[Vog90] W. Vogler. Bisimulation and action re�nement. SFB-Bericht NR. 342 /

10 / 90 A, TU M�unchen, 1990.

[Vog93] W. Vogler. Bisimulation and action re�nement. Theoretical Computer

Science, (114):173{200, 1993.

[VR97] E.P. de Vink and J.J.M.M. Rutten. Bisimulation for probabilistic tran-

sition systems: a coalgebraic approach. LNCS 1256, 1997.

[WN95] G. Winskel and M. Nielsen. Models for concurrency. In S. Abrams-

ky, D. Gabbay, and T. S. E. Maibaum, editors, Handbook of Logic in

Computer Science. Oxford University Press, 1995.

�Uber abstrakte Charakterisierungen von Bisimulation.





Lebenslauf

Name Markus Roggenbach

Geburtsdatum 13. M�arz 1966

Geburtsort Wolfsburg

Ausbildung

Schulbildung 1972 { 1976 Rabenbergschule in Wolfsburg

1976 { 1978 Hermann-L�ons-Schule in Wolfsburg

1978 { 1985 Ratsgymnasium in Wolfsburg

Abschlu�: Allgemeine Hochschulreife

Studium 1985 { 1986 Studium der Musik an der

Nordwestdeutschen Musikakademie Detmold

bei Professor Schmalfu� im Fach Oboe

1986 { 1988 Studium der Mathematik und Informatik

an der TU Braunschweig

14.09.1988 Vordiplom in Informatik

10.10.1988 Vordiplom in Mathematik

1988 { 1993 Studium der Informatik an der

Universit�at Karlsruhe (TH)

2.11.1993 Diplom in Informatik

Beruf

seit Januar 1994 wissenschaftlicher Mitarbeiter am Lehrstuhl f�ur

Praktische Informatik II an der Universit�at Mannheim.


