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Zusammenfassung

In dieser Arbeit beschreiben wir eine effiziente Unterteilungsmethode fiir die In-
terpolation mit bivariaten Splines auf beliebigen Triangulierungen. Bei unserer Me-
thode miissen nur wenige Dreiecke einer Triangulierung A unterteilt werden. Durch
die Unterteilung erhalten wir eine Triangulierung A, fiir die wir einen Interpolanten
s € S?(A) mit p=|3] und d = 2p + 1 konstruieren. Wir zeigen, dass unser Inter-

2 v
polant (fast-)optimale Approximationsordnung besitzt. Insbesondere erhalten wir fiir

r = 1 einen Interpolanten s € S}(A), der nur Funktionswert und die ersten partiellen
Ableitungen in den Eckpunkten von A benétigt.

1 Einleitung

Im Zusammenhang mit der bivariaten Splineinterpolation spielen finite Elemente eine
wichtige Rolle. Bei diesen Methoden kann der interpolierende Spline durch Bedingungen
auf jedem Dreieck lokal berechnet werden. Dies hat den Vorteil, dass der Interpolant leicht
zu beschreiben ist und zudem eine lokale Basis des zugehorigen Splineraums existiert, so
dass er optimale Approximationsordnung besitzt. Andererseits hat Farin [16] gezeigt, dass

- fiir einen CT-Interpolanten ein Polynomgrad d > 4r + 1 benétigt wird. Zudem werden in
jedem Eckpunkt alle Ableitungen bis zur Ordnung p = 2r verlangt. Fiir C*-Splines vom
Grade 5 haben dies Strang und Fix [32] und Farin [16] untersucht. Die Interpolation mit
C?-Splines vom Grad 9 behandelt ausfiihrlich Whelan [34].

Will man einen kleineren Polynomgrad wihlen, so miissen die Dreiecke der Triangulierung
unterteilt werden. In der Literatur wurden verschiedene Unterteilungsmethoden unter-
sucht. Eine Methode ist der Clough-Tocher-Split, bei dem jedes Dreieck A(v1,vo, v3) in
drei kleinere geteilt wird. Diese erhdlt man, indem drei Kanten von den Eckpunkten v;
zum Baryzentrum v4 des Dreiecks eingezeichnet werden. Fiir den Clough-Tocher-Split kann
man einen C!-Interpolanten vom Grad 3 beschreiben (vgl. Strang und Fix [32] und Farin
[16]). Dieser ist durch Funktionswert und partielle Ableitungen in jedem Eckpunkt, sowie
die orthogonale Ableitung im Mittelpunkt jeder Kante der urspriinglichen Triangulierung
eindeutig bestimmt. Fiir beliebiges r haben Sablonniére [27] und Laghchim-Lahlou und
Sablonniére [18] den Clough-Tocher-Split untersucht. Laghchim-Lahlou und Sablonniere
zeigten, dass fiir die Interpolation mit Elementen vom Clough-Tocher-Typ ein Polynom-
grad d = 3r fiir ungerades r und d = 3r + 1 fiir gerades r ausreicht. Zudem werden nur
Ableitungen bis zur Ordnung p = | % | benétigt.
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Abbildung 1: Unterteilung nach Clough-Tocher

Eine andere Unterteilungsmethode ist der Powell-Sabin-Split, bei dem jedes Dreieck in
sechs Mikro-Dreiecke geteilt wird (siehe Farin [16] und Sablonniére [27]). Sablonniére [27]
hat fiir den Powell-Sabin-Split einen Interpolanten im Splineraum S%,._;(A) bestimmt.
~ Insbesondere erhilt man mit der Unterteilung nach Powell-Sabin einen C!-Interpolanten
vom Grad 2, der nur Funktionswert und erste partielle Ableitungen in den Eckpunkten
benétigt.

Andere Unterteilungsmethoden fiir C2-Splines wurden von Alfeld [1] und Wang [33] be-
schrieben. Thre Unterteilungen bendtigen neun bzw. sieben Mikro-Dreiecke in jedem Drei-
" eck. Fiir diese Unterteilung behandeln sie die Interpolation in SZ(A).

Alle Unterteilungsmethoden mit finiten Elementen haben den Nachteil, dass jedes Dreieck
unterteilt wird und somit die Anzahl der Dreiecke durch die Unterteilung stark wéchst.
Wir werden zeigen, dass man nur wenige Dreiecke unterteilen muss, wenn man den In-
terpolanten iterativ berechnet. Bei unserer Methode muss maximal ein Dreieck fiir jeden
inneren Eckpunkt unterteilt werden. Im allgemeinen ist sogar nur ein Split fiir zwei innere
Eckpunkte notwendig. Wir werden das Verfahren ausfiihrlich fiir den Clough-Tocher-Split
behandeln. Alle Ausagen konnen aber auch auf andere Unterteilungsmethoden iibertragen
werden. -

Fiir unsere Beweise verwenden wir Bernstein-Bézier-Methoden. Dieses Kapitel enthilt des-
halb die wichtigsten Bezeichnungen und Aussagen iiber Bernstein-Bézier-Polynome und
bivariate Splines auf Triangulierungen. Im folgenden Kapitel beschreiben wir unsere Unter-
teilungsmethode und bestimmen einen Interpolanten, der (fast-)optimale Approximations-
ordnung hat. In Kapitel 3 liefern wir eine Charakterisierung fiir eine optimale Unterteilung
von A. Anschliefend beschreiben wir einen Lagrange-Interpolanten in S3(A). Das letzte
Kapitel enthilt schlieBlich nummerische Ergebnisse fiir die Interpolation in S3(A).




1.1 Bernstein-Bézier-Polynome

Fiir die Bernstein-Bézier-Darstellung werden die -baryzentrischen Koordinaten eines Punk-
tes v € R? beziiglich eines Dreiecks T' = A(vy, v, v3) benétigt. Diese Koordinaten erhilt
man als eindeutige Lésung (A1, A2, A3) des Gleichungssystems

V= A1U1,+ AgU2 + A3zvs
1=XA +X + X

Fiir einen Multiindex a = (a1, a, a3) € Z3 mit |a| 1= a1 +as+a3 = dheifit B : R3 - R
definiert durch

d!
d
BalN = S iyt 22

Bernstein-Bézier-Polynom vom Grad d. Jedes Polynom p € IT, hat eine eindeutige Dar-
stellung (vgl. de Boor [6] und Farin [16])

pv) = > caBI(A(v))

. Ial:d
Die Koeffizienten c, heiflen die Bernstein-Bézier-Koeffizienten von p. Weiter bezeichnen
wir mit
oy + apUz + Q303
= y .

P, :

die Bernstein-Bézier-Punkte eines Dreiecks T' = A(vy, ve, v3).

Fiir einen Richtungsvektor z # 0 und eine differenzierbare Funktion f definieren wir die
(nicht-normierte) Richtungsableitung von f durch

D, f(v) = zgrad f(v)
Nach Farin [16] gilt nun der folgende Satz.

Satz 1.1. Seien T = A(vi,v2,v3) und T = A(9y,79,93) 2wei Dreiecke, p: T — R,

p: T — R zwei Polynome mit der Bernstein-Bézier-Darstellung

p(v) = Y caBi(AW))
|e|=d
p(v) = Y &BI(Av))

|a|=d

und s : TUT — R definiert durch

S(U) _ {p('u) ’U € 1:
plv) veT\T



(i) Seien z1,z2 € R? zwei Vektoren und 1,2 die zugehérigen baryzentrischen Rich-
tungsvektoren bezuglich T. Dann gilt fir v+p <d

d!
D} D,.,Qp—-——— > D0 D carsiyB5(C1)BE(G) BTV ()

d—v—p)
(d=v =) T upme 1w

(1) Es gelte vi = 0y und A2, A3 seien die baryzentrischen Koordinaten von oo, o3
beziiglich T. Dann ist s in vy genau dann p-mal stetig differenzierbar, wenn fir
alle |a] = d mit ag + az < p gilt:

Z Z C(a1,00)+ﬂ+~fBﬂ (A2) B33 (X3)

|Bl=az |v|=a3

(ii1) Es gélte v] = U; und vg = Yo und X\ seien die baryzentrischen Koordinaten von v3
beziiglich T. Dann ist s uber die gemeinsame Kante iUz genau dann r-mal stetig-
differenzierbar, wenn fir alle o = d mit az < r gilt: :

Ca = Z ‘C(al,a2,0)+ﬂBg3()‘)
|Bl=aa

Aus diesem Satz erhalten wir die beiden folgenden Aussagen, die den Zusammenhang
zwischen den Bernstem—Bez1er-Koefﬁ21enten und den Ableitungen in den Eckpunkten und
an den Kanten beschreiben.

Satz 1.2. Sei T = A(vy,ve,vs) ein Dreieck, z; == v; —v1, 1 = 2,3 und p € Iy mit der
Bernstein-Bézier-Darstellung 3 —q caBL(N).

(1) Firv+pu<dgilt
: BN
ADZQDZP(’Ul) )| Z Z (k‘) <m) (“1)U-k+“_mcd—k—m,k,m _
K k=0 m=0
(1) Fir |a| =d gilt

=35 () (%) 225~ e, Dot

v=0 u=0

Satz 1.3. Sei T := A(v1,v2,v3) ein Dreieck, p € 1, in der Bernstein-Bézier-Darstellung
P =2 la|=d caB%()\) und v < d. Weiter seien z ein Vektor, der nicht parallel zur Kante
e =105 verliuft, 0 < Ao <+ < M1 <1 firk<d—-v+1undu;:= vy + (1 = X)vs.

(i) Es gilt

Dipu) =dt 32 > carsBE(Q) vasz?I(l — A%
|a|=d—v |B|=v
az=0




(zz) SeijeNmitj+k—1 <d—uundI—{zd—u—z v)ii=g,...,5+k—1},
dann gilt fir a € I: '

Z‘%D P(u;) Z baCa

1=0 ag<=v
agl

mit geeigneten Koeffizienten a;, by.

Satz 1.2 und 1.3 sind fiir die Interpolation wichﬁg. Sie zeigen, dass man die Bernstein-
Bézier-Koeffizienten direkt aus den Ableitungen in den Eckpunkten und an den Kanten
berechnen kann. Die Abbildung 2 zeigt eine Situation, die fiir Hermite-Interpolanten ty-
pisch ist. Hier werden die mit e bezeichneten Koeflizienten durch Ableitungen in den
Eckpunkten nach Satz 1.2 bestimmt. Die mit * gekennzeichneten Koeffizienten ergeben
sich anschliefend nach Satz 1.3 aus Ableitungen iiber die Kanten.

Abbildung 2: Interpolation in den Eckpunkten () und an den Kanten (x)

1.2 Bivariate Splinefunktionen auf Triangulierungen

Im folgenden sei Q@ C R? ein Polygon und A = {T%,...,Tn} eine Triangulierung von 2.
Wir bezeichnen mit

Vi, Vs,V : die Anzahl der inneren, dufleren, aller Eckpunkte
E;,Eg,E : die Anzahl der inneren, dufleren, aller Kanten

N : die Anzahl der Dreiecke

S -1 die Anzahl der singuliren Eckpunkte

von A. Hierbei heifit ein innerer Eckpunkt singuldr, wenn er von zwei sich kreuzenden
Linien gebildet wird. Nach Euler gilt

Eg = Vg
N = Vp+2V;-2 : (1)
Er = Vg+3Vi—-3



Fiir eine Triangulierung A von  heifit
SH(A) = {S eC™"(Q):s|r, € fId}

der Raum der bivariaten Splinefunktionen vom Grad d auf A. Seien vy,...,vy die Eck-
punkte von A, dann ist fir p > r durch ‘

SPP(A) :={s € Sy(A) :s€ CP(n;),i=1,...,V}

ein Unterraum von Sj(A), genannt Super—Splihemum vom Grad d definiert.

Ist T; € A ein Dreieck, dann ist s|7; ein Polynom und kann nach Abschnitt 1.1 eindeu-
tig in der Bernstein-Bézier-Darstellung s|z,(v) = Zl al=d ct,B¢();(v)) geschrieben werden.
Wir koénnen deshalb jeden Spline s durch die Menge der Bernstein-Bézier-Koeffizienten
{cfl ol =d,i=1,...,N } beschreiben. Analog zum vorherigen Abschnitt setzen wir

P:={P}:|la|=d,n=1,...,N}

fiir die Menge aller Bernstein-Bézier-Punkte der Triangulierung A = {T1,...,Tn}. Mit
diesen Bezeichnung kénnen wir den Begriff der bestimmenden Menge einfiihren (vgl. Alfeld
und Schumaker [4] und Ibrahim und Schumaker [17]).

Definition 1.4. Eine Menge D C A C P heifit bestimmende Menge von S;*(A) auf A,
wenn fiir alle s € S7°(A) gilt:

¢ =0 VYPReD==>c,=0 VP €A

D heifit minimale bestimmende Menge von Sy°(A) auf A, wenn es keine bestimmende
Menge mit weniger Elementen gibt. '

Die Koeffizienten ¢, der Punkte einer bestimmenden Menge D legen also alle Koeffizienten
der Punkte aus A fest. Wie Alfeld und Schumaker [4] gezeigt haben gilt der folgenden wich-
tige Zusammenhang zwischen der Anzahl einer bestimmenden Menge und der Dimension
des zugehorigen Splineraums.

Lemma 1.5. Ist D eine bestimmende Menge von Sy°(A), dann gilt dim Sy (A) < #D
und dim S;*(A) = #D, falls D minimal ist.

Ist D eine minimale bestimmende Menge von s € SZ”J (A), dann definieren die Koeflizienten
¢!, zu den Bernstein-Bézier-Punkten P, € D eindeutig einen Spline s € SP(A). Es geniigt
deshalb im folgenden, minimale bestimmende Mengen des Splineraums anzugeben. Mit
Hilfe der Differenzierbarkeitsbedingungen nach Satz 1.1 kann in der Regel gezeigt werden,
ob eine Menge D eine bestimmende Menge ist. Die Minimalitét einer bestimmenden Menge
folgt nach Lemma 1.5, wenn die Dimension des Splineraums bekannt ist. Hierzu gibt es
zwei wichtige Ergebnisse von Schumaker [28, 30], die wir nun zitieren.

Satz 1.6. Sei v ein Eckpunkt der Dreiecke T, ..., Tn, E, die gemeinsame Kante der
Dreiecke Ty, und Tpy1 und Ay = {Ty,...,Tn}. Weiter gelte 2p+1 < d. '




(1) Ist v ein quferer Eckpunkt, dann gilt

ST (A) = (422)“1\[__1) [(d——;+l) _2(P—g+1)]

(1) Ist v ein innerer Eckpunkt und e die Anzahl der inneren Kanten mit unierschiedli-
_ cher Steigung, dann gilt

dim S3° () = (’H2'2>,+N [(d*;“) 4(”"2“)] to

d-r

o= Y (r+i+l-—ie)

t=p—r+1
" Mit dem Ergebnis aus Satz 1.6 hat Schumaker (28, 30} eine untere Grenze fiir die Dimension

des Splineraums S3?(A) bestimmt.

Satz 1.7. Sei Vi die Anzahl der inneren Eckpunkte, Er die Anzahl der inneren Kanten
von A und e, die Anzahl der Kanten mit unterschiedlicher Steigung im Eckpunkt vy,.
Dann gilt fir2p+1<d

s (39) (1) (1)
(A I a8

d—r

oni= Y. (r+i+l—ien)s
i=p—r+1

mit

2 Unterteilung von Triangulierungen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Interpolation fiir den Clough-Tocher-Split. Wie
Laghchim-Lahlou und Sablonniére [18] verwenden wir den Super-Splineraum S3”(A) mit
p:= |¥] und d := 2p + 1. Da bei unserer Methode der Spline iterativ berechnet wird,
kénnen wir im Gegensatz zu den Methoden mit finiten Elementen nicht die gleichen In-
‘terpolationsbedingungen auf allen Dreiecken wihlen. Die Bedingungen auf einem Dreieck
T; hiangen vielmehr von der Anzahl der gemeinsamen Kanten mit der Teiltriangulierung
Doy = {Ty,...,Ti—1} ab. Hat das Dreieck mindestens zwei gemeinsame Kanten mit der
Teiltriangulierung A;, so muss dieses Dreieck unterteilt werden. Andernfalls wiirde man
nach Farin [16] in dem Eckpunkt der beiden Kanten eine C? -Bedingung und somit einen
Polynomgrad von d > 4r + 1 benétigen. Andererseits zeigen die folgenden Aussagen, dass



keine Unterteilung nétig ist, wenn das Dreieck T; maximal eine Kante mit der Teiltrian-
gulierung A;_; gemeinsam hat.

Im folgenden bezeichne A = {T1,...,Tn} eine Triangulierung eines zusammenhéngenden
Gebiets 2 C R? ohne Locher. Wir setzen

i := |{j : e; ist gemeinsame Kante von T; mit A;_;}|
=|{T; € A:6; = k}|

Wir wollen weiter annehmen, dass die Eckpunkte eines Dreiecks T; = A(v; 1, v;2,i3) SO
nummeriert sind, dass das benachbarte Dreieck mit dem niedrigsten Index die gemeinsame
Kante 7;17; 2 besitzt. Falls vorhanden soll das Dreieck mit dem néchst hoheren Index an der
Kante U; 27;,3 liegen. Weiter seien die drei Mikro-Dreiecke des Clough-Tocher-Splits durch
Ti1 = Avig,vi2,via), Tig = Ovig,vi3,vi4) und Ti3 = A(vi3,vi1,v:4) definiert,
wobei v; 4 1= (v;1 + vi2 +v5,3)/3 das Baryzentrum von T} bezeichnet. Zu A; erhalten wir
nun die Triangulierung

1 P i
U U j17 ],2: 33}
i }

A entsteht also aus Az, indem jedes Drexeck T; mit 6; > 2 durch einen Clough-Tocher-
Split ersetzt wird. Mit A := Ay bezeichnen wir d1e gesamte Triangulierung, die wir durch
die Unterteilung der Dreiecke erhalten.

2.1 Bestimmende Mengen fiir S}”(A)

In diesem Abschnitt werden wir fiir die Triangulierung A zunéchst eine bestimmende Men-
ge angeben. Aus dieser bestimmenden Menge wird anschliefend ein Hermite-Interpolant
abgeleitet. ’

Lemma 2.1. Sei T; € A, 6, <1, D;—1 eine bestimmende Menge von Ai_1 und

b . J{Failal=d} , falls 6; = 0
z {Pi:lal=d; or,ap<d—p; a3 >r} fallsf;=1

‘Dann ist D := D;_1 UD; eine besttimmende Menge von S;”’(Ai).

Beweis: Die Behauptung fiir §; = 0 folgt unmittelbar, da alle Bernstein-Bézier-Punkte von
T, in D; enthalten sind. Sei nun §; = 1 und alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte
aus D gleich 0. Da D;_; eine bestimmende Menge von A,_1 ist, sind alle Koeffizienten
¢}, der Bernstein-Bézier-Punkte aus Ay glelch 0. Nach Voraussetzung ist 7;17;2 eine
gemeinsame. Kante von T; und A,_l Fir Pz ¢ D; gilt nun ax >d—p, ag > d— p oder

a3z < r.Dawv;; und V5.2 Eckpunkte der Teiltriangulierung A,_1 sind, folgt fiir die ersten -

beiden Fillen ¢!, = 0 nach Satz 1.1 (ii). Im dritten Fall folgt dies aus der C"-Bedingung
iiber die Kante 77 10; 2 nach Satz 1.1 (iii). : a




Fiir den Fall 8; > 2 bendtigen wir noch die beiden folgenden Aussagen. Das erste Lemma
wurde in dhnlicher Form auch von Ibrahim und Schumaker [17] sowie Laghchim-Lahlou
und Sablonniére [18, 19] bewiesen.

Lemma 2.2. Es seien Ty = A(v1,v9,v3) und Ty = A(vy,ve,v4) 2wei Dreiecke, so dass
5;03 und Uy, i = 1,2 nicht kollinear sind. Weiter seien k = {_T"'lj p <m < d und
I={r—-2k+1,...,r —k}. Dann ist

D:={P.: a1 #0oderaz ¢ I,i=12}

eine bestimmende Menge von Sj, ({T1,T2}). Seien A1 die baryzentrischen Koordinaten von
vy beziiglich Ty und \o die baryzentrischen Koordinaten von vz beziglich Tz, dann gilt fir
laf =d und j = 1,2: '

T+1
|cd,| < K max {|c}] : P’GDz—-12}( >
AIl’lln

Amax = max {|N;;]:¢=1,2; 7=1,2,3}
)\min = min{|/\i,j] 1= 1,2; ] = 1,2,3}

wobes die Konstante K nur von r abhdngt.

Beweis: Zunichst ist zu beachten, dass A3 =1 /1,3 gilt, so dass Amax > 1 und Apin <1
folgt. Aus der C"-Bedingung iiber die Kante 7773 folgt nach Satz 1.1 fir j = r—k+1,...,7
und a = (0,m — 4,7):

a3!

2 _ 1 B1 4 B2
Co = Z C(a1,az,0)+ﬁﬂ1!ﬁ2!ﬂ >‘1 1>‘ ’\
|Bl=as
Setzt man
—k+1 —2k+1 —k+1 -k
(rr—2k-‘-|-1)>‘lf,2’\;,3 o (TR M
B := :
2k 1yr—2k+1 k \r—k
(r_okr) M2 A5 c LM
. 1
€= (c 0,m—(r— 2k+1),r—2k+1""7co,m—-(r—lc),r—k)
v = (Yrekt1s- - Yr)
mit

i ﬁ ﬂz ﬂs
Y= Com—j,i T .- Z c(Om 1,0)+ﬂ511g21ﬁ AT AT R

1Bl=7
ﬂa&foderm?ﬁo



dann gilt also Bc = . Sei

(r—27}c+1) o (rzk)
C :=det : :
() - (75D

dann ist C # 0 eine Konstante, die nur von r abhingt und es gilt

k k-1 r—k
(r— k+1 (r—k)
detB=CJ[ M [ M2 TI Ms=CAar;
= = v=r+1-2k
Da w7v3 und 7795 nicht kollinear sind, gilt Ay 2, A13 # 0, so dass det B # 0 folgt. Also ist
D eine bestimmende Menge. Sei nun B;; die Matrix, die man durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus B erhilt und C;; definiert durch

_(T‘27}C+1) te (r—2k1i|-j—1) (r—2k1:i-j+1) Tt (Tik)

i1 pit ) (it it

Cij = det ('rr 2Zk+11) (T'—T2lc,;!;j1—1) (r —2_1c;r_]+1) (rr—?ﬁ)

('r 2k+1) ce r—2k+j-1 r—2k+j+1 v ( r—k )

(rr—_Zkk—:-ll) v ce (r—r2—kk—:+-|_—71-—1) (r—z.z—kk-;l-_;}i-l) e (T:E_Igz-l)

dann folgt analog |
k k-1 ‘ r—k . ( lc+1 (r—k] .
detBy =Cy [] Ma [] Mo [I Ms=Cuty Gy e
v=1 v=0 v=r+1-2k
v#Ek+1—1 v#Ek—j vE]

Fiir die Eintrige b;; von B~ gilt somit:

by = 1988 Bl _ 1Ciil < Ky <« Ky
il = = —— e - <
J |det B| ICl|A1,2|*F1==3 X131 ~ min {|A; 2], |A123]}2k+1 Art

wobei K;; := |Cj;|/|C| nur von r abhéngt.- Weiter gilt

151 < 16§ mmyijl + Z letom— 30)+ﬁ| 'ﬂ G A1 A 2?2 A 1P
|81=3 v
ﬁ3§£10d91‘51 #0
< max {|ch| : Pi € D} (1+3 max {|Anth, Azl o))
< max {]cfll : P,i € D} (1+37) /\;1";}(
Also folgt:
|ca| < kmax {|v;[} max {|bi;|}

r+1
< k(1 +3") max {K;;} max{|c,|: P €D} (Amax>

mm

mit K := k (1 + 37) max {K;;}. Analog zeigt man dies fiir die Koeffizienten c3. a
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Abbildung 3: Bestimmende Menge von S3({T1,T»}) und S§({T1,T>})

Fiir den Fall r gerade wird noch eine Aussage iliber die Bernstein-Bézier-Koeffizienten in
der Scheibe D,(v;4) um den mittleren Eckpunkt eines Clough-Tocher-Elements bendtigt.

Lemma 2.3. Es seien r gerade, T = A(v1,v2,v3), va € T mit den baryzentrischen Koor-
dinaten (A1, A2, A3) und Tj = A(vj,vj_,_l,w)l. Dann ist

D = {P;:Ot:; < ‘;;,7/ = 13273}U{U4}‘

eine bestimmende Menge von S§({T1,Ts, T3}) und es gilt S;({Th, T, T3}) = I, Seis e
| Sp({T1, T2, T3}) und 3 141=, coB5 (1) die Bernstein-Bézier-Darstellung von s beziiglich dem
Dreieck T', dann gilt:

cal < K max {|ci| : PS € D} My

mat

3 ma: 1 1 1

= max§ —, —, —
max Al’ AQ, )\3
wobei K nur von r abhingt.

Beweis: Zunichst gilt nach Satz 1.6

p+2

dimS;({Tl,TQ,Tg}) = ( 9

) = dim fI,,

'~ und somit S({T1,T3,T3}) = [,. Sei s € S;({T1,T>,T3}) und ¢ = 0 fiir P} € D. Nach
Satz 1.3 gilt somit D%(v) =0, v =0,...,% — 1 fiir alle v € 7;7;57 und alle Richtungsvek-
toren z. Sind l;(v) =0, i = 1,2,3 die Geradengleichungen der Kanten von T, dann folgt

15+ 1 modulo 3




wegen s € II,
s(v) = q(v) (L (v)la(v)l3(v)) 2
mit ¢ € IIp. Nun gilt
0 = 5(vs) = q(va) (11 (va)la(va)l3(va)) ?

Da vy auf keiner Kante von T liegt, gilt /;(v4) # 0, so dass g(vs) = 0 und somit s =0
folgt. Also ist D eine bestimmende Menge. :

Sei nun Z|a| ceB4(p) die Bernstein-Bézier-Darstellung von s, dann gilt nach Satz 1.3
fir einen Rxchtungsvektor z nicht parallel zur Kante 7793 und v = pv; + (1 — p)vg:

Disw) = —— > > catsB5()BE (11— 1,0))
Ial =p—v |B|=v
az=0
(p_ Z Z ca+ﬂBﬂ BP U((#‘?l —-,U.,O)) (2)
Ial =p—v |B|=v
a3=0

-wobei ¢ und f die baryzentrischen Richﬁungsvektoren von z beziiglich T bzw. T; bezeich-
nen. Wir beweisen nun durch Induktion nach v =0,...,5 — 1, dass fiir alle ¢, mit a3 <v
die Ungleichung

1
lcal < K, ma.x{|cé| taz < v} ¥ - (3)
3

gilt, wobei die Konstante K, nur von r abhéingt. Fiir v = 0 ergibt sich aus (2)

S caBE(1-m0) = 3. ABA((n1-4,0)

laj=p—v jaj=p—v
az=0 a3=0

mit g € [0,1]. Somit gilt also cq = cl, so dass (3) mit Ko = 1 erfiillt ist. Die Behauptung
gelte nun fir ¥ = 0,...,v — 1. Seien po,..., -y € [0,1] paarweise verschieden und
Y05 - - -y Yp—v definiert durch

SN chisB)BE (i1 — 124,0))
la|=p—v |Bl=v
Q3=

- Z Z ca-f'ﬁBE(()Bgz—V((iu'i)l _/1'7,’0))
lai=p—v |Bl=v
az=0 fz<v

dann folgt aus (2) das Gleichungssystem

(5:5)#8_U(1 - P’O)OCZI}/ (pal/) “8(1 - H’O)pﬁycg Cop—v,0,v Yo

(Z:Z) #2:5(1 - Mp—u)OCé’ s (pau) Ng—u(l - Mp—u)p_ugg C0,p—vv Yo—v




Bezeichnet man mit B die Koeffizientenmatrix und mit b;; die Elemente der Inverse B,
dann ergibt sich analog zum Beweis aus Lemma 2.2

C
S —_—
| Gs
mit einer Konstante C, die nur von r abhéngt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
Konstante K,_1 mit

|bi;]

max {|ca| : a3 < v} < Ky max {|cg| : 03 < v} N
, 3

Da (2) fiir jeden Vektor ¢ mit {3 # 0 gilt, kénnen wir ¢ := (—(1, —(2, 1) mit ¢3,{2 > 0 und
(1 + {2 = 1 setzen. Hieraus ergibt sich !

(_CIA3/+ Al QAs+A 1

¢= N s ’)\3)

so dass

max{|§~,| S 1,2,3} = %3—

gilt. Wegen 0 < A3 <1 folgt:

s S Clepglmax {|Gl:i =123} + 30 3 leassl

laj=p—v |Bl=v laj=p—v |Bl=v
az=0 az3=0 f[z<v

< Kt 0= v+ ) (7] 7 max (bl 0 < v}

Setzt man

K, = C(K _1+1)(p—1/+1)2<y_;2>

dann folgt (3). Analog zeigt man die Aussage fiir 7> und T3, so dass
Ical < K max {|c] : P: € D} A,%;i
fiir alle & # (§,5%,%) gilt. Schlieflich ergibt sich aus céop = s(\) = > lal=p caBg(%\) mit

2 p+2 . .
|C1f)0p])‘fnax + ( 2 )_K§—1 ma‘x{lclal : P& € D} )‘:nax

IN

Mit K =1+ (°3%)K:_; erhilt man
lca| < max {|ca| : Jo| = p} < K max{|c,] P. e D} X,

wobei K nur von r abhéngt.
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V1. ~@ ® L = ® *— L 2 ® ® V2

Abbildung 4: Bestimmende Menge von SS({T1, T2, T3})

Der Beweis von Lemma 2.3 zeigt noch eine Besonderheit des Clough-Tocher-Splits. Jeder
Clough-Tocher-Punkt erfiillt nimlich automatisch eine C?-Bedingung (vgl. Farin [16] und
Laghchim-Lahlou und Sablonniére [18]). Es gilt also

{f € Sy(A): f € CPv),v € A} = S (A)
Mit Hilfe von Lemma 2.2 und 2.3 kann nun eine bestimmende Menge fiir die Dreiecke T;
mit 6; > 2 angegeben werden.

Lemma 2.4. Es seien T; € A, 6; > 2, D;1 eine bestz’mmendé Menge von A1 und Aj,
Bj, Cj, j = 1,2,3 definiert durch ‘

Aj = {P;’j ol =d; aj,a0 <d—p; as <}

B; = {Pé’.j el =d; a0 > t-;—‘j ;g > r}

Cj = {Pé’j ol =d; ae=0; p+1<a3 Sp—i—r}

7 =1,2,3. Man setze

szl BjuAs 6; = 2 und r ungerade

D, = U?=1 B; 0; = 3 und T ungerade
" Ua (BiUC) U{wial UAs 0 =2 und 7 gerade
U?:l (B; UCj) U {via} 0; = 3 und r gerade

Dann ist D := D;_, UD; eine bestimmende Menge von Sg’p(Ai). -




Beweis: Es seien alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte aus D gleich 0. Nach
Voraussetzung gehoren die Eckpunkte v; 1, v; 2 und v; 3 zur Teiltriangulierung A;_;. Somit
folgt aus der C”-Bedingung in jedem Eckpunkt, dass alle Koeffizienten der Bernstein-
Bézier-Punkte aus D,(v;;), j = 1,2,3 gleich 0 sind. Aus den C"-Bedingungen tber die
Kanten U; 105,z und ¥; 35,3 folgt dies auch fiir die Koeffizienten der Punkte aus A; und Aj.
Fiir §; = 2 gilt A3 C D und somit sind nach Voraussetzung alle Koeflizienten der Punkte
aus Aj gleich 0. Fiir §; = 3 gehort die Kante 7;39;,1 zur Teiltriangulierung A;_1, so dass
sich in diesem Fall die Koeffizienten aus der C"-Bedingung iiber die Kante berechnen.
Somit sind alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte aus U?zl (Dp(viz) U Aj) gleich
0.

Die Koeffizienten ¢!, mit a1, an > L%J berechnen sich nun iterativ, indem man Lemma 2.2

fiir die Ringe D (vij), m=p+1,...,p+T anwendet. Ist 7 ungerade, dann lassen sich die

verbleibenden Koeffizienten ebenfalls nach Lemma 2.2 mit m = p+7,...,d bestimmen.

Ist r gerade, dann ergeben sich die Koeffizienten nach Lemma 2.3. O
. "

Abbildung 5: Mengen Aj(e), B;(x) und C;(*) fiir Sfég

2.2 Hermite-Interpolation und Approximationsgiite

Wir verwenden nun die bestimmenden Mengen aus Lemma 2.1 und 2.4 um einen Inter-
polanten fiir den Splineraum S7”(A) anzugeben.
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Satz 2.5. Sei f € C¥(Q), dann gibt es einen ezndeutzg bestimmten Spline s € ST”’(A),
der die folgenden Bedingungen erfullt: ,

(i) Fir jeden Eckpunkt v; € A und p+v < p gelte:
DEDys(vi) = DDy f(vi)
(i1) Fir jedes Dreteck T; = A(vi1,vi2,v43) sei e;j = T;,0; 511, %, emn Vektor, der nicht

parallel zur Kante e; j verliuft und wﬁf =107 paarweise verschiedene Punkte
auf €i,5-

(a) Ist 0; =0, dann gelte firl <p<v<r
Dy s(wfy) = Dz, f(wiy)
(b) Ist 6; € {0,1}, dann gelte fir p<p+v<d—rund p,v>p+v—p

Dp' DU (’U,;’3) =

v
Yi,1—V§,37 Vi,2 Vi3 v11—013sz2 —v;,3 (01)3)

(c) Ist 0; = 2, dann gelte fir Ll < p<v<r
Dy, ,s(wi3) = D7,  f(wls)

(d) Ist 0; € {2,3}, dann gelte fir j =1,2,3, r+1<v <2r—lund1 <p <2r—v
DY s(wf;) = Dy, . f(w}))

(iii) Ist r gerade und T; = A(vi1,vi2,vi3) ein Dreieck mit 6; > 2, dann gelte fir j =
1,23 undp+1<v<p+r

DZ,4 i S(ig) = Dy oy ; F (Vi)

s(via) = f(via)

wobes v; 4 das Baryzentrum von T; bezeichne.

" Beweis: Mit Satz 1.2 und 1.3 folgt unmittelbar, dass sich alle Koeffizienten c!, der be-
stimmenden Mengen aus Lemma 2.1 und 2.4 berechnen lassen. Sei M die Anzahl der
Bedingungen, dann gilt somit dim 57”(A) < M. Mit (1) folgt wegen E = 36q+ 20, + Oy:

@2+2@3=@2+2@3+E—E
i@2+2®3+(3@0+2@1+®2)—(EB+E[)
=0y +2N — (2Vg +3V; — 3)
=0+ Vr—-1




Fiir » ungerade erhdlt man hieraus:

=037 (3 e [(731) - (72 ) e
+(";1>@2+3<g>'(@2+@3) |

Tr2 +4r +1 1572 + 1 —3r2
==_T‘—Ll—”:——VB-i-——rsL(V1+@2+®3)-i-——gf—-%fiil

(- (e
+'[(d—;+1> —‘2(”’_;“)] (Er + 30, + 363)

Analog ergibt sich fiir r gerade:

N VAN CDNEVIE
+ (r;1>@2+3<;) (O + O3) + (3r + 1) (@2+Q3)

7r? +10r +4 1572 + 18r +8
= r+4r Vg + r+8 T (V1+®2+@3)—§-r2

([ (
+ [(d‘;“) -2(p_;+1>] (Br + 302 +303)

Nach Satz 1.7 folgt somit dim S5°(A) > M. O

Fiir die Ableitungen im Eckpunkt v; 3 nach (b) kann man auch Ableitungen iiber die Kante
T;10i,2 verwenden. Der Interpolant lasst sich dann mit den Bedingungen

DZz‘J's(wﬁl) = Dz"i’lf(wétl)
firr+1<v <pund 1 < g < v eindeutig bestimmen. Diese Losung hat jedoch den
Nachteil, dass die Koeffizienten ¢, mit a3 < 3 in die Berechnung der Koeflizienten ¢, mit
r 4+ 1 < as < p eingehen, so dass der Interpolant nicht lokal bestimmt werden kann. Mit
- dem Interpolationsschema aus Satz 2.5 lassen sich dagegen fiir gerades r alle Koeflizienten
und fiir ungerades r alle bis auf den Koeffizienten ci’,’, lokal berechnen.

Zum Beweis der Approximationsordnung verwenden wir einen Satz von Bramble und
Hilbert [7, 8]. Sei @ C R? eine offene Menge, die die strikte Kegeleigenschaft erfiillt,
h:= diam(Q) und L : C™*1(f2) — R ein lineares Funktional mit

(i) L(p) =0 fir alle p € I, und

(i) [L(f)] < C S K I £Il; mit 7] := sup {| DD S| v+ = i} und einer Konstan-
te C' unabhingig von h und f.




Dann gibt es eine Konstante K unabhingig von h und f, so dass

1L < KR™ ) f

gilt. Wie Lai und Schumaker [22] bemerkt haben, reicht es zu zeigen, dass die Bernstein-
" Bézier-Koeflizienten ¢!, des Interpolanten der Bedingung

1l <Y W, | (4)
| 2

geniigen. Hierbei bezeichnet h die maximale Kantenlinge der Dreiecke von A. Sei nun
2r < m < d, dann folgt (4) fiir ein Dreieck 7; mit §; = 0 unmittelbar, da alle Koeflizienten
nach Satz 1.2 und 1.3 direkt aus Ableitungen bis zur Ordnung 2r berechnet werden. Fiir
ein Dreieck 7} mit 6; = 2,3 verwenden wir die Unterteilung nach Clough-Tocher. Somit
gilt Amax = 3 und Apin = 1 in Lemma 2.2 und 2.3, so dass (4) folgt, falls die Ungleichung
fiir die Koefizienten ¢, der Bernstein-Bézier-Punkte aus der bestimmenden Menge D gilt.
Diese berechnen sich entweder direkt aus Interpolationsbedingungen in den Eckpunkten
“ oder an den Kanten oder sie ergeben sich aus den C"-Bedingungen iiber die gemeinsame
Kante mit einem benachbarten Dreieck T; mit 6; < 1.

Fir ; = 1 ergeben sich die Koeffizienten cfl mit aj,ap > d — p oder a3 > r aus den
Interpolationsbedingungen. Die tibrigen Koeffizienten berechnen sich nach Satz 1.1 wieder
aus der C"-Bedingung

ci‘z Z (01,02»0)+ﬂ353(k) ‘ ()
|Bl=as .

iiber die gemeinsame Kante ¥; 17; 2 mit einem benachbarten Dreieck T;,. Die Koeffizienten
¢, konnen jedoch aufgrund der C"-Bedingung an den beiden anderen Kanten 7;50;3 und

m auch auf die benachbarten Dreiecke T;, und T;, wirken. Dies ist genau dann der

Fall, wenn ag, a3 < r (fiir die Kante 7710;3) bzw. a1,a3 <7 (fiir die Kante T; 275 3) gilt.

Abbildung 6: Bernstein-Bézier-Punkte mit o, @3 <7 bzw. ag,a3 <7

Die Abbildung 6 zeigt die zugehorigen Bernstein-Bézier-Punkte (o) fiir den Fall r = 3,4.
Ist 7 gerade, so konnen wegen a; + a3 + a3 = d = 3r + 1 nicht beide Bedingungen gleich-
zeitig gelten. Die beiden Menge sind deshalb getrennt, so dass die Berechnung lokal mit
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Koeffizienten aus den Scheiben Doy (v;1) bzw. Dop(v;2) erfolgt. Ist r ungerade, dann gilt
dies fiir alle Koeffizienten cf, mit o # (r,r,7). Der Bernstein-Bézier-Punkt P}, . (x) wirkt
iiber die C"-Bedingung auf alle benachbarten Dreiecke. Die Gleichung (5) zeigt allerdings,
dass er nur in die Berechnung der Koeffizienten ¢, eingeht. Alle anderen Koeffizienten
der benachbarten Dreiecke ergeben sich wieder lokal aus Interpolationsbedingungen oder

Koeffizienten in den Scheiben Do, (v).

Sei nun {71,...,Tx} eine Menge von Dreiecken mit 6; = 1, so dass 7T, und Ti+1 eine
gemeinsame Kante haben. Die Eckpunkte seien so nummeriert, dass die Kanten v; 1v;;3 und
Tit11Vir1,2 gleich sind. Mit \; werden die baryzentrischen Koordinaten von v; 3 beziiglich
T;_1 bezeichnet. Die Koeffizienten c, sollen die Bedingung (4) erfiillen. Aus (5) erhilt man
fiir einen Bernstein-Bézier-Koeffizienten ¢, mit a1, a2 < d— p und a3 < r die Ungleichung

~ 11 . ol = __ast
chl < max {lei!| ol = d} Nax D Fip ey
|Bl=cxa
= (3i,max) ™ max {|cg| : o = d}
mit
Aiymax = max {[Aq1], 1Azl [dial}

Setzt man Amax = max{\imax:1=1,...,k}, o0BdA Amax > 1, dann ‘ergibt sich fiir
as, a3 < r bzw. a1, a3 < r die Ungleichung: '

6] < (Bhms)” K 3B |11
7=0

Ist r gerade oder a # (r,7,7), dann erfolgt die Berechnung lokal aus Daten in der Scheibe
Doy (vi1) bzw. Do (vi2). Somit ist & durch die maximale Anzahl der Dreiecke einer Zelle
beschrinkt. Diese Anzahl ist ebenso wie Amax durch den kleinsten Winkel der Triangulie-
rung beschrinkt. Somit ergibt sich '

m
] < K> K If,
=0

mit einer Konstante K, die nur vom kleinsten Winkel der Triangulierung abhingt. Mit
dem Satz von Bramble und Hilbert [7, 8] erhilt man sofort den folgenden Satz.

Satz 2.6. Ist r gemde, f e Ccm™ti(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmte In-
terpolant aus Satz 2.5, dann gibt es eine Konstante K, die nur von r und dem kleinsten
Winkel der Triangulierung abhdngt, so dass -

F = sl < KR Fllnn

gilt. Insbesondere besitzt der Splineraum Sg”’ (A) die volle Approzimationsordnung d + 1.
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Im Fall r ungerade' spielt der Koeffizient ¢, eine besondere Rolle, da er iiber die C"-
Bedingung auf alle drei benachbarten Dreiecke wirkt. Die Berechnung ist also nicht mehr
lokal auf eine Zelle beschriankt. Wegen der Beziehung |Ajo. .. Ax—12| = area(Ty)/ area(T})
erhalten wir mit den gleichen Bezeichnungen wie oben:

leFrrl < (BAmax)” (14 [Ap—p2l” 4+ A2 Apt 2] )KZ W £1I;
7=0

area(Tk) " —
i KZ <area(Tk ) Zh] 171,

Jj=
ng(IS/\max)rmax{(M)r :j:l,...,k}ihj 171,

area(T) =

Setzt man

K :=’K(3Amax)rma§({<%’;—i>rlz j= 1,...,k}

dann ist X nur von r und dem kleinsten Winkel der Triangulierung abhingig und es gilt:

m
|k pl < KB W IFI;

i=0

Mit dem Satz von Bramble und Hilbert [7, 8] erhalten wir deshalb fiir ungerade r die
folgende Aussage.

Satz 2.7. Ist r ungerade, f € C™TY(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmte
Interpolant aus Satz 2.5. Weiter sei Tj,, ..., T, die lingste zusammenhdingende Kette von
Dreiecken mit i; < ij41 und 0;; = 1. Dann gibt es eine Konstante K, die nur von r und
dem kleinsten Winkel der Triangulierung abhdngt, so dass

1f = sll < KA™ | fll gy

gilt. Fiir k € O(h™Y) besitzt der Splineraum S’;”J(A) mindestens die Approzimationsord-
nungd+1—1."

Im allgemeinen kann man nicht erwarten, dass k konstant ist. Im ungiinstigsten Fall kann
k = N gelten, so dass k e O(h™?) folgt. Fiir Triangulierungen aus zufillig verteilten
Daten erhalten wir im allgemeinen k € O(v/N), so dass man eine Approximationsord-
nung von mindestens d fiir den Interpolanten erwarten sollte. Die nummerischen Beispiele
fiir S%(A) zeigen sogar, dass der Interpolant das gleiche Approximationsverhalten besitzt
wie der Interpolant fiir den vollstindigen Clough-Tocher-Split nach Laghchim-Lahlou und
Sablonniére [18], der die volle Approximationsordnung d + 1 hat.

Der Interpolant aus Satz 2.5 bendtigt sowohl Ableitungen in den Eckpunkten als auch
an den Kanten der Triangulierung. Dies sichert das gute Approximationsverhalten des
Interpolanten, da er exakt fiir I, ist. Oft sind jedoch nur Ableitungen in den Eckpunk-
ten gegeben. Hier kann man einen reduzierten Interpolanten wie Laghchim-Lahlou und
Sablonniére [18, 19] verwenden. Fiir diesen Interpolanten fordert man einen niedrigeren
Polynomgrad fiir die Ableitungen iiber die Kanten der Dreiecke T;.




g RN o b SR

Satz 2.8. Sei f € C?(Q), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Spline s € S;"’(A),
der die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) Fiir jeden Eckpunkt v; € A und p+ v < p gelte:

’ DEDys(vi) = DL Dy f(v;)

(11) Fiir jedes Dreieck T; = A(vi1,vi2,0i,3) Sei €;j := Ui ;05 ;41 und z;; ein Vektor, der
nicht parallel zur Kante e; ; verlduft.

(a) Ist 6; =0, dann gelte firl<v <7

i v
' Dzi,l‘s'ei_l E Hd~21/

(b) Ist 0; € {0,1}, dann gelte firr+1<v<p
D7 Sle;, € M2
(c) Ist 6; = 2, dann gelte fir L <v <r
‘ DZi'aslei's R IFY
(d) Ist 0; € {2,3}, dann gelte firr+1<v <2r—1 und j =1,2,3

Dgiyjslei,j 6 H'r
(1i1) Ist T gerade m}d T, = A(vi1, vi2,vi,3) ein Dreieck mit 0; > 2, dann gelte
e t
slr, € C™MH(T)

Beweis: Mit dem gleichen Beweis wie bei Laghchim-Lahlou und Sablonniére [18, 19] sieht
man, dass sich aus den Bedingungen (i) - (iii) die Richtungsableitungen D7, _s|e, ; eindeutig
bestimmen lassen. Nach Satz 1.3 kann man hieraus die Bernstein-Bézier-Koeflizienten im
Abstand v zur Kante e; ; bestimmen. Somit erhélt man alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten,
die in Satz 2.5 aus den Ableitungen nach (ii) berechnet wurden. Fiir  gerade ergeben sich
die Koeffizienten auf den inneren Kanten der Clough-Tocher Elemente, die in Satz 2.5 aus
den Ableitungen nach (iii) berechnet wurden, durch die hohere Differenzierbarkeitsord-
nung. Mit dem gleichen Beweis wie in Satz 2.5 folgt die Behauptung. O

Fiir die Dreiecke mit 6; < 1 kann man die Koeffizienten ¢!, aulerhalb der Scheiben D,(v)
auch durch Gradanhebung berechnen (vgl. Farin [16]). In beiden Féllen reproduziert der
reduzierte Interpolant nur Polynome bis zum Grad d — r, so dass man auch nur eine
Approximationsordnung von d — r + 1 erwarten kann. Alternativ lassen sich die fehlen-
den Ableitungen an den Kanten durch Ndhrungsverfahren bestimmen. Hierdurch erhalt
man wieder einen Interpolanten, der fiir alle Polynome vom Grad d exakt ist. Allerdings
sind solche Nahrungsverfahren nicht immer nummerisch stabil und erhéhen zudem den
Berechnungsaufwand fiir den Interpolanten.

[

1
|
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3 Optimale Unterteilungen

Im folgenden wird nun untersucht, wieviele Clough-Tocher-Elemente fiir eine beliebige Tri-
angulierung bendotigt werden. Ziel ist es, durch eine geeignete Nummerierung der Dreiecke
von A die Anzahl der benétigten Clough-Tocher Elemente zu minimieren. Der Beweis von
Satz 2.5 lieferte die Beziehung

i ©;+203 =09+ V; -1 (6)
Die Anzahl der Clm?xgh—Tocher Elemente ist durch ©5 + O3 gegeben und wird somit mi-
nimal, wenn ©y = 1 und ©, = 0 gilt. Ist  zusammenhingend, dann kann man im-
mer eine Nummeriefrung der Dreiecke mit ©¢ = 1 angeben. Fiir diesen Fall erhalten wir
Vi = ©, + 203, so dass die Anzahl der Clough-Tocher Elemente zwischen V;/2 und V;
liegt. Nach (1) kann sich die Anzahl der Dreiecke durch die Unterteilung somit maximal
verdoppeln. Im giinstigsten Fall wichst sie sogar um weniger als die Halfte. Im allgemeinen
kann man aber nicht erwarten, dass jede Triangulierung ein Nummerierung der Dreiecke
_ besitzt, die nur V;/2 Clough-Tocher Elemente benétigt. Offensichtlich muss hierfiir V;
gerade sein. Die Abbildung 7 zeigt jedoch, dass diese Bedingung nicht hinreichend ist.
Hier sind zwei Triangulierungen mit zwei inneren Eckpunkten abgebildet. Die erste Trian-
gulierung besitzt eine Nummerierung mit nur einem Clough-Tocher Element. Die zweite
Triangulierung hingégen benétigt zwei Clough-Tocher Elemente und somit die maximale
Anzahl V7. ‘

3.1 Charakterisierung einer optimalen Nummerierung

Wir werden nun beliebige Triangulierungen untersuchen und einen Zusammenhang zwi-
schen einer optimalen Nummerierung der Dreiecke und einem maximalen Matching des,
durch die inneren Eckpunkte von A induzierten Graphs herleiten. Zunédchst folgen die
hierfiir notwendigen: Definitionen.

Definition 3.1. Sei A = {T1,..., I} und 7 : {1,...,N} — {1,..., N} ein Permutati-
on, dann setzen wirf :

or = }{k ex ist gemeinsame Kante von Tj und T; mit 7(j) < 7(é)}]
of = [{T. € A: 67 =k}

- Ein Permutation 7 heiBt optimal, wenn ©F + 0] < 0 + 0% fiir jede Permutation o gilt
und wir definieren mit

O(A) := min {0F + ©9 : ¢ ist Permutation von {1,...,N}}
die minimale Anzahl der Clough-Tocher Elemente fiir A.

Zur Vereinfachung der Beschreibung werden wir im folgenden Teil des Kapitels ein Dreieck
als Flap (vgl. Schumaker [28]) bezeichnen, wenn es hochstens eine gemeinsame Kante
mit der Resttriangulierung hat. Weiter nennen wir eine innere Kante einen Chord (vgl.
Dillencourt [14]), wenn sie zwei duere Eckpunkte besitzt. Die Abbildung 8 zeigt eine
Triangulierung mit izwei Flaps F; und F» und drei Chords e, e2 und e3. Die folgenden
Aussagen zeigen, dass es geniigt, Nummerierungen 7 mit ©f = 1 zu betrachten.




Abbildung 7: Clough-Tocher-Elemente fiir zwei innere Eckpunkte

Lemma 3.2. Sei r eine Permutation mit ©F = 1 und ©F = ©F = 0, dann gibt es fir
jedes T; € A eine Permutation m; mit ©f = O, k=10,1,2,3 und 6" = 0.

Beweis: Wegen ©F = 1 muss A zusammenhéngend sein. Fiir ein beliebiges Dreieck T; € A
definieren wir A;,, n=1,..., N und 7 induktiv. Fiir n = 1 setzen wir A; 1 = {T;} und
7(i) := 1. Seinun n > 1 und A;p; definiert. Da A zusammenhéngend ist, gibt es ein
Dreieck Tj € A\ Ajpn-1, das eine gemeinsame Kante mit einem Dreieck aus A;pn—1 hat.
Wir setzen A;p = Ajp—1 U {Tj} und m;(j) :=n.

Offensichtlich gilt 07“ =0 und 07" > 1 fiir j # 1. Weiter sind alle Teiltriangulierungen A;
zusammenhangend. Angenommen es gibt ein Dreieck 7} € A mit 7 > 2. Wir betrachten
nun die kleinste Teiltriangulierung A; , die ein Dreleck T mit 97“ > 2 enthilt. Dann gibt
es zwei benachbarte Dreiecke T}, T}, € A; -1 von Tj. Da, Ai,n_l zusammenhéngend ist,
gibt es eine Kette T}, =: Ty, T),,. .., Ty, = Tj, von Dreiecken in Ajp—1. Also enthilt

T; =:Tyy, Toy, - -, 1o, einen geschlossenen Kreis. Sei v, so gewéhlt, dass
n(v,) = max {n(w),...,m(vr)}
gilt, dann muss 6[,'# > 2 gelten.-Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Mit diesem Lemma konnen wir nun zeigen, dass es zu jeder Permutation o eine Permuta-
tion 7 mit OF = 1 gibt, die weniger Clough-Tocher Elemente enthilt. Somit enthalt die
Menge {7 : ©F = 1} eine optimale Permutation.
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€3

Abbildung 8: Triangulierung mit Flaps und Chords

Lemma 3.3. Sei o eine Permutation, dann gibt es eine Permutation m mit ©f = 1 und

O + 07 < 03 +69.

Beweis: Sei A := {T;:67 <1}, B:= A\ Aund 4,, Aé, e, Ay die zusammenhéingenden
Komponenten von A. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der Anzahl der
Komponenten von A.

Sei m = 1, dann definieren wir fiir T; € 4; = A:
={j:0(j) £0(i);T; € A}|

Somit gilt 67 < 87 < 1 fiir alle 7; € A. Angenommen es gibe zwei Dreiecke T;,,T;, € A
mit ¢ = t7 = 0. Da A zusammenhéngend ist, gibt es eine zusammenhdngende Kette
T;, =: Ty, Ty, - -, Ty, := T, von Dreiecken in A. Sei wieder v, so gewahlt, dass

7(v,) = max {W(Vl), o m(vr)}

gilt. Wegen 07 = 07, =0 folgt p # 1 und p # r und somit 2 < o7, < g7, Dies steht aber
im Wlderspruch zur Deﬁmtlon von A. Da A zusammenhéngend ist konnen wir nun 7 () fir
T, € B so definieren, dass 67 > 1 gilt. Somit folgt ©F = 1 und 03 + 0% < |B| = 0 + ©3.

Sei nun m > 1 und die Behauptung gelte fiir m — 1. Nach Voraussetzung koénnen wir A
durch Entfernen der Dreiecke aus B in die Komponenten Aj,. .., An, zerlegen. Wir wahlen
eine minimale Menge B, C B, so dass A, eine Komponente in A\ By, ist und setzen
A=A\ (AnUBy). FirT; € A definieren wir

(i) = HJ 1o(J) < U(ib‘);Tj < AH

Somit gilt 87 < 8¢ und ©F + 0§ < |B|—|Bm|. Da A genau mm — 1 Komponenten hat, gibt
es nach Induktlonsvoraussetung eine Bijektion 7 mit @2 =1 und ©F + 0F <03 + 0§ <
|B| — |Bm|. Wir setzen nun 7 (i) := 7(3) fir alle T; € A. Da B,, minimal gewahlt wurde,
gibt es ein Dreieck T, € By, so dass AU{T,} U A, zusammenhingend ist. Sei T ein




benachbartes Dreieck von T),, dann wéhlen wir fiir A,, eine Bijektion m, mit ;™ = 0
nach Lemma 3.2 und setzen

7&):Lﬂ+1+mﬂﬂ T, € Ap

Mit Lemma 3.2 folgt 67 > 1 fiir alle T; € Ay, U {T,}. Wir zeigen nun, dass es maximal
ein Dreieck T} € Ap'U {T,,} mit 67 > 2 gibt. Hierzu unterscheiden wir zwei Fille. Hat T},
nur eine gemeinsame Kante mit Ay, dann gilt 87 = 1 fiir alle T; € A, nach Lemma 3.2.
Hat T}, zwei gemeinsame Kanten mit A, dann glbt es ein benachbartes Dreieck T; € A,
mit 9” = 2. In diesem Fall hat aber T}, nur eine gemeinsame Kante mit A, so dass gy =1
folgt. Analog wie im Fall m =1 konnen wir nun 7(3) fiir die Dreiecke T; € By, \ {T.} so
definieren, dass 87 > 1 gilt und erhalten

0F + 07 < OF + 0% +|By| < |B| =07 + 6%

sowie OF = : a

Wir werden nun eine Charakterisierung fiir eine optimale Permutation m mit Hilfe des
Matching-Problems der Graphentheorie liefern. Diese Charakterisierung werden wir an-
schlieBend fiir spezielle Klassen von Triangulierungen verwenden. Im folgenden sei G =
(V,E) ein Graph mit der Knotenmenge V' und der Kantenmenge E. Fiir V C V bezeich-
nen wir mit G[V] den induzierten Teilgraphen mit der Knotenmenge V und allen Kanten
aus E, die mit zwei Eckpunkten aus V inzidieren. Weiter schreiben wir G-V fir G[V\ V).
Es folgt nun die Definition eines Matchings M fiir einen Graphen G.

Definition 3.4. Sei G ein Graph ohne Schlingen und mehrfache Kanten, dann heifit M C
E ein Matching von G, falls es nur knotendisjunkte Kanten enthalt. M heifit mazimales
Matching, falls es kein Matching M’ C E mit mehr Elementen gibt. M heifit perfektes
Matching, falls alle bis auf maximal ein Knoten mit einer Kante aus M inzidieren. Weiter
setzen wir

(@) := max {|M] : M ist Matching von G}

Ein Matching M C E mit k£ Kanten enthilt genau 2k Knoten aus V. Somit kann es nur
ein perfektes Matching mit allen Knoten geben, wenn die Anzahl gerade ist. Hier zeigt
sich bereits ein Zusammenhang zwischen dem Unterteilungsproblem und dem Matching-
Problem in Graphen. Fiir eine beliebige Triangulierung A wollen wir im folgenden mit Ga
den, durch die Menge alle inneren Eckpunkte induzierten Teilgraphen von A bezeichnen.
Betrachten wir wieder die Triangulierungen aus Abbildung 7, dann hat der Graph im ersten
Fall genau eine Kante mit den beiden inneren Eckpunkten. Somit gibt es ein perfektes
Matching M = E von G, und es gilt |[M| = 3. Im zweiten Fall gilt B = 0, so dass
ein maximales Matching keine Elemente enthilt. Auch in diesem Fall gilt [M| = ©3 = 0.
Dies deutet darauf hin, dass ein Zusammenhang zwischen der Anzahl eines maximalen
Matchings und ©3 besteht. '

Wir kénnen nun in natiirlicher Weise jeder Permutation m ein Matching M zuordnen,
indem wir jedes Clough-Tocher Element T;, das zwei innere Eckpunkte v;; und v;, besitzt,




aus der Triangulierung entfernen und die Kante v;;7;, dem Matching M hinzufiigen. Bei
dieser Vorgehensweise in allerdings weder M noch die Anzahl eines solchen Matchings M
eindeutig bestimmt. Wegen Lemma 3.3 gibt es allerdings immer eine optimale Permutation
7 mit ©F = 1, so dass wir uns auf diese Félle beschrinken kénnen.

Definition 3.5. Sei M ein Matching von G und 7 eine Permutation mit ©F = 1, dann
heifit M von 7 erzeugt, wenn ©F = |M| gilt und jede Kante von M an genau einem Dreieck
T; mit 07 = 3 liegt. '

Das folgende Lemma sichert die Existenz eines, von 7 erzeugten Matchings M.

Lemma 3.6. Sei w eine Permutation mit ©Ff = 1, dann gibt es ein von m erzeugtes
Matching M.

Beweis: Wir betrachten die Menge 7 := {T; : 67 = 3} und werden zeigen, dass man die
Clough-Tocher Elemente T; € 7 so aus der Triangulierung entfernen kann, dass in jedem
Schritt mindestens zwei innere Eckpunkte zu dufieren Eckpunkten werden. Diese Paare
- von inneren Eckpunkten liefern dann das gesuchte Matching M. Hierzu setzen wir T:=0
und bestimmen ein Dreieck T}, € T \ T, dass mit einem Dreieck T; € T verbunden ist.
Gibt es kein solches Dreieck, dann wahlen wir ein beliebiges Dreieck 17, € T\T In beiden
Fillen wird T}, zu 7 hinzugefiigt und der Schritt solange wiederholt, bis 7\ 7 = 0 gilt.

Zunichst kann jedes Dreieck Ty, € 7 iiber maximal einen Eckpunkt mit einem anderen
Dreieck T; € T verbunden sein. Andernfills hitten die beiden Dreiecke eine gemeinsame
Kante, so dass 87, < 3 oder 87 < 3 gelten muss. Wir nehmen an, dass der Algorithmus ein
Dreieck Tj, € T\ T bestlmmt dass mit zwei Dreiecken Tj,,T;, € T verbunden ist. Da der
Algorithmus zuerst alle zusammenhéngenden Dreiecke auswahlt, muss es eine Folge von
Dreiecken Ti, = T3, Tjy,- .-, Ty, = Tiy € T geben, so dass T}, und T},,, einen gemein-
samen Eckpunkt haben. Also enthéilt Tm,TJl, ., T}, einen geschlossenen Kreis. Da alle
Dreiecke in 7 drei benachbarte Dreiecke besitzen, gibt es Dreiecke T; ¢ 7 innerhalb und
auBerhalb des Kreises und somit mindestens zwei Dreiecke mit 9}-’ = 0. Dies steht jedoch
im Widerspruch zur Voraussetzung. : [

Wir erhalten hieraus das folgende wichtige Ergebnis.
Satz 3.7. Fir jede Triangulierung gilt ©(A) > Vi — a(Ga) und die Gleichheit genau
dann, wenn es ein mazimales Matching M gibt, dass von einer Permutation 7 erzeugt ist.
Beweis: Ist M, ein maximales Matching, dass von einer Permutation 7 erzeugt ist, dann
gilt mit (6):

O(A) <O +0F =V — |Mg| =V —a(Ga)

Sei nun o eine beliebige Permutation, dann gibt es nach Lemma 3.3 eine Permutation
7 mit ©F = 1 und O + 0§ > ©F + ©3. Nach Lemma 3.6 gibt es ein von 7 erzeugtes
Matching M. Also folgt wieder mit (6): v

@g—i*@g Z@g"‘@W:VI—@g:VI—lel

und somit ©(A) > Vi — a(Ga) und O(A) > Vi — a(Ga), falls |[M;| < .a(Ga) fiir jedes,
von einer Permutation 7 erzeugtes Matching M, gilt. O




Eine optimale Lésung 7 enthélt also mindestens V7 —a(Ga) Clough-Tocher Elemente. Im
allgemeinen muss allerdings nicht die Gleichheit gelten. Der Graph G a der Triangulierung
aus Abbildung 9 besitzt ein perfektes Matching mit den sechs gekennzeichneten Kanten.
Man sieht aber leicht, dass es keine Permutation 7 fiir A mit ©f = 1 und ©F = 6 =
Vi/2 gibt. Die Abbildung zeigt eine optimale Losung mit den Clough—Tocher Elementen

Cla

.Cy, fur die ©f =1, ©F = 2 und O3 = 5 gilt.

Ty T,
Ch T3
Co |Th
Ty7 L QAT
T Cr
111 Tis Ce Iy
Cz | Tas
Tio T4 Too Ts
T3 T
Tho ales T
Ty Ts
Ty _ T

Abbildung 9: Triangulierung mit ©(A) > Vi — a(Ga)

Insofern kann man auch nicht erwarten, zu jedem Matching M eine Permutation 7 zu
finden, die M erzeugt. Andernfalls miisste in Satz 3.7 immer die Gleichheit gelten. Ein
solches Matching muss somit eine zusétzliche Eigenschaft erfiillen. Das folgende Lemma
liefert eine Charakterisierung dafiir, dass es zu einem Matching eine erzeugende Permu-
tation gibt. Diese Charakterisierung werden wir im folgenden Abschnitt verwenden, um
Aussagen iiber spezielle Triangulierungen herzuleiten.
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Lemma 3.8. Sei M = {ey,...,ex} ein mazimales Matching von Ga. Gibt es eine Folge
von Teilgraphen § = Gy C Gy C --- C G C Ga, so dass e; ein dufere Kante von G; ist,
dann gilt ©(A) = Vi — a(Ga).

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach Vj, dass es eine Permutation 7 mit 07 =1
und. ©F = [M] gibt. Fiir V7 < 1 bestimmen wir 7 induktiv und definieren Ay := A. Sei
nun A,, n > 1 definiert, dann wihlen wir Dreieck T; am Rand von A,, so dass A, \ {T;}
zusammenhingend ist und setzen (i) := n und Ap_; = Ay \ {Ti}. Da A, fiir alle n
zusammenhingend ist, gilt offensichtlich ©F =1 und ©F =0 = |M]|.

Sei nun V7 > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Triangulierungen mit weniger als V7
Eckpunkten. Gibt es einen Eckpunkt v; von Ga mit deg(v;) = 0, dann kann v; in keinem
Matching von Ga enthalten sein. Also ist M ein maximales Matching von Ga — {v;}. Da
die Zelle um v; nur duBere Eckpunkte von A enthilt, gibt es ein Dreieck T), := A(vi, vj, vk)
mit einer duferen Kante 7;7x von A. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir A\ {7}
eine Bijektion 7# mit ©g = 1 und ©3 = |M|. Setzt man w(v) := #(v) fiir v # p und

. w(p) :== N, dann folgt die Behauptung. o .

Enthilt Ga keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) = 0, aber eine duflere Kante w;v; € M,
dann wihlen wir ein Dreieck T, := A(vs,vj,vx) mit einem dufleren Eckpunkt vg von A.
Da M ein maximales Matching von Ga ist, ist M \ {7;7;} ein maximales Matching von
Ga — {vi,v;}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fir A\ {T,} eine Bijektion 7 mit
9 = 1 und O3 = |M| — 1. Setzt man wieder n(v) := 7(v) fiir v # p und 7(p) := N, dann

folgt ©g = 1 und O3 = |M|. '

Gibt es schlieBlich in Ga keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) = 0 und keine duflere Kante
7;0; € M, dann muss es nach Voraussetzung einen dufleren Eckpunkt v; von G gegeben,
der mit keiner Kante aus M inzidiert. Da M aber maximal ist, miissen umgekehrt alle
benachbarten Eckpunkte v; von v; Eckpunkt einer Kante aus M sein. Andernfalls kénnte
man M durch Hinzunahme der Kante v;0; vergroferen. Wir ersetzen deshalb eine Kante
mit Eckpunkt v; durch die Kante ;57 und erhalten so ein maximales Matching M fiir Ga.
Mit dem gleichen Beweis wie oben folgt nun wieder die Behauptung.

" Fir 7 gilt somit ©F = 1 und ©F = |M| und nach Lemma 3.6 gibt es ein von 7 erzeugtes
Matching M’. Wegen |M'| = ©F = | M| ist M’ maximal, so dass ©(A) =V — a(Ga) aus
Satz 3.7 folgt. ’ a

3.2 Spezielle Triangulierungen

In diesem Abschnitt werden wir verschiedene Klassen von Triangulierungen betrachten.
* Fiir Triangulierungen ohne separierende Dreiecke kdnnen wir zeigen, dass in Satz 3.7
immer die Gleichheit gilt. Hierbei heifit ein Dreieck T separierend, wenn A Eckpunkte
innerhalb und auBerhalb von T besitzt. Mit den Ergebnissen fir Triangulierungen ohne
separierende Dreiecke erhalten wir auch Aussagen {iber optimale Lésungen fir Al- und
A?-Triangulierungen.

Lemma 3.9. Sei A eine Triangulierung ohne separierende Dreiecke und ohne Flaps, dann
gibt es ein mazimales Matching M mit mindestens einer dGuferen Kante.
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- Beweis: Seien v1,...,v, die dufleren Eckpunkte und M ein maximales Matching von A.
Besitzt A keine Chords, dann gibt es nach Dillencourt [14] zu jeder dufleren Kante e einen
Hamiltonkreis, der durch e geht. Also gibt es auch ein perfektes Matching, das e enthélt.

Sei nun A eine Triangulierung mit Chords und 7;v; ein Chord, so dass v;41,...,v;-1 keine
Eckpunkte eines Chords sind. Wir zerlegen A entlang der Kante ;75 in die Teiltriangu-
lierungen A; mit den dufleren Eckpunkten v;,...,v; und Ay mit den duferen Eckpunkten
Vl,...,Vi, V..., Un. Nach Konstruktion enthilt A; somit keinen Chord und v;v; als dufle-
re Kante. Wir bezeichnen nun mit My C M die Kanten aus dem Matching M, bei denen
beide Eckpunkte in der Teiltriangulierung As enthalten sind und setzen M; := M\ M;. Da
A1 keine separierenden Dreiecke und keine Chords enthalt, gibt es nach Dillencourt [14]
einen Hamiltonkreis ey, ..., ek, der durch die drei dufleren Kanten e; = ¥;%;, €2 = D051
und e3 = T;110;+2 geht. Weiter gilt v;1o # v; und k > 4 fiir k£ gerade bzw. £ > 5 fiir &
ungerade. Es lassen sich nun die folgenden Fille unterscheiden:

(i) M, enthilt keine Kante mit dem Eckpunkt v; oder v;. Wir setzen

N = {e1,es3,...,ex—2} k ungerade
b {e1,es3,...,ex—1} Kk gerade

Dann gilt
~ k
] = | & | > 1
(ii) M, besitzt eine Kante mit dem Eckpunkt vj;, aber keine Kante mit dem Eckpunkt

v;. WIr setzen

it = {e2,e4,...,€x—1} Kk ungerade
b {ez,eq,...,ek—2} Kk gerade
Dann gilt
N E—1|
|M| = {TJ > | M|
(iii) M, besitzt Kanten mit den Eckpunkten v; und v;. Wir setzen

M = {63,65,--.,6k_2} k ungerade
. {es,es,...,ex—1} Kk gerade
Dann gilt
~ k-2
I8y = [—Q—J > My

In allen drei Fillen gilt M; N M, = 0 und wir erhalten mit M := M, U M, eine Menge von
knotendisjunkten Kanten. Also folgt:
| M| = |My| + |My| > | My + | M| = M|

so dass M ein maximales Matching ist. Dieses enthilt mit ey oder e3 eine duflere Kante
von A. O
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- Mit diesem Lemma konnen wir nun die Aussage aus Satz 3.7 fiir Triangulierungen ohne
separierende Dreiecke verschéirfen.

Satz 3.10. Sei A eine Triangulierung ohne separierende Dreiecke, dann gilt ©(A) =
Vi — a(Ga).

Beweis: Wir zeigen, dass es ein maximales Matching von Ga mit der Eigenschaft aus
Lemma 3.8 gibt. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach |V;|. Fir |V7| < 1ist M =0
offensichtlich ein maximales Matching, das die Bedingungen erfiillt.

Sei nun V7 > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Graphen Ga mit weniger als V7 Knoten.
Wir wihlen ein maximales Matching M von Ga. Gibt es einen Eckpunkt v; mit deg(v;) =
0, dann kann v; in keinem Matching enthalten sein. Also ist M ein maximales Matching
von Ga — {v;}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein maximales Matching M von
Ga — {v;} mit der Eigenschaft aus Lemma 3.8. Damit ist aber M auch ein maximales
Matching fiir Ga, das die Voraussetzungen aus Lemma 3.8 erfiillt.

" Gibt es einen Eckpunkt v; mit 1 < deg(v;) < 2, dann sind alle Kanten mit dem Eckpunkt
v; duflere Kanten von G a. Enthilt M eine Kante 7;0; mit dem Eckpunkt v;, dann kénnen
wir nach Induktionsvoraussetzung fiir Ga — {v;,v;} ein maximales Matching M mit der
Eigenschaft aus Lemma 3.8 wihlen. Da M \ {7707} ein Matching von Ga — {v;,v;} ist,
muss |[M| > |M| — 1 gelten. Somit ist M U {w;0;} ein maximales Matching fiir Ga mit der
Eigenschaft aus Lemma 3.8. Gibt es keine Kante mit Eckpunkt v; in M, dann muss jeder
benachbarte Eckpunkt v; von v; mit einer Kante aus M inzidieren. Andernfalls kénnte
man M durch Hinzufiigen der Kante 7;u; vergréfiern. Wir entfernen nun eine Kante mit
Eckpunkt v; aus M und fiigen 77; hinzu. Das neue Matching hat die gleiche Ordnung
und ist somit wieder maximal. Mit dem gleichen Beweis wie oben folgt die Behauptung.

Gibt es schlieBlich in G a keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) < 2, dann ist G a eine Triangulie-
rung ohne separierende Dreiecke und ohne Flaps. Nach Lemma 3.9 gibt es ein maximales
Matching M mit einer dufleren Kante 7;7;. Die Behauptung beweist man nun wieder wie
im Fall 1 < deg(v;) < 2. a
Triangulierungen ohne separierende Dreiecke sind beispielsweise gleichmifBige oder de-
formierte A! und AZ%-Triangulierungen (zur Definition von deformierten Al- und A2
Triangulierungen sieche Davydov, Niirnberger, Walz und Zeilfelder [9]). Mit Satz 3.10 er-
halten wir fiir solche Triangulierungen die folgenden Aussagen.

Korollar 3.11. Gegeben sei eine A}I,m—Triangulierung mit n Spalten und m Zez’len. Dann
gilt:

—1)(m-1
oo, = [ A=
’ 2
Beweis: Seien Q;j, i = 1,...,n,j = 1,...,m die Vierecke der Partition mit den Eck-
punkten v;_1;-1, Vi,j—1, Vi3 und Vi—1,j- Dann sind v; 4, 1 = 1,. -1,7=1,...,m—-1

die inneren Eckpunkte von A. Ist n ungerade, dann erhilt man mlt

. n—1 .
M:={’Ugi_l’j’ugi)jl’l,=1,..., ,J:l,...,m—l}




ein perfektes Matching fiir Ga. Analog folgt dies fiir m ungerade. Sind n und m gerade,
dann ist

. n—2 .
M:={U2i_1,j'f)2i,j3z=1,..., 5 ,j=1,...,m—1}

, . m — 2
U< Un=1,2j-10n-1,2; : ] = 1,..+, 5

ein perfektes Matching. Also gilt a(Ga) = [(—"’:—llgl";llJ und es folgt

N L L L

2
nach Satz 3.10. O

Tw /| T T3 Tyr T
Ty Tig T4 Tos T30

T3 Cy Tis Cs T3
Ty T Ti7 T3 T33

Ts 03 T18 07 T34
Ts Thg Tao Tss T36

Ty Cy T Cs T37
T3 To9 Tas T3s T39

T Cq To4 Cs Tso
T Tos Toe Tu Ty

Abbildung 10: Perfektes Matching und optimale Nummerierung fiir A%,s

Die Abbildung 10 zeigt ein perfektes Matching fiir n = m = 5 und eine zugehdrige optimale
Permutation 7 mit den Clough-Tocher Elementen Cj,...,Cs.

Im Gegensatz zu einer AI—T‘riangulierung besitzt der Graph Ga einer A2-Triangulierung
kein perfektes Matching. Deshalb gilt hier immer ©(A) > V7 /2.

Korollar 3.12. Gegeben set eine A%’m-Triangulierung mit n Zeilen und m Spalten. Dann
gilt:

' @(Ai’m) =nm

31




Beweis: Seien wieder Q;;, ¢ =1,...,n, 7 =1,...,m die Vierecke der Partititon mit den
Eckpunkten v;_1 j_1, vi j—1, v;,; und v;_1 ;. Weiter bezeichne w; ; den singuldren Eckpunkt
im Viereck Q; ;. Dann sind v;;,¢=1,...,n—1,7=1,.... m—1und w;; i = 1,...,n,
j =1,...,m die inneren Eckpunkte von A%’m und es gilt V; = (n —1)(m — 1) + nm. Wir
erhalten nun mit

M:={wi,j'uz~,j:i=1,...,n-—1,'j:1,...,m—1} : (7)

ein Matching mit |M| = (n — 1)(m — 1).

Wir zeigen durch Induktion nach n, dass jedes Matching von Ga maximal die Ordnung
(n —1)(m — 1) hat. Fiir n = 1 besitzt A2 nur die singuldren Eckpunkte w; ; als innere
Eckpunkte und somit hat Ga keine Kanten. Sei nun n > 1 und die Behauptung gelte
fiir n — 1. Wir wihlen ein Matching M und zerlegen dieses in die disjunkten Mengen
M, = {e € M : e ist Kante von GAﬁ_lm} und My := M \ M. Ist nun e € Ms, dann
muss die Kante mindestens einen ECkpﬁnkt Un—1,; oder wy ; besitzen. Da die singuldren
_Eckpunkte wy, ; nur zu den Eckpunkten v,_3,;—1 und v,_1; benachbart sind, kann M,
maximal m — 1 Kanten enthalten. M7 ist nun ein Matching fir G A2_, SO dass nach
Induktionsvoraussetzung |Mi| < (n — 2)(m — 1) gilt. Also folgt [M]| < (n —1)(m—1) und
somit ist das Matching aus (7) maximal. Mit Satz 3.10 erhalten wir wiederum @(A%’m) =
Vi — a(Ga) = nm. ; O]

Die Abbildung 11 zeigt ein maximales Matching mit 9 Kanten fiir den Fall n = m =

4. Fiir eine optimale Permutation 7 gilt ©f = 9, ©7 = 7 und man erhélt somit 16

Clough-Tocher Elemente C1, ..., Ci¢. Fiir A2-Triangulierungen ist allerdings zu bemerken,

dass der singulire Eckpunkt in jedem Viereck im allgemeinen kein echter Eckpunkt der

Triangulierung ist, sondern durch Einzeichnen der beiden Diagonalen konstruiert ist. In

diesem Fall sind auch keine Interpolationsdaten an den singuldren Eckpunkten gegeben.

Man kann deshalb leicht einen Interpolanten ohne Unterteilung der Dreiecke angeben (vgl. -
Lai [20, 21] und Laghchim-Lahlou und Sablonniére [19]).

Eine weitere Klasse von Triangulierungen ohne separierende Dreiecke sind Nested-Polygon
Triangulierungen (vgl. Niirnberger und Zeilfelder {26]). Auch fiir diese Klasse gilt somit
die Gleichheit in Satz 3.10. Dagegen kénnen in Delaunay-Triangulierungen separierende
Dreiecke auftreten. Im allgemeinen wird es aber nur sehr wenige separierende Dreiecke
in Delaunay-Triangulierungen geben. Dies ist darin begriindet, dass die Winkel zweier
benachbarter Dreiecke ein Bedingung erfiillen miissen. Ist U777 eine innere Kante, 77 =
A(vi,ve,v3) und Ty = A(vy, v, vs) die anliegenden Dreiecke und i, g der Winkel im
Eckpunkt v3 bzw. v4, dann muss in einer Delaunay-Triangulierung

o1 + ag < 180°

gelten (vgl. Dillencourt [15]). Da in einem separierenden Dreieck mindestens ein Winkel
a > 120° existiert, besitzen Delaunay-Triangulierung im allgemeinen nur wenige separie-
rende Dreiecke. Es ist deshalb zu.vermuten, dass fiir viele Delaunay-Triangulierung in Satz
3.7 die Gleichheit gilt. Nach Dillencourt [15] besitzt aber jede Delaunay-Triangulierung
ein perfektes Matching, so dass man fiir viele Delaunay-Triangulierung sogar eine optima-

le Losung mit [‘—gl-l Clough-Tocher Elementen erwarten kann. Es ist jedoch zu beachten,




Cy Cs Cr2 Cis
T T2 | Tis Tis | Tos Tor | T37 T39
Tio T4 T Tss
Ts / Tie Tag T4o
T3 Cs | Ty Cr | Tae X Cu1 | Ta Cis
Ty Tis T30 Tyo
Ts AT T3 Ty3
Ts " Cy | Too X Cs | T3 Cro | Taa Cia
T T Ts3 Tys
Ts Tho T34 Ty
T Cy | Tos Cs | T35 Cy | Tyr Cis
T To4 T36 Tug

Abbildung 11: Maximales Matching und optimale Nummerierung fiir AEA

dass dies nicht zwingend aus dem Satz von Dillencourt folgt, da der Graph G zu einer
Delaunay-Triangulierung im allgemeinen keine konvexe Triangulierung und damit keine
Delaunay-Triangulierung mehr ist. Der Graph kann sogar Eckpunkte mit deg(v) = 1 ha-
ben, so dass er nicht einmal eine Triangulierung ist.

Das Gegenbeispiel aus Abbildung 9 zeigt, dass man auch fiir Triangulierungen mit ” weni-
gen” separierenden Dreiecken die Giiltigkeit von Satz 3.10 erwarten kann. Fiir die Triangu-
lierung aus der Abbildung gilt ©(A) > V; —a(Ga), so dass sie nach Satz 3.10 separierende
Dreiecke besitzen muss. In diesem Beispiel ist sogar jedes Dreieck von G in einem sepa-
rierenden Dreieck enthalten und es geniigt bereits ein Kante zu tauschen (bspw. die Kante
zwischen den Dreiecken Ti9 und C3), um eine Triangulierung mit den gleichen Eckpunkten
zu erhalten, fiir die ©(A) =6 = V; — a(Ga) gilt.

4 Interpolation in S}(A)

In diesem Abschnitt wollen wir den Splineraum S}(A) ausfiihrlich behandeln und zusétz-
lich zu den Hermite-Interpolanten aus Abschnitt 2.2 ein Lagrange-Interpolationsschema
angeben. Aus Satz 2.5 und 2.8 erhilt man fiir jede Funktion f € C'() einen (reduzier-
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ten) Hermite-Interpolanten s € S} (A), der durch die folgenden Bedingungen eindeutig
bestimmt ist.

(i) Fiir jeden Eckpunkt v; € A gelte:

s(vi) = f(w)
Dzs(vi) = Dz f(v;)
Dys(vi) = Dy f (vi)

(ii) Fir jedes Dreieck T; = A(vj1,vi2,v;3) mit 6; € {0,2} sei

e = Vi,1V4,2 fiir 91; =0
(2R .
V4,3V4,1 fiir 9,; =2

und z; ein Vektor, der nicht parallel zur Kante e; verlduft. Weiter sei w; ein Punkt
im Innern der Kante e;. Dann gelte:

D,,s(w;) = Dy, f(w;) firr den vollstindigen Interpolanten
D,.sle, € II; fiir den reduzierten Interpolanten

Fiir eine Nummerierung der Dreiecke mit §y = 1 und € = 0 entspricht der vollstdndige
Hermite-Interpolant im wesentlichen dem reduzierten Interpolanten. Lediglich im Drei-
~eck Ty benétigt der vollstindige Interpolant eine zusitzliche Ableitung. Wir kénnen des-
- halb erwarten, dass der reduzierte Interpolant das gleiche Approximationsverhalten wie
der vollstindige Interpolant besitzt. Mit dem reduzierten Schema erhalten wir einen In-
terpolanten, der nur Funktionswert und erste partiellen Ableitungen in den Eckpunkten
bendtigt. v

Wir behandeln nun die Lagrange-Interpolation in S} (A). Eine lokale Methode fiir die
Lagrange-Interpolation mit kubischen Splines haben Niirnberger und Zeilfelder [24] be-
schrieben. Auch sie verwenden einen Clough-Tocher Split in einigen Dreiecken. Im alige-
meinen bendtigen sie aber fiir ihre Methode mehr Clough-Tocher Elemente als wir. Dafiir
ist ihr Interpolationsschema lokal und sichert somit ein optimales Approximationsverhal-
ten. :

Wir definieren nun eine Interpolationsmenge fiir S%([l) Wie wir in Abschnitt 3 bereits
gezeigt haben, geniigt es Nummerierungen mir ©g = 1 zu betrachten und setzen dies im
folgenden voraus. Fiir ein Dreieck T; = A(v; 1,42, v4,3) mit 6; = 0 wihlen wir nun sechs
Punkte w;1,...,w;is, so dass v;j, w;2j-1,W; 25, Vi,j+1 Paarweise verschiedene Punkte auf
der Kante U; ;v; ;41 sind. Weiter wihlen wir einen beliebigen Punkt w; 7 im Inneren von
T; und definieren

A= {vi1,...,0i3,Wi1,..., Wi}

Gilt 8; = 1, dann lassen sich zwei Fille unterscheiden. Enthilt die Teiltriangulierung A;_;
bereits alle drei Eckpunkte v;; von Tj, dann setzen wir A; = (. Dieser Fall tritt genau
dann ein, wenn T; Nachbar eines Dreiecks T; mit 6; = 3 ist und alle anderen Nachbarn
von T} einen niedrigeren Index haben. Sind dagegen nur die beiden Eckpunkte v;; und
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v;2 in A, enthalten, dann wéhlen wir jeweils einen inneren Punkt w; j, 7 = 1,2 auf den
beiden Kanten ; ;0; 3 und setzen ’

A; = {viz, w1, wio}
Fiir §; = 2 wihlen wir einen Punkt w; € T;3 \ 7;,10;,3 und setzen A; := {w;}. Schlieflich
definieren wir A; := 9 fiir §; = 3. : ’
Satz 4.1. Seien A; wie oben definiert und A = ﬁ_l A;, dann gibt es einen eindeutig

bestimmten Spline s € S (A), so dass s(v) = f(v) fir alle v € A gilt.

Beweis: Gilt §; = 0, dann enthélt A fiir jede Kante e; ; von T; vier Punkte auf e; ;. Diese
bestimmen das univariate Polynom entlang dieser Kante und somit alle vier Bernstein-
Bézier-Koeflizienten auf e; ;. Weiter enthélt A einen Punkt w; 7 im Inneren von T;, so dass
Aj > 0 fiir die baryzentrischen Koordinaten (A1, A2, A3) von w7 gilt. Aus Satz 1.1 folgt

g Flwsg) = anany aBa(N)
1L = 62123

Fiir §; = 1 werden die Koeffizienten ¢!, mit o3 < 1 durch die C!-Bedingung an der Kante
U;10;,2 bestimmt. Ist der Eckpunkt v;3 in der Teiltriangulierung A;_; enthalten, dann
berechnen sich die verbleibenden drei Koeffizienten ¢!, mit a3 > 2 aus der C'-Bedingung
im Eckpunkt v; 3. Im anderen Fall erhilt man chy; = s(vi3) = f(vi;3) nach Satz 1.2. Weiter
enthilt A einen Punkt w;; im Inneren der Kante ¥; 17;3. Seien (1 —X,0,A) mit 0 < A < 1
die baryzentrischen Koordinaten von w; 1, dann folgt '

o = flwi1) — (11— )\)302500 =31 - )‘)30301 - /\30603
102 3X2(1 - )\)

Analog berechnet sich c%;,, so dass alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten auf T; bestimmt
werden konnen. :

Gilt nun ; = 2, dann ergeben sich alle Koeffizienten cd mit ag < 1 bis auf czf'll aus den
C'-Bedingungen iiber die Kanten und in den Eckpunkten von T;. Nun enthilt A einen
Punkt w; in Tj 3, der nicht auf der Kante v;,17; 3 liegt. Seien A die baryzentrischen Koor-
dinaten von w; beziiglich T; 3, dann ergibt sich aus der Interpolationbedingung und den
C'-Bedingungen an den inneren Kanten des Clough-Tocher Elements das Gleichungssy-
stem

3 -1 -1 0 €003 Y
0 3 0 -1 chOQ _ Yo
0 0 3 -1 Cola Y3
/\% 3)\1)% 3/\2}\§ 61 A2 3 01.1311 Y4

mit geeigneten Werten ; € R. Fiir die Koeflizientenmatrix A erhdlt man wegen A; > 0
und A3 # 0

det A = 162X dod3 + 27TA1 A2 + 270002 + 625 > 0
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Also sind die vier Koeffizienten c, ci3, ¢, €}y €indeutig bestimmt und aus den C!-
Bedingungen ergeben sich nun die verbleibenden Koeffizienten in T;; und T; ,.

Fir den Fall f; = 3 erhilt man nach Satz 2.5 alle Koeffizienten direkt aus den C!-
Bedingungen. Also lassen sich alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten von s aus den Inter-
polationsbedingungen berechnen, und analog zum Beweis aus Satz 2.5 folgt:

dim S3(A) <10+3(0; —©03) +©2=3(01 —03+3)+ O +1 =3V + 0y +1
Andereseits gilt nach Satz 1.7 mit (6):

dim S3(A) >3V +2(Vi +©02 +03) +1 =3V + 0, + 1

so dass s eindeutig bestimmt ist. O

Im Gegensatz zum Hermite-Interpolanten aus Satz 2.5 lassen sich fiir den Lagrange-
Interpolanten nur die Koeffizienten in den Eckpunkten lokal aus den Interpolationswerten
berechnen. Insofern kann man nicht erwarten, dass der Interpolant fiir alle Interpolations-

" mengen ein vergleichbares Approximationsverhalten besitzt.

5 Nummerische Erg'ebnisse

In diesem Abschnitt liefern wir nummerische Ergebnisse fiir unsere Interpolationsmethode.
Fiir kubische C!-Splines haben wir den Hermite-Interpolanten berechnet und mit dem
vollstindigen Clough-Tocher Split nach Laghchim-Lahlou und Sablonniére [18] verglichen.
Fiir die Berechnungen wurden Delaunay-Triangulierungen aus zuféllig verteilten Punkten
verwendet. Die Unterteilung haben wir nach dem folgenden Algorithmus bestimmt.

Algorithmus 5.1. Bestimmung einer Permutation 7 mit o=

Eingabe: Liste A von Dreiecken
Awusgabe: Liste m von Integer

Initializiere zwei leere Warteschlangen @ und Q2
markiere Dreieck T} und fiige 1 in Q ein
n:=1
Solange ) oder Q) nicht leer ist
Falls Q nicht leer ist
hole nichsten Wert m von @
Falls T, zweil markierte Nachbarn hat
fiige m in Q2 ein und gehe zum Anfang der Schleife
. Sonst
hole nichsten Wert m von Qs
m(m):=n,n:=n+1
Fiir alle unmarkierten Nachbarn T; von Tp,
markiere Dreieck T;
fiige 7 in @ ein
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Der Algorithmus berechnet im allgemeinen keine optimale Lésung. Fiir die verwendeten
Triangulierungen erhielten wir aber gute Lésungen mit weniger als 0.6V; Clough-Tocher
Elementen. Die folgende Tabelle zeigt die Parameter der einzelnen Triangulierungen.

N Vi o) | h

A 56 19 12 | 557 el
Aq 175 | 67| 39 |3.10e1
As 609 | 242 | 141 | 1.66 e-1
Ag| 2263 | 921 | 533 |1.06e1
As | 8816 | 3879 | 2185 | 6.70 e-2
Ag | 31933 | 15005 | 8365 | 3.20 e-2
A7 | 118021 | 53721 | 30176 | 1.80 e-2

Tabelle 1: Parameter der Triangulierungen

_Hierbei bezeichnet ©(A) die Anzahl der Clough-Tocher Elemente fiir die Nummerierung
 nach Algorithmus 5.1 und h; die maximale Kantenlinge der Triangulierung A,;. In allen
Beispielen haben wir Franke’s-Testfunktion

: — _9)2
o =S (I o 0

1 (_(gx -2+ (9y — 3)2> 1

+ 5 exp 1 —exp (—=(9z — 4)* = 9y — 7)?)

auf dem Rechteck © := [0,1] x [0,1] interpoliert. Fiir unsere Unterteilung A und den
vollstindigen Clough-Tocher Split Acr erhielten wir die folgenden Ergebnisse.

SHA)  SiAen)
Dim. € &; Dim. € &;
A4 123 | 3.42 e-1 | 3.19 211 | '1.26 e-1 | 2.24
Ay 342 | 4.97 e-2 | 2.16 614 | 3.25 e-2 | 1.48
As 1148 | 1.29 e-2 | 4.26 2084 | 1.29 e-2 | 5.68
Ay 4178 | 1.91 e-3 | 4.40 7638 | 1.01 e-3 | 3.40
As | 15309 | 2.48 e-4 | 3.62 | 28571 | 2.09 e-4 | 4.06
Ag | 52516 | 1.67 e-5 | 3.73 | 99652 | 1.02 e-5 | 3.52
A7 | 199538 | 2.19 e-6 375228 | 1.50 e-6

Tabelle 2: Interpolation mit Clough-Tocher Split

wobel wir mit

. loge; —logeita
' logh; — log Rt

den Decay—Exponenten von A; und A;y; bezeichnen. Der durchschnittliche Wert fiir §;
liegt in beiden Fille zwischen drei und vier. Dies bestétigt die analytischen Aussagen iiber
die Approximationsordnung unseres Interpolanten. Auch der absolute Interpolationsfehler
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ist nicht deutlich héher als bei dem Interpolanten fiir den vollstindigen Clough-Tocher-
Split. In der Berechnung ist unser Interpolant ca. 25% schneller. In beiden Fillen wur-
den allerdings die Ableitungen an den Kanten direkt berechnet. Miisste man diese durch
Nahrungsverfahren bestimmen, dann ist die Berechnung unseres Interpolanten wesent-
lich schneller als die Berechnung fiir den vollstindigen Clough-Tocher-Split, da wir die
orthogonalen Ableitungen nur an wenigen Kanten benétigen.

Die Unterteilungsmethode in dieser Arbeit haben wir ausfiihrlich fiir den Clough-Tocher
Split behandelt. Sie lasst sich aber grundsatzlich auf jede andere Unterteilung, die keine
zusitzlichen Hilfspunkte auf den Kanten erzeugt, iibertragen. So kann man beispielsweise
die Unterteilungen von Alfeld [1] und Wang [33] fiir S2(A) verwenden. Ebenso lisst sich
die Methode auf beliebige Quadrangulierungen anwenden. Unser Verfahren ist hier be-
sonders effizient, wenn wir fiir konvexe Vierecke die Unterteilung nach Fraeijs de Veubeke
und Sander (vgl. Laghchim-Lahlou und Sablonniére [19]) verwenden. Im giinstigsten Fall
bendtigen wir nur V;/3 FVS-Elemente fiir eine Quadrangulierung. Die Anzahl der Drei- .
ecke wichst somit um weniger als ein Drittel, so dass die Methode deutlich effizienter ist
. _als die Unterteilung mit Clough-Tocher Elementen.
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