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Zusammenfassung

Wir entwickeln eine Methode zur Hermite-Interpolation mit C2-Splines vom
Grad 7 auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen A. Solche Triangulierun-
gen A sind charakterisiert durch zykelfreie Pfade von jedem inneren nichtsingu-
liren Knoten zu Randknoten oder singuliren Knoten. Zunichst bestimmen wir
mit Hilfe von Bézier-Bernstein-Techniken die Dimension von §#(A). Hierbei be-
trachten wir einzelne Zellen von A, die wir unter Verwendung von Pfaden durch-
laufen. Darauf basierend konstruieren wir Hermite-Interpolationsmengen fiir
obige Splinerdume. Die interpolierenden Splines konnen effizient durch schritt-
weise Losung kleiner Gleichungssysteme berechnet werden. Abschliefend geben
wir einem Algorithmus zur Behandlung beliebiger Triangulierungen an.
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1. Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum der bivariaten C"-Splines vom Grad ¢ hin-
sichtlich Triangulierungen A eines Grundgebiets 2 C IR?, gegeben durch

S;(A) = {s€C"(Q) : 5, € P, fiir alle T € A}.

Dabei ist P, = span{z'y’ : 4,5 > 0, i+ j < ¢} der Raum der bivariaten Polynome vom to-
talen Grad ¢ und C"(Q2) die Menge aller r mal differenzierbaren Funktionen auf 2. Grundle-
gende Probleme in der Theorie der bivariaten Splineinterpolation sind die Bestimmung der
Dimension von S;(A) und die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir diese Splineréu-

me. Eine Menge H = {(z,di, di, i, 8;), i = 1,...,m}, wobei z € Q, i = 1,...,m, nicht




notwendigerweise verschiedene Punkte, {d;,d;} linear unabhingige Einheitsvektoren des
R?, o, B; € INy und m die Dimension von S;(A) sind, heift Hermite-Interpolationsmenge
fiir den Splineraum S7(A), falls zu jeder gentigend oft differenzierbaren Funktion f € C(f)
genau ein Spline s € S7(A) existiert, fiir den gilt:

Sgigei () = fegpz),  i=1,.,m.

In der Literatur gibt es eine Reihe von Methoden zur Hermite-Interpolation mit Splines
von hohem Grad auf beliebig vorgegebenen Triangulierungen A. So bestimmten beispiels-
‘weise Morgan und Scott [23] die Dimension und Hermite-Interpolationsmengen fiir die
Splinerdume S§(A). Diese Ergebnisse wurden von Alfeld, Piper und Schumaker [3], basie-
rend auf Resultaten von Alfeld und Schumaker [2], fiir C"-Splines vom Grad ¢ > 4r + 1
verallgemeinert. Hong [20] untersuchte Splinerdume vom Grad ¢ > 3r + 2 und berechnete
deren Dimension fiir beliebige Triangulierungen. Dieses Resultat wurde von Ibrahim und
Schumaker [21] fiir sogenannte Supersplinerdume verallgemeinert. Davydov, Niirnberger
und Zeilfelder [16] entwickelten kiirzlich einen Algorithmus zur Konstruktion von lokalen
- Hermite-Interpolationsmengen mit optimaler Approximationsordnung fiir diese Rdume.

Einer der grundliegenden Unterschiede zur univariaten Theorie ist, dass die Untersuchung
bivariater Splines fiir niedrigeren Polynomgrad, d.h. ¢ < 3r + 1, auf komplexe, bisher nicht
vollsténdig geloste Probleme fiihrt. Ein Ansatz zur Interpolation mit solchen Splineriumen
ist, einige oder alle Dreiecke von A zu unterteilen (siehe Clough und Tocher [12], Farin
[17], Powell und Sabin [32], Niirnberger und Zeilfelder [27,31] und dortige Referenzen).
Eine alternative Mdoglichkeit besteht darin, anstatt beliebige Triangulierungen Klassen von
geeigneten Triangulierungen zu betrachten. Alfeld, Piper und Schumaker [1] bestimmten
1987 zwar die Dimension von S;(A) fiir beliebige Triangulierungen A, ihre nichtlokalen
Argumente der Graphentheorie lieferten jedoch i.A. keine Interpolationsmengen fiir die-
se Splinerdume. Fiir Triangulierungen, bei denen jeder innere Knoten ungeraden Grad
besitzt, konstruierte Gao [19] darauf aufbauend Mengen zur Hermite-Interpolation mit
quartischen C'-Splines. Davydov und Niirnberger [15] konstruierten, ebenfalls fiir S} (A),
induktiv Interpolationsmengen auf der Klasse der beliebigen Triangulierungen A, bei de-
nen in selten auftretenden Konstellationen von Kanten einige Dreiecke modifiziert werden
miissen. Kiirzlich entwickelten Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [14] Interpolationsmen-
gen fiir kubische C!'-Splines auf Nested Polygon-Triangulierungen, d.h. Triangulierungen
ineinander geschachtelter geschlossener Polygonziige. Fiir C2-Splines vom Grad ¢ < 7,

wobei kein Dreieck der Triangulierung unterteilt wird, ist derzeit wenig bekannt. Auf der

Klasse der regelméRigen Rechteckszerlegungen A'! und A? mit einer bzw. zwei Diagonalen
in jedem Rechteck, gaben Niirnberger und Riessinger [25] (s.a. Niirnberger und Zeilfelder
[29]) Interpolationsmengen fiir S7(A), ¢ > 5 an. Alfeld und Schumaker [4] konstruierten
auf nichtdegenerierten Triangulierungen A, d.h. Triangulierungen, in denen weder dege-
nerierten Kanten noch singulire Knoten auftreten, Hermite-Interpolationsmengen fiir die
Splinerdume 83, ,(A), r > 2.

Ziel dieser Arbeit ist es, Hermite-Interpolationsmengen fiir C2-Splines vom Grad 7, auf all-
gemeinen Klassen von Triangulierungen A zu konstruieren, wobei kein Dreieck unterteilt
wird. Solche Triangulierungen A, in denen sowohl degenerierte Kanten, als auch singulére
Knoten auftreten konnen, sind dadurch charakterisiert, dass fiir jeden inneren nichtsingu-
ldren Knoten zykelfreie Pfade zu Randknoten oder singulidren Knoten existieren. Ein Pfad



ist dabei eine Menge aufeinanderfolgender Kanten, die im Endpunkt nichtdegeneriert sind.
Zu dieser Klasse von Triangulierungen, die wir mit 7, bezeichnen, gehéren beispielsweise
auch die Triangulierungen A! und AZ%. Mit Hilfe von Bézier-Bernstein-Techniken bestim-
men wir zunéchst die Dimension der Splineriume S2(A). Dabei betrachten wir zuerst
einzelne Zellen von A, d.h. Subtriangulierungen bestehend aus allen Dreiecken um einen
gemeinsamen Knoten, und durchlaufen diese dann unter Verwendung von Pfaden. Dazu
verwenden wir ein wohlbekanntes Resultat von de Boor [8] und Farin [18] iiber charakte-
risierende Bedingungen fiir die Bézier-Bernstein-Koeffizienten benachbarter Polynome mit
C?-Eigenschaft iiber die gemeinsame Kante. Im Anschluss wéhlen wir geeignete Interpola-
tionsbedingungen an eine geniigend oft differenzierbare Funktion f € C(Q2) in den Knoten
von A, und beweisen, dass dadurch eindeutige Hermite-Interpolation mit §?(A) méglich
ist. Die interpolierenden Splines werden dabei effizient durch schrittweise Lésung kleiner
linearer Gleichungssysteme berechnet. Wir schliefen die Arbeit mit einem zweistufigen
Algorithmus, der aus einer gegebenen Triangulierung A ¢ 7, mit Hilfe von Clough-Tocher-
Splits eine zur Interpolation mit C2-Splines vom Grad 7 geeignete Triangulierung A er-
zeugt.

Die Arbeit ist wiefolgt aufgebaut. In Abschnitt 2 erliutern wir einige Grundlagen iiber bi-
variate Polynome, Splines und Hermite-Interpolation mit Splinerdumen. Die Klasse 7, der
fiir die Interpolation mit §7(A) geeigneten Triangulierungen A sowie die dafiir notwendigen
Pfade werden in Abschnitt 3 algorithmisch festgelegt. In Abschnitt 4 geben wir minimal
bestimmende Mengen fiir S?(A) an, und bestimmen so die Dimension dieser Splinerdume.
Darauf basierend konstruieren wir in Abschnitt 5 geeignete Hermite-Interpolationsmengen
fiir S2(A), A € 7,. Im letzten Abschnitt geben wir einem Algorithmus zur Behandlung
beliebiger Triangulierungen an.

2. Grundlagen

In diesem Kapitel erliutern wir einige Grundlagen der Bézier-Bernstein-Techniken und
der Interpolation mit bivariaten Splines, die auf Alfeld, Piper und Schumaker [1], de Boor
[8], Farin [18], Niirnberger [24], Schumaker [33], u.a. zuriickgehen. Wir stellen Triangu-
lierungen A des betrachteten Gebiets Q C IR? vor, darauf definierte stiickweise Polynome
und Splines, deren Bézier-Bernstein-Darstellung, Differenzierbarkeitseigenschaften benach-
barter Polynome iiber gemeinsame Kanten von A, minimal bestimmende Mengen sowie
Hermite-Interpolation mit Splinerdumen.

Sei (2, eine einfach zusammenhingende, nicht notwendigerweise konvexe, polygonférmige
Teilmenge des IR?, zerlegt in Dreiecke 71, ..., T, sodass der Durchschnitt zweier verschie-
dener Dreiecke entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante ist.
Dann bezeichnen wir mit A = {71, ...,Tn} eine TRIANGULIERUNG VON . Ist A’ C A
‘eine Triangulierung einer einfach zusammenhingenden Teilmenge ' C £, so heift A’
SUBTRIANGULIERUNG VON A.




Den Bezeichnungen von Alfeld, Piper und Schumaker [1] folgend setzen wir

Vi(A), VB(A), V(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Knoten,
E;(A), Eg(A), E(A) : Menge der inneren, der duBeren bzw. aller Kanten,
N(A) :  Menge der Dreiecke, und

a(A) :  Menge der singuldren Knoten

der Triangulierung A. Nach Euler gelten dabei folgende Beziehungen:

#Ep(A) = #Vp(A)
#E{(A) = 3#V1(A) + #VB(A) -3
AN(A) = 2-#Vi(A) + #Vp(A) — 2.

Eine Kante e := [v;,v5] € E(A) heikt DEGENERIERT IM ENDPUNKT v, falls die beiden
benachbarten Kanten im Knoten v; gleiche Steigung besitzen. Ein Knoten v € V;(A) heift
SINGULAR, falls es genau vier Kanten mit Endpunkt v gibt, und diese auf zwei Geraden
liegen (vgl. Abbildung 1).

U1

Abb. 1: In v, degenerierte Kante e, singuldrer Knoten v.

Fiir einen Knoten v € V(A) deﬁniert Grad(v) die Anzahl der Kanten in A mit Endpunkt
v. Die Subtriangulierung A, := {T € A | v € T} von A, die alle Dreiecke mit Eckpunkt v
enthélt, bezeichnen wir als ZELLE VON .

Seien 7, ¢ € INg mit 0 < r < ¢ und eine Triangulierung A gegeben. Dann heifit
S;(A) = {s€C"(A): 5, € P fiiralle T € A}
der SPLINERAUM der r mal differenzierbaren Funktionen vom Grad g. Dabei ist
Py = span{z'y’ :4,j >0, i+j < g}

der (}?) dimensionale Raum der BIVARIATEN POLYNOME vom totalen Grad < g. Funktio-
nen aus S7(A) sind also stiickweise Polynome vom Grad ¢, die 7 mal stetig differenzierbar
iiber den Kanten von A verkniipft sind.

Fiir einen Einheitsvektor d € IR? und eine geniigend oft differenzierbare Funktion f be-
zeichnen wir mit f;(z) die partielle Ableitung von f im Punkt z in Richtung d. Sind d,
und d, linear unabhingige Einheitsvektoren, so heifit

D¥f(z) = (fdwlu(z),fdiu_ldz (2), ...,fdldgj—l(Z),fd’iu (z))




der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w.

Ein grundlegendes Probleme der bivariaten Splineinterpolation ist neben der Bestimmung
der Dimension von S7(A) die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir diesen Spline-
raum. Eine Menge H = {(z,d;, di, o, 5), i = 1,. .,m}, wobei z; € Q, i = 1,...,m, nicht
notwendigerweise verschiedene Punkte, {d;, d} hnear unabhéingige Emheltsvektoren des
R?, o4, 3; € INg, i = 1,...,m, und m die Dimension von S7(A) sind, heifit HERMITE-
INTERPOLATIONSMENGE fiir §7(A), falls zu jeder gentigend oft differenzierbaren Funktion
f € C(Q2) genau ein Spline s € S7(A) existiert, fiir den gilt:

Saxidbi (1) = fd;"id'?i (2), 1=1,...,m.

Nach Schumaker [33] existiert fiir beliebige Triangulierungen A eine untere Schranke fiir
die Dimension des Splineraums S7(A). Es gilt

#Vi

dim(S;(8) 2 BA) = (5 + (FIREA) - [(5) - (5] #i(8) + Y on

Dabei ist 0; = E i “1(r+j+1-j-e) und e; die Anzahl der Kanten der Triangulierung
mit Endpunkt v;, die paarweise verschiedene Steigung besitzen.

Sind zwei Polynome auf benachbarten Dreiecken C2-differenzierbar verkniipft, so gibt es
fiir die partiellen Ableitungen eine wichtige Eigenschaft. Seien e; = [v,v],1 = 1,...,3
drei aufeinanderfolgende Kanten im gemeinsamen Endpunkt v mit paarweise verschiede-
nen Steigungen, o; fiir ¢ = 1,...,2 der von e; und e;4; eingeschlossene Winkel sowie d; fiir
i = 1,...,3 ein Einheitsvektor entlang der Kante e;. Ferner seien fiir ¢ > 2 die Polynome
pT e Py, i =1,2 auf T; = A(v,v;,vi41) zweimal stetig differenzierbar iiber der Kante e;
verkniipft (vgl. Abbildung 2).

Lemma 2.1:
Aus p[Tl]( )s de T (y) undp }(v) lassen sich die partiellen Ableitungen pd1 | (v) und pg;fis( )

emdeutzg berechnen.

Beweis:
Da e; in v nichtdegeneriert ist, gilt

sin(as + ag)ply’ = sin(an)pd, + sin(a2)plyy,

Durch nochmaliges anwenden erhalten wir

sin?(a; +a2)p[ 1l sin2(a1)p‘[i?] + sin(ay) sin(ag)pt[letilz + sin2(a2)p[i?].
Mit sin(c;) = sin(2m — @441 + @442) = —sin(@i41 + o442) 16sen wir die gemischte partielle
~ Ableitung auf. Es gilt
sin®(oy +_(12)p5§11] = sinz(al)pgg] + 2sin(a; + ag) sin(cx@)jr)fiq:}}2 - sin2(a2)p£};],




sin®(c + az)pgf;] = sin2(a2)p§l;‘] + 2sin(oy + ) sin(al)pl[;‘:fi]3 - Sin2(a1)p513;2],

Aus o) + o € (0,27) \ {r} folgt die Behauptung.

Abb. 2: Die gemischten Ableitungen O ergeben sich aus den Ableitungen ®.

Nun betrachten wir die partiellen Ableitungen C2-differenzierbar verkniipfter Polynome
dreier benachbarter Dreiecke im gemeinsamen Eckpunkt. Seien e; = [v,v;], ¢ = 1,...,4
vier aufeinanderfolgende Kanten im gemeinsamen Endpunkt v mit paarweise verschiede-
nen Steigungen, ¢; fiir i = 1,...;3 der von e; und e;;; eingeschlossene Winkel und d; fiir
i1 = 1,...,4 ein Einheitsvektor entlang der Kante e;. Ferner seien fiir ¢ > 3 die Polynome
pBl e Py, i=1,..,3auf T; = A(v,v;, v;41) zweimal stetig differenzierbar iiber den Kanten
e;, 4 = 2,3 verkniipft (vgl. Abbildung 3).

Lemma 2.2:

Aus p‘[%]z(v), pEZﬁ% (v), pgéi (v) und pZ‘:‘gz (v) laft sich der Vektor

T: T:
(F5(0) . P (@), P (v), P ()

eindeutig berechnen.

Beweis:

Sei z; := pfl?_]idi (v) fiiri = 0,...,3 und a; := sin(e;) sowie b; := sin(a; + 1) fiiri =1,...,3,
2 3

dann 138t sich durch die C'- und C2-Stetigkeit iiber den Kanten e, und e; nach Lemma

2.1 folgendes lineare Gleichungssystem aufstellen:

(1] 2, [T1]
¥ 0 —a 0 T 2a2b1p ?11(33 — 92P, Eiqi%z
T:
0 —a2 0 b3 T2 | _ 2a2b2pd§::i4 - a%pd;tg
bl —a 0 0 I3 azpigg
0 0 —as bg Ty (T3]
azp d3ds

Die Determinante D der dazugehérigen Koeffizientenmatrix lautet

D = a1a3b1b2 (blbz - a1a3).




Da alle a;, a; +;, i # j sowie a; + a, + a3 von 7 verschieden sind, gilt D # 0. Damit ist
(z1, T2, Z3,24) eindeutig bestimmt.

#

Abb. 3: Die partiellen Ableitungen O ergeben sich aus den Ableitungen ®.

Neben den kartesischen Koordinaten gibt es im IR? noch eine weitere Darstellungsweise,
die sogenannten baryzentrischen Koordinaten. Dabei werden Punkte und Vektoren als
Funktion der Eckpunkte eines Dreiecks dargestellt und sind somit invariant unter affinen
Transformationen.

Sei T = A(z1, 73, z3) ein Dreieck im IR?. Dann gibt es fiir alle z € IR? eindeutig bestimmte
sogenannte BARYZENTRISCHEN KOORDINATEN ¢y, ..., ¢3 mit Z?:l ¢; = 1 und der Inter-
polationseigenschaft ¢;(z;) = 5, 4,7 € {1, ..., 3}, sodass sich z schreiben 148t als

Diese Koordinaten sind lineare Polynome in z, die sich mit Hilfe der Formel

det(z; — z 2 — 2)
det(zj —2; Rp— Z,)

$i(2) =
fiir paarweise verschiedene 1 <%, j,k < 3 explizit berechnen lassen.

Fiir ein Dreieck 7" und (i, j,k) € IN3 mit 4 + j + k = ¢ definiert B, € Py, gegeben
durch

ng,k(z) = - ]| k,(‘/’zﬁb]%)(z)

das BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad ¢ bzgl. T
Die Menge aller Bernstein-Polynome vom Grad ¢ bildet eine Basis von P,. Jedes Polynom
p € P, 188t sich somit in eindeutiger Weise schreiben als

z) = Z a[?;]k q,J, )

i+j+k=q




genannt die BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG von p. Die reellen Koeffizienten

dl,  itji+k=g

heiflen dabei BEZIER-BERNSTEIN-KOEFFIZIENTEN. Sie bilden zusammen mit den gleich-
verteilten BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

{P[T] - 121 +j22 + kz3

gk q a7'+.7+k:q}

]

das BEZIER-BERNSTEIN-NETZ {(P.[z.:]k, af;]’k), i+j+k= q}.

P30,0 P10 P20

Abb. 4: Bézier-Bernstein-Punkte und Bézier-Bernstein-Netz fiir ¢ = 3.

wij | W+ i+j=gq, T =A(v,u;,uz) € A} bezeichnen wir den RING der
Bézier-Bernstein-Punkte mit Abstand w vom Knoten v. Die SCHEIBE MIT RADIUS w um

Mit Ry, (v) := {P]

- den Knoten v ist dann definiert als

D) = U (Rutw).

Sei M die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte von A und fiir alle 1 + j 4+ & = ¢ und alle
Dreiecke T € A das lineare Funktional
A SH(A) — R dd s — A () = al,
fiir alle s € S7(A), gegeben. Dann heifit M C M, eine BESTIMMENDE MENGE fiir §;(A),
falls gilt
Ap(s) =0 VPeM = Ap(s) =0 VP e Ma.

M heiflt MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.
Nach Farin [18] (vgl. de Boor [8]) ist die Differenzierbarkeit benachbarter Polynome iiber

eine gemeinsame Kante durch Bedingungen an die Koeffizienten ihrer Bézier-Bernstein-
Darstellung charakterisiert. Seien T} = A(vy,v2,v3) und T = A(vy,v2,v4) zwei Dreiecke



mit gemeinsamer Kante [v1,v,] und s € S)({T1,T3}) definiert durch s, = p,, € P, fiir
= 1,2 auf T,, gegeben in seiner Bézier-Bernstein- Da.rstellung mit Koeffizienten aE ]]k

Lemma 2.3:
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) s € C"({Th, Tx})
(i) Fir p=0,...,7 und alle i+ j = q — p gilt

o, =Y allesisn—ia ,ﬂ, B (#56567) (o).

a+f+y=p

V2

Vs

V4

(%1

Abb. 5: Relevante Koeffizienten fiir C"-Stetigkeit.

Fiir C?-differenzierbar verkniipfte Polynome gibt es eine wichtige Folgerung. Seien T, T3,
p1, p2 gegeben wie in Lemma 2.3, und es gelte s € S;({T1,T2}), ¢ > 2 sowie i +j = g — 2.

Korollar 2.4:

Aus b j9, Givajipy @+ B+ =2, mit (a+B+7) ¢ {(0,1,1),(0,2,0)} und entweder
i j+1,1 oder a;jia0 lassen sich alle Koeffizienten aiyqjipy, Yitajipy fira+ B8+ =2
eindeutig berechnen.

Nach Farin [18] und de Boor [8] gilt:

Lemma 2.5:
Die r-te Richtungsableitung des Bézier-Bernstein-Polynoms Bq] . entlang eines Einheits-

vektors A € R? ist fiir alle z = ((;51 (2), $2(2), ¢3(2)) gegeben durch

Ot+,3+'7 T




Damit 14t sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen eines
Polynoms und den Bézier-Bernstein-Koeffizienten seiner Darstellung herleiten (vgl. Niirn-
berger und Zeilfelder [28]). Sei T' = A(vy, v, v3) und p € P, definiert durch

E Qi jk* sz,k(z), zeT.
i+j+h=q

Ferner sei d; fiir ¢ = 1,2 ein Einheitsvektor entlang der Kante [v;, v;11].

Lemma 2.6:
Firo++v<q gilt

o4

8
Pt (1)5; " (82)%, ($0)8, - Ag-j-r i

pdadﬂ(vl) - |
H q @ ’B 7=0 k=0

und umgekehrt

a-—1
( B)! (1)a;
Qg—a—B,a, — q — A pdadﬁ § :( )((¢;)jl) * Qg—j5-B,5.8

7=0

Q - .
By (@0)a Y279 [ (61)a, \PF
- ZZ(? )(k)(—‘L(qs;)dl) (——2@;)32) $Gg—j—k,jk:

7=0 k=0

Damit kénnen die partiellen Ableitungen Palak (v) fiir j =0,..,cund k£ =0,..., 8 in ein-
deutiger Weise aus den Bézier-Bernstein-Koeflizienten a,_;_ ;x und umgekehrt die Bézier-
Bernstein-Koeffizienten a,_j_ ; fiir j =0,...,a und £ =0, ..., B in eindeutiger Weise aus
den partiellen Ableitungen Paia (v1) berechnet werden.

3. Festlegung der Klasse 7T,

In diesem Abschnitt definieren wir die Klasse 7, der Triangulierungen, auf denen wir mit
C?-Splines vom Grad 7 interpolieren werden. Dazu wéhlen wir fiir jeden inneren Knoten
v € Vi(A) geeignete Kanten in A, die nicht in v degeneriert sind und v mit einem Randkno-
ten, singulidren Knoten oder zuvor bereits behandelten Knoten verbinden. Diese Kanten,
die nicht zyklisch verlaufen diirfen, bezeichnen wir als Pfad von v.

Sei M die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte der Triangulierung A, dann unterteilen
wir zur Vereinfachung diese Menge in drei Bereiche (vgl. Abbildung 6):

1.) Die Dy-Scheibe D, (v) fiir alle Knoten v der Triangulierung (mit O markiert),

2.) R34(v,u) := (Rs(v) U R4(v)) N (Rs(u) U Ry(u)) fiir alle v € V und alle u € V, die
mit v durch eine Kante verbunden sind (mit A markiert), und
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3.) R34(v,T):= {PEP’Q, PE;I, 52, 2} fiir alle v € V und alle Dreiecke T' = A(v, u, w) mit
Eckpunkt v (mit [J marklert)

Abb. 6: Bézier-Bernstein-Punkte eines Dreiecks 7.

Bemerkung 3.1:
Fiir die oben definierten Teilmengen von Bézier-Bernstein-Punkten der Triangulierung gilt
offensichtlich '

D4(v) = Dy(v) U (u QA)RH v u)> (gRM(v,T))
und _ U
veV(A)

Nach Schumaker [33] ist fiir eine beliebige Triangulierungen A die Dimension des interpo-
lierenden Splineraums S7(A) nach unten begrenzt. Es gilt

dim(S2(A)) > IB2(A) = 15- #E(A) — 30- #V(A) L5y a(A).

Dabei ist wie in Abschnitt 2 definiert F(A) die Menge der Kanten und V(A) die Menge
der Knoten von A. Der Ausdruck o(A) héngt von der exakten Lage der Knoten der Tri-
- angulierung ab. Hierzu folgende Definition:

Definition 3.2:
Fiir einen Knoten v € V(A) sei e die Anzahl der Kanten der Triangulierung mit Endpunkt
v, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Dann heifft v DEFEKT, falls e = 3, und
NORMAL, falls e > 4 (vgl. Abbildung 7).
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Damit 148t sich o schreiben als 0 = Y o;, wobei

v;EV]
5 [ 3, falls v; ein singuldrer Knoten,
o;p = 28+j—j-e&)r = (¢ 1, falls v; ein defekter Knoten, oder
J=1 0, falls v; ein normaler Knoten ist.

Ak

Abb. 7: (a) defekte Knoten vom Grad 3,4,5 und 6, (b) singuldrer Knoten.

Nun sind wir in der Lage die Klasse 7, von Triangulierungen festzulegen. Dazu benutzen
wir einen Algorithmus, der fiir eine vorgegebene beliebige Triangulierung A aufgrund der
Lage der Kanten an den inneren Knoten entscheidet, ob A € 7, oder A ¢ 7,,.

Algorithmus 3.3:
1.) Setze V := {v € Vi(A) | v ist nicht singulir} und Vo, := V(A)\ V.

2.) Es gelte #V =n € IN, dann ordnen wir diese Knoten in folgender Reihe: Wéhle vy,
einen Knoten in V fiir den eine der beiden Bedingungen erfillt ist:

(1) vy, ist ein normaler Knoten und es existieren vier aufeinanderfolgende Kanten
ai,...,aq in E(A) mit Endpunkt v,, die paarweise verschiedene Steigungen be-
sitzen, so dass as und as zu Knoten verlaufen, die in Vg, liegen.

(ii) vy, 1st ein defekter Knoten und es gibt eine in v, nichtdegenerierte Kante a, die
zu einem Knoten verlauft, der in Vi liegt.

8.) Markiere fiir den Knoten v, die Kante az bzw. a als einfachen Pfad und die Kante
as als zweifachen Pfad. Setze V := V \ {vn} und Vi := Vor U {vn} und fahre unter
Punkt 2. mit der Auswahl von v,_; fort.

Endet der Algorithmus im letzten Schritt mit V=0und V,; =V so gilt A € 7. Gibt es
jedoch eine Stelle im Algorithmus, an der #V > 0 und kein Knoten in V die Bedingung
(4) oder (44) erfiillt, so gilt A ¢ 7,.
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Beispiele 3.4:

e Die Triangulierungen A" und A? liegen in der Klasse 7,. Abbildung 9 zeigt fiir den re-
gelméRigen und den unregelméRigen Fall eine mogllche Reihenfolge der Knoten in V
mit dazugehdrigen Pfaden. Die Methode von Alfeld und Schumaker [4] zur Bestim-
mung der Dimension von S7(A?) kann hier nicht angewandt werden, da singulire
Knoten und damit degenerierte Kanten auftreten.

e Sei A eine Triangulierung bei der fiir alle inneren Knoten alle anliegenden Kanten
paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Dann kénnen fiir jeden normalen Kno-
ten von beliebigen vier aufeinanderfolgenden Kanten die mittleren beiden als Pfade
gewdhlt werden, und fiir jeden defekten Knoten eine beliebige Kante als Pfad gewihlt
werden. Daher gilt A € 7,.

e Abbildung 8 zeigt eine Triangulierung A, die nicht in 7, liegt. Fiir keinen der sechs
inneren Knoten (mit [0 markiert) gibt es vier aufeinanderfolgenden Kanten paar-
weise verschiedener Steigung, von denen die mittleren beiden zu einem Randknoten,
singuldren Knoten oder bereits behandelten Knoten verlaufen.

e Eine exemplarische Triangulierung A mit singuliren und defekten Knoten sowie de-
generierten Kanten ist in Abbildung 10 zu sehen. Es gilt A € 7,. Wir sehen eine
mdogliche Reihenfolge der Knoten von V mit dazugehérigen Pfaden

Abb. 8: Beispiel einer Triangulierung A ¢ 7,
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a) regelmiRige Al-Triangulierung b) regelméiBige A2-Triangulierung

V14 V15 vid 1 QU X & 1B
U1 V11 U1 Uy J Jil U Vg
Vg vy Vg Vg V), V' \ U s
v4 vs vo ) & v & v
c) unregelmifige A'-Triangulierung d) unregelmiRige A2-Triangulierung
v
V12 V1] g v V1 y .
V10
Vg 'k Us 3 71/ \wv. Y5
Vg
U1
V4 V3V U1 V4 V3

Abb. 9: Reihenfolge der Knoten in V mit dazugehdrigen Pfaden.

4. Berechnung der Dimension

In diesem Abschnitt bestimmen wir fiir A € 7, die Dimension des Splineraums SZ(A).
Zunichst untersuchen wir einzelne Zellen A, C A, v € V(A) und wihlen Mengen von
Bézier-Bernstein-Punkten M, C Ma,, die 87(A) auf D4(v) festlegen. Dabei unterscheiden
wir, ob v ein singulirer Knoten, defekter Knoten, normaler Knoten oder ein Randknoten
ist. Anschliefend durchlaufen wir unter Verwendung der definierten Pfade die Knoten der
Triangulierung A und konstruieren eine minimal bestimmende Menge M fiir S2(A).

Sei Grad(v) = n € IN und v im Uhrzeigersinn verbunden mit den Knoten v;, i =1,...,n
durch Kanten e; := [v,v;]. Ferner sei A, = {T; = A(v, v;,vi41), ¢ = 1,...,n} die Zelle um
v. Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck 7,.

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;
Dann gibt es nach Algorithmus 3.3 vier aufeinanderfolgende Kanten ay,...,a4 in {e;, i =
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Vg

V2
V23 Uy
V14 V19
V15 Va1
V2
V11
Vie
V13
U1
V17
Us
V18 Y10 Vg, U4
V3
Vg Vg v

- Abb. 10: Reihenfolge normaler und defekter Knoten einer exemplarischen T&'iangulierung.

1,...,n}, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Fiir M, wihlen wir folgende
Bézier-Bernstein-Punkte (vgl. Abbildung 11): :

(i) genau 6 Punkte in D, (v), die Dy(v) vollstédndig bestimmen,

(ii) genau 3 Punkte in R34(v,v;), die R34(v,v;) vollstindig bestimmen, fiir jede Kante

e; ¢ {a2, as},

(iii) genau 2 Punkte in R34(v,v;) verschieden von Pig]o, die zusammen mit P4[',1;,i,]o die
Menge R3 4(v,v;) vollstindig bestimmen, fiir e; = a3

(iv) den Punkt Pg}}o, fiir die Kante e; = ay, und
(v) R34(v,T;) fiir ein T;, das nicht von ay und a3 begrenzt wird.
Fall 2: v ist ein defekter Knoten;

Dann gibt es nach Algorithmus 3.3 eine Kante a € {ej, ¢ = 1, ...,n} die nicht im Knoten v
degeneriert ist. Wir wihlen fiir M, (vgl. Abbildung 12):

(i) genau 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) vollsténdig bestimmen,
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U3 ] V4

V2

Us

U1

Abb. 11: M, fiir einen normalen Knoten v.

(ii) genau 3 Punkte in R34(v,v;), die R3,4 (v,v;) vollstindig bestimmen, fiir jede Kante

€; 7& a
iii) den Punkt P!%} fiir die Kante e; = a, und
3,4,0 j

(iv) R3a(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck Tj, @ € {1,...,n}.

U1
Abb. 12: M, fiir einen defekten Knoten v.

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;
Dann gilt Grad(v) = 4, und wir wihlen fiir M, (vgl. Abbildung 13):

(i) genau 6 Punkte in D,(v), die Dy(v) vollstéindig bestimmen,
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(ii) genau 3 Punkte in Rj4(v,v;), die R34(v,v;) vollstindig bestimmen, fiir jede Kante
e, 1=1,...,4 und

(iii) Rs4(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck T, i € {1, ...,4}.

Ug U3

Abb. 13: M, fiir einen singuldren Knoten v.

Fall 4: v ist ein Randknoten,;
Dann sei M, die Menge bestehend aus folgenden Punkten (vgl. Abbildung 14):

(i) genau 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) vollstédndig bestimmen,

(ii) genau 3 Punkte in Rs4(v,v;), die Rs4(v,v;) vollstindig bestimmen, fiir jede Kante
e, t=1,...,n, und ‘

(iii) R34(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck T;, i € {1,...,n — 1}.

U1

Abb. 14: M, fiir einen Réndknoten .
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Lemma 4.1:
Seien v, A, und M, wie oben. Dann ist M, eine bestimmende Menge fir S7(A,) auf Dy(v).

Beweis:
Fiir alle (4,7,k) € IN3 mit i + j + k = 7 und alle T € A sei a; ] der zu P[T] gehorige

(7]

Bézier-Bernstein-Koeffizient. Wir zeigen, dass das homogene Problem a;jr = 0 fiir alle

P ]]k in M, nur trivial l6sbar ist, d.h. alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten der Punkte von
D4( ) verschwinden. Dabei unterscheiden wir die vier oben betrachteten Félle. Sei also

E‘g . = 0 fiir alle P[ ] in M,. Da nach Voraussetzung in allen Féllen die in (i) gewihlten

Bézier-Bernstein- Punkte D, (v) bestimmen, folgt nach Lemma 2.3, dass a£ i = 0 fiir alle

Pi[g-’]k € D,(v). Es verbleiben die Koeffizienten der Bézier-Bernstein-Punkte in D4(v)\ Da(v).

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;

Sei T; das Dreieck in A,, das von den Kanten a; und a3 begrenzt wird. Wegen der C%-
Bedingungen iiber den inneren Kanten von A, sind mit den gegebenen Koeffizienten ent-
sprechend der Punkte von (ii) und (v) alle Koeffizienten der Punkte in Rj4(v,v;) fiir alle
i mit e; ¢ {aq, az} sowie R34(v,T;) fiir alle ¢ # j gleich Null. Da die vier Kanten ay, ..., a4
paarweise verschiedene Stelgungen besitzen, verschwinden nach Lemma 2.6 und Lemma
2.2 die Koeffizienten {a413 » ¢ =0,...,3}. Die gegebenen Koeffizienten entsprechend der
Punkte von (iii) 1mphz1eren mit der C2 Bedingung iiber der Kante a3 nach Lemma 2.3
daher ag’é}l = aggk = 0. Die verbleibenden beiden Koeffizienten von Rj4(v,vi), wobei
ex = ag, verschwinden mit der C*-Bedingung iiber der Kante ay nach Korollar 2.4. Damit
sind alle Koeffizienten der Bézier-Bernstein-Punkte von Dy(v) gleich Null.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;

Sei a = ¢; fiir ein ¢ € {1,...,n} die in v nichtdegenerierte Kante. Mit den gegebenen
Koeffizienten der Punkte von (ii) und (iv) und den C?-Bedingungen iiber den inneren
Kanten von A, sind nach Lemma 2.3 alle Koeffizienten der Punkte von Dy(v) \ Rs4(v, v;)
gleich Null. Da es keine vier aufeinanderfolgenden Kanten paarweise verschiedener Steigung
gibt, ist der Koeffizient aL 0]3 nicht iiberbestimmt. Die verbleibenden drei Koeffizienten von
R3 4(v, v;) verschwinden nach Korollar 2.4 mit dem Koeffizient entsprechend des Punkts

Psﬁ,]o in (iii). Damit sind alle Koeffizienten der Punkte von D4(v) gleich Null.

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;

Wegen der C2-Bedingungen iiber den inneren Kanten von A, verschwinden mit den gege-
benen Koeffizienten entsprechend der Punkte von (ii) nach Lemma 2.3 alle Koeffizienten
der Punkte in R3 4(v,v;), @ = 1, ..., 4. Die Degeneriertheit dieser Kanten in v impliziert, dass
die verbleibenden Koeffizienten der Punkte in R34(v,T;), ¢ = 1, ..., 4 mit der C*-Bedingung
iiber den inneren Kanten von A, und den gegebenen Koeffizienten in (iii) nach Lemma
2.3 ebenfalls gleich Null sind. Somit verschwinden alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten der
Punkte von Dy(v).

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Fiir einen Randknoten v sind mit den gegebenen Koeffizienten entsprechend der Punkte
von (ii) und den C?-Bedingungen iiber den inneren Kanten von A, nach Lemma 2.3 auch
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die fehlenden Koeffizienten der Punkte in Rj4(v,v;), 4 = 1,...,n gleich Null. Zusammen
mit den Koeflizienten entsprechend der Punkte in (iii) und den C2-Bedingungen iiber den
Kanten folgt schlieflich, dass alle Koeffizienten der Punkte von R 4(v,T;), i = 1,...,n — 1

verschwinden. Damit sind alle Koeffizienten der Bézier-Bernstein-Punkte von D,(v) gleich
Null.

7

Jetzt sind wir in der Lage fiir A € 7, eine minimal bestimmende Menge fiir den Splineraum
S%(A) zu konstruieren. Dazu wihlen wir die folgende Menge von Bézier-Bernstein-Punkten
M C Ma:

e genau 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) vollstéindig bestimmen, fiir jeden Knoten v der
Triangulierung,

e genau 3 Punkte in Rs4(v, T) fiir ein nach Lemma 4.1 geeignetes Dreieck T’ € A,, fiir
jeden Knoten v der Triangulierung,

e genau 3 Punkte in Rz 4(v, u), die R; 4(v,u) vollstindig bestimmen, fiir jede nichtmar-
kierte Kante v, u] der Triangulierung,

e genau einen Punkt nach Lemma 4.1 in Rz 4(v, u), fiir jede einfach markierte Kante
[v,u] der Triangulierung,

e genau 2 Punkte nach Lemma 4.1 in R34(v,u), fiir jede zweifach markierte Kante
[v, u] der Triangulierung.

Theorem 4.2:
Seien M und A wie oben. Dann ist M eine minimal bestimmende Menge fiir den Spline-
raum S2(A) und es gilt : '

dim(S?(A)) = #M = Ib3(A).

Beweis:
Wir zeigen zuerst, dass #M = [b2(A). Sei dazu 73 die Anzahl der singuldren und 7; die
Anzahl der defekten Knoten der Triangulierung A. Dann gilt

#M = 6#V(A) + 3#V(A) + 3(#E(A) — #Vi(A)) + 11 + 373

O#V + 3(3#Vi(A) + 2#Vp(A) — 3 — #V7(A)) + 1 + 373

154V (A) + 15#VE(A) — 9 + 1 + 373

15 [3#Vi(A) + 2#Vp(A) — 3] — 30#Vi(A) — 15#Vp(A) + 36 + 11 + 373
15(#E(A) — #Ep(A)) — 30#Vi(A) + 11 + 373

15#E1(A) — 30#Vi(A) + 36 + 71 + 373

) + @#Er — [() - Q#Vi(A) + 7 + 373

= Ib2(A).
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Also reicht es zu zeigen, dass M eine bestimmende Menge fiir S2(A) ist. Wir betrachten
zundchst die inneren Knoten vy, ...,v,, der Triangulierung, deren Reihenfolge durch die
Konstruktion der Pfade nach Algorithmus 3.3 festgelegt ist.

Aus M N Ma, = M,, folgt nach Lemma 4.1, dass S?(A) auf Dy(v;) bestimmt ist. Sei
bereits gezeigt, dass SZ(A) auf Dy(v;), i = 1,..., k, k < n—1 bestimmt ist, dann betrachten
wir Dy(vg41). Es gilt

(Mu(om(u,-))) N Ma, ) = M,,,.

i=1

Daher ist S7(A) nach Lemma 4.1 auf Dy(vg41) bestimmt. Sei schlieRlich v ein singulérer
Knoten oder ein Randknoten. Dann gilt

(M U(UD4(’U,))) n MA,, = M,.
i=1

Also ist nach Lemma 4.1 der Splineraum S7(A) auf Dy(v) bestimmt. Mit Bemerkung 3.1

folgt, dass M eine bestimmende Menge fiir S?(A) ist. Aus

#M > dim(S2(A)) > I3(D) = #M

folgt die Behauptung.

5. Hermite-Interpolation

In diesem Abschnitt konstruieren wir Hermite-Interpolationsmengen fiir den Splineraum
S8%(A) auf Triangulierungen A € 7,. Basierend auf den minimal bestimmenden Mengen
dieser Splinerdume betrachten wir zunéchst einzelne Zellen von A, die wir dann mit Hilfe
der Pfade durchlaufen. Dabei wihlen wir geeignete Interpolationsbedingungen in den Kno-
ten von A an eine geniigend oft differenzierbare Funktion f € C(Q). )

Sei Grad(v) = n € IN, v im Uhrzeigersinn verbunden mit den Knoten v;, i = 1,...,n
durch Kanten ¢; := [v,v;] und A, = {T; = A(v, v;, viy1), & = 1,...,n} die Zelle um v. Fiir
einen Randknoten entfalle das Dreieck T,,. Wir setzen d; fiir ¢ = 1, ..., n einen Einheitsvek-
tor entlang der Kante e; und o; fiir i = 1, ...,n den von e; und e;41 eingeschlossenen Winkel
(vgl. Abbildung 15).

Sei A € T, und s € S3(A) gegeben durch s, = plT! € P; fiir alle T € A. Wir unterscheiden
vier Fille fiir den Knoten v, und wihlen die Menge H, folgender Interpolationsbedingungen
in v.

Fall 1: v ist ein normaler Knoten,;

Nach Algorithmus 3.3 gibt vier aufeinanderfolgende Kanten ay,...,as in {e;, i = 1,...,n}
mit paarweise verschiedenen Steigungen. Dann wihle
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Ty a3 vs
V4 T3

Abb. 15: Beispiel eines Knotens vom Grad 5.

(i) DvpMl(v) = D¥f(v) fir w =0,...,2,

() p(0) = fa(0), 25, (1) = i (v) und pF(0) = fos(0) Fir alle e, ¢ {an, as),
(iii) p;;‘ (v) = fas(v) fiir die Kante e; = ay,
(iv) pd4 ) = fas(v) und pd3d o (0) = faa,, (v) fiir die Kante e; = as, sowie

(v) Pl () = firas ), Pl (0) = fuaz,, (v) und plgle () = fizee,, (v) fiir ein T,

dit1
das nicht von ay und as begrenzt wird.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten; ‘ ,
Nach Algorithmus 3.3 gibt es eine Kante a € {e;, i = 1,...,n} die nicht im Knoten v
degeneriert ist. Dann wihlen wir

(i) D¥plTl(v) = D¥ f(v) fiir w =0, ..., 2,
(i) Pl (v) = fip(0), P, (¥) = fupas, (v) und P (v) = £ (0) fir alle e # a,
(iii) p'% o B(y) = fas(v) fiir die Kante e; = a, sowie

(IV) pEi?;H_l (’U) = fdfdi+1 (U)7 pfiag,?“ (’U) = fd,-d?_'_1 (U) und p&?;%—l ('U) = fd?d?+l (’U) fiir ein 7 €

{1,...,n}.

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;
Dann enthalte H, die Bedingungen

(i) DvpMl(v) = D¥f(v) fiir w=0,...,2,

(i) p[gl(u) fa ), pd dm( v) = fia4,,,(v) und pg?l(v) = fu(v) fiir alle i = 1,..., 4, sowie

21




(iii) szl(]z 1( v) = faza,, (v), Pgiz (U) = fdidf (v) und pgz‘] (v) = fd§d§+1 (v) fiir ein ¢ €

{1, ...,n}.

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Dann sei H, die Menge bestehend aus den Bedingungen

(i) D¥pMil(v) = D¥f(v) fiir w =0, ..., 2,
(ii) pg"] (v) = fas(v), pff;;lm (v) = fa34;,, (v) und pg?] (v) = far(v) fir allei = 1,...,n - 1,
(ii1) pig” (v) = fag (v), Pl _, (v) = fasa,- (v) und B (0) = fog (v), sowie

(IV) pd?di (U) = 2d1,+1 (U) pd d2 ( ) = fd,-d,%r1 (U) und P&?igﬂ(v) = fdfd?+1(v) fiir ein ¢ €

(1, n—1}.

Lemma 5.1:
Seien v, A, und H, wie oben. Dann sind durch die Bedingungen in H, alle partiellen Ab-
leitungen D¥pT1(v), i = 1,...,n, w = 0,...,4 eindeutig bestimmt.

Beweis:

Wir unterscheiden die vier betrachteten Félle des Knotens v. In allen Fillen sind durch die
in (i) gegebenen Interpolationsbedingungen nach Lemma 2.3 und Lemma 2.6 die partiellen
Ableitungen D¥s(v) fiir w = 0,...,2 eindeutig bestimmt. Es verbleiben die Ableitungen
dritter und vierter Ordnung.

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;

Sei 0.B.d.A. a; = ¢; fiir i = 1,...,4. Dann sind durch die Interpolationsbedingungen von
(ii) und (v) nach Lemma 2.3 und Lemma 2.6 alle Ableitungen D¥plTl(v), w = 3,4, i > 4
eindeutig bestimmt. Mit der C2-Stetigkeit iiber den Kanten @, und a4 sind nach Lemma 2.2
die vier partiellen Ableitungen D3p!":l(v) ebenfalls eindeutig festgelegt. Die C*-Stetigkeit
iiber der Kante a3 liefert zusammen mit den beiden Bedingungen von (iii) nach Lemma 2.3
und Lemma 2.6 die Eindeutigkeit von D¥pl™](v), w = 3, 4. Die verbleibende Bedingung von
(ii) impliziert mit der C?-Stetigkeit iiber der Kante a, nach Lemma 2.1 die Eindeutigkeit
von DVplTil(v), w = 3,4.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;

Seien 0.B.d.A. T} und 75, die beiden Dreiecke mit gemeinsamer Kante a. Durch die in
(ii) und (iv) gegebenen Interpolationsbedingungen sind nach Lemma 2.3 und Lemma 2.6
alle Ableitungen D¥plTl(v), w = 3,4, i > 3 eindeutig bestimmt. Die C?-Stetigkeit iiber
den drei Kanten e;, ¢ = 1, ...,3 liefert nach Lemma 2.3 und Lemma 2.6 und dann mit der
verbleibenden Bedingung von (iii) nach Lemma 2.1 die Eindeutigkeit von D¥pl%i](v), w =
3,4, j=1,2.

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;

Da alle Kanten e; im Endpunkt v degeneriert sind, gilt pggk (v) = pg’f'“d]k (v), fir
T i1 i4+1%142
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t=1,...,4 wobei j =k =2oder j =1,2, k =3 — j. Somit sind durch die Interpolations-
bedingungen von (ii) und (iii) mit der C2%-Stetigkeit iiber den Kanten e;, i = 1,...,4 alle
partiellen Ableitungen D¥p"l(v), w = 3,4, i = 1, ..., 4 eindeutig bestimmt.

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Sei 0.B.d.A. i =1 in (iv). Die C*Stetigkeit iiber der Kante e, impliziert mit den Interpo-
lationsbedingungen in (ii) und (iv) nach Lemma 2.3 und Lemma 2.6, dass die Ableitungen
D¥plT2l(v), w = 3,4 eindeutig bestimmt sind. Mit analogem Argument folgt die Eindeu-
tigkeit von D¥pTl(v), w = 3,4, i =3,...,n — L.

#

Im Folgenden leiten wir einen Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen benach-
barter Knoten her. Seien T} = A(v, v1,v2) und Ty = A(v, v2, vs) zwei benachbarte Dreiecke
mit gemeinsamer, nicht in v degenerierter Kante es = [v, vo]. Ferner seien d;, ¢ = 1,...,3
Einheitsvektoren entlang der Kante e; = [v,v;] und die Polynome plBl e Py i =1,2 auf
I, = A(’U, Vi vi+l) gegeben'

Lemma 5.2:
Aus D¥pM(v) = D¥pT)(vy) =0, w =0, ...,2 und pg}]( )=0,7=3,4 folgtp dy ),( Vg) =
2

0 fir i = 0,...,4. Gilt zusdtzlich pgl:l(]_dz)z(v2) = 0 und PE,T;J( ) =0 fir j = 2,3, so folgt

pET‘i i if(v2) =0 fir i=0,...,3 und ein Einheitsvektor d entlang [vy,vy].

Beweis:
Wegen der gegebenen Interpolationsbedingungen in v und vy besitzt das univariate Poly-
nom pl[T] € II; mindestens 8 Nullstellen. Dies impliziert p{ 1} = 0. Mit den zusétzlichen

Bedingungen existieren mindestens 7 Nullstellen fiir das univariate Polynom (py T‘]) € Ilg.

Somit gilt (pﬂ,r‘?])le2 = 0. Daraus folgt die Behauptung.

#

Sei A € T, gegeben. Mit Hilfe der Interpolationsbedingungen H, auf den Zellen von A
kénnen wir nun eine Hermite-Interpolationsmenge fiir den Splineraum SZ(A) angeben.
Nach Konstruktion in Algorithmus 3.3 existieren ! € IN disjunkte Pfade von normalen
und defekten Knoten zu singuliren Knoten oder Randknoten. Wir numerieren die Knoten
V(A) der Triangulierung wiefolgt:

o V(A) zerfsllt in Mengen M; = {v1, ..., Um, } und M; = {Um,_ 41, s Um; }, J = 2,1, 1
sowie M, = {Um,+1, ..., Um}, wobei M; fiir j = 1,...,] die Knoten des j-ten Pfades und
M, die restlichen Knoten sind.

e Fiir zwei Knoten v;, v € M;, j € {1,...,1} gelte i < k, falls vy auf dem Pfad zwischen
v; und einem Randknoten oder s1ngularen Knoten dieses Pfades liegt.
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Dann enthalte H die Bedingungen
(i) DvplTl(v) = D¥f(v) fiir w =0,...,2 und alle v € V,

(11) pd3 (UJ) - fd3(v.7) pd3d +1( .’I) fd?di.;.l (Uj) 111'ld pgi](vj) = fdf(vj) fur a’lle Knoten
vj; € V(A) und alle Kanten e; = [vj, vg] mit j < k, die nicht die Kante a, az oder a3
von v; sind.

(iii) p([i;]( ) = fae(v) und pg‘giﬁ (v) = fasa;,, (v) fiir die Kante e; = a3, fiir jeden normalen
Knoten v € V(A),

(iv) p! p Bw) = f, +(v) fiir die Kante e; € {a, a,} fiir jeden defekten bzw. normalen Knoten
v € V(A), sowie

() P () = Fian @), By () = fu,, () wnd Blfly () = fipez,,(v) fiir ein i €
{1 .,}, wobei i # n, falls 'u ein Randknoten ist, und T fiir jeden normalen Knoten
v nicht das von ay und a3 begrenzte Dreieck ist.

Theorem 5.3:
Sei A € T,. Dann ist H eine Hermite-Interpolationsmenge fiir S3(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #H = dim(S?(A)). Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene
Interpolationsproblem f = 0 nur trivial 16sbar ist. Wir zeigen zuerst induktiv, dass fiir alle
Knoten v der Triangulierung D¥pT(v) = 0 fiir w = 0,...,4, ¢ = 1,..., grad(v) gilt. Be-
trachten wir den Knoten v;. Die Menge aller Interpolationsbedingungen in H im Knoten
v; entspricht der Menge H,,. Somit ist s in v; bis zur vierten Ordnung eindeutig bestimmt,
es gilt

DUplll(y)) =0, w=0,..,4,i=1,..

Sei fiir die Knoten vj, j = 1,...,k, k < #V(A) — 1 bereits gezeigt, dass DvplTi(y;) = 0 fiir
w=0,..,4, i =1,...,,nj, dann betrachten wir den Knoten vx4;. Nach Lemma 5.2 sind mit
den Interpolationsbedingungen in H im Knoten vg+1 und v; fiir alle Kanten e; = [vg41, ;]
mit k£ + 1 > ¢ die partiellen Ableitungen p p (v]) p[T]( i), p&sg » (v;) und pg"(]]li_l (v;) gleich
Null. Diese und die verbleibenden Bedlngungen in H im Knoten Vk+1 ergefjen die Menge
H,,,,. Dies impliziert

pr[Ti](’Uk+1) = 0, w = 0, ...,4, 1= 1, vy N1

Sei s € S?(A) definiert durch s;, = p! € Py fiir alle T € A, gegeben in seiner Bézier-
Bernstein-Darstellung. Aus D¥pl%l(v) = 0 fir w = 0,..4, ¢ = 1,..., grad(v) folgt nach
Lemma 2.6, dass alle Koeffizienten dieser Darstellung verschwinden. Damit gilt s = 0.

#
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6. Modifikation von 'Ii*iangulierungen

In diesem Abschnitt formulieren wir einen Algorithmus, der aus einer gegebenen Trian-
gulierung A ¢ 7, mit Hilfe von Clough-Tocher-Splits eine geeignete Triangulierung A € Ty
konstruiert. Der Algorithmus verlauft in zwei Schritten. Zuerst werden alle defekten Kno-
ten vom Grad > 4 eliminiert, im zweiten Schritt dann zusitzliche Kanten definiert, um
geeignete Pfade wihlen zu kénnen. Seien e; und é€; die Anzahl der Kanten mit Endpunkt
v; die paarweise verschiedene Steigungen besitzen, vor bzw. nach der Unterteilung eines
Dreiecks mit Eckpunkt v;. Dann fordern wir: Wird ein Dreieck T = A(v;,vz,v3) € A
unterteilt, dann wihle dazu einen Punkt im Innern von 7', sodass é; =¢; + 1,1 =1, ..., 3.

1. Schritt:

Fiir jeden defekten Knoten v; € V7(A) mit Grad(v;) > 4 wéhle ein Dreieck T' = A(v;, v;, vg)
in A,,, das nicht zur Zelle eines singuléren Knotens gehért, und fiihre dort einen Clough-
Tocher Split durch. Ist Grad(v;) = 6, und gehort jedes Dreieck mit Eckpunkt v; zu der Zelle
eines singuldren Knotens, so wihle einen benachbarten singuldren Knoten v; und unterteile
die beiden Dreiecke mit gemeinsamer Kante [v;,v;]. Die so entstandene Triangulierung
enthilt keine defekten Knoten vom Grad > 4 (vgl. Abbildung 16).

Ui

Vs

U

Abb. 16: Unterteilungen im 1. Schritt.

2. Schritt:
Im zweiten Schritt betrachten wir nun im Verlauf von Algorithmus 3.3 dlejemgen Knoten

v von V, bei denen keine Wahl von vier aufeinanderfolgenden Kanten ai, ..., as paarweise
verschiedener Steigung méglich ist, sodass az und a3 zu Knoten in Vi verlaufen.

Seien v € V und vy, ..., v4 vier im Uhrzeigersinn aufeinanderfolgende Knoten mit Endpunkt
v. Ferner seien vy,v3 € Vi und [v,v;], 7 = 1,...,4 derart, dass mindestens zwei Kanten
die gleiche Steigung besitzen. Da v und v nicht beide singuldr oder vom Grad 3 sein
kénnen (dies zeigt ein einfaches Winkelargument), mufl mindestens einer der beiden ein
normaler Knoten sein. Dies sei o. B.d.A v,. Dann unterscheiden wir folgende drei Félle
(vgl. Abbildung 17):

1.) wj; ist ein normaler Knoten.

a) In der Menge {[v,vi], ¢ = 1,...,4} gibt es drei Kanten paarweise verschiedener
Steigung. Dann unterteile das Dreieck A (v, vq, v3) mit einem Knoten z, und fiige
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die Knoten z mit Pfad a = [z, v,] und v mit Pfaden ay = [v,v;] und a3 = [v, 2]
oder a; = [v, 2] und a3 = [v, v3] zur Menge V,; hinzu.

b) Die Kanten [v,v;] und [v, v3] sowie [v, vo] und [v, v4] haben die gleiche Steigung.
Dann unterteile das Dreieck A(v,ve,v3) mit einem Knoten z; und dann das
Dreieck A(v, z1,v3) mit einem Knoten 2,. Fiige die Knoten 2z, mit Pfad a =
[#2,v3], 21 mit Pfaden ay = [21,v3] und a3 = [21, 2] und zuletzt v mit Pfaden
as = [v, 22) und a3 = [v, z1] zur Menge V,; hinzu.

2.) vs ist ein Knoten vom Grad 3.

a) vs besitzt den Pfad a = [v3,v;]. Dann unterteile das Dreieck A(v,wvq,v3) mit
einem Knoten z und fiige die Knoten z mit Pfad a = [z, vy}, v3 jetzt mit Pfaden
ay = [v3, 2] und a3 = [v3, v2] und zuletzt v mit Pfaden a; = [v, v5] und a3z = [v, 2]
zur Menge V,; hinzu.

b) wvs besitzt den Pfad a = [vs, v4] (also gilt v4 € V). Dann unterteile das Dreieck
A(v,vs,vs4) mit einem Knoten z und fiige die Knoten z mit Pfad a = [z, v4],
vs jetzt mit Pfaden ay = [vs,v4] und a3 = [vs,2] und zuletzt v mit Pfaden
ay = [v,v3] und a3 = [v, 2] zur Menge V,; hinzu.

3.) w3 ist ein singuldrer Knoten.

a) v ist nicht singulér. Ist v; vom Grad 3 und [vz,v;] ein Pfad von vg, so gehe nach
Fall 3b) vor. Ansonsten unterteile das Dreieck A(v,v;,v2) mit einem Knoten 2
und fiige die Knoten z mit Pfad a = [2,v,] und v mit Pfaden ay = [v,v,] und
a3 = [v, 2] zur Menge Vi hinzu. In dem Fall, dass v; vor der Unterteilung vom
Grad 3 war, so fiige ihn jetzt (eventuell neu) mit den Pfaden ady = [v1,v2] und
az = [v1, z] zur Menge Vg hinzu.

b) v ist ein singuldrer Knoten. In diesem Fall liegen v, v, und vz in V. Von vy
aus kann nicht ein Pfad sowohl nach v; als auch nach v; verlaufen. Sei 0.B.d.A.
die Kante [vq, v3] kein Pfad von ve. Dann unterteile das Dreieck A(v,vs, v3) mit
einem Knoten z; und anschlieRend das Dreieck A(z, v, v3) mit einem Knoten
7. Jetzt gilt v3 ¢ Voi, da der Knoten v nicht lénger singulér ist. Fiige die
Knoten z, mit Pfad a = [29,v3], 21 mit Pfaden as = [21,v,] und az = (21, 22,
dann vz mit Pfaden ay = [v3, 2] und a3 = [v3, 2], und zuletzt v mit Pfaden
as = [v,z1] und a3 = [v, vs) zur Menge V,; hinzu.

Fiir eine gegebene Tr1anguherung A ¢ T, bezeichnen wir die durch die beiden Schritte der
Modifikation entstandene Tr1angul1erung mit A. Nach Konstruktion gilt A € Ty. Damit ist
Hermite-Interpolation mit S3(A) méglich.

Beispiel 6.1:

Die Triangulierung A aus Abbildung 8 liegt nicht in der Klasse 7. Der 1. Schritt der Mo-
difikation entfillt, da A keine defekten Knoten vom Grad > 4 enthélt. Im zweiten Schritt
reicht es z.B. aus, nur ein geeignetes Dreieck zu unterteilen. Abbildung 18 zeigt die mo-
difizierte Triangulierung A mit Reihenfolge der inneren Knoten und dazugehdrigen Pfaden.
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la) wg,vs normale Knoten 1b) ws,v3 normale Knoten
U2 U3 U2 Us
z 21
v
U1 v (2 U1 V4

U3

v Vs

3a) vs singuldr

2a) vz vom Grad 3

Abb. 17: Unterteilungen im 2. Schritt.
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9 Vg vy Ve

Us

&

U1 U2 U3

Abb. 18: Beispiel einer Modifikation.
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