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Zusammenfassung

Wir entwickeln eine Methode zur Lagrange-Interpolation mit quartischen C-
Splines auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen A, bei der keine Dreiecke
von A unterteilt werden. Solche Triangulierungen sind charakterisiert durch die
Existenz einer Teilmenge A; C A disjunkt liegende Dreiecke, sodass jeder in-
nere Knoten geraden Grades Eckpunkt genau eines Dreiecks in A, ist. Unter
Verwendung von Pfaden ordnen wir die Knoten von A in eine geeignete Rei-
henfolge. Darauf basierend konstruieren wir Lagrange-Interpolationspunkte fiir
den Splineraum S;(A).

AMS Subject Classification: 65D05, 65D07, 41A63, 41A15

Keywords: Bivariate Splines, Triangulierungen, Lagrange-Interpolation.

1. Einleitung

In dieser Arbeit betrachten wir den Raum der bivariaten C"-Splines vom Grad ¢ auf einer
Triangulierung A eines polygonalen Grundgebiets {2 C IR?, gegeben durch

S;(A) = {s€C"(Q) : 5, €Pfiiralle T € A}.

Dabei ist P, = span{ziy’ : i,j > 0, i+ j < ¢} der Raum der bivariaten Polynome
vom totalen Grad q und CT(2) die Menge aller r mal differenzierbaren Funktionen auf 2.
Grundlegende Probleme in der Theorie der bivariaten Splineinterpolation sind die Bestim-
mung der Dimension von S](A) und die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir diese
Splineriume. Eine Menge L = {2, ..., %}, wobei m die Dimension von S;(A) ist, heift



Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S} (A), falls zu jeder Funktion f € C()
genau ein Spline s € S7(A) mit

S(Zi) = f(z,-), 1= 1,...,m,

existiert. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft dif-
ferenzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich
m, so sprechen wir von einer Hermite-Interpolationsmenge.

In der Literatur gibt es eine Reihe von Methoden zur Interpolation mit Splines von hohem
Polynomgrad q relativ zur Differenzierbarkeitsordnung r. Morgan und Scott [18] bestimm-
ten auf beliebigen Triangulierungen A die Dimension und Hermite-Interpolationsmengen
fiir die Splinerdume Sq1 (A), ¢ > 5. Diese Ergebnisse wurden von Alfeld, Piper und Schuma-
ker [3], basierend auf Resultaten von Alfeld und Schumaker [2], fiir C"-Splines vom Grad
g > 4r + 1 verallgemeinert. Hong [15] untersuchte Splinerdume vom Grad ¢ > 3r + 2 und
berechnete deren Dimension fiir beliebige Triangulierungen. Dieses Resultat wurde von
Ibrahim und Schumaker [16] fiir Supersplinerdume verallgemeinert. Davydov, Niirnberger
und Zeilfelder [11] entwickelten einen Algorithmus zur Konstruktion von lokalen Hermite-
Interpolationsmengen mit optimaler Approximationsordnung fiir diese Réume.

Fiir niedrigeren Polynomgrad, d.h. ¢ < 3r + 2, fithrt die Untersuchung bivariater Splines
auf komplexe, bisher nicht vollstindig geldste Probleme. Alfeld, Piper und Schumaker [1]
bestimmten die Dimension von S}(A) fiir beliebige Triangulierungen A. Ihre nichtlokalen
Argumente der Graphentheorie liefern jedoch i.A. keine Interpolationsmengen fiir diese
Splinerdume. Chui und Hong [7,8] gaben darauf aufbauend zwei Algorithmen an, die auf
beliebigen Triangulierungen A mit geeigneten Clough-Tocher-Splits bzw. Diagonalenwech-
sel in konvexen Vierecken optimale Approximationsordnung der Quasi-Interpolation mit
quartischen C!-Splines ergeben. Spiter entwickelte Gao [14] eine Methode zur Hermite-
Interpolation mit quartischen C'-Splines auf Triangulierungen, bei denen jeder innere
Knoten ungeraden Grad besitzt. Davydov und Niirnberger [10] konstruierten, ebenfalls
fiir S}(A), induktiv Interpolationsmengen auf der Klasse der beliebigen Triangulierungen
A, bei denen in Ausnahmefillen die Triangulierung modifiziert wird. Fiir die Klasse der
regelmifigen Rechteckszerlegungen A' und A?, mit einer bzw. zwei Diagonalen in jedem
Rechteck, konstruierten Niirnberger und Riessinger [20] fiir beliebige ¢ und r Lagrange- und
Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume 87 (A%), 4 € {1,2}. Davydov, Niirnber-
ger und Zeilfelder [9] entwickelten eine Methode zur Interpolation mit kubischen C*-Splines
auf Nested Polygon-Triangulierungen, d.h. Triangulierungen ineinander geschachtelter ge-
schlossener Polygonziige. Eine Reihe von weiteren Methoden zur Lagrange-Interpolation
mit kubischen C!-Splines auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen wurden kiirzlich
von Niirnberger und Zeilfelder [22,25] bzw. Niirnberger, Schumaker und Zeilfelder [26,27]
beschrieben. Dariiber hinaus entwickelten Niirnberger und Zeilfelder [24] eine Methode zur
lokalen Lagrange-Interpolation mit C*-Splines vom Grad > 3 auf beliebigen Triangulierun-
gen, die optimale Approximationsordnung besitzt. Dabei werden etwa die Hélfte der Drei-
ecke der Triangulierung unterteilt. Wenig spéter konstruierte Kohlmiiller [17] auf beliebigen
Triangulierungen A Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume 8; (A), ¢ > 3, mit
fast optimaler Approximationsordnung, wobei i.A. nur etwa ein Viertel der Dreiecke von
A gesplittet werden.



Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Methode zur Lagrange-Interpolation mit quarti-
schen C'-Splines auf allgemeinen Klassen 7 von Triangulierungen A zu entwickeln, bei der
keine Dreiecke der Triangulierung unterteilt werden. Solche Triangulierungen A, zu denen
auch die regelmifigen Rechteckszerlegungen A! und A? gehéren, sind dadurch charakte-
risiert, dass es eine Teilmenge A, C A gibt, sodass jeder innere Knoten geraden Grades
von A Eckpunkt genau eines Dreiecks in A, oder zweier benachbarter Dreiecke in A, ist.
Nach der Definition der Teilmenge A, konstruieren wir unter Verwendung einer Verall-
gemeinerung der Methode von Alfeld, Piper und Schumaker [1] geeignete Pfade fiir die
Knoten der Triangulierung, wodurch insbesondere eine Reihenfolge der Knoten festgelegt
wird. Darauf aufbauend wihlen wir Punkte auf den Dreiecken von A, die eine eindeutige
Lagrange-Interpolation mit S;(A) ermdglichen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 2 erldutern wir einige Grundlagen iiber bi-
variate Polynome und Splines sowie Interpolation mit Splinerdumen. Die Klasse 7 der der
fiir die Interpolation mit S;(A) geeigneten Triangulierungen A sowie die dafiir notwendi-
gen Pfade werden in Abschnitt 3 algorithmisch festgelegt. Darauf aufbauend konstruieren
wir in Abschnitt 4 Lagrange-Interpolationsmengen fiir quartische C*-Splines.

2. Grundlagen

In diesem Kapitel erliutern wir einige Grundlagen iiber Triangulierungen, bivariate Po-
lynome und Splines, sowie Interpolation mit bivariaten Splines, die auf Alfeld, Piper und
Schumaker [1], Niirnberger [19], Schumaker [28] u.a. zuriickgehen.

Definition 2.1:

Sei 2, eine einfach zusammenhingende, nicht notwendigerweise konvexe, polygonale Teil-
menge des IR?, zerlegt in Dreiecke T, ..., T, sodass der Durchschnitt zweier verschiedener
Dreiecke entweder leer, ein gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante ist. Dann
heikt A = {Ti,...,Tn} eine TRIANGULIERUNG VON . Ist A’ C A eine Triangulierung
einer einfach zusammenhingenden Teilmenge Q' C €2, so heift A’ SUBTRIANGULIERUNG
VON A.

Im Folgenden setzen wir

Vi(A), Vg(A), V(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Knoten,
E;(A), Eg(A), E(A) : Menge der inneren, der dukeren bzw. aller Kanten,
N(A) . Menge der Dreiecke, und

a(A) :  Menge der singuldren Knoten

der Triangulierung A. Dabei gelten folgende wohlbekannten Beziehungen:
#Ep(A) = #Vp(A),

#Er(A) = 3-#Vi(A) + #Vp(A) — 3,
AN(A) = 2-#Vi(A) + #V5(A) — 2.



Eine Kante e := [v1,v3] € E(A) heift DEGENERIERT im Endpunkt v;, falls die beiden
benachbarten Kanten im Knoten v, gleiche Steigung besitzen. Andernfalls heifit e NICHT-
DEGENIERT in v;. Ein Knoten v € V;(A) heifit SINGULAR, falls es genau vier Kanten mit
Endpunkt v gibt, und diese auf zwei Geraden liegen (vgl. Abbildung 1).

v

Abb. 1: In v; degenerierte Kante e, singulidrer Knoten v.

Fiir einen Knoten v € V(A) definiert Grad(v) die Anzahl der Kanten in A mit Endpunkt
v. Die Subtriangulierung A, := {T € A | v € T} von A, die alle Dreiecke mit Eckpunkt v
enthélt, bezeichnen wir als ZELLE VON w.

Definition 2.2:
Seien r, ¢ € INg mit 0 < 7 < ¢ und eine Triangulierung A gegeben. Dann heifst

S;(A) = {s€C™(Q):s, €PyfiiralleT € A}
der SPLINERAUM der 7 mal differenzierbaren Funktionen vom Grad g. Dabei ist
P, = span{z'y’ :i,j >0, i+ < g}

der (%}?) dimensionale Raum der BIVARIATEN POLYNOME vom totalen Grad < ¢, und
C(Q) die Menge aller 7 mal differenzierbarten Funktionen auf €2.

Funktionen aus S}(A) sind also stiickweise Polynome vom Grad ¢, die 7 mal stetig diffe-
renzierbar iiber den Kanten von A verkniipft sind.

Ein grundlegendes Problem der bivariaten Splinetheorie ist neben der Bestimmung der
Dimension von S}(A) die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir diese Splinerdume.
Eine Menge L = {zi,...,zm}, wobei m die Dimension von S7(A) ist, heiit Lagrange-
Interpolationsmenge fiir den Splineraum S} (A), falls zu jeder Funktion f € C(Q2) genau
ein Spline s € S7(A) mit '

s(z) = f(z), i=1,..,m,

existiert. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft dif-
ferenzierbaren Funktion f interpoliert, und ist die Gesamtanzahl der Bedingungen gleich
m, so sprechen wir von einer HermiteInterpolationsmenge.



Nach Alfeld, Piper und Schumaker [1] ist fiir beliebige Triangulierungen A die Dimen-
sion des Splineraums S} (A) bekannt. Es gilt

dim(S,}(A)) = 4-#Vp(A) + 3-#Vi(A) + 0 + #E(A) = 6-#V(A) + 0 — 3.
Fiir einen Einheitsvektor d € IR? und eine geniigend oft differenzierbare Funktion f be-

zeichnen wir mit fy(z) die partielle Ableitung von f im Punkt z in Richtung d. Sind d;
und ds linear unabhéngige Einheitsvektoren, so heifit

Dwf(z) = (fd}”(z))fdi”‘ldz(z)7"'7fd1d12‘"1(z)7fd'2"(z))

der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w.
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Abb. 2: Beispiel eines Knotens vom Grad 5.

Im Folgenden beweisen wir eine wichtige Eigenschaft bivariater C'-Splines fiir Knoten un-
geraden Grades. Sei v € V;7(A) ein Knoten ungeraden Grades n € IN, im Uhrzeigersinn
verbunden mit Knoten v;, ¢ = 1, ...,n durch Kanten e; := [v, v;]. Fernersei d; firi =1,...,n
ein Einheitsvektor entlang der Kante e;, A, := {T; = A(v, i, Vi41), © = 1,..., 1}, Vny1 = V1,
die Zelle von v, o fiir i = 1,...,n der von e; und e;;; eingeschlossene Winkel (vgl. Abbil-
dung 2) und der Spline s € S§(A,) gegeben durch Slr, = phl i =1,..,n.

Lemma 2.3:
Aus pg"](v) =0 fiiri=1,...,n folgt pgfz]‘_+l(v) =0firi=1,..n.

Beweis: :
Sind alle Kanten e;, 7 = 1,...,n in v nichtdegeneriert, so gilt

[T;

Tit1] ; P —
: + sin(@i+1)Pgd,, i1=1,..,n.

sin(e; + ai+1)pft?+]1 = s1n(czz-)p£,‘,+1d‘,+2

Wir setzen a; := sin(o;) fiir ¢ = 1, ...,n. Durch die C"-Stetigkeit iiber den inneren Kanten



von A, liaRt sich damit folgendes lineare Gleichungssystem aufstellen.

T
a/n O A 0 al p%[lid]z 0
as Ay -*-- 0 0 p&zﬁs
0 0 -+ apa O sy
0O 0 -+ a, ap (Tn] 0
pdndl

Die Determinante D der Koeffizientenmatrix lautet

n n n
= Hai+ (—1)”+1Hai = 21_[0'1
i=1 =1 i=1

Ist eine Kante e;, j € {1,...,n} in v degeneriert, so gilt pgj_'lf}j pfi {d]ﬁl, und damit

an 0 N 0 a p[Tl

(a2 Qp e e 0 0 \ ( d1d2 \\ 0
: . -, .. : : [TJ 1]
0 -+ =1 1 -+ 0 . p[,},]ldj =
. . S . . Dg; d]+1
0 0 -+ -+ a,o O 0

Tn
o o e 0 e

Mit sin(e;—1) = sin(m — a;) = sin(e;) folgt dann

- a; + (—1)"*! - a; = 2 - a;.
I sy [T a=2]] a

i=Li#j i=L,i#j i=1,i#j

Aus o; € (0,7) fiir i = 1,...,n folgt D > 0 und damit die Behauptung.

3. Festlegung der Klasse T

Im Folgenden definieren wir eine allgemeine Klasse 7 von Triangulierungen, die fiir die
Lagrange-Interpolation mit quartischen C*-Splines geeignet sind. Solche Triangulierungen
A sind charakterisiert durch die Existenz einer Teilmenge A; C A geeigneter Dreiecke, so-
dass jeder innere Knoten geraden Grades Eckpunkt genau eines Dreiecks in A, oder zweier
benachbarter Dreiecke in A, ist. Nach der Festlegung von A, wéhlen wir algorithmisch in
einer Verallgemeinerung der Methode von Alfeld, Piper und Schumaker [1] geeignete Pfade
fiir die Knoten der Triangulierung, wodurch wir insbesondere eine Reihenfolge der Knotén



definieren.

Definition 3.1:
Sei A eine beliebige Triangulierung. Gibt es eine Teilmenge A, C A, sodass fiir jeden
Knoten v € Vi(A) geraden Grades entweder

1.) genau ein Dreieck T' € A, in A, liegt, oder

2.) genau zwei benachbarte Dreiecke T1,T5 € A, in A, liegen,

so setzen wir A € T, und bezeichnen A, als EINFARBUNG von A. Anderfalls gilt A ¢ 7.
Dabei bezeichnet A, die Zelle von v, d.h. die Menge aller Dreiecke in A mit Eckpunkt v.

Abb. 3: Mégliche Einférbungen der Triangulierungen A! und AZ.

Abb. 4: Nicht einfirbbare Triangulierung mit Knoten vom Grad 4.




Beispiele 3.2:

e Die regelmiRigen Rechteckszerlegungen A! und A? mit einer bzw. zwei Diagonalen in
jedem Rechteck reprisentieren den schlechtesten Fall, da alle inneren Knoten geraden
Grad besitzen und somit beriicksichtigt werden miissen. Eine mdgliche Einfirbung
dieser Triangulierungen zeigt Abbildung 3. ‘

e Abbildung 4 zeigt eine Triangulierung, die nicht in 7 liegt. In diesem Beispiel ist es
nicht méglich mehr als zwei mal zwei benachbarte Dreiecke fiir A, zu wihlen. Damit
ist in mindestens einer Zelle eines inneren Knotens geraden Grades kein Dreieck in
A, enthalten.

e Abbildung 8 zeigt eine exemplarischen Triangulierung. Fiir diese Triangulierung kén-
nen geeignete Dreiecke fiir A, disjunkt ausgewihlt werden, es ist nicht notwendig
zwei benachbarte Dreiecke zu wéhlen.

e Jede separable Triangulierung ist einfirbbar. Eine Triangulierung A heift SEPARA-
BEL, wenn es eine Teilmenge Ay C A gibt, sodass jeder Knoten der Triangulierung
Eckpunkt genau eines Dreiecks in Ay ist (vgl Niirnberger und Zeilfelder [26]).

Fiir die Lagrange-Interpolation mit dem Splineraum S} (A), A € T, konstruieren wir nun
eine Menge von Pfaden, die jeden inneren nichtsinguldren Knoten v, der Eckpunkt eines
Dreiecks in A, ist, iiber eine in v nichtdegenerierte Kante mit einem Randknoten, singuléren
Knoten, Knoten ungeraden Grades, der nicht Eckpunkt eines Dreiecks in A, ist, oder mit
einem Knoten fiir die zuvor schon ein Pfad konstruiert wurde, verbindet. Sei d := #V(A),
dann ordnen wir die Knoten der Triangulierung A. Wir setzen

o Vi, := {vy,...,v,} die Menge aller inneren nichtsinguldren Knoten von A, die Eck-
punkt mindestens eines Dreiecks in A, sind,

® Uni1, ..., Up alle inneren Knoten ungeraden Grades, die nicht Eckpunkt eines Dreiecks
in A, sind, :

® Upii, ..., Up alle singuliren Knoten der Triangulierung,

® Upi1,..., Ut ¢ > p alle Randknoten von A, die Eckpunkt mindestens eines Dreiecks in
A, sind, und

® Vi1,...,0¢ im Uhrzeigersinn alle Randknoten von A, die nicht Eckpunkt eines Drei-
ecks in A, sind. Dabei ist v, €in benachbarter Knoten eines Knotens vp1, ..., v;.

Fiir zwei benachbarte Dreiecke 71 = A(v1,v2,u), To = A(vi, v2, w) € A, gilt: Ist v, @ €
{1, 2} eine innerer, nichtsinguldrer Knoten, und gibt es keine Kante der Triangulierung mit
Endpunkt v;, die in v; nichtdegeneriert ist, und die nicht auf T} U T liegt, so definieren
wir v; als NICHT NORMAL und wihlen fiir diesen Knoten keinen Pfad (vgl. Abbildung 6).
Andernfalls bezeichnen wir v; als NORMAL.



Wir definieren nun geeignete Pfade und ordnen dadurch zuséitzlich die Knoten in V;,. Sei
dazu lfok = V(A) \ V;-n'.

Algorithmus 3.3:

Sei #V;, = n € IN. Dann wihle einen normalen Knoten v, € Vi, fir den es eine in vy,
nichtdegenerierte Kante a gibt, die v, mit einem Knoten in Vy verbindet. Markiere die
Kante a als Pfad von v, setze Vo, = Vi, U {v,} sowie Vi, = Vi, \ {vn} und fahre mit der
Auswahl von v,_, fort.

Da alle Dreiecke bzw. Paare von Dreiecken in A, disjunkt liegen, d.h. keine gemeinsa-
men Eckpunkte besitzen, gibt es i.A. immer geniligend Alternativen zur Festlegung einer
nichtdegenerierten Kante als Pfad. Es existieren jedoch Ausnahmesituationen, in denen bei
sehr speziellen Konstellationen von Kanten und Knoten keine geeigneten Pfade festgelegt
werden konnen. Abbildung 5 zeigt einige Beispiele solcher Konstellationen. In allen Fil-
len sind fiir die drei inneren Knoten, die Eckpunkt eines Dreiecks in A, sind jeweils zwei
Kanten in diesem Knoten degeneriert. Daher kénnen hier Pfade nur zyklisch, nicht aber
zu einem Knoten in V,; gewdhlt werden. Um solche Ausnahmefille zu vermeiden fordern
wir als zusétzliche Bedingung an die Triangulierungen A € 7, dass jedes Dreieck T' € A
mindestens einen Eckpunkt v besitzt, fiir den weniger als zwei in v degenerierte Kanten in
E(A) existieren. '

Abb. 5: Konstellationen ohne Mdglichkeit fiir Pfade.

4. Lagrange-Interpolation

Unter Verwendung der in Abschnitt 3 definierten Pfade, der festgelegten Reihenfolge der
Knoten der Triangulierung, sowie der Teilmenge A; C A konstruieren wir nun Lagrange-
Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S; (A) auf Triangulierungen A € 7 . Ein Dreieck
T = A(u,v,w) € A heift RANDDREIECK der Triangulierung, falls u,v,w € Vg(4A). Wir
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Abb. 6: Konstellationen mit nicht normalen Knoten v.

konstruieren zunichst Lagrange-Interpolationsmengen auf Triangulierungen A € 7 oh-
ne Randdreiecke, und wihlen anschliefiend in jedem Randdreieck genau sechs zusétzliche
Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P, (vgl. Niirnberger und Zeilfelder [22]).

Fiir einen Knoten v; € V(A), i € {1,...,d}, mit Grad(v;) = n; sei v; im Uhrzeiger-
sinn verbunden mit den Knoten v;;, j = 1,...,n; durch Kanten e;; = [v;,v;;]. Ferner
sei d;; fiir j = 1,...,n; ein Einheitsvektor entlang der Kante e;; und A,, = {T;; =
Ay, vi g, Vig41)s J = 1, .., M}, Vi1 = iy die Zelle um v; (vgl. Abbildung 2). Fiir einen
Randknoten entfalle das Dreieck T;,,. Falls vorhanden, sei e;,,, r; € {1,...,n;} der Pfad
von v;. Wir wihlen folgende Interpolationspunkte:

1.) 15 Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P4, auf jedem einzelnen Dreieck in Ag;

2.) fiir zwei benachbarte Dreiecke Ty = A(v1,v2,v3), To = A(v1,v2,v4) € A, genau 15
Punkte wie in 1. auf T}, v4, je einen Punkt im Innern von [vy,v4], [ve,v4] und von
Ty, sowie einen weiteren Punkt im Innern von [vy,vs] bzw. [vs,vs), falls v bzw. v,
normal ist;

3.) genau einen Punkt im Innern jeder Kante in E(A), die nicht auf einem Dreieck in
A, liegt, und die kein Pfad ist;

4.) Fiir jeden Knoten v; = v1, ..., v wihle drei Punkte wiefolgt:

— v;, je einen Punkt im Innern zweier Kanten e, j,, €;, # 7, falls A, N A, = 0,
und fiir v; noch keine Punkte gewédhlt wurden,

— fiir j = 1,...,n; wihle v;;, einen Punkt auf e;; und einen Punkt auf einer
Kante [’U,',j_l, ’Ui’j], [’Ui’j, ’Ui,j+1], die kein Pfad iSt, falls fiir (2] € Aui \V(Aa) noch
keine Punkte gewdhlt wurden. Sind [v;;j_1,vi;], [vij,vij+1] beides Pfade mit
Vij—1 = vy und v j41 = U, 4 < A so wihle den dritten Interpolationspunkt im
Innern von [v; -1, v;;] (vgl. Abbildung 7);

5.) einen Punkt im Innern von T = A(v,w;,w2) € A, fiir jeden Knoten v € Vp(A) \
V(4A,), wobei w; € Vi(A), w, € Vg(A).
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Abb. 7: Lagrangepunkte von 3.) mund 4.) e fiir einer Zelle.

Sei A € T und L die Menge alle oben gewihlter Interpolationspunkte.

Theorem 4.1:
L ist eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S (A).

Beweis:
Wir zeigen zunichst, dass #L = dim(S}(A)). In L enthalten sind

e drei Punkte fiir jeden Knoten (1.),2),4.)),

e ein Punkt fiir jede Kante, die kein Pfad ist, sowie genau ein zusétzlicher Punkt im
Innern eines Dreiecks in A,, fiir jede Kante, die ein Pfad ist (1.), 2.), 3.)),

e ein Punkt fiir jeden Randknoten (1.), 2.), 5.)), und

e ein Punkt fiir jeden inneren singulidren Knoten (1.), 2.)).

Also gilt

#L = 3-#V(A) + #E(A) + #Vp(A) + o
= 3. #V(A) + (3-#Vi(A) + 2-#Vp(A) — 3) + #VE(A) + 0
=6-#V(A) -3 + ¢ :
= dim(5;(4)).

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial 16sbar
ist. Sei also s € S}(A) definiert durch s, = pi7! € Py fiir alle T € A und es gelte
s(z) = 0 fiir alle z € L. In jedem einzelnen Dreieck T € A, gilt nach Voraussetzung
pT1 = 0 da plT! eindeutige Losung des homogenen Interpolationsproblems auf T ist. Seien
Ty = A(vy,ve,v3), To = A(v1,v2,v4) € A, zwei benachbarte Dreiecke in A,, dann gilt mit
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analogem Argument p!™) = 0. Sind v; und v, normal, so folgt mit den Interpolationspunk-
ten auf den Kanten von T, und der C*-Stetigkeit iiber der Kante [v, vo] die Existenz eines
Polynoms g € Py, sodass sich pl™! schreiben 14t als

p(z) = Bl l3-q(2), z2€Ty,

wobei l; eine Gerade durch [vq,vs] ist, und I;, j = 2,3 Geraden durch anderen beiden
Kanten von T3 sind. Der Interpolationspunkt im Innern von 75 impliziert ¢ = 0 und damit
pl™2] = 0. Sei jetzt 0.B.d.A. v; nicht normal, v, normal (alle anderen Fille werden analog
bewiesen). Wir setzen e; := [vy,v;] fiir ¢ = 2,...,4 und d;, ¢ = 2, ...,4 einen Einheitsvektor

entlang der Kante e;. Durch die C'-Stetigkeit iiber der Kante e, ist sowohl pgi (v1) als

auch pd (vl) gleich Null. Dabei ist d ein Einheitsvektor entlang der benachbarten Kante
e von ¢4 im Endpunkt v; (Fiir Grad(v,) = 3 ist e = es, fiir Grad(v;) € {4,5} ist e eine in
v; degenerierte Kante (vgl. Abbildung 6).). Mit der C*-Stetigkeit liber der Kante e4 folgt
daraus pE;?] (v1). Mit analoger Argumentation wie fiir v; normal impliziert dies p!™2 = 0.
Wir betrachten nun die Knoten v;, ¢ = 1,...,d in der gegebenen Reihenfolge und zeigen
D¥plTl(y;) = 0 fiir w = 0,...,2 und alle Dreiecke 7' mit Eckpunkt v;. Sei fiir vy, ...,v;_;
die Aussage bereits bewiesen, dann betrachten wir die Zelle A,,. Sei dazu v; im Uhrzei-
gersinn verbunden mit den Knoten v;;, j = 1,....,n; durch Kanten e;; = [v;,vij], dij
ein Einheitsvektor entlang der Kante e;; und T;; = A(v;, vij, Viji1)s Vini+1 = ;1. Fiir
einen Randknoten v; entfalle das Dreieck T; ,,. Die Interpolationspunkte in 3.), 4.) sowie
Vij1,Vij, € Ag bzw. den Punkten in 4.) implizieren mindestens fiinf Nullstellen fiir die
univariaten Polynome Slej 2 Slesy, € I14, und damit Slevi, = Slesy, = 0. Fiir den C%-Ring
von v; unterscheiden wir sechs Falle.

~ Fall 1: v; € Vi(A) ist singulér;

Es gelte 0.B.d.A. T;; € A, bzw. T;;,Ti2 € A,. Mit den in 3.) und 4.) gewéhlten Inter-
polationspunkten folgt S, =0 fir j = 1,...,4, also insbesondere p[ ”](v,-) = 0. Aus
pg‘liz( ;) = 0 folgt mit der C!-Stetigkeit iiber den in v; degenerlerten Kanten, dass
P (w) =0, j = 2,..., 4. Dies impliziert

DUpTil(y;) = 0, j=1,.,4, w=0,...,2

Fall 2: v; € V;(A) ist normal, A,, N A, # 0;

Es gelte 0.B.d.A. T;, € A, baw. T;1,T;2 € A,. Aus plTitl = 0 und der C*-Stetigkeit iiber
den Kanten e; ; folgt D¥p T‘J]( ;) =0 fiirw=0,1, j =1,..n;. Sei e;,, 7 € {3,...,n;} der
Pfad von v;, dann folgt mit den Interpolatlonspunkten in 3.) und 4.), dass S, =0 fiir

j=1,..,n; j #r, also insbesondere p d2” (v,) = 0 fiir alle j # r. Die C'- Stetlgkelt iiber

den Kanten e;; impliziert p[ ”] 1(vz) = 0 fiir alle j = 1, ...,n; und damit p d”] (v;) = 0.
Insgesamt ergibt sich

pr[:rhj](vl) = O, J - 1’ "'7ni’ w= 0’ “.,2

Fall 3: v; € V;(A) ist nicht normal;
Es gelte 0.B.d.A. T, € A, baw. T;,T;2 € A,. Analog Fall 2 gilt D¥pTuil(v;) = 0 fiir
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w = 0,1, j = 1,...n;. Die Interpolationspunkte in 3.) und 4.) implizieren Sley; = 0 fiir

j=1,..,n4 j #r, also insbesondere pg‘?’](vi) =0, 7 #j=1,..,n; Aus der C'-Stetigkeit
7

. T, ; . . N

iiber den Kanten e; ; folgt p&i’ }Jd]a,j+1 (v;) =0, 7 =2,...,n;. Die C'-Stetigkeit iiber der Kante
. [Ty, Ty e : -

e, sowie p&i,r’_] \di (v;) = p&iyr"}i” ,(v;) = 0 implizieren p”; 3] (v;) =0, und damit insgesamt

5,7

pr[Ti.i](vi) = 0, ] = ]_, ey Ty, W= O, ...,2.

Fall 4: v; € Vi(A), Ay, N A = 0;
Die Interpolationspunkte in 4.) sowie die C'-Stetigkeit iiber den Kanten e;; implizieren
D¥plTiil(v;) = 0 fir w = 0,1, j = 1,...n;. Aus den Interpolationspunkten in 3.) und 4.)

(T3] (v;) = 0. Da Grad(v;) ungerade ist,

folgt Sley; = 0 fiir j = 1,...,n;, also insbesondere p
. i

]

folgt nach Lemma 2.3, dass Pg?}izi,,-“(vi) =0, j‘= 1,...,n. Damit gilt

pr[T;’j]('Ui) = 0’ ] = 1’ ---;ni7 w = 0, ...,2.

Fall 5: v; € VB(A), Avi N A, 76 m,

Es gelte 0.B.d.A. T;; € A, bzw. T;;,T;2 € A;. Aus plT1l = 0 folgt mit der C*-Stetigkeit
iiber den Kanten e; ;, dass DwplTiil (v;) =0 firw=0,1, j =1,...,n; — 1. Die Interpolati-
onspunkte in 3.) und 4.) implizieren Sle; = 0,4 =1,...,n;, also insbesondere pg-?;j] (v;) =0,

j=1,..,n; Aus pg‘;‘(}‘, ,(vi) = 0 folgt mit der C L_Stetigkeit iiber den Kanten e; ; schlieflich,

dass pT9 () =0, j =2, ...,n. Somit gilt

i,5 i j+1

pr[Ti'j]('Uz‘) = 0, J = 1, ey Ny, W= 0, cany 2.

Fall 6: v; € Vg(A), A, N A, =0;

Die Interpolationspunkte in 3.) und 4.) implizieren Sley; = 0y 4 =1,...,n;, also insbesondere
piﬁ*jj](vi) =0, j=1,..,n; Mit der C'-Stetigkeit im Knoten v; folgt D¥plT#4](v;) = 0 fiir
w= 0,1 und alle Dreiecke mit Eckpunkt v;. Aus dem zusétzlichen Interpolationspunkt in
5.) auf T;,, sowie den Punkten in 4.) und den Interpolationsbedingungen in den beiden
anderen Eckpunkten von T;; folgt plTitl = 0. Der Rest des Beweises von Fall 6 verlduft
analog dem Beweis von Fall 5.

Fiir alle Knoten v € V(A) gilt damit D¥plTl(v) = 0, w = 0,...,2 und alle Dreiecke T
mit Eckpunkt v. Die impliziert s = 0.
#

Beispiel 4.2:

Abbildung 8 zeigt eine exemplarische Triangulierung A mit einer Einfirbung und einer
moglichen Reihenfolge der inneren Knoten. Die dick eingezeichneten Kanten entsprechen
den Pfaden der Knoten von Vj,, die markierten Punkte bilden eine Lagrangeinterpolati-
onsmenge fiir den Splineraum S;(A).
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Abb. 8: Geeignete Pfade und Interpolationspunkte fiir eine exemplarische Triangulierung.
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