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Charakterisierung stark eindeutig beste
im Raum der periodischen Splin

Zusammenfassung

Das vorliegende Manuskript behandelt die Aufgabe

r Approximationen
efunktionen

der Charakterisierung stark

eindeutig bester Approximation in periodischen Splinerdumen. Diese klirt sich

durch Unterscheidung in schwach-tschebyscheffsche, !

solche, die diese Struktur nicht haben.

Es werden die wesentlichen Uberlegungen der Charak

periodische Splineriume und

terisierung bester Approxi-

mation dargestellt und zur Motivation der Untersuchung stark eindeutig bester

Approximation verwendet werden.

Wir bezeichnen fiir eine gegebene Knoténmenge

eIV,

K, ={zg<z;<...<zZ.};n
die wir in natiirlicher Weise durch Tpppn i= T, + ,u(( —zo))iv=1...np € Z auf
ganz IR fortsetzen, mit
Po(Ky) = {p € C (IR : pliey ey € [si = 0...n = 1
und p(z) = p(z + (2. - 70)); Ve € IR}

firm e IN den Raum der periodischen Splinefunktionen
menge K,. Aus der Literatur (vgl. [5], [9])ist bekannt, d
Unterraum des n + m dimensionalen (Standard-) Spline

Sm(l'l v

ist. Wir bezeichnen im folgenden mit B;;i = 1...nd
|, Tipm41[ und stellen uns diesen periodisch fortgesetzt

xn—l) = {S € C(m_l)(lR) : Sl[“i,h‘%—‘,] &

der Ordnung m+1 zur Knoten-
a} P, (K,) ein n-dimensionaler
raums-

I
enjenigen B-Spline mit Trager
auf die reelle Achse vor, dann

=0...n—1}

gilt ' _
P.(K,) = span{Bl, -

y Br}.

Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit ist es, die Frage nach bester Approximation

darzustellen und, davon ausgehend, die Charakterisierun;

g stark eindeutig bester Appro-

ximation in P, (K,) zu kliren, das heifit fiir vorgegebenles

f € Clanany =19 € CUR) : 9(@) = gla + (s

ein py € P,(K,) zu finden, so dafl

If —Pslloo S |If = Dlloo; VP € P,

(beste Approximation), beziehﬁngsweise

If —Pslloo + Efllp = Prllc < Nf = Plloos

U — IEO)),VI € ‘ZR}

n(Kn)

Vp € P,(K,)




fiir eine Konstante K > 0 (stark eindeutig beste Approximation).

Es wird sich zeigen, dafl bei der Untersuchung dieser Probleme Eigenschaften und Lagen
von Alternanten eine Rolle spielen.
Eine Punktmenge zo < t; < ... <t (<t + (T, —z¢));7 € IN heifit Alternante der
Linge r einer gegebenen Funktion g € C., _4,), falls fiir ein ¢ € {—1, +1} die Bedingung

(-1Yogt) = llgllee; s =1.L 7

erfiillt ist. Die Punkte ¢;;7 = 1...7 sind somit Elemente der Extremalpunktmenge von
g :
Eg:= {z € [0, 2] : 9(z)] = [19lle0 }-

Wir sprechen im folgenden von Alternanten der gena.uen Liange r, falls eine Punktmen-
gexg <t <...< t,(< 4+ (a:n x,)) existiert, welche Alternante von g ist, aber keine
Punktmenge 7o < f; < ... < t,(< 1 + (z, — x¢)) existiert, die Alternante von g ist und
s > r erfiillt: ‘ . ,
Wir geben zunéchst im Fall schwach-tschebyscheffscher, periodischer Splinerdume einen
neuen Beweis der Charakterisierung bester Approximationen in P, (K,);n =21+ 1;] €
INy an. Dieser beruht auf der Grundidee den Charakterisierungssatz in P,,(K,) dhnlich .
wie in (vgl.[5], p.132, Theorem 4.2) die, urspriinglich von Rice und Schumaker (vgl. [6],

[8]) stammende, Charakterisierung bester Approxima,tio!nen in S,.(z;...2,_1) bewiesen

wird, herzuleiten. :

Hierbei gelangt man, aufgrund der schwach- tschebyscheffschen Eigenschaft, mit der
gemaf (vgl. [4]) konstruierten, besten Approximation,| durch Verwendung eines star-
ken Eindeutigkeitsarguments zum Ziel.

Danach wird der Fall nicht schwach-tschebyscheffscher,| periodischer Splinerdume n =
2l;1 € IN im Sinne von (vgl. [3]) zusammengefaBt. Diesf dient, neben Vollstindigkeits-
griinden, der Motivation der Untersuchungen des zweiten Paragraphen, indem die Cha-
rakterisierung stark eindeutig bester Approximationen 1r51 P,,(K,) angegeben und in den

dabei auftretenden, verschiedenen Fallen bewiesen w1rd
I
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1 Charakterisierung bester Approxifnationeh P, (K,)

In diesem Paragraphen werden beste Approximationen in P, (K, ) untersucht. Hierbei
ben6tigt man die folgende Aussage iiber die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer peri-
odischen Splinefunktion in deren Periodizitétsintervall [zo, z,[. Sie besagt, daB im Fall n
ungerade P,,(K,) ein schwach-tschebyscheffscher Raum ist und im anderen Fall maximal
dim(P,,(K,)) = n Vorzeichenwechsel auftreten kénnen. Dies bedeutet, dafl bei gerader
Knoteniritervallanzahl der periodische Splineraum im Gegensatz zum (Standard-) Spli-
neraum (vgl. [5], p.95, Theorem 1.19) einen wesentlichen Strukturverlust aufweist.

Satz 1 (vgl. Schumaker, L. [9], p.300, Theorem 8.4 ) Es seien p € P,(K,) und
Z(p) die Anzahl der Vorzeichenwechsel von p in [xo,z,[i Dann gilt :

n , falls n gerade

n—1, fallsn unger\ade ’

Z(p) < {
Den Beweis von Satz 1 fithrt man per Induktion nach y;m € IN, indem man zunéchst
den (einfachen) Fall m = 1 klirt und dann fir m > 2 zeigt, daf} fir p € P,(K,) die
Abschitzung Z(p) < Z(pV) gilt. : : :

Wir behandeln nun zunidchst den Fall - schwach-tschebyscheffscher, periodischer
Splinerdume, das heifit nach Satz 1, dal n ungerade ist. Die Charakterisierungsaussage
wurde bereits von O.V. Davydov (vgl. [3]) gefunden. Wir geben an dieser Stelle einen
neuen Beweis der Charakterisierung bester Approximationen in P, (K,);n =20+ 1;1 €
IN, an, welche auf dem folgenden Satz beruht.

Satz 2 (Jones, R.C. & Karlovitz, L.A.,vgl. [4], [5],S.88) Essei G C C([a,b]) ein
n-dimensionaler Unterraum. G ist genau dann schwagh-tschebyscheﬁsch, wenn jede
Funktion f € C([a,b]) eine beste Approzimation g; € G besitzt, derart, daf die Feh-

lerfunktion (f — g;) eine Alternante der Linge n+ 1 auJI’ [a, b] hat.

Beim Beweis der Charakterisierung bester Approximationen in P, (K,) benutzen
wir, wie eingangs angedeutet, ein Argument iiber stark eindeutig beste Approximatio-
nen. Diesem liegt der nichste Satz zugrunde.

Satz 3 (vgl. [5],5.91) Es sei G = span{gi...g.} ein n-dimensionaler, schwach-
tschebyscheffscher Unterraum von C([a,b]). Weiterhz'n'sleien f € C(la,b]) und g5 € G.
Dann folgt aus der Ezistenz einer Alternante a < t; < Tt2 < ... < thy1 £ b der Lange
n+ 1 von (f — g5), mit der Eigenschaft -

n e Gn -
D 0;1 =
( tl e ti—lti+1 e tn+1 ) 7é )

daf gy stark eindeutig beste Approzimation an f ist.

—

..n+1,

|
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1

Der Beweis von Satz 3 verwendet Satz 12 und Satz 16 (siehe unten).

|

Der nidchste Satz beschreibt die ‘Charakterisierung bester Approximationen fiir
schwach-tschebyscheffsche, periodische Splinerdume.. ‘

Satz 4 (vgl.[3]) Es seien n € IN;n = 2l + 1;1 € INg|und m € IN. Weiterhin seien
f € Cop—zy) und p; € Pr(K,). Dann ist ps genau dann beste Approzimation an f, falls
ein Intervall [z,,Tp1q); p € {0...n —1}; g € {1...n}|exzistiert, so daf (f — ps) eine
Alternante der Linge d + 1 in [z,,T,44] besitzt, wobes

d = dim(Pm(Kﬂ-)llzpa‘Tp‘F(I])
gult.

Beweis von Satz 4 :
Fiir < sei t; <...<tg1(<t; + (z, — x0)) die Alternante von (f — p;) der Linge
d+1in [z,,Zp4,]. Angenommen es gibt € P, (K,), so|daB

If = Blleo <NIf = Prlloo
so folgt fiir ein o € {—1,+1}
(=1Yo(f = B)(t;) < Nf = Blleo < If = Prlloo = (1)

und somit

Q

(f fpf)(tj)§j =1...d+1,

(-1 o(p; —p)(¢;) < 0;5 =1...d+ 1.

Das heifit (p; — p) € Pn(K,) hat d Vorzeichenwechsel in [z,,Z,4,). Ist nun d = n, also
insbesondere ¢ € {n — m...n}, so ist dies ein Widerspruch zu Satz 1. Fiir d = m + ¢
und ¢ € {1...n —m — 1} hat man

(pf - ﬁ)l[zml‘p-i-q] € Pm(Kn)l[IPva+q] = Sm(xp+1 M xp‘f‘q—l)‘

Da S (Tpi1 - - Tpiq—1) nach (vgl. [5], p.95, Theorem 1.19.) fiirg € {1...n—m —1} ein
d = m + g-dimensionaler, schwach-tschebyscheffscher Raum ist, kann (p; — p) auch in
diesem Fall keine d Vorzeichenwechsel in [z,, Z,4] besitz:en - ein Widerspruch.

Fiir = erhilt man zunichst aus der schwach-tschebyscheff Eigenschaft von
P, (K,);n = 2l+1;] € IN, (Satz 1) mit Hilfe von Satz 2 d;ie Existenz eines py € P,(K,.),
beste Approximation an f € C(;,_s,), mit der zusitzlichen Eigenschaft, daf§ (f — po)
eine Alternante der Linge n+1 in [zo, z,| besitzt. Es sei nun [Zp, Tprqip € {0...n—1}
q € {1...n} so gewihlt, daB (f — po) in [z,,T,4,) die Alternante

T = {tl < ... < td+1(< t, + (xn T 1‘0))}

besitzt und zusitzlich kein (echtes) Teilintervall [z, 544 C [@p, Tp+q] existiert, welches
eine (d + 1)-elementige Teilmenge von T enthilt. Hierbeilsoll d = dim( P (K )iz, ,cp4a])
und d = dim (P (Kn)l(zycpeq) gelten. Wir zeigen im folgenden, daf po|iz,.z,,, stark
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eindeutig beste Approximation an f beziiglich dem Ra
unterscheidet man nach der Dimension d = dim(P,, (K.
an. Ist d = n, das heiit g € {n —m.

d

g1
ty .-

gn

. tj~1tj+1 e tn+1

fireinj € {1..
Intervall Jz;, Tiomik[;i € {0...n—1}; k€ {1..

jge{l.. ‘
Damit enthilt

, (25, Tpaq] =
mindestens m + ¢+ 1(> m + § + 1 = dim(Prn(K,)|(z,,
und somit mindestens m+§+1 = d + 1 Punkte aus T -

[Z5) Tpl-
Ist d < n, das heifit ¢ € {1...n—m

(%5, Z544] N [2p, @

dsrq) + 1) Punkte aus T'\ {¢;}

-1}, so nehmen

um P, (Kn )|z, 2,4, ist. Hierzu

il
)l[z, zp4,)) Und wendet Satz 3

..n}, so nehmen wir an, dafl

|

.n+1} gilt. Aufgrund von (vgl. [9], p.302,
.n—m-—1
Punkte aus 7'\ {¢;} enthélt. Man erhlt, da8§ ein Intervall [z;, z544];P € {0..
.n —m — 1} existiert, welches mindestens m+ ¢ -

=0

Theorem 8.8) folgt, daf} es ein
} gibt, welches maximal (k1)
.n—1};
1 Punkte aus 7'\ {¢;} enthilt.
P+q]

ein Widerspruch zur Wahl von

wir an, dafl

g1 gn
D =0
( R2RRRE AT 7 TSR, ¥IS) >
fir ein j € {1...d+ 1} gilt. In diesem Fall ist
Pm(Kn)|[:cP,zp+q] = Sm(xp+1 v xp—{—q—l)

ein (d = m+q)-dimensionaler (iiblicher) Splineraum. Aus
der klassischen Interpolationsaussage fiir Splinefunktione
wenn wir

T\{t;} ={w <...

setzen, da,ﬁ eseins € {1..
Man erhilt hieraus, daB I} := [Zp4s, Tptq) die (m+g—i+

enthilt, oder daB I, := [z,,Z,4) die (m + i+ 1) Punktmenge {u; < ...

enthalt. Aufgrund von dim(Pn,(K,)|r,) = m+q—1, bezi
m + i ist dies in beiden Fillen ein Widerspruch zur
P, (Kp)l(ep.epsq in den beiden hier aufgetretenen Féallen

Wa'

obiger Annahme folgt mit Hilfe
n (vgl. [5], p.109, Theorem 3.7),

< Ud}‘

|

.q—1} mit der Eigenschaft u; > x,4; oder ¥;pmi1 < x4 gibt.

< ud}
< Ui+m+1}
hungsweise dim(P,,(K,)|r,) =
hl von [z, Zp4]. Offenbar ist
ein schwach-tschebyscheffscher

1) Punktmenge {u; <

e

Raum, so dafl mit Satz 3 folgt, daf po|(s,,z,.,] Stark e1nde‘ut1g beste Approximation aus

P, (K Nizp.zpsal D flizp,zpsq) 15t Man erhdlt

1 = ) iemn el < 1F = Drlln = 1 = Bollee = 1(F = Pley eyt

und damit aus starken Eindeutigkeitsgriinden

ps(z) = po(x); VT € [T, Tpy

woraus die Behauptung folgt.

qb

u
|
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Wir bemerken an dieser Stelle, da} im Fall n < m + 1 der eingeschrinkte Raum
Pr(Ku)liz, .2, Stets die volle Dimension n hat, und die; in Satz 4 angegebene, Charak-
terisierungsbedingung fiir beste Approximationen in diesem Fall die, aus dem Haarschen
Satz bekannte, ist. In der Tat ist P, (K,) dann ein tsch(!ebyscheffscher Raum.

Im folgenden wird nun die Charakterisierung bester Approximationen fiir den nicht
schwach-tschebyscheffschen Fall periodischer Splinefunll‘:tionen (n = 2l;1 € IN) nach -
0.V.Davydov dargestellt. Dabei zeigt sich, daB neben den Alternantenbedingungen in
den Fillen, in denen nicht mit der lokalen schwach-tschébyscheﬁ Eigenschaft argumen-
tiert werden kann, zusétzliche Determmantenbedmgungen an die Alternante gestellt
werden miissen. Wir geben hierzu zunichst das allgememste Kriterium zur Charakteri-

sierung bester Approximationen in endlich-dimensionalen Rdumen an.

|

Satz 5 (Rivlin und Shapiro, vgl.[7], p.74, Theorem 2.5) Es seien G ein reeller
Unterraum von C([a,b]) mit d&im(G) = n und f € C([a,b]). g5 € G ist genau dann
beste Approzimation an f, wenn r < n+1 Punkte y; € Ef_gf;j =1...7 und geeignete
¢; > 0;5 =1...r existieren, so daff

a |
> ei(f = 99)(w,)9(y;) = 0;Vg € G.

7j=1

Beim Beweis von Satz 5 werden der Satz von Caratheodory und der Satz von Hahn-
Banach entscheidend verwendet.

Man erhilt aus Satz 5 den folgenden Satz, durch welchen man erkennt, daf§ das
Kolmogoroff- Kriterium (vgl. [5], p-32, Theorem 3.9.) zur~ Charakterisierung bester Ap-
proximationen fiir endlich dimensionale Unterrdume auf einer (nur) endlichen Menge
formuliert werden kann. '

1

Satz 6 Es seien G C C([a,b]) ein n-dimensionaler, reeller Unterraum und f € C([a, b])
gr € G st genau dann beste Approzimation an f, wen*n est <n+1 Punkte y; €
E;_g,;5=1...7 gibt, so daf fir kein g € G die Figenschaft

(f —97)(y5)9(y;) > 0;5 =1 “7‘
erfillt ist.

Der Beweis von Satz 6 erfolgt sofort aus Satz 5 und dLm allgemeinen Kolmogoroff-
Kriterium (vgl. [5], p.32, Theorem 3.9.).

Wir kénnen uns also bei der Untersuchung auf beste A;!)proximationen in P, (K,) auf
eine endliche Menge von Punkten (mit maximaler Anzahl iizm(P (Kn))+1=n+1),die
dem Kolmogoroff-Kriterium geniigen, beschrinken. Das folgende Hilfslemma tritt, wie
sich zeigen wird, bei der Behandlung von Alternanten, bei/denen keine lokalen schwach-
tschebyscheffschen Eigenschaften zugrundeliegen, auf. Sein Beweis beruht, dhnlich wie
der urspriingliche Beweis des Satzes von Rice und Schumaker (vgl. [6],[8]), auf der Idee
schrittweise Knoten zu eliminieren. Zusétzlich wird hier die schwach-tschebyscheffsche
Eigenschaft von P, (K311) C Pn(K,);1 € {0... 2 ~1} im‘Zusammenhang mit (vgl. [9],

p.302, Theorem 8.8) ausgenutzt.
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Lemma 7 (Davydov,0.V., vgl. [3]) Es sei n € IN]gemde und T = {t]-}§‘=1 eine
Menge von 2l < n — 1 Punkten, 2o < t; < ... <ty(<t + (z, — x0)), mit der Eigen-
schaft, dafi jedes Intervall [z;,z.+x];1 € {0...n — 1};ki€ {1...2l — m + 1} mazimal
m 4+ k — 1 Punkte aus T enthdlt. Dann gilt, daff ein p € “Pm(Kn) mit den Eigenschaften

;
Das nichste Lemma ist von technischer Natur. Es [wird bei der Behandlung von

Alternanten, bei denen lokal schwach-tschebyscheffsche Eigenschaften nicht ausgenutzt
werden konnen, bendtigt werden. : |

p(t;) =0;7=1...2l und Vt e]tj,tj;l[: sgn(p(t)) = (=1);5=1...21

(wobei ty 4y :=t, + (T, — o)) existiert.

Lemma 8 (Davydov,0.V., vgl. [?]) Es seien | <n und {t;}\_,,{t;}\=, Punkte aus
[€o,Tn] mit der Lagebedingung t; < t; < t;i1;5 = 1...1, wober (tipy =t + (T, — o).
Es gelte, daf jedes Intervall [z;,zyk];1 € {0...n =1}k € {1...1 = m} mazimal m + k
Intervalle der Form [t;,t;] anschneidet. Dann gibt es einé; Punktmenge T = {£;}\_, mit
der Lagebedingung o l
tj <tj <tj+1;j =1...1"

|

und der Eigenschaft, daff jedes Intervall [z, zii];i € {0...n -1k € {l...l -m+1}
mazimal m + k — 1 Punkte aus T enthdlt. |

Schliefilich benétigt man die folgenden beiden Aussagen, die einen Zusammenhang
zwischen Interpolations- und Nichtinterpolationsmengen‘ fiir periodische Splinefunk-
tionen herstellen. Einen detaillierten Beweis der nidchsten Aussage findet man an anderer
Stelle. . : l

Satz 9 Es sein € IN gerade und 1o < t; <... <t (<t l‘+ (x, — o)) eine Menge von
Punkten, die die Schoenberg-Whitney am Kreis-Figenschaft erfillen, daff heifit jedes
Intervall |2, Tiym;;1€{0...n—1}5 € {1...n—m} enthalt mindestens j Punkte der
Menge T = {t;}7,. Falls nun ~l

|

B,...B, \ _
D( t...t, > =0 l
gilt, so erfillt jede Punktmenge T = {i, Yo mit der Eigen;s*chaft t; <t; <ti;
j=1...n, wobei (t,41 :=t1 + (zn — To)), die Bedingung l

B,...B,
D( £, )7“"

Der Beweis von Satz 9 erfolgt durch den Basisansatz

|
P.(K,) = span{B; ... B,_1, 5}1,\
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wobei § € P,,(K,) die nichttriviale Lésungsfunktion des Nullproblems auf T ist. Die
Annahme
31 .B,
(BB -

fithrt hierbei auf den Widerspruch, dafl § maximal n — 2 Vorzeichenwechsel besitzt. In
der Tat folgt ndmlich aus der Schoenberg-Whitney am Kreis-Eigenschaft von T, daf 3
sogar n Vorzeichenwechsel besitzt. . ]

Lemma 10 Es sein € IN gerade und zg < t; < ... < tp(< t1 + (z, — o)) eine Menge
von Punkten, die die Schoenberg-Whitney am Kreis-Eigenschaft erfillt und es gelte

gi...-0n
D(tl )-o

wobei {g1 ... gn} eine Basis von Pp,(K,) ist. Dann erfillt jede Punktmenge
Ti=({th U {t;}fo) \ {thi=1...n

mit der Eigenschaft t # t;;7 =1...n die Bedingung l

(1 In Y
D< tl zlttz—{»l t >7é0

Beweis Lemma 10 : 1
Aus der Schoenberg-Whltney am Kreis-Eigenschaft von T = {tc}r-; folgt wegen

By...B, \ _
D.( ti...t, )‘0’ l

daB jedes Intervall |z;, Zitms;[;¢ € {0...n ~1}5 € {l‘n — m} mindestens j + 1
Punkte der Menge T enthilt. Hieraus folgt, dafl die Mengie T\ {t;} Schoenberg-Whitney
am Kreis beziiglich der Knotenmenge K, \ {z,_;} liegt und die Menge 7; Schoenberg-
Whitney am Kreis beziiglich K, liegt. Somit erhilt man (vgl. [9], p.302, Theorem 8.8)

fiir den schwach—tschebyscheffschen Teilraum

P.(K, \ {xn_l}.) = span{Bl . Bao1} C Po(KaL)),

(B ... Baa\.,l._
D"'“D( tre o tioatior .. tn )7““_1”'"

dafl

gilt. Ist § € P,,(K,) die nichttriviale Lésung des Nullproblems beziiglich T', so folgt nach
dem Laplaceschen Entwicklungssatz fir ¢t #¢;;7=1...n

D( §B; ... Bn—l) — i (—1)**t15(t) Dy, + (=1)"F14(¢) D,

tr.. tig bttty hm1ksti

= (~1)*18(6)D; # 0
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und damit die Behauptung. l . |

Wir formulieren und beweisen nun den Charakter1s1erungssatz fiir beste Approxima-
tionen in P, (K, );n € IN;n = 2[;1 € IN nach O.V. Davyc‘iov (vgl.[3]). Im Gegensatz zum
schwach-tschebyscheffschen Fall periodischer Splinefunktionen treten bei der Charakte-
risierung bester Approximationen zusétzlich Alternanteh der Lénge > n mit gewissen
Determinantenbedingungen auf. ‘

Satz 11 (Davydov,0.V., vgl. [3]) Es seienn € IN; n!— 261 € IN und f € Clap—z0) \
P.(K,). ps € P,(K,) ist genau dann beste Apprommatzon an f, wenn eine der folgen-

den Bedingungen erfillt ist ‘

(a) es gibt ein Intervall [z,,zpiql;p € {0... 0 —1};¢ € ‘{1...n —m}, so daf8 (f ——pf)

eine Alternante der Linge d + 1 in [x,, 2,4, besitzt, wobei d = dim(Pp(Ky)|(z,,2,0,])

gilt, '

(b) (f — ps) hat eine Alternante o < t; < ... < t,(< t; + (. — 2o)) der Linge n in

(€0, zn| mit der Eigenschaft ~
| B,...B, \ _
(c) (f = ps) hat eine Alternante zq <t < ... <t (<t)

in [zo,zn[ mit der Eigenschaft
B, ...B,\ _
D ( T t2 e tn ) =0

f'l:i'f' em T E]tn+1,t1 + (:cn - wo)[

+ (2, — x0)) der Lingen+1

Beweis Satz 11 : _

Man zeigt zunichst <. Falls (a) gilt, so argumentiert man wie in Satz 4 mit der
schwach-tschebyscheff Eigenschaft von S, (@p41-:.ZTpyg—1). Ist nun T = {¢;}7., eine
Alternante der Linge n wie in (b), so kénnen wir davon jausgehen, daf§ jedes Intervall
[z;, Zizi);i € {0...n—1};k € {1...n—m} maximal m+k Punkte aus T enthilt. Damit
enthalt jedes Intervall |z;, Ziyj4m[;4 € {0...n—1};5 € {1...n—m} mindestens j Punkte
aus T, das heifit die Punktmenge T liegt Schoenberg-Whitney am Kreis. Nehmen wir
nun an p; € P,(K,) ist nicht beste Approximation an f]\’ so folgt aus Satz 6, daf fiir
alle 7 < n + 1-Punktmengen y; € E;_, ;j = 1...7 ein p € P,(K,) existiert mit der
Eigenschaft '

(f —ps)y)p(y;) > 055 =1.. .’7"‘
i .
Wegen der Alternanteneigenschaft von T erhélt man fiir eiin o€ {-1,+1}

(=1Y0(f = pe)(t;) = If = Prlloos J =.1,---n,

sgn(p(t;) = (~1)o3j = 1. 7'1

und hieraus
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|

Damit folgt die Existenz von T' = {{; Yooy mit t; <& <4135 =1...n, wobei (tny =
t1 + (zn ~ %o)), und p(£;) = 0. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 9, denn T ist eine

Schoenberg-Whitney am Kreis-Menge mit der Eigenschzl‘,ft

Bi..B.\ . |

D( ti...ts )‘0‘ l
Ist nun zy < ¢ < ... <tpp1(<t, + (T — zp)) eine Alternante der Linge n + 1 von
(f — ps) mit der zusatzhchen Eigenschaft, daff jeweils Tl = {t;};=, und T = {t;}74

maximal m + k Punkte in einem Intervall der Form [z;, z;1x];7 € {0...n — 1};
k€ {1...n— m} besitzen und |

D(Bl...Bn ) ¢O,SowieD< B,...B, ) L0,
tr.. oty ta..

l
so macht nach Lemma 10 die Vorausetzung : ]

B, ...B,; B
fiir ein 7 e]tn+1,t1 + (z, — zp)[ Sinn und die Menge {7'} U {t;}}=, liegt Schoenberg-
Whitney am Kreis. Man erhélt dann analog den obigen Uberlegungen aus der Annahme

p; wire nicht beste Approximation einen Widerspruch zd Satz 9.

Wir zeigen nun =. Da p; € P,.(K,) beste Approximation an f ist folgt aus Satz 6 .
daBesT <n+1Punktey; € By, ;5 =1...7, 20 < 9 <... <y (<y1+ (T — Z0))
gibt, so daf fiir kein p € P,,(K,) die Eigenschaft

(f —pe)(y;)n(y;) > 0;V5 € {1~l~7‘}

erfiillt ist. Wegen —1,1 € P,.(K,) folgt, daB8 ko, k1 € {1..l. 7} mit ko # k; existieren, so ‘
daf sgn((f ~ p)(uk,)) > 0 und sgn((f = ps)(ys,)) < 0. Falls nun sgn((f — ps)(y1)) #
sgn((f — ps)(y-)) gilt, so setzen wir l

zjii=y;Jj=1...7.

Sonst sei

1

sgn((f—pp) () = sgn((f—ps) () = ... = sgn((f =) (Yr-s41)) # sgn((f —P)(¥r-s))

und man setzt \

|

2j = Yrostj — (Tn—@o);j=1...5 und 2;4,:=y;7=1...7 —s.

Weiter wihlen wir 45 := 0, 2 ;=7 und 1 < 33 < iy <l co. < ig_1 < 1, 80 daf} fir

j€{0...2l—1} und o € {—1,+1} die Vorzeichenbedingu\ing

sgn((f —Pf)(zi)) = (—1)j0§i =1;+1. ~‘ljj+1 (1)




|
|
|
|

1 CHARAKTERISIERUNG BESTER APPROXIMATIONEN 12
gilt. Fallsnunp € {0...n—-1};¢€ {1...n—m} existierex‘g, so daf das Intervall [z, z,,]
die m + ¢ + 1 Punkte

=25t =2, 415 =2..m+q+1

fir ein s € IN enthalt, so bildet {¢;}74*" wegen dim(Pr(K,)|iz,25,)) = M + ¢ eine
wie in (a) gewiinschte Alternante von (f —py) in [z,, 2,44] der Linge m + ¢ + 1. Ist dies
- aber nicht der Fall so enthilt jedes Intervall [z;, z;14]; ¢ 61{0 .n—1hke{l...n—m}

maximal j < m + k Punkte der Form

Zi, < Zig4+1 <...< 2,;’+j_1+1l

fir jedes s € IN. Setzt man ¢; := z;,_,4; und ¢; :=z;;;j =1...20s0 gilt

|
thEj<tj+1;j=1...2l,]

 wobei tyy1 = t; + (T, — 2¢), und die Intervalle [t;,4,];7 = 1...20 erfiillen die Vor-
ausetzungen von Lemma 8 und es folgt die Existenz einer Punktmenge T = {f]-}flzl
mit

Z5; < fj < Zi,-+l;j =1...21 (Zi21+1 =2z + (IL'n - .’ZIQ))
und der Eigenschaft, daf jedes Intervall [z, zii];i € {0. | . n =1}k € {1...2l—m+1}
maximal m + k — 1 Punkte aus T' enthélt. Nimmt man nun an, daf 2/ < n — 1 gilt, so
folgt aus Lemma 8 daf ein p € P, (K,) existiert mit den Eigenschaften p(f;) = 0;
j=0...2l—1und l

vt €lt;, il sgn(p(t)) = (—1)Y0;5=0...20—1 (Fo 1= a1 — (zn — xo))..

|

zu Satz 6 erhilt.

Damit mufl 2! = n sein und es folgt r € {n,n + 1}. Ist nun r = n, so gilt z;;4; =
Zip37 = 0...n —1 und man definiert ¢; := 2;;;5 = 1...7n. Dann ist T' = {t;};=1 eine
Alternante von (f —p;) der Liange n in [z,; [, welche die Eigenschaft hat, daf in jedem
Intervall |z;, Tiyk+ml;i € {0...n —1};k € {1...n — m} /mindestens k Punkte aus T
~ liegen, das heifit T hat die Schoenberg-Whitney am Kreis-Eigenschaft. Deshalb macht

die Annahme .
‘B, ...B,
p( %P )40

Es folgt ) ‘
’ sgn(p(z:)) = (=1Yo;i=14;+1...¢41;5=0...2[ =1

woraus man mit (1) den Widerspruch l
(f —pe)(z)p(z:) > 051 =145 +1... 154157 i= 0...20-1

zunichst Sinn. Es folgt jedoch die (eindeutige) Existenz von p € P, (K,) mit der Eigen-

schaft p(t;) = (—-1)"'o;j = 1...n. Aufgrund von (1) gilt "gmber

sonl(f = p)(E) = (~1P o35 = 1.,



|
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|

so dal man einen Widerspruch zu Satz 6 erhilt. l

Ist 7 = n + 1, so gibt es genau ein j, € {0...n — 1} 1mit i5 + 1 < 4,41 und fiir alle
j€{0...n—1}\{jo} gilt 2;,+1 = 2,,,. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen
wir jo = 0 an. Offenbar gilt dann ¢, =37+ 1;7=0...n u.\nd man definiert

tj = Zj+1;j =1... 75 und tn+1 =2 T (.’Iln - IEo).

Setzt man t; := t;;j7 = 1...n und t] := t;;;;5 = 1..in, so folgt aus Lemma 8 die
Existenz einer Punktmenge T = {i, }” L mit £ < #; < t],.g .n, das heifit t; < £; <
t;+1;7 = 1...n und der Bedingung, dafl in Jedem Interva'll [x,, H.k] ie€{0...n—1}

k€ {1...n—m+ 1} maximal m + k — 1 Punkte aus Tl enthalten sind. Man definiert

nun

tigr +2(L =) — i) ; tE] ] ;7=1...n

und betrachtet die stetige Determinante - |

N B, ...B. |
F(t) ._D(%(t) %(t)) te}[o 1].

Ist nun F(0) = 0 oder F(1) = 0 so liegt der Fall (b) vor,l man kann also im folgenden
davon ausgehen, dafi F(0)F (1) # 0 ist. Nimmt man F(ON)F( ) < 0 an, so erhilt man
v €]0,1], so dafi F(vg) = 0, das heifit es existiert eine Punktmenge T = {i; }j—1 mit der

Lagebedingung

(pj(t):_{ t; +2t(E; — t;) te[o A

(1 <ty <& < Ei(<tj)ii=1...m
oder ) ) i ’

(t; Yty <ty <tjp(<tjp);j=1...n
und der Eigenschaft l

p(4B )

Wegen der Intervalleigenschaft von T folgt, dafl in jedem Intervall [z, Tivk);
i€{0...n~1}k € {1...n —m} maximal m + k Punkte aus T enthalten sind, woraus
man die Schoenberg-Whitney am Kreis- Elgenschaft fiir T 'erhalt Hieraus folgt, daf ein
p € P, (K,) existiert mit den Eigenschaften p(t;) = 0;j = 0 .n und :

Vi €l frals sgn(p(t) = (<1Y055 = 0...n (fusi =1 + (0 — 20))
| ,
Aufgrund von ¢; < t < tj+1;J = 1...n erhilt man einen Wlderspruch zu Satz 6. Somit

mufl F(0)F(1) >0 gelten Betrachtet man nun g € P, (K, ) ) definiert durch"

B, ...B, |
g(t)::D( tltz... ; );Vte[zo,

so gelten g(t; + (xn — To)) = F(0) und g(t.4.) = (-1)F(1 )1 und somit

Tn,

g(ts + (Zn — 20))g(tns1) <0, |

|
|
|




|
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woraus man 7 €)t,41,t + (£, — Zo)[ mit g(7) = 0 erhilt. [

Anhand des Beweises von Satz 11 erkennt man, daji sich die Bedingungen (b) und-
(c) dquivalent durch die Bedingung, da8 (f — p;) eine Alternante z, < t1 <ty <

tar1 (St + (zn — xp)) mit _ l

B,...B, B,...B,
D D >0
( t.. .ty ) <t2...tn+ll)"
besitzt, ausdriicken 148t. Insbesondere sieht man, dafl im|Fall ¢,,,; = t1.+ (z, — o) diese
verkiirzte Schreibweise auf ‘

B,..B, B,. | B,
D( ti...ts )D(tz- tn 151"‘(-’15111 1'0))20’
das heit | l

oo (Bt )] =
-

B,...B, :
p(fp) -0

fithrt. ) l

Schliefilich bemerken wir noch, daf$ obige Determinar;ltenbédingung, welche die Be-
dingungen (b) und (c) aus Satz 11 vereint, nach (vgl. (2]) die Charakterisierungsbedin-
gung fiir beste Approximationen in quasi—tschebyscheffsch‘en, periodischen Rdumen dar-
stellt. Dies sind periodische Rdume gerader Dimension k, die einen k& — 1-dimensionalen,
tschebyscheffschen Unterraum enthalten und deren Elemente maximal £ Nullstellen be-
sitzen. In der Tat zeigt sich, dal in dem Fall, indem Bedingung (a) aus Satz 11 keine
zusitzliche Moglichkeit darstellt (n < m+1), der Splineralllm P,.(K,) eine solchen quasi-
tschebyscheffschen, periodischen Raum bildet. Dies kann man anhand des Ba51sansatzes

im Beweis von Satz 9 erkennen. ]

|

und somit auf
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2 Charakterisierung stark eindeutig |
bester Approximationen in P, (K,)

In diesem Abschnitt soll die Frage der Charakterisieruﬁg stark eindeutig bester Ap-

proximationen im Raum der periodischen Splinefunktionén P, (K,) untersucht werden.’
Das allgemeinste Kriterium zur Charakterisierung stark| eindeutig bester Approxima-
tionen ist das folgende, von D.E.Wulbert (vgl. [10]), (siehe auch M.W.Bartelt und
H.W.McLaughlin (vgl.[1])) stammende, starke Kolmogoroff-Kriterium fiir endlich di-
mensionale Unterrdume. - l

Satz 12 (vgl.[5], p.38, Theorem 3.17.) Es seien Gl ein endlich dimensionaler
Unterraum von C([a,b]) und f € C([a,b]). g5 € G ist genau dann stark eindeutig beste
Approzimation an f, wenn kein g € G \ {0} mit der Eigenschaft

(f = 9,)(D)g(t) > 0;v¢ € Ef‘

existiert. _ ‘ 1
|

Es liegt auf der Hand, da8 bei der Anwendung dieses" Kriteriums Nullstellen- und
Vorzeicheneigenschaften der approximierenden Elemente aus G benétigt werden. Wir
geben deshalb an dieser Stelle zunéchst einige Hilfsaussagen fiir den, hier untersuchten,

Fall G = P,,(K,) an. \

Lemma 13 Es 5eiéh p € P,.(K,) eine periodische Splinefunktion mit endlich vielen
Nullstellen in [zo, | und N(p) die, nach deren Vz'elfachhe.z't gezdhlte, Anzahl der Null-
stellen von p. Dann gilf die Abschdtzung |

n , falls n gerade \
n—1, falls n ungerade °
Beweis von Lemma 13 : ° l‘

Der Fall m = 1 ist einfach, denn in jedem Knoteninter"vall_ [z, i)t =0...n—1
liegt, endlich viele Nullstellen vorausgesetzt, maximal eine Nullstelle der Vielfachheit 1.
Aufgrund der Periodizitit gilt, im Fall n ungerade, daf ein,'in diesem Sinne maximales,
p € P,(K,) in einem Knotenintervall [z;, z;1,] konstant (# 0) ist, und damit erhdlt man
fiir m = 1 die Behauptung. . |

Ist nun-m > 2, so sei p € P,(K,) mit genau den end}ich vielen Nullstellen zy <
t < ... <t (< ty+ (z, — To)) der Vielfachheiten m;;4 = 1...7 gegeben, das heifit

T |
N(p) = Zmi- |
! =1

,N(P)S{

l
Es folgt, dafi p(*) € P,,_1(K,) in t;;i = 1...7 eine Nullstell‘.e der Vielfachheit (m; — 1)
und dariiberhinaus T Nullstellen l

Ci E]ti,tﬂ_l[;i =1...r (tr+1 = tl + (:L‘n l— .’L‘o))
\

|
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besitzt, wobel man unter anderem die Periodizitit ausnutzt Es gxlt nun, dafl es t} €]t;, (]
und #; €]¢;, ti1| gibt, so daB pV(¢}) # 0 und pM(2;) # 0. Weiterhin sind die Nullstellen
t; von p(V) mit (m; — 1) > 0 so, daB fiir eine Umgebung U (¢;) _

|

pO(t) # 0;VE € U(t) \ {t:)

gilt. Insgesamt besitzt p(*) also mindestens r + 2;1(77”‘&1' — 1) = N(p) isolierte Nullstel-
len (vgl. [5], p.108, Definition 3.2). Ahnlich folgert man nun, da$ p® ... p(™~1) minde-
stens N(p) isolierte, nach deren Vielfachheit gezihlte, Nullstellen in [z, z,[ besitzen.
Da p{™~V ¢ P(K,) im Fall n gerade (ungerade) maximal n, (n — 1) isolierte Null-
stellen besitzt (dieser maximale Fall ist der oben geklf‘irte) erhélt man die gewiinschte

Abschitzung

n , falls n gerade
n — 1, falls n ungerade °

N(p)s{
=

Das nichste Lemma bendtigt man zur Untersuchung des, in Satz 12 formulierten,
starken Kolmogoroff-Kriteriums.

Lemma 14 Es sei g € C([a,b]) eine Funktion mit endlich vielen Nullstellen in [a, b].
Weiter seien r, die Anzahl der Nullstellen von g in [a b| mit Vorzeichenwechsel, ro die
Anzahl der Nullstellen in von g in [a, b ohne Vorzezchenwechsel und n = r1+2r;. Dann
gilt fir ein vorgegebens o € {—1,+1}

max{l € IN:Ja<t; <...<t;<b: (-1)og(t;) > 0;5=1... 0} <A+1
Beweis von Lemma 14 :

© Das die Aussage fiir 7 = 1 und 7 = 2 gilt ist klar. Es seien nun g € C({a, b}), 71,72 und
fi > 3 wie in der Formulierung des Lemmas. Wir setze'r‘ll Yo := max{z € [a,b[: g(z) =0}
und betrachten alle € > 0 mit der Eigenschaft, daf

Vz € [a,b[\{yo}: g(z)=0= :ci ‘< Yo — €.

Besitzt ¢ in yo eine Nullstelle mit (ohne) Vorzeichenwechsel, so folgt aus der Induktions-
annahme, angewandt auf g, := g|[s,yo—e], fiir ein vorgegebens o € {—1,+1}

n

max{l € IN:Ja <t; <... <t <yo—¢€: (1) og(t;

Betrachtet man nun g in [yo,bv[ so erhdlt man durqH Unterscheidung der Félle yq ist
Nullstelle mit (ohne) Vorzeichenwechsel die Behauptu’ng. ]

Wir formulieren nun den folgenden, die Charakterisierung stark eindeutig bester
Approximationen vorbereitenden, Satz.
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l
Satz 15 Es sei p € P,(K,) eine periodische Splz’_nef‘unktion, die nur endlich vielen
Nullstellen in [z, z,| besitzt. Dann gilt fir ein vorgegebenes o € {—1,+1}

|
max{l € IN :Jzo <t < ... < < Tyt (—1)J‘op(t]-)20;j:1...l}

< n+1, fallsn gemdei
= n , fallsn ungemfie )

Beweis von Satz 15 :

Im Fall m = 1 ist die Aussage klar, denn die Nullstellen ohne Vorzeichenwechsel
liegen dann auf Knotenpunkten.
Ist nun m > 2, so gilt P,(K,) € CW(IR). Besitzt |p € P,(K,) die endlich vielen
Nullstellen t;;2 = 1...r der Vielfachheit m;;7 = 1...r, so wahlen wir {j;...5,} C
{1...7} so, daB m,,;i = 1...s gerade und m;;j € {L...7}\ {j1...Js} ungerade ist,
das heifit p hat genau s Nullstellen ohne Vorzeichenwechsel und (r — s) Nullstellen
mit Vorzeichenwechsel. Aus Lemma 14 und Lemma 13 folgt nun fiir ein vorgegebenes
o €{-1,+1}

max{l € IN: 3z <t < ... <4 <Tp: (—1):j0'p(tj)20;j=1...l}

, n+ 1, falls n gerade
< - < S : = << ’
_2S+(T 3)+1_Z1,=1m1+1 N(p)+1_{ n,fallsnungerade :
\
. =

Die nichste Aussage, die in schwach-tschebyscheffschen, endlich dimensionalen Un-
terriumen von C([a, b]) giltig ist, dient der Analyse de‘rjenigen Funktionen, die im Sinne
des starken Kolmogoroff-Kriteriums aus Satz 12 auf maximal Dimension Intervallen ihr
Vorzeichen dndern und erlaubt es (siehe Satz 17) notwellldige Kriterien fiir stark eindeutig

beste Approximationen in P, (K,) zu formulieren.

Satz 16 (vgl. [5], p.87, Corollary 1.7.) Es seienr‘l € IN und G ein n-dimensionaler,
schwach-tschebyscheffscher Unterraum von C([a,b]). Weiter seien m € {0...n —1} und
T = {tj};»”;{)l eine Punktmenge mit a = tg < t; < ..1 < ty, < tmg1 = b. Dann gibt es
eine nicht-triviale Funktion g € G\ {0} mit der Eige}nschaft, daf fur ein vorgegebenes
oe{-1,+1} :
(1Y og(t) > 0;Vt € [t;_1,t;]; 7 ;= l1...m+1

gilt.

Wir beweisen nun zunichst das folgende, notwendige Kriterium fiir stark eindeutig
beste Approximationen in periodischen Splinerdumen.




|
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Satz 17 Es seien f € C,-zp) und n,m € IN ’beliebz’g. Falls py € P,L(K,)
stark eindeutig beste Approzimation an f ist, so gelte'n die folgenden Bedingungen :
(a) jedes Intervall |z;,Titmsjl;t € {0...n —1};5 € {1...n — m} enthdilt mindestens
(j + 1) alternierende Eztremalpunkte von (f —py) und|

(b) fiir gerades (ungerades) n hat jede Alternante von (f — pf) auf (o, Tn| mmdestens

die Lingen (n+1). .

Beweis von Satz 17 :

Wir beweisen zunéchst die Bedingung (a). Angenommen es gibt i € {0...n — 1};
j € {1...n —m}, so daff maximal r < j alternierende Extremalpunkte von (f — ps) in
|Zs, Tiym+;| liegen. Dann sei t; < ... < t.(<t; + (. — To)) eine solche r-Punktauswahl
von alternierenden Extremalpunkten von (f — py) aus|}zi, Titmy;[. Wir definieren nun

r + 1 Punkte 2y < 2; < ... < 2, durch 2 := %;; 2, = Tiym4; und

Zj1 i= miﬁ{t Elte—1,te]: (f—ps)t) =(f .;pf)(t@)};k =2...7.

Ist nun o € {—1,+1} so, da$ .

(=1)*a(f = ps)(ts) = I(f _pf)”oo“; k=1...r,

so folgt aufgrund von obiger Annahme und der Wahl von {2, };_,

Vit E Ef 5, N [zk_i,zk[: sgn((f —pf)(t)) =(-Dfo;k=1...7.

|

Wir betrachten nun den Splineraum, welcher von den[ B-Splines, deren Triger ganz in
%i; Tivms;| liegen, aufgespannt wird :

S :=span{B;... B, 11}

S 1st nach (vgl. [5], p.99, Theorem 2.8) ein j- d1mens1ornaler schwach-tschebyscheffscher
Splineraum, so daf8 aufgrund von 7 < j mit Hilfe von Satz 16 die Existenz von s € S\ {0}
mit der Eigenschaft ‘

|

Vt € [zro1, 2} 0 (=1)Fos(t) > 0k=1...r

|
|

(f - pf)(t)'s(t) > O;Vt € Ef—an]'Ti,xi+m+j[‘

folgt. Man erhéilt somit

Definiert man nun p durch
} .
p(t) := s(t); Vt €]z, Tiymys[ und p(t) := 0;Vt € [xo, Ta[\|Zs; Tisms;
so.gilt offenbar p € P,,(K,) \ {0} und es folgt '

|
(f =p)@)p(t) 2 O;Vt € Ef_p,.
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|

Dies ist aufgrund von Satz 12 ein Widerspruch zur Vorausetzung, da8 p; € P, (K )
stark eindeutig beste Approximation an f ist.

Wir beweisen nun Bedingung (b) und gehen dabei zunichst von ungeradem n aus.
Angenommen (f — p;) besitze nur Alternanten der ma.x:imalen Lénge r < n auf [z, z,[.
Dann sei T = {tx}p-; mit t; < ... <t.(< t; + (x, — zg)) eine solche Alternante maxi-
maler Linge r < n. Wir setzen nun ¢, := Ty, ¢4+ := T, und definieren flirk=1...r

me = min{t € feos ) (F ~20)0) = (F ~p)(8))
M = max{t € [ts, tea] : (f —pp)(t) = (f —pe)(te)}-

|

Weiter seien zg := xg, 2, := T, und zi E]Mk,mkﬂ[;l?' = 1...7 — 1 beliebig gewihlt.
Aufgrund der Wahl von {z;};_, und obiger Annahme folgt fiir ein o € {—1,+1}

Yt € Ef_p, N[2k—1, 2]+ sgn((f — ps)(t)) = (=Dfosk=1...r.

Da P,,(K,) ein n-dimensionaler, schwach—tschebyscheffs’cher Raum ist (n ungerade) folgt

mit Hilfe von Satz 16 die Existenz von p € P,.(K,) \ {0} mit der Eigenschaft
l
Vt € [zp—1, 2] 1 (=1)*op(t) > 0;k=1...r,

und hieraus ' '
(f —pr)(t)p(t) > 0;Vt € Ey—p-

Dies ist aufgrund von Satz 12 ein Widerspruch zur Vorausetzung, daf pr € Pn(K,)
stark eindeutig.-beste Approximation an f ist. |

Im Fall n gerade nehmen wir an, daf§ jede AlternaLnte von (f — ps) auf [zq, z,[ die
maximale Linge 7 < n — 1 hat. Wir setzen nun K, _; = {20 < 21 < ... < Tp_s < Z,},
dann erhilt man nach den obigen Untersuchungen fur den schwach- tschebyscheffschen
periodischen Splineraum ein p € P,,(K,—1) \ {0} mit der Eigenschaft

(f = ) (O)B() > 0Vt € By_y,.

Aufgrund von P,,(K,-;) € P,(K,) bekommt man h1eraus mit Hilfe von Satz 12 ein
Widerspruch zur starken Eindeutigkeit von py € P, (I‘{ n)- ]

Bevor wir die Charakterisierung starker Eindeutigkeit im Fall schwach-tschebyscheffscher,
periodischer Splinerdume klaren, geben wir das folgende, vorbereitende Lemma an.

|
Lemma 18 (vgl. [5], p-90, Lemma 1.11.) Es seien G = span{g;..: g} € C({a,b])

ein n-dimensionaler, schwach-tschebyscheffscher Unterraum und a <t; < ... <tp41 <
b. Dann ist die Bedingung, daf kein g € G \ {0} ezist“iert mit der Eigenschaft

(1Y og(t;) 20,5 =1.. "n—i—l

fiir ein vorgegebenes o € {—1,+1} genau dann erfullt‘, wenn alle Determinanten

gl S gn ’ .
D,:=D Z#0;7=1...n+1
j ( trotioaties - b )’é J

sind. _‘
|
|
|




|
|
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Beweis von Lemma 18 : [

Zum Beweis von < nimmt man an, es gibt ein g .G G \ {0} mit der Eigenschaft
(—1)og(t;) > 0;5 = 1...n + 1. Aufgrund von g = .‘Z?zl a;g; erhdlt man mit dem
Laplaceschen Entwicklungssatz, daf ‘

n+l '
o=p( gat ) =S C1rets)D,

tl‘ tz e t'n+1 =

Aus der schwach-tschebyscheff Eigenschaft von G und’ der Vorausetzung D; # 0;7 =
1...n +1 folgt, daf alle Determinanten D; dasselbe Yorzeichen (# 0) besitzen. Somit
stellt g eine nicht-triviale Lésung des Nullproblems in G dar - ein Widerspruch.

Beim Beweis von = nimmt man D; = 0 fiir ein j. € {1...n+ 1} an und gelangt -
auf ein g € G\ {0}, mit der Eigenschaft g(t;) = 0;i € {1...n + 1} \ {j}. Eventueller
Ubergang auf (—g) ergibt dann einen Widerspruch. [ ]

Der nichste Satz charakterisiert stark eindeutig beste Approximationen im Fall
schwach-tschebyscheffscher, periodischer Splinerdume. ‘

Satz 19 Es seien f € Cz,_zy) und n € IN;n =21 + 1’;1 € INy. py € P, (K,) st genau
dann stark eindeutig beste Approzimation an f, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfillt sind : |

(a) jedes Intervall |z;, Tiyme;[;i € {0...n —1};5 € {1...n — m} enthdlt mindestens
(j + 1) alternierende Eztremalpunkte von (f —pg). :
(b) (f —p;) besitzt in [xo, x| eine Alternante in der Linge n + 1.

Beweis von Satz 19 : . ' ,
Beim Beweis von => ist Eigenschaft (a) gerade Folgerung (a) aus Satz 17. Wegen
—1,+1 € P,(K,) erhilt man, dafl es ¢;,t, € E;_p 3t # t2 gibt, so daB (f —ps)(t1) >0
- und (f — ps)(¢2) <0, und damit besitzt (f — py) eine.AIternante in (29, z,[. Diese muf}
nach Satz 17 mindestens die Linge n + 1 haben. ] e
Zum Beweis von < nehmen wir an, dafl p; nicht staTrk eindeutig beste Approximation
an f ist. Dann folgt aus Satz 12, daf es ein p € P,(K|,) \ {0} gibt, so daf

(f = 2B 2 0¥ € Byl @

Wir betrachten nun zunichst den Fall, dafl p unendllich viele Nullstellen besitzt, das
heifit es gibt ein Intervall I = [z,,Z,41], so daf §|; = 0. Dann wihle man ein Intervall
123, Tigmaj[;1 € {0...n —1};5 € {1...n —m — 1} s0, daB § in |2;, Ziym+;[ nur endlich
viele Nullstellen besitzt und [ '

0

i

~ |
pl[mi—l v JUlE i pon g ik 1]

giiltig ist. Plici,zipmy, iSt ein Element des, nach (j‘vgl. (5], p.99, Theorem 2.8), j-
dimensionalen, schwach-tschebyscheffschen Raums ’

S = span{Bi N BH_JT‘l}.

|

|
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|

Aus (a) folgt, daB (f —py) in [Z;, Titm+;] mindestens j + 1 alternierend Extremalpunkte
besitzt. Es sei nun [T, Tp1q] € [Tiy Tirmsj], 50 daB d +|1 alternierende Extremalpunkte
T = {t; <...<tap1} von (f —ps) in [z, Zp4,] liegen und kein Teilintervall [z;,z514] C
[#p, Zp+q) (d + 1) Punkte der Menge T enthilt. Hiert‘iei soll d = dim(S|,s,,,) und
d= dim(S|(z;,0,,4) gelten. Sind l; € {0...m} und I, € {~1...m — 1} so gewihlt, dafl

S|z, 2p1q] = SPAN{ By, ...Bp+q+12_,;1},

so gilt d =qg+ 1y +1; —m+1 und wir werden im folgejnden die Giiltigkeit von

D,:=D < Bp-n - Bprartaom ) 400=1...d+1
ty oo tiibips o tags |
zeigen. Angenommen D, = 0 fireinl € {1...d+ 1},. dann folgt aus der Schoenberg-
Whitney Interpolationseigenschaft fiir (iibliche) Splinerdume (vgl. [5], p.109, Theo-
rem 3.7), dafl es ein Intervall |z, T ymij, [C]Tp—ty) Tprqrip+1| gibt mit der Eigen-
schaft, da ]z, i +m+j | maximal (j; — 1) Punkte jaus T \ {t;} enthilt. Dann gilt
[Zp) Tpiq)\[Tir» Tiym+j [# O, denn sonst enthielte [z,,lz,4,] nur j; —1 < d — 1 Punk-
te aus T \ {t;} und damit nur d Punkte aus T - ein Widerspruch. Weiterhin gilt
[Zps Tptal\|Ziss iy tmijr [# {Tptq}, denn sonst gilt j "—»_1 = d—1oder j, -1 = d,
woraus man wegen j; < d, also 73 = d und somit ¢y = p — [; erhilt. Es folgt
wt+m+j=p—h+m+d=p+q+Il,+1>p+gqfirl; >0 und somit in diesem Fall
einen Widerspruch zu ¢, + m+j; = p+¢q. Im Fall [, =} —1 gilt jedochi+m+j=p-+gq,
das heifit wegen z,., € T’ ein Widerspruch. Ebenso gilt [x,, Z,40]\|Zi;, Tiy 4mts: [# {Tp )
denn sonst wire wie oben j; = d, das heifit i:; + m +|j; = p+ ¢+ I, + 1, woraus man
fiir-/; > 1 den Widerspruch i, =p+g+lh—m+1—-51=p+d-lL -5 =p—-L <p
erhilt. Im Fall {; = 0 gilt p = ¢, das heif}t wegen z, ¢ ;T ebenfalls ein Widerspruch. Wir
unterscheiden nun die folgenden drei Fille :
1. Fall : [z, Zpio\]Zays Tiydmtin [= [zi1+m+jl,$p+q],|'_wobei i1 +m+j1 <p+gq. Da

S|[Ti1+'m+il Zptq] T SPan{Bi1+jx o I Bp+q+l2—m}

einp4gtlb—m—i1—ji+l=p+d—1 —i —jl(ﬁ d — j,)-dimensionaler Raum ist,
welcher mindestens d — j; + 1 Punkte aus T'\ {¢,} enthalt, erhilt man einen Widerspruch
zur Wahl von [z,, Zp1q)- |

2. Fall @ (25, Tp1 g \|Zis, Tirt et [= [T, T4, ], Wobei 23 > p. Da

\
Sl[%,ml] = span{Bp—i, ... Bi,-1}

eini; —1-p+L+1=4,—p+L(<p+g+la+1—m—j —p+I, = d—j;)-dimensionaler
Raum ist, welcher mindestens d — j; + 1 Punkte aus T\ {¢,} enthilt, erhilt man wie in
Fall 1 einen Widerspruch. ’ |

3.Fall : [‘TP? $P+q]\]‘z‘i1 » Tir+m+sa [= [mi1+m+j1 ’ $P+Q]U[‘Tp7 xi1]7 wobei il +m+ jl < p+gq
oder 7; > p. Falls nun ¢, + m+j; <p+gqundi > plgelten, so folgt dhnlich wie in Fall
2 wegen der speziellen Wahl von [z,, z,44], daB8 [z,, z;,] maximal 4, — p 4-[; Punkte aus




|
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T\ {t;} enthidlt. Damit folgt, daB [z,, Zi +m+j, | maximz,’xl 13 —p+1; + 71 — 1 Punkte aus
T\ {t;} enthilt. Wie im Fall 1 erhdlt man nun |
dim(S =p+d—-UL —iy—jH <d-7j,

|

woraus ein Widerspruch zur Wahl von [z,,z,.,] folgt. Ist nun i, = p, dann muf
iy +m +j1 < p+gsein und die Menge {z,} U[Z:; 4m+jis Tp+q] mub mindestens d—j; +1.
Punkte aus T'\ {t;} enthalten. Falls /; > 1 gilt, so folgt ’

[=ig4m+iy ,x,,+,,])

. | .
dim (S, ymiiyzpia) =G -l =51 <d—j1 — 1.

Da [T;, 4 m+j,» Tp+q) Mindestens d—j; Punkte aus T\ {¢, }’ enthalt ist dies ein Widerspruch.
Fiir ; = 0 gilt jedoch 4, = i = p und man erhélt, daB (i, 4 m+j,, Tp+o] mindestens d—j, +1
Punkte aus 7'\ {¢;} enthdlt - ein Widerspruch. Der Fall ¢; +m + j; = p + ¢ 148t sich
‘dann analog behandeln. ‘ : '

Da T eine Menge von alternierenden Extremalpunkten von (f — py) ist, folgt

(~1)o(f ~p)(E) = If ~plsli=1...d 41
fiir ein o € {—1,+1}. Wegen (2) erhdlt man somit fir|p* := Pliz,,2p4,] € Slizpeptal

(=Diop*(t) > 0;1=1... c;i +1.

Aufgrund von Lemma 13 und der, oben nachgewiesenen, Determinanteneigenschaft ge-
langt man auf p|(, z,,,] = 0. Dies ist ein Widerspruch‘ zur Wahl von |z;, ;1 m+ ;.

Besitzt $ nur endlich viele Nullstellen in [zo,z,[,{so folgt aus Bedingung (b), da8
(f —py) in [Zo,zn[ n + 1 Punkte 7o < t; < ... <iny1 < T, mit der Eigenschaft

! !
(—D'o(f ~p)(t) = IIf = pslleosl=1...n+1
besitzt. Aus (2) und Satz 15 erhdlt man somit den W}'iderspruch
(-D'op(t) >0l =1...n+1.
.‘ ]

Es sei erwihnt, daB aus Bedingung (b) von Satz"‘lg unter Verwendung von Satz 4
die Eigenschaft der besten Approximation verifiziert 'werden kann. Dies folgt natiirlich
auch, weil jede stark eindeutig beste Approximation t;rivialerweise beste Approximation
ist. ' ‘ ‘ .

Weiterhin sieht man, da in dem Fall; in dem |der zugrundeliegende Splineraum
P,.(K,) tschebyscheffsch ist (n < m'+ 1), die Bedingungen aus Satz 19 gerade die
Haarsche Bedingung zur Charakterisierung bester Ap:proximationen ergeben. In der Tat
stimmen in diesem Fall aufgrund des 'Haarschen'Eingleutigkeitsatzes beste Approxima-
tionen mit stark eindeutig besten Approximationen i"iberein.

Mit Hilfe von Satz 19 liBt sich nun die folgende, fiir allgemeine schwach-

tschebyscheffsche Raume ebenso giiltige, Aussage (v'gl. [5], p-91, Theorem 1.12.) direkt
verifizieren. :

|
|
f

|
l
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Korollar 20 Es seien f € Cz,—zy), P € Pr(K,) undn € IN;n = 2l+1;1 € INy. Zudem
gelte, daff (f —p;) genau n+1 Extremalpunkte besitzt. Drtznn gilt, daffps € Pr(K,) genau
dann stark eindeutig beste Approzimation an f ist, we"nn (f —ps) n+1 alternierende
Eztremalpunkte t; < ... < tny1(< t1 + (T, — o)) mit der Eigenschaft

DJ-:=D< B B )#.O;kzl...n-i—l

B teatirr oo taga |

besitzt. [

Beweis von Korollar 20 :

Wir beweisen zundchst =>. Aus Satz 19 (b) und den hier gemachten Vorauset-
zungen folgt, dafl (f — p;) eine Alternante ¢, <... <: tnr1(< t1 + (2 — 20)), die mit
E;_,, iibereinstimmt, besitzt. Somit erhdlt man aus Satz 19 (a), dafi jedes Intervall
12, Tiymaj ;1 € {0...n—1};5 € {1...n—m} mindestens (j+1) der Punkte T = {¢;}71}
enthilt. Damit enthilt jedes Intervall |z;, Titm4;[;7 € {0...n —1};5 € {1...n - m}
mindestens j der Punkte T = {t,};' \ {t:};k = 1...n + 1, woraus mit (vgl. [9], p.302,
Theorem 8.8) die Behauptung folgt. i

Um < zu beweisen nimmt man an, py sei nicht sta.rk eindeutig beste Approximation
an f, dann folgt aus Satz 19, daff entweder (f — py) keme Alternante der Liange n + 1
auf [zo, T,[ besitzt oder ein Intervall J;, Tipmq;[;i € {0 n-1}j7€{l...n—m} mit -
weniger als j + 1 alternierenden Extremalpunkten von' f —py) existiert. Ersteres ist ein
Widerspruch zur Vorausetzung. Ist aber die zweite Bed‘mgung erfiillt, so gibt es aufgrund -

von T = {t;,}[2} = E;_,, ein Intervall |z;, Tiymy ;4 € {0...n —1};7 € {1...n —m},
welches nur maxmlaly 1 Punkte aus T = {¢;}72} \ {t;} fiirein k£ € {1...n+1} enthilt.
Nach (vgl. [9], p.302, Theorem 8.8) folgt hieraus D, = = 0. [ ]

Im Verlauf der folgenden Untersuchungen des nicht! schwach-tschebyscheffschen, Spli-
neraums P,,(K,) werden wir sehen, daf§ zur Charakterisierung stark eindeutig bester
Approximationen, selbst im Fall von genau n + 1 a,ltfarnierenden Extremalpunkten der
Fehlerfunktion, weitere, {iber die im letzten Korollar hinausgehende, (Determinanten-)
Bedingungen gefordert werden miissen. Im folgenden behandeln wir also den Fall n ge-
rade, das heifit nach Satz 1, daf} der zugrundehegende periodische Splineraum P, (K,)
nicht schwach-tschebyscheffsch ist. Wegen —1,+1 € P,,(K,) ist ( wie im Beweis von Satz
19) die Existenz von Alternanten klar und man erhéil‘t aus Satz 17, starke Eindeutigkeit
einer Funktion ps € P,,(K,,) vorausgesetzt, dafl eine Alternante der (Mindest-)Linge n
fiir (f — py) existiert. Wir betrachten nun zunichst den Fall, daf diese Alternantenlénge

n + 2 ist. Dieser ist, wie sich herausstellt, im Wesentli;chen analog Satz 19 zu behandeln.

Satz 21 Es seien f € Czp—aq), D5 € Pm(K,), n € I‘N n = 2l;1 € IN und es gelte, dafl
(f — ps) eine Alternante der Linge n + 2 auf [zo, z,[ besitet. Dann gilt, daff ps genau
dann beste Approzimation an f ist, wenn jedes Intemvall |z, Tiymy;[;i € {0...0n — 1}

j € {1...n—m} mindestens j+1 alternierenden Eztremalpunkten von (f —py) enthdlt.

|
|
|
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Beweis von Satz 21 :

= wurde bereits durch Satz 17 bewiesen. Zum Beweis von <= nimmt man an, daf
ps nicht stark eindeutig beste Approximation an f ist. Dann folgt aus Satz 12, daf§ es
ein p € P,(K,) \ {0} gibt, so dafl |

(F = pp)(OF() > 059 € By, ®)

Ist Pliz, 2,4, = 0 fiir ein Knotenintervall [x,,z,44], so| folgert man analog dem Beweis
von Satz 19 unter Verwendung der Vorausetzung, dafl .jedes Intervall |z;, ;4 maj];

i€ {0...n—1};5 € {1...n —m} mindestens j + 1 alternierenden Extremalpunkten
von (f — ps) enthilt, einen Widerspruch. Man kann’also davon ausgehen, daf§  nur
endlich viele Nullstellen in [z, z,[ hat. Ist nun o <t < ... <tp42(< t1 + (2, — 20))
~ die Alternante von (f — p;) der Linge n + 2, so gilt fir ein o € {-1,+1}

l

(=D'o(f =)t = If —pslleil=1...n+2.
' \

Hieraus erhilt man unter Verwendung von (3) die Bedingung

(=Diep(t) > 0;1 = 1...?+2

- ein Widerspruch zu Satz 15. ‘ n

Es sei erwidhnt, dafl aus der Existenz einer Alternante der Lénge n+2, wie es in Satz
21 vorausgesetzt wurde, trivialerweise die Eigenschaft‘ der besten Approximation folgt.

Wir untersuchen nun Alternanten der genauen Lange n. Das néchste Lemma moti-
viert die Tatsache, dafl bei der Untersuchung auf starké Eindeutigkeit bester Approxima-
tionen im Fall nicht schwach-tschebyscheffscher, peripdischer Splinerdume Alternanten
der genauen Linge n mit Alternanten der genauen Lénge n + 1 zusammenfallen. Die
. Ursache fiir dieses Phanomen liegt in der periodischen Struktur des zugrundeliegenden

Raums P,,(K,) begriindet. |

Lemma 22 Es scien f € Clz,—zq) \ Pn(K,),p € Pry(K,) und n € IN;n = 21 € IN.
Weiterhin gelte, daff (f — ps) eine Alternante der genauen Linge n auf [zo, x| besitzt.
Falls p; stark eindeutig beste Approzimation an f ist, so folgt, dafi (f —py) mindestens

n + 1 Ezxtremalpunkte in [zq, z,[ hat. ,
|

Beweis von Lemma 22 : |

Angenommen T = {t; < ... < t,} ist die Alternante von (f — p;) der genauen
Linge n und es gilt T = Ey_,,. Nach Satz 17, Folgerung (a) gilt insbesondere, daf
jedes Intervall |@;, T;imy;[;¢ € {0...n —1};5 € {1...n —m} mindestens j Punkte aus
" T besitzt, das heifit T liegt Schoenberg-Whitney a,m[ Kreis. Ist nun

|

B,...B, \ _
D( ty e tnp > —[0’

|

|




2 CHAR. STARK EINDEUTIG BESTER APPROXIMATION 25

so existiert ein p € P,,(K,)\{0} mit der Eigenschaft p(t{j) =0j=1...n.DaT=E;_,,
folgt .
(f ~p)(t)p(t) = 0 2 0Vt €|y,

und damit aufgrund von Satz 12 ein Widerspruch zur starken Eindeutigkeit von p;.
Wegen der Schoenberg-Whitney am Kreis—Eigenschaft‘ von T kann jedoch auch

B,...B |

D " 0

(o )wo

gelten. In diesem Fall existiert ein (sogar eindeutig brestimmtes) pEP, (K.) mit der
Eigenschaft p(t;) = sgn((f —ps)(¢;));7 =1...n. Aufgrund von f € C(I"_ZO) \ P.(K,)
folgt ||f — psllec > 0, so daB p # 0 gilt. Offenbar hat man wegen T = E;

(f - pf)(t)p(t) > 07Vt € ‘E‘!f_Pf7

und damit aufgrund von Satz 12 ebenfalls einen Widerspruch zur starken Eindeutigkeit
von py € P(K,). ’ : [ |

—ps

Istt; < ... <t,(<t; + (2, — xp)) eine Alternante \:/on (f—py) in [zg, z,[ der genauen
Lénge n so setzen wir, dhnlich wie im Beweis von Satz 17, fiir k € {1...n}

my o= min{t €lte_y, te] 1 (F — Pr)E) = (f — pr)(te)}
M = max{t € [ty,tir1: (f —pp)(2) = (f —pe)(te)},

wobel ty :=t, — (£, — Tp) und t,1; 1=t + (z, — Zo) gce:lten soll. Die Alternationsmengen
or = [my, Mi];k = 1...n enthalten dann alle hintereinander kommenden Extremal-
punkte von (f — py) glelchen Vorzeichens und es gilt ’

Ef—pf Q U Tk.
k=1

Aus Lemma 22 folgt, daf es ein ky € {1 .. n} gibt, s0 dafl my, < M,, das heifit min-
destens eine der Mengen o} enthidlt 2 Extremalpunkte (mit dem selben Vorzeichen).
Deshalb kénnen wir eine Alternante der genauen Lidnge m im Sinne einer optimalen
Zihlung am Kreis als Alternante der Linge n +1 auffassen. Betrachtet man nun den
Fall, daf8 (f —p;) eine Alternante der genauen Linge n+1 auf [zg, z,[ besitzt, so erkennt
man, dafl dieser, aufgrund der Periodizitdt, im Sinne der oben festgelegten Alternations-
mengen ok, ebenso wie der Fall von Alternanten der genauen Lénge n aufgefafit werden
kann. Es verbleibt also nach den obigen Untersuchungen (siehe Satz 17; Satz 21; Lemma
22) der Fall von Alternanten der genauen Lénge n im Sinne der obigen Deﬁmtlon von
o zu klédren. ’

Um stark eindeutig beste Approximationen in P, (K ) fiir diesen Fall zu charakteri-
sieren benétigt man, wie sich im Verlauf der nachfolgenden Untersuchungen zeigen wird,
Aussagen iiber periodische Splinefunktionen mit doppelten Nullstellen. Deshalb betrach-
ten wir an dieser Stelle zunéchst das folgende, allgeme‘me Hermite-Interpolationsproblem
fiir periodische Splinefunktionen.
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Definition 23 (Hermite-Interpolationsproblem) 'Es seien P, (K,) der Raum der
periodischen Splinefunktionen der Ordnung m + 1 zur Knotenmenge K,.; n € IN, f €
Clz,—z0) genigend oft differenzierbar und Punkte t, < ' < tu(< ty1+(xn —z0)) gegeben.
Man definiert fir j € {1...n}: d;j:=max{i € INy: t; =... =t;_;} und nimmt dabes
an, daf8 die Punkte t;;5 = 1...n so gewdhlt sind, d:af] d; < m, falls t; ¢ K, und
d; < m—1 falls t; € K,. Die Hermite-Interpolationsaufgabe besteht dann darin ein

p € P,,(K,) mit den Bedingungen |

p(dj)(tj) = f(di)(tj);j =1 .:. N
|

zu finden.

Bemerkung 24 Im Fall t; < ... <t (<t + (z, — xO’)) qitd; =0;5=1...n und es
handelt sich um das dbliche Lagrange-Interpolationsproblem. :

Um das Hermite-Interpolationsproblem 23 zu untersuchen betrachtet man die Determi-
nante '

D ( 121 f“ ) 1= D(B{™(t;))s=1..0.

1+--0in [ i=l..n
Wir geben zunéchst eine notwendige Bedingung an, die bei eindeutiger Losbarkeit des
Hermite-Interpolationsproblems 23 gelten muf} . ’ ‘

Lemma 25 Fualls das Hermite-Interpolationsproblem 23 stets eindeutig losbar ist so
folgt, daf jedes Intervall |z;,Tiymi;[;¢ € {0...n — 1"};]' € {1...n — m} mindestens
j Punkte der Menge T = {t; < ... < t,} enthdlt. Diese Bedingung nennen wir die

Schoenberg- Whitney am Kreis mit Vielfachheiten, kur,“z SW-Kreis- Vfht.- Eigenschaft.

Beweis von Lemma 25 :

Wir nehmen an, daf§ es ein Intervall ]:ci,mi+m+j[;i"6 {0...n=-1}j€{l...n—m} |
mit maximal j — 1 Punkten aus T = {¢;, < ... < t,} gibt, und betrachten in obiger
Hermite-Interpolationsmatrix ; '

1...n
l...n

D:=D ( "il"‘f" ) = D(BM*(t;))
1+.+0ln *

die Spalten mit den Nummern i,...,7 +j — 1. Jede j X j-Untermatrix von D mit die-
sen Spaltennummern hat eine Determinante mit Wert 0, denn fiir eine beliebige j-
Punktauswahl #; < ... < fj aus t; < ... < t, gilt per Annahme, dafl mindestens ein -
Element auflerhalb der Vereinigung der Triger der B-Splines B;,..., B, liegt, das
heiBit eine solche 7 x j-Untermatrix von D enthilt mindestens eine Nullzeile. Wendet
man den Laplaceschen Entwicklungssatz gemafl den j;x j-Untermatrix von D mit Spal-
tenindizees 7,...,7 + 7 — 1 an, so erhdlt man D = 0 - ein Widerspruch. L}
|

Fiir den Fall schwach-tschebyscheffscher, periodiécher Splineriume geben wir hier

aus Vollstindigkeitsgriinden die folgende Aussage an.

|

|
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Satz 26 (vgl. [9] p- 302 Theorem 8.8) Fulls n ]IZZ + 1;1 € INy gilt, so ist das
Hermite-Interpolationsproblem 23 genau dann stets eindeutig losbar wenn fir die gege-
bene Interpolationsmenge T = {t; < ... <t,} die SW-Kreis- Vfht.- Eigenschaft gilt.

Beweis von Satz 26 :

Zum Beweis von <= nehmen wir an, es existiert ein p € P.(K,) \ {0} mit der Be-
dingung p(%)(t;) = 0;j = 1...n. Gibt es nun ein Intervall [z,,z,,] mit der Eigenschaft
Pliz,,zrs1) = 0, 50 wihle man ]xi,xi+m+j[;i €{0...n—1}j€{l...n—m} so,daB p in
|Zi, Tiym+;[ nur endlich viele Nullstellen hat und |

l
pl[zi—hri]U[z-‘+y‘+m,Ii+j+m+1] =0

giiltig ist. Offenbar gilt dann, daf [
p* € span{B;,...,Biy;j-1}

definiert durch p* := pljz; 2:4ms,[ Dach Vorausetzung mindestens j Nullstellen (gezahlt
nach deren Vielfachheit) in |z;, Z;ym+;[ besitzt. Dies ist ein Widerspruch zu (vgl. [5],
p.108, Theorem 3.3), somit kann p nur eine Funktion‘mit endlich vielen Nullstellen in
[0, z,[ sein. Offenbar folgt aus der obigen Annahme, daf§ fiir die Anzahl der Nullstellen
von p gezdhlt nach deren Vielfachheit N(p) > n gilt - dies ist aber ein Widerspruch zu
Lemma 13. - ' | [ |

Wir widmén uns nun dem, an dieser Stel_le benétigten, Fall nicht schwach-
tschebyscheffscher periodischer Splinerdume.

Satz 27 Es seien.n € IN;n = 2l;1 € IN und t, < St (< t1+(xn—x0)) eine
Punktmenge mit der SW-Kreis-Vfht.-Eigenschaft. Weiter seten m; € IN;j =1...7 mit
m; < m+ 1, beziehungsweise m; < m so dafl

tlz...=tml<tm1+1=...:tm1+m2<---<t2;;1lmj+1= .:tz;zlmj.

Das Hermite-Intérpolationsproblem 23 st genau dann" stets eindeutig l6sbar, wenn ent-
weder fir ein p € Pn(K,) mit p'%)(t;) = 0;5 =1...n schon p|; = 0 fir ein Knotenin-
tervall I = [z,,z,41] gilt oder keine Funktion p € P (K ) mit pl4)(t;) =0;5 =1...n
und der Vorzezchenezgenschaft : |

b5yt 3 (B(0) = (F)Z= Mok =1
|

fir ein o € {—1, +1} (wobei ts~ 4y =t + (Tn — x0)) existiert.
. . j=1"7

.Vt E]tZ

i=1

!

Beweis von Satz 27 : ‘ \
Wir beweisen nur <, denn = ist klar. Hierzu nehmen wir an es gibt ein p €
P,.(K,) \ {0} mit der Eigenschaft p4)(¢;) = 0;j = 1...n. Den Fall p|; = 0 kann
man analog dem Beweis von Satz 26 ausschliesen.|Besitzt aber p nur endlich viele




|
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Nullstellen, so folgt aus Lemma 13, dafl deren Anzahl, gezihlt nach Vielfachheiten,
N(p), maximal den Wert n hat. Wegen Z] LMy = = 7 besitat p aufler den Nullstellen
t1 € ... <ta(< g+ (Tn — o)) keine weiteren Nullstellen in (2o, z,[, und es folgt, daff p
eine Funktion mit dem, in der Vorausetzung ausgeschlos’senen Vorzeichenverhalten ist. Ml

Wir bemerken an dieser Stelle, daf smh aus Sicht der, (Hermlte ) Interpolationstheorie
die folgende, interessante Aussage ergibt. ‘

Korollar 28 Es seien n € IN;n = 2l;1 € IN und T = {t1 < ... < t,} eine SW-
Kreis- Vfht.-Menge. Falls es ein Intervall [z;,z;14];1 e {0...n—1hk e {l...n—m}
gibt, so daff m + k Punkte der Punktmenge T in [z;,z;y1] liegen, so ist das Hermite-
Interpolationsproblem 23 stets eindeutig losbar. [
Der Beweis von Korollar 28 ergibt sich aus der Tatsache, daf
\
S = Pm(Kn)f[z| z: +k], k =1. —m

ein (m + k)-dimensionaler (iiblicher) Splineraum ist, uq’ter Verwendung von Satz 27 und

(vgl. [5]; p.109; Theorem 3.7). : |
i

Bei der nachfolgenden Charakterisierung stark eind‘eutig bester Approximationen im

Sinne der oben definierten Alternationsengen oy;k = 1 .n werden wir feststellen, dafl

der Fall m = 1 aufgrund von P, (K,) Z C((i) —z) €ine gew1sse Sonderrolle einnimmt. Zur

Behandlung dieses Spezialfalls bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 29 Es seien s € Si(z1) und y1;9: € IR mit sgn(y1) = sgn(yz) # 0, so daff
s(xo) = y1; (x2) = yo und es gelte s(x,) = 0. Weiterhin seien mqy € [xo, 21| und m, €
|21, z3]. Dann gilt, daf ein § € Si(x1) mit §(xo) = Y1, §(x2) = y2 und den Eigenschaften

§(v1) = §(vy) = 0 existiert, wobei vy €|z + Mo, 1| und v, €|z1, 1 + my| gelten.

Beweis von Lemma 29 : |
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit gelte sgn(y;) = sgn(y2) = 1 und 3, < 3.
Man setze fiir ein € > 0, mit der Eigenschaft ¢ < min{(z, — my), (m; — )M}

’ (z2~z1)

(x -z + 6);‘VIII € [xo, 1)
|

U

T)i= ———
91() To—I,+¢

und

1 : e ;
92(x) = e (1 z — Zo— ¢ + y2)(z — 72) + Y2(x2 — 21)); VT € [21,22].

Dann gelten g,(zo) = y1, g2(2) = ¥ und gy (z1) = Yio-—5— = g2(z1). Weiterhin folgt
g1(v; = z; — €) = ga(v2) = 0, wobei J
' — T ':1:
vz @) wln B

th1 p— 5+y2 ylzl Teo—s T Y2

|
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Es gilt ; — ¢ > my und aufgrund von

W (.’L‘g — xl) z -io—e

|
>0

Vi T 42
erhilt man vy, > z;. Wegen y; <y, gilt \
|
€ T — T
nN————+%>2un ___L_;__Q__,
Ty —To—¢ Ty —Zg— €

woraus man v, < T, + €2=% < m; erhilt. Definiert man nun 3, so daf

5(t) = g1(t); Vt € [z, 2] und 3(¢) = gg(t);\?’t € [z1, z2),

so folgt 5 € Si(x;) und damit aus den obigen Eigenschaften von g, und g, die Behaup-
tung. _ \ .n

Wir formulieren nun die, oben angekiindigte, Charakterisierung stark eindeutig be-
ster Approximationen in dem verbleibenden Fall, der d’urch die, oben definierten, Alter-

nationsmengen oy; k = 1...n dargestellt werden ka.nn.‘

Satz 30 Es seien f € Cy,_sy) und py € Pr(K,); n € IN;n =2l;1 € IN. Es gelte, daf8
(f — ps) genau n Alternationsmengen oy;k = 1...n besitzt. Dann gilt : ps ist genau
dann stark eindeutig beste Approzimation an f, wenn die folgenden beiden Bedingungen
erfillt sind ‘

(o) jedes Intervall |x;,Tipme;[;i € {0...n —1};5 € {1...n — m} enthdlt mindestens
j + 1 alternierende Extremalpunkte von (f — ps) '

(b) fir alle z; < ... <z, mit z; € [M;,m;p1];7=1.. ‘n (Mpy1 :=my + (T, — ) st

D(Bl“'B" ) £0, fausjmy

Z] e+ 2n

fir alle z; < ... < z, mit z; € [M;,m;u1);7=1...n (mn+1 i=my + (T, — o)) ist

D( By...B. ) #0, fallsm=1.

Z1...2n |

Beweis von Satz 30 : o

Wir zeigen zunichst =>. Aus Satz 17, Folgerungi(a) erhédlt man (neben (a)), da8
jedes Intervall |z;, Ziym+;0;¢ € {0...n —1};5 € {1‘n — m} mindestens j + 1 der
Mengen o4;k = 1...n anschneidet. Eine Punktmenge Z = {z; < ... < z,} mit
zr € [My,mua1]ik = 1...1n (Mpy1 := my + (T, — Tp)) hat somit die Eigenschaft, daf}
jedes Intervall |&;, Tiymqe;[;¢ € {0...n = 1};5 € {1...n — m} mindestens j Punkte aus
Z enthilt, das heifit eine solche Punktmenge Z hat die SW-Kreis-Vtht.-Eigenschaft.

|
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Wir betrachten nun zunichst den Fall z,_; < z;k = 1...n (20 = 2z, = (zn — 30)).
Angenommen
|
D := D( By ... Bn ) = D(By(2;))x=1..» =0,
Z1...2p Ji=tn
|

dann folgt aus der Schoenberg-Whitney am Kreis-Eigenschaft von Z die Existenz von
p € P,(K,)\ {0} mit p(2) =0;k =1...n, wobei

Vt €]ze_1, 2] sgn(p(t)) = (-D)*ok =1...n,
wenn wir von \
Vte€ Er_,, Noi: sgn((f —pf)t) = (Tl)ko; k=1...n
fir ein 0 € {—1,+1} ausgehen.»Insbesondere gilt
Vte[zk 1,Zk] O'p(t)>0 k"l
und man erhilt wegen Ef_, Noy C [2k-1, 2] die Bedlrngung
Vte E; ,,Now: (f—ps))p(t) >0:k=1...n
Aufgrund von
Ef—pf Q U T ‘
, k=1 )
folgt hieraus ‘ |
(f = p)@)p(t) 2 0;Vt € By,

Dies ist nach Satz 12 ein Widerspruch zur starken Eiﬂdeutigkeit von py.
Fiir m > 2 untersuchen wir nun noch den Fall der Existenz von {51 <...<js} C
{1...n},s€{1... 5} mit » |

zj, =My = M =z =15,
das heifit fiir k € {1...s} gelten die Bedingungen
Oiorr = {my} = {Mj 1} und z, 1 # 2, Zj41 # Zjte:

Aus der SW-Kreis-Vtht.-Eigenschaft von Z und der Annahme

D:=D ( Btl'“f” ) = D(B{*)(t,))s=t.» =0
. . 1eeelpy ) i=1.

folgt mit Hilfe von Satz 27, dafl es ein p € P,,(K,) \‘{0} mit genau den endlich vielen
Nullstellen z; < ... < z, gibt, so da genau alle z, mit k & ({ji ... jsJU{ji+1...5,+1})
einfache Nullstellen von p sind und es gilt

\
Vt €)zi_1, 2l sgn(p(t)) = (-1)%k=1...n
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wobei dies fiir Indizees mit der Eigenschaft k € {3, + 1...js+ 1} wegen z,_; = z eine
leere Vorzeichenaussage ist. Nehmen wir '

Vte Ef_p, Noy sgn((f — ps)(t) = ( eok=1.
fiir ein 0 € {—~1,+1} an, so erhalten wir durch eventuellen Ubergang auf (—p)
Vt € [zh_1, 2] 0 (=) op(t) >0k =1...n

und somit wie im oben behandelten Fall mit Satz 12 einen Widerspruch zur starken
Eindeutigkeit von py.

Wir zeigen nun <. Angenommen p; ist nicht stark eindeutig beste Approximation
an f. Dann folgt aus Satz 12 die Existenz von p € P,,(K,) \ {0} mit der Eigenschaft

(f —p)@)p(t) 2 O;VE € Efyp, .

Nimmt man nun an, p besitze ein Knotenintervall I = [z,,2,,;] mit der Eigenschaft
plr =0, so gelangt man wie im Beweis von Satz 19, die Bedingung (a) verwendend, auf
einen Widerspruch. Wir kénnen also im folgenden davon ausgehen, daf§ p nur endlich
viele Nullstellen in [z¢, z,[ besitzt. Aus obiger Annahme folgt, wenn wir

Vt € E;_,, Now: sgn((f —ps)t) = (~1)* o3k =1...n
fiir ein o € {-1, +1}hs'etzen, daB fir k € {1...n}
(=1)*op(t) > 0;Vt € Ef_p;‘ﬂ Ok

gilt. Wegen der Lage von my, beziehungsweise My;k = 1...n folgt insbesondere,
daB (—1)*op(m) > 0 und (—1)*op(M;) > 0, woraus man die Existenz von z, €
(Mg, me41]; 6 = 1...n mit p(zx) = 0 erhélt. Wegen Bedingung (a) schneiden mindestens
j +1 der Mengen o;k = 1...n ein Intervall der Form |z, Z;ym+;[;1 € {0...n — 1};

7 € {1...n —m} an und man erhilt somit, da8 die'Menge Z ={zn < ... < z,} die
SW-Kreis-Vfht.-Eigenschaft hat. Gilt nun z; < zpp1;8=1... 0 (2ay1 1= 21+ (zn — Z0)),
so erhilt man den Widerspruch

p( %P ) b ; =0
Ist andernfalls {j; <...<j,} C{l...n},s€{1... %\}, so dafl
| Zjy = Myop1 = Mj, 11 = zjk+1;k =1l...s,

dann gelten fiir £ € {1...s} die Bedingungen

Tivrr = {mjo} = M} und z, 1 |# 2z Zior # 2t

und man erhilt im Fall m > 2 mit Hilfe von Satz 27, |daf$

D(Bl"'B">=D(de")(zj),1 —0

z=1.A.~n

~—

2] +veRpn
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- ein Widerspruch. Im Fall m = 1 gilt fiir jedes k € {1...s} z;, = z;,.1 = z;, fiir ein.
ix € {0...n — 1}, denn sonst hitte p ein Nullstellenintervall. Ist nun € so gewihlt, da

Vke{l... s}

0 < e < min({(z;, — M;,); (m;, 42 — z,)

(IL' = Ti— 1)

(1“2;.4-1 u)

s

\
so kann man mit Hilfe von Lemma 29 einen Spline p h ) € P (K,)\ {0} konstruieren, so

daﬁ ;
pl[a:n,z"[\ Ui_ Jei~1,2i 410 =P

und ﬁ(vgi)) = ﬁ(vgf)) =0;k =1...s gelten, wobei v(l) €M, , z; | und v e]a:u, M, 42|
erfiillt sind. Es folgt, daf es eine Punktmenge

Zr < Zpenk=1...1n (= zl+(a: — o))

mit der Lagebedingung 2, € [My, myy1]; k = l...n un‘d der Eigenschaft

|
D(Bl B> D(B( )

Zl zn i=1l...n
gibt - ein Widerspruch. [ ]

Wir stellen .nun fest, daf die Charakterisierung stark eindeutig bester Approximatio-
nen fiir nicht schwach-tschebyscheffsche, periodische Splinefunktionen durch Kombinati-
on von Satz 21 und Satz 30 in der folgenden, kompakten Form beschrieben werden kann.
Vergleicht man die Aussage des nachfolgenden Charaktierisierungssatz mit jener aus Satz

19 und (vgl. [5], p.134, Theorem 4.4), so kann man erk‘ennen dafl aufgrund des Verlusts

der schwach-tschebyscheff Struktur, dhnlich wie in Satz 11, zusétzliche Phinomene bei -

der Charakterisierung stark eindeutig bester Approxnnatlonen auftreten

Satz 31 (Charakterisierungssatz) Es seien f € an_zo) und py € Pn(K,); n €

IN;n = 2l;1 € INg. pys ist genau dann stark eindeutig beste Approrimation an f, wenn

die folgenden Bedingungen erfillt sind :
(a) jedes Intervall lz;,Tirm+;;t € {0...n —1};7 € {1...n —m} enthdlt mindestens
j + 1 alternierende Extremalpunkte von (f — ps)

(b) (f — pys) besitzt eine, beziiglich der zyklischen Ordnung optimal gezihlte, Alternante ,

der Lingen + 1 ‘
(c) falls (f —ps) genau n Alternationsmengen besitzt, s0 gilt fir jen Punkte. zl Ezn
in den abgeschlossenen Intervallen zwischen den Alternatzonsmengen die Determman-

tenbedingung ;
D< By...B, ) Lo,
Z1+e+.2%n
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|
Es sei bemerkt, dafl man aus den Bedingungen (b) und (c) von Satz 31, ohne hohere
Argumente zu benutzen, die Eigenschaft der besten Approximation verifizieren kann.
Besitzt die Fehlerfunktion genau n Alternationsmengen, so nimmt man hierzu

Bl N Bn ' Bl Bn
D( to. b >D<t2 tn+1)»<0
fiir simtliche Alternanten T = {t;};1} der Lénge n + 1, welche aus der Punktmenge
{mi;k=1...n}U{My;k =1...n} generiert werden kénnen, an. Man erhélt dann nach
n Ubergangs- bzw. Vertauschungsoperatlonen daff
' |

By...B, B,...B,
D(Ml...Mn )D(ml...f}zn ) >0
it € (0,1,

o B,...B, ‘
F(t)j—D( or(t). on(t) )

wobei i (t) := M, +t(meyy — Mi);k=1...n,s0 folgt

_ B,...B, B,... B,
F(O)F(l)«D<M1...M >D(m2.mnm1><0
und damit besitzt F' zwischen den Alternatlonsmengen‘eme Nullstelle - ein Widerspruch
zu Vorausetzung (c) in Satz 31.

Das nichste Lemma hilft bei der nachfolgenden, veremfachenden Formulierung der
in Satz 31 angegebenen Determinantenbedingungen.

gilt. Definiert man

Lemma 32 Es seien 0 = {0y = [my, Mi]}p_;m < M < meyr ein Menge von Men-
gen mit der Eigenschaft, daf jedes Intervall |z, 1+m+][ i=0...n—-1;5=1. -m
mindestens j +1 Mengen aus o anschneidet. Dann gibt es eine Menge T = {t*},C L mit
t: € ox;k = 1...n, welche die Schoenberg- Whitney am Kreis Eigenschaft besitzt, so dafl
alle Mengen T = {t,c},c L mit m <t < 5k =1...n und alle Mengen T = {£,}7_,
mit t, < &, < My;k = 1...n die Schoenberg- thtney am Kreis Eigenschaft erfillen.
Fir o, mit my < M, gilt hzerbez tr €lmy, Myl ‘
|
Beweis Lemma 32 : 1»

Wir beschreiben zunichst wie die Punktmenge T* = {t;}7_, liegen soll. Falls m; =
M, oder kein Knoten z; € o; ist, so sei ¢} := (—m";—ML) € 0. Gilt nun

O'jﬂKn = {lL‘il < ... <$i2}
so unterscheiden wir die folgenden Fille. : !
(1) Falls Vi € {i; < ... <1%2}Vj; € {l...n—m} |&;,Tiym+;, | mindestens j; der Men-
gen aus o vollstindig enthilt und Vi € {z;, < ... <z, }Vjs € {1...n—m} |zi_m_j,, 7]
mindestens j, der Mengen aus o vollstindig enthilt, so sei t} €]m;, M;[ beliebig gewahlt.
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(2) Falls i € {i; < ... <1y} und 7, € {1...n —m} existieren, so daBl |z;, Z;1m+; [
genau j; — 1 der Mengen aus o vollstindig enthilt und Vi € {z;, < ... < z,,}Vj, €
{1...n = m} |Zimm—s,, z:[ mindestens j, der Mengen aus o vollstindig enthilt, so sei

ig:=max{i € {i) <...<ix}3h € {1...n—m}: |z, Tiymj, [ enthilt
genau j; — 1 Mengen aus o vollstindig}.

Ist nun 4y < iz, S0 sei t} €|z, Tiy41[, und fiir 3o = i, sei ¢} €]x,,, M;[ gewdhlt. Offenbar
gilt M; > z;,, denn |Ziys Tig+m+i, | SChneidet mindestens j, + 1 Mengen aus o an.

(3) Falls Vi € {i; < ... < 52}Vjy € {1...n — m} |&;, Tipm4;,[ mindestens j; der
Mengen aus o vollstindig enthdlt und ¢ € {i; < ... < 45} sowie jp, € {1...n —m}
existieren, so dafl }&;_m_;,, 7:[ genau j; — 1 der Mengen aus o vollstindig enthélt, so sei

ig := min{i € {is <...<i}Fjae{1...n—m}: |zi pm_j,, x;[ enthalt
genau j; — 1 Mengen aus o vollstindig}.

Ist nun iy > i1, s0'sei t] €|z, 4,25, [ und fiir 7, = 4; sei t; €]m;, T, [ gewéhlt. Offenbar
gilt m; < z;,. '

(4) Falls ¢ € {11 < ... <ip} und j; € {1...n — m} existieren, so daf |z, Titm+; |
genau j; — 1 der Mengen aus o vollstindig enthdlt und ¢ € {31 < ... < 4,} sowie
j2 € {1...n < m} existieren, so daB ]z;_,_,,, ;| genau j, — 1 der Mengen aus o
vollstindig enthilt, so seien 4, wie in Fall (2) und ¢, wie in Fall (3) definiert. Es folgt,
daB }T3, _m_j,» Tig+m+s. | genaU ji + j2 + 1 Mengen aus o anschneidet. Andererseits gilt
per Vorausetzung, dafl ;

125 —m o> xio+77'1+]'1:‘-io—m—j2+m+io;—;0+m+]'1 2l
mindestens ip — 19 + m+ ji + j2 +1 Mengen aus o anschneidet und somit erhélt man
—%+m+h+h+1§ﬁ4h+L

das heifit iy — 1o > m. Da zudem jedes Intervall }x“wwmﬂ[ mindestens 2 Mengen aus o
anschneidet und z;,, z;, € o; gilt, folgt tp = to+m. In d‘lesem Fall setzen wir t; €|x;,, 73,
Wir zeigen nun zunachst daf} die so konstrulerte Menge T™ der Schoenberg Wh1tney
am Kreis Bedingung geniigt. Angenommen es gibt e‘zin Intervall I =]z;, Titmy;[ mit
weniger als 7 Punkten aus 7. Da I mindestens j — 1 Mengen aus ¢ vollstdndig enthilt,
folgt, dafl genau j — 1 Punkte aus 7™ in I liegen. Dlese nennen wir tj,...,t;_; und
bezeichnen die zugehérigen Mengen aus ¢ mit 04,...,0,_;. Aufgrund der Vorausetzung
und der Annahme schneiden genau 2 weitere Mengeh aus o das Intervall I an, ohne
allerdings vollstindig in I zu liegen : 0y, 0;. Offenbar! gilt z; € gg und I enthéilt genau
j —1 Mengen aus o vollstindig, woraus man, Fall (2) oder Fall (4) betrachtend, stets

tr > x; erhilt - ein Widerspruch.
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Wir zeigen nun, daff eine Punktmenge T = {¢;}7.; mit & € [m, ti];k = 1...n
stets die Schoenberg-Whitney am Kreis Eigenschaft hat. Angenommen es gibt ein In-
tervall I =|z;, T;1m4;| mit genau j — 1 Punkten aus|T (I enthilt j — 1 Mengen aus
o vollstindig). Analog der obigen Vorgehensweise bezeichnen wir die, zu den Punkten
ty,...,t;—1 gehorigen, Mengen aus o mit 0, ...,0;_; und es folgt die Existenz von Men-
gen gy, 0; wie oben. Offenbar gilt z;1m+; € 0;. Betrachten wir Fall (3), beziehungsweise
Fall (4) der obigen Festlegung der Punktmenge T, so folgt in beiden Fillen ‘

g -

<t<t*<x—<zﬁﬁﬂ

und damit ein Widerspruch zur Annahme.
Ist schliefilich eine Punktmenge T = {#,}7_, mit tk € [tr, My];k = 1...n gegeben

und nimmt man an, ein Intervall I =|z;, ;1 m+;[ enthilt genau j — 1 Punkten aus 7T, so

erhilt man analog den obigen Untersuchungen mit den entsprechenden Bezeichnungen,
aus den Festlegungen in Fall (2), beziehungsweise Fall (4) den Widerspruch
. |

i < 3y, <ty <o < M.
-

Ubertragen nun wir die Ideen von O.V. Davydov (siehe Satz 11, vgl. [2]) auf die
Charakterisierung stark eindeutig bester Approximationen mit Alternanten der genauen
Linge n, so konnen wir die in Satz 30 auftretenden Determinantenbedingungen wiefolgt

in dessen Kontext formulieren. l

Lemma 33 Es seien f € Clz,—z) und py € Pr(Ky); n € IN;n = 2l;1 € IN,. py
sei die stark eindeutig beste Approrimation an f und es gelte, daff (f — ps) genau n
Alternationsmengen oy;k = 1...n besitzt. Dann gilt: die Determinantenbedingung (b)
aus Satz 30 ist dquivalent zu den folgenden beiden Bedingungen

(b1) fir alle zlf Ezn mit z; € [Mj,mjul);j = 1h (Mpy1 :=my + (T, — 29)) und
2, = My, oder zy = my4, fireink € {1...n} gilt

B;.
p( Bl ) w0

(b2) es gibt eine Punktmenge t; < ... < t,(< t1 + (T, — To)) in Schoenberg- Whitney am
Kreis Lage mit t, € ox;k = 1...n, wobei ty, €lmyy, My, [ fir ein ko € {1...n} gilt, so
daﬂ _ i

B,...B, \ _
D<h”¢n>_Q
Beweis von Lemma 33 :

Wir beweisen zunichst =, Die erstgenannte Determinantenbedingung ist dann klar.
Um die zweite Determinantenbedingung nachzuweisen ibetrachte man die stetige Deter-
minante

B,...B,
©1(t) ... oa(t)

ﬂﬂ:D( )ﬁemm

\
i
|
|
3
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wobei () := My + t(mgs1 — Mi);k =1...n. Dann gelten per Vorausetzung

|
F(0)=D(ﬁi:::ﬁl)¢0 und F(1)=D<Bl-~- B");éo.

My ... My, MY
Angenommen F(0)F(1) < 0, dann folgt aufgrund der Stetigkeit von F die Existenz von
Yo €]0,1[ mit F(7,) = 0. Dies bedeutet aber, dafl z; := @r(v0) €|My,mep1;k=1...n
die Eigenschaft ;

D( B,...B, ) _0

Bl «eeip '

hat - ein Widerspruch zur Vorausetzung. Es sei nun T* = {t;}7_, wie in Lemma 32
gewdhlt. Weiter definiert man

. Bl...Bn |
G0=P ( ). 3alt) ) el

wobei v;;7 = 1...n wiefolgt festgelegt ist

. * N - 1
’Yj(t)::{ m + 2t —m) st e oo,

M +2(1-t)(& - M) s tely ] T

Aufgrund von

G(0)=b<£1:::ﬁ: ) =-F(1) undG(l)zD(ﬁi:::f/& ) = F(0).
|

erhilt man G(0)G(1) < 0 und damit die Existenz von 15 €]0,1[ mit G(7) = 0. Setzt
man nun ¢; := v;(19);J = 1...n, so gilt offenbar t; € 5,;;7 = 1...n und wegen Lemma
22 folgt die Existenz von jg; € {1...n} mit m;, < M, das heiit ¢;, €]m,,, M; [. Diese
Punktmenge T = {t;}7_, erfiillt aufgrund von Lemma 32 die Schoenberg-Whitney am
Kreis Eigenschaft.

Wir beweisen nun <=. Angenommen es gibt z; E]Mk, mer1[;k=1...n, so daB

D( B,...B, ) —o

Rl +eeRnp

Dann sind die Punkte 2, paarweise verschieden und aus Satz 17 erhilt man wie im
Beweis von Satz 30, daB die Punktmenge {z;};., die Schoenberg-Whitney am Kreis-

Eigenschaft hat. Somit folgt mit Hilf'e von Satz 9, daB fiir alle T = {t;}7_, mit t; €
lzj-1,2;;g=1...n .

B,...B,
p( Gt )
gilt. Aufgrund von o; = [m;, M;] C|z;_1,2;[;j =1...n ist dies insbesondere ein Wider-
spruch zur zweiten Determinantenbedingung. ‘ [ |
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Abschlieffend erhdlt man aus dem Beweis von Lemma 33 das folgende Lem-
ma, welches den wichtigen Fall, dafl alle Alternationsmengen ein nicht leeres In-
neres besitzen, behandelt. Hierbei sei bemerkt, daf in diesem Fall keine Hermite-
Interpolationsdeterminanten auftreten. '

Lemma 34 FEs seien f € Cg,_gy) und py € Pm(KJL); n € IN;n = 2l;1 € IN,. py
sei die stark eindeutig beste Approximation an f und es gelte, daf (f — ps) genau n
Alternationsmengen oy; k = 1...n besitzt, wobei my < Mk =1...n gelten soll. Die
" Determinantenbedingung (b) aus Satz 80 ist dann dquivalent zu der Forderung, daf es
eine Punktmenge t; < ... < t,(< t; + (x, — xp)) in Schoenberg- Whitney am Kreis Lage
mit ty, €Jmyg, Mi[;k =1...n gibt, die die Eigenschaft

By...B, \ _
besitzt. ' ) 1
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