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Kapitel 18 Berechnung einiger Orbitalintegrale zu singuldren, halbein-
fachen Elementen aus einem echten Levifaktor von GSp(4)

Seien im folgenden F ein nichtarchimedischer lokaler Korper mit r als Ortsuniformisierender.
Gelte F' = Qga, wenn ord 72 > 0 ist. Seien weiter M einer der Standardlevifaktoren A = T,pis,
L(a), L(B) von G = GSp(4), K die maximalkompakte Teilgruppe GSp(4)(OF) und s ein F-ra-
tionales, singulares, halbeinfaches Element aus M. Die Gruppe M sei dartiberhinaus der kleinste
Standardlevifaktor von G, der s enthalt. Im folgenden schreiben wir wieder vereinfachend H
fiir die F-rationalen Punkte éiner tiber F' definierten algebraischen Gruppe H. Ist L einer der
Standardlevifaktoren von G, der M enthalt, dann soll im folgenden das Orbitalintegral

(18.1) L(f)(s) = /N /L . f(m-lsm.n)‘i—’;‘dn

berechnet werden. Dabei seien die MaBe wie in Kapitel 12 und 16 beschrieben und f sei der als
die charakteristische Funktion des Doppelkosets

I

o

(18.2) K -diag(x™, x™, 77" x°"") . K mit 0< s<r<rp<ro.

v

gegebene Heckeoperator h(rg, ri, ra) auf G. Werden Referenzen auf Kapitel 17 gemacht, gelte
zusatzlich f = T(a) mita in Op. -

Das Integral differiert von (17.2.1) um den bereits in Kapitel 17 bestimmten, von Null verschiedenen
Faktor \/6.(s). Ist L von A verschieden, setzen wir weiter voraus, daB s ein F—elliptisches Element
in L ist, der Zentralisator in L von s also einen modulo dem Zentrum von L anisotropen, iiber F
definierten, maximalen Torus in L enthalt. Wegen der Beschreibung von C(s) in (2.2) ist dies
aquivalent dazu, daB s in einem modulo dem Zentrum von L anisotropen, iber F definierten,
maximalen Torus von L enthalten ist. Wir diskutieren im folgenden wieder die Falle, in denen s
aus A, L(a) und L(B) ist. Sei zunachst

18A s singulidr im maximalzerfallenden Torus A =T,

Sei s = diag(a, b, ca~?, cb~?) = diag(7, cy™!) mit a, b, ¢ in F*. Wir diskutieren die Mdglichkeiten
von a, b, c. Wie in (2.7) bemerkt ist s genau dann regular, wenn a, b, ca~!, ¢b~! paarweise
verschieden sind. Folglich ist s genau dann singular, wenn mindestens zwei dieser Elemente gleich
sind. Sind drei dieser Elemente gleich, dann liegt s bereits im Zentrum von G. Deshalb ist
{a,b,ca=!,cb~1} mindestens zweielementig genau dann, wenn s singular ist und nicht im Zentrum
von G liegt. Wir sagen in diesem Fall s sei vom Typ (k,£) mit 1 < k < £ < 4, wenn die k-te und
die £-te Koordinate von s gleich sind. Es fokgt dann

(18.3) Bemerkung: FEin singulires Element s = diag(a, b, ca™!, cb™!) liegt entweder im Zen-

trum von GSp(4) oder zwei seiner Eintrdge sind gleich und {a, b, ca™?, cb='} ist mindestens zweis

elementig. In diesem Fall gilt fir s genau eine der folgenden Avssagen

(1) s ist vom Typ (1,2). Dies ist genau dann der Fall, wenn a = b und c # a? sind.

(2) s ist vom Typ (1,4). Dies ist genau dann der Fall, wenn s(as)(s) = diag(a, cb™', ca™!, b)
vom Typ (1,2) ist, also c = ab und c # a2, c # b2 gelten.

(3) s ist vom Typ (2,3). Dies ist genau dann der Fall, wenn s(a3)(s) = diag(ca™", b, a, cb71)
vom Typ (1,2) ist, also ¢ = ab und ¢ # a3, c # b? gelten.

(4) s ist vom Typ (1,3). Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢ = a?, c # b? und a # b gelten.

(5) s ist vom Typ (2,4). Dies ist genau dann der Fall, wenn s(a:)(s) = diag(b, a, cb™*, ca™')
vom Typ (1,3) ist, also c = b%, c # a? und a # b gelten.

(6) s ist vom Typ (1,3) und (2,4). Dies ist zu a = —b und ¢ = a® dquivalent.

In einem nichsten Schritt wollen wir die Zentralisatoren dieser Elemente s in G berechnen.
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Wegen der Darstellung der Spiegelungen s(a;) als innere Automorphismen von G in (1.24) reicht
es, die Zentralisatoren in G eines Elementes vom Typ (1,2) und eines Elementes vom Typ (1,3) zu
berechnen. Sei zunichst 8 vom Typ (1,2). Indem man die Gleichungen

aX ea’'Y\_(X Y\(y 0 \N_/(7 0O X Y\ _/[ aX aY
aZ ca~ W) " \Z W/J\0 evy') 7 \0 ey? Z W) \eca'Z ca'W
16st, folgt ca~'Y = aY und ca~!Z = aZ. Nach Voraussetzung sind a und ca~! verschieden. Daher

ist Y = Z = 0. Weiter folgt somit W = d'X~! fir d in F*.
Sei daher s = diag(a, b,a,a%~!). Der Ansatz sX = Xs liefert hier

azy bzy ay a%b"ly, az, az, ay ays
arz bzgq ays a?blyy | _ bza bzxy bys bys
azy bzg aw; a*"twe | T az azy aw, aws
azz bzq aws a*b~lw, a?b=lzz a3blzy a?b~lws a?b"lwy

Wegen a # b sind so z3, y3, 23, ys, 23, w3, z3, w3 Null. Fir a # —b, also a%b~! # b, sind zusitzlich
ys4 und z¢ Null. Fiir a = —b sind sie beliebig.

Zu berechnen bleiben daher die Bilder unter den jeweiligen Spiegelungen s(c;) dieser beiden Ma-
trizengruppen. Dazu rechnen wir

v 1000 _ a00b
oo (). 0) o (55 e () c20) - (525
0100 c00d
0010 _ xOOy\
. ab Ty 0100 . ab Ty 0dcO
“’("’)(d“g((cd)’(zw)))=I“° 1000 (d“"((cd ’(zw)))= 0ba0 ]’
0001 zOOw}
a0bo 01 0 a0b0 z0y0
s(ar) 0z0y = Int 10 0z0y - OaOb)
c0d0 0 01 c0d0 20wl
0z0w 10 0z0w 0cOd

Wir erhalten somit zusammenfassend das folgende Lemma wegen
re y\'_ 1 w —z
z w Trw—yz\~y =z /)’

(18.4) Lemma: Fir ein Element s = diag(a, b,ca™?,cb™!) aus A(F) gelten folgende Aussagen

(1) Ist s vom Typ (1,2), dann besteht der Zentralisator in G von s aus allen Matrizen der Form
diag(A, c*A=!) mit A in GL(2, F) und c in F*, ist also mit dem Levifaktor L(a) identisch.,
Insbesondere gelten somit Cp(q)(s) = L(a) und Cr(g)(s) = A.

(2) Ist s vom Typ (1,4), dann ist der Zentralisator in G von s das Bild unter s(a3) von L(a),
besteht also aus allen Matrizen der Form

z 0 0 y
. - 0 D! -D'y 0
s(as) (dlas(A: L )) =lo -D- fz D! wy 0

z 0 0 w

cin F*, A= (’z’ ' g)) in GL(2,F) und D = det A.
Insbesondere gelten Cr(a)(s) = A und Crp)(s) = A.
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(3) Ists vom Typ (2,3), dann ist der Zentralisator in G von s das Bild unter s(as) von L(a),
besteht also aus allen Matrizen der Form .

D'w 0 0 -D-!:
crancen=( 3 2
_.D—ly O O D—lz

mit
cin F*, A= (j i’)) in GL(2,F) und D = det A.

Insbesondere gelten Crq)(s) = A und Cr(p)(s) = A.
(4) Ist s vom Typ (1,3), dann ist

a0b 0 .
_Jlozo o . _(ab
s(ou)(L(ﬂ)) =4lcod o A= (c d) € GL(2, F), s € GL(L, F) |
0 0 0 z~'det(A)
der Zentralisator von s in G. Insbesondere gelten Cr(a)(8) = A und Crp)(s) = A.

(5) Ists vom Typ (2,4), dann ist der Zentralisator von s in G die Gruppe L(f), besteht also aus
allen Matrizen der Form :

a0b 0
0z0 0 mit A= (‘c’ Z) € GL(2, F), z € GL(1, F).
000 z-!detA/

Insbesondere gelten Cr(a)(8) = A und Cr)(s) = L(B)-
(6) Ists vom Typ (1,3) und (2,4), dann ist der Zentralisator von s in G die Gruppe H, besteht
also aus allen Matrizen der Form

a 0 5 O
_|10 =z 0 y . _fa b [z vy _
[A,B) = c 0 d 0 mit A-(c d)’B"(z w) und det A =det B # 0.
0 z 0 w

Insbesondere gelten Cp(a)(8) = A und Crp)(s) = L(B)-

Wir beginnen jetzt die Integrale I(f)(s) zu berechnen. Sei zunichst daran erinnert, da8 A(f)
nach (17.5) die Menge aller Matrizen A aus GL(2, F') bezeichnet, so daf§

A B Y
0 cfAT!?

fiir ¢ in F* und B in M(2, F) im Doppelkoset f~!({1}) liegt. In (15.13) hatten wir die Dop-
pelnebenklassen ha(c,d) = GL(2,OF)diag(x¢, 74)GL(2,0F) mit ¢ < d bestimmt, die in A(f)
auftreten, die also einen nichtleeren Schnitt mit A(f) haben. Nach (15.14) treten in A(T(x)) mit
T(x) dem Heckeoperator h(1,1,1) genau die Doppelnebenklassen zu (0,0), (0,1) und (1, 1) auf.
Dariiberhinaus hat c in jeder Matrix wie oben die Ordnung Eins. Wir diskutieren zunachst den
Fall eines zentralen Elementes s. Dazu bemerken wir, daB das Integral I, (f)(s) in (17.8) berechnet
wurde. Die Integrale I1(a)(f)(8) und Ir(s)(f)(s) wurden in (17.6) sowie im wesentlichen in (17.7)
und (17.8) berechnet. Genauer gilt der -




(18.5) Satz: Sei s = aE4 ein F-rationales Element aus dem Zentrum von G = GSp(4). Fir
jeden Standardlevifakior L von G verschwindet das Integral

I(f)(s) = /N F(sn)dn

nur dann nicht, wenn |a|lr = \/|u(f)|F ist. In diesem Fall sei I die Menge aller der Elemente
£(3) = diag(n*,a®r~*) mit 0 < i < orda, fir die GL(2,0Fr).£(i).GL(2, OF) in A(f) auftritt. Dann
gelten
|10 {¢(ord a)}| + |I = {€(ord a)}| - vol(U(F))
lal%
_ 1 1 I N {é(ord a)}
L@ = G (WUE) Lo amaon TS+ Tl )

Dabei ist ||€l|oo der erste Elementarteiler von §. Schlieflich verschwindet Io(f)(s) nur dann nicht,
wenn £(ord a) in I liegt, also a.GL(2,0F) in A(f) auftritt. In diesem Fall ist Ig(f)(s) = 1.

1
lal?

]

In(a)(£)(8) = o Ta(f)8) =

Wegen fa(f)(s) = f(s) ist die letzte Aussage des Satzes klar. Nach (17.6) ist weiter
Jn(ay f(sn)dn = V(orda,orda) = g>™2 = |a~![%. Zu berechnen bleibt daher Ir(s)(f)(s). Nach

der Definition des MafBles auf N(f) in (16.17) gilt jetzt aber wie in 17D
L) = [ femdn =3, 6@) [ | he)ciog(a,a)min

mit N(2) der Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen in GL(2, F) und A(€) der
charakteristischen Funktion von §. Die Summe lauft dabei iiber alle Reprisentanten ¢
fir GL(2,0r)\GL(2, F)/GL(2,0r) im maximalzerfallenden Torus A; von GL(2), fir die
GL(2,0r).6.GL(2,0F) in A(F) auftritt. Nach (14.5) ist fir £ = diag(»®, %) mitc < d

1 lal} = | detélp, d =orda
/ h(§)(diag(a, a).n)dn = ¢ volU(F)-¢4-°™*  |a|} = |det{lr, d > orda
NG 0 sonst.

Der Exponent r—ord in (14.5) ist namlich in unserer Situation gerade d—ord a. Wie im Argument
zu (17.8) folgt weiter, daB man tatsichlich nur iiber die Elemente in I zu summieren hat. Wegen
Va(i, 2ord a — i) = g3(i+3erde) — gdordagdi nach (17.7) ist daher

G OED I m /N - h'(f)(diag(a,a).n)dn.

In der Notation von (17.8) ist in unserer Situation m = orda. Fiir i < orda ist 2orda —i > orda.
Weiter ist ¢4 = ¢(*9=¢ = ||f]los - | det£~!|. Fiir jedes Element §(i) ist |det (3)| = |a|?. Setst
man diese Werte in das Integral oben ein, erhilt man die Formel fir I (g)(f)(s) des Satzes. Das

beendet den Beweis. Ist ord u(f) ungerade, gilt |u(f)| # la|? fiir jedes Element a aus F. Somit
erhalten wir das-

(18.6) Korollar: Ist s aus dem Zenirum von GSp(4)(F), dann verschwindet das Iniegral
[y, B(ro, r1, ra3)(sn)dn fir jeden Standardlevifaktor L von GSp(4), wenn ro ungerade ist. Ins-
besondere gitt

/ T(r)(sn)dn = 0
N,
fiir jeden Standardlevifaktor L von GSp(4) und T(x) dem Heckeoperator h(1,1,1).

Sei daher jetat s ein singulires Element aus- A(F'), das nicht aus dem Zentrum von G ist. Wie oben
bemerkt, wurde I4(f)(s) bereits in (17.8) berechnet. Wir diskutieren im folgenden sukzessive die

Integrale Iy(a)(f)(8), IL(p)(f)(s) und IG(f)(f)~

4
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Notwendig dafiir, dal Iz (4)(f)(s) nicht verschwindet, ist dann wieder ro = ord (u(f)) = ord ¢. Dies
sei im folgenden vorausgesetzt. Fir s vom Typ (1,2) ist Cp(ay(s) = L(a). Nach (17.8) gilt somit

I = | , flomian = V(orda,orda) = o

wenn (ord a, ord a) in A(f) auftritt. Ist s nicht vom Typ (1,2), erhalt man
d
Ira)(f)(s) = / / f(m'lsm.n)—m- dn
N(a)JA\L(a) dh

_ | det(1 = Ads|Lie N(a))|
~ |det(l - Ads|Lie Na)| Jn,

indem man (12.16) zweimal anwendet. Nach (17.3) ist jetzt weiter

= |det(1 — Ads|Lie N(c))| - 0% ()

f(sn)dn,

a? b2 ab
ldet(1 - AdslLieNa))| == [1-= - _ bl
| det(1 — Ads|Lie N4)| _|1—£|'|1-£l'll-ﬂ|'|l-gi—lb_a"
¢l ¢ c b

Da a und b nach Voraussetzung verschieden sind, ist der Quotient wohldefiniert. Das Integral
[, f(sn)dn wurde in (17.8) berechnet. Zusammenfassend gilt also der

(18.7) Satz: Sei s = diag(a,b,ca™},cb=!) ein singulires Element aus A(F), das nicht im Zen-
trum von GSp(4) liegt. Notwendig dafir, daf das Integral Ir(q)(f)(s) nicht verschwindet, ist
lu#(Hlr = le|lp = |u(s)|p. In diesem Fall gelten folgende Aussagen

Fir s vom Typ (1,2) verschwindet I o)(f)(s) genau dann nicht, wenn a - GL(2,0F) in A(f)
auftritl. In diesem Fall ist

In)()(s) = /N ., Foman = ﬁ;

Ist s nicht vom Typ (1,2), sind also a und b verschieden, seien m = min{orda, ordd}, T =
orda + ordd und I die Menge aller der nichinegativen ganzen Zahlen i < (T/2], fir die das
Doppelkoset GL(2, Of).diag(x*, #T~).GL(2,OF) in A(f) aufiritt. Dann gilt

T = LI L ol ol ()

(18.8) Korollar: Sei s = diag(a,b,ca=t,cb™!) ein singulires Element aus A(F), das nicht
im Zentrum von GSp(4) liegt. Genau dann verschwindet Ir(o)(T(7))(s) nicht, wenn es cin Ele-
ment w der Weylgruppe W(GSp(4), A) gibt, fir das w(s) vom Typ (1,2) ist, sowie ord u(s) =
orde = ord 4(T'(x)) = 1 und (min{ord a,ord b}, max{ord a,ord 8}) € {(0,0), (0,1), (1,1)} gelten.
In diesem Fall ist 1

“max{lalr, DI}

IL('-') (T(’r)) (3) = lar;

Sei nimlich s zunachst vom Typ (1,2). Notwendig dafiir, daB das Integral in diesem Fall nicht
verschwindet, ist dann orda = 0 oder orda = 1. Nach (18.3) ist ¢ # a2, so daB ordec = 1
erfiillt werden kann. In diesem Fall ist Ir(a)(T(7))(s) = |a~!® = |a~?| max{|al, |6} wegen a = b.
Fir s vom Typ (1,3) oder (2,4) gilt ¢ = a® und ¢ = b? respektive, so daB ordc stets von 1
verschieden ist. Ist 8 vom Typ (1,4) oder (2,3), ist ¢ = ab. Nach (17.9) verschwindet das Integral
nur fiic (m, M) = (0,0), (0,1), (1,1), (0,2) nicht. Wegen orde = m + M ist orde = 1 nur
fiir (m, M) = (0,1) moglich. Indem man (17.9) in die Formel des Satzes einsetst, erhalt man
IL(a)(T(x))(8) = |a~2| max{|al, [b]}. Beachtet man (1.24) folgt, da8 s genau dann vom Typ (1,2),
(1,4) oder (2,3) ist, wenn w(s) fiir ein Element w der Weylgruppe vom Typ (1,2) ist. Das beendet
den Beweis des Korollars.




Wir berechnen jetzt die Integrale I(s)(f)(s). Notwendig dafiir, daB I(sy(f)(8) nicht verschwindet,
_ ist rg = ord u(f) = ord c. Dies sei im folgenden vorausgesetst. Fiir s vom Typ (1, 3) oder (2,4) ist
Cr(s)(8) = L(B8). Nach dem Argument zu (17.26) gilt

Iy (f)(8) = /N BRCOCED SURTCE /N P d)ding(a, . m)in
Nach (14.5) ist

/ h(c, d)(diag(a, b).n)dn
N(@)

gd—ord? orda +ordb = ¢ + d, d = max{ord a, ord b}
= { ¢d-°rdbyolU(F) orda+ordbd = c+d, d > max{ord a,ord b}
0 sonst.

Wir setzen m = min{orda,ordb}, M = max{orda,ordd}, T = m + M und fassen in der
Menge I alle nichtnegativen ganzen Zahlen ¢ < (T'/2] zusammen, fiir die die Doppelnebenklasse
GL(2,OF).diag(x?, 7 "').GL(2,01:? in A(f) auftritt. Nach (17.7) ist Vo(c, d) = ¢*(3*+9). Der Ex-
ponent von g in Vo(i, T—i)g(T~9=°? igt somit 2(2i+ (T —1))+((T—i)—ord b) = 2T+ 2i—ord b =

2ord a + ord b + 2i. Folglich ist
1
I 8) = + volU(F) - —_
w06 = g (e, "7 Lo TEOTE)

mit £(i) = diag(x®, #T—%). Sei daher s nicht vom Typ (1,3) oder (2,4). Dann ist Cr)(s) = A und

- dm
wo@=[ [ fntmm T dn

Indem man (12.16) zweimal anwendet, gilt hier

1 (|In{m}|

Tuay(1)(0) = |det(1 -~ Adelio NB) - 09(1) = TG o Bebie VAW [ f(emyan,

Nach (17.3) ist

a a? ab
| det(1 — Ads|Lie N(8))] _ Rl B ey W e
| det(1 — Ads|Lie N4)| ll-g['ll-£|'|1-ﬂl'|l-b2 le — b3}
b c ¢ c

Ist s vom Typ (1,2) gilt ¢ # a® = b%. Ist s vom Typ (2,3), gilt ¢ # b2. Fiir s vom Typ (1,4)
ist ¢ = ab und ¢ # a3. Aus b3 = c folgt dann aber a = b, so daB s im Zentrum von G liegt.
Indem man die Formel fiir fN‘ f(sn)dn aus (17.8) einsetst, erhalt man somit wegen |c|r = |u(f)lr
zusammenfassend den: ~

(18.9) Satss Sei s = diag(a, b,ca~!,cd™!) ein singulires Element aus A(F), das nicht im Zen-
trum vom GSp(4) liegt. Seien weiter m = min{orda,ordd}, T = orda + ordb und I die Menge
aller der Elemente {(i) = diag(II°, x7 %) mit 0 < i < [T/2), fir die GL(2,0Fr).£(1).GL(2,0F) in
A(£) aufiritt. Notwendig dafir, daft I p)(f)(s) nicht verachwindet, ist |u(f)]e = lelp = lu(s)le-
In diesem Fall gelten folgende Anssagen

Fir a vom Typ (1,3) oder (2,4) ist

1 (InEmN 1
o) = e ( e A CE) Yo T nz,)
Fiir s vom Typ (1,2), (1,4) oder (2,3) ist ‘

e X6) = [y =i gy (1P N+ vl(UR) 11 = (e

(¥ &g

.
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(18.10) Korollar: Sei s = diag(a, b, ca™!,cb=?) ein singulires Element aus A(F), das nicht im

. Zentrum von GSp(4) liegt. Nur dann verschwindet I5(5)(T(7))(8) nicht, wenn es ein Element w

aus der Weylgruppe W(GSp(4), A) gibt, fir das w(s) vom Typ (1,2) ist, und wenn ord u(T(r)) =
orde = ord pu(s) =1 gilt. In diesem Fall hat Ir(5)(T(7))(s) den Wert

_ (T (™) |F
T (T (o) = Gy = alp - Tablr
wenn (min{ord a, ord b}, max{ord a,ord b}) € {(0,0), (0, 1), (1,1)} ist, und verschwindet sonst.

Die erste Aussage folgt daraus, dafl u(s) fiir s vom Typ (1,3) oder (2,4) nach (18.3) ein Quadrat
ist und somit stets ord u(s) # 1 gilt. Ist s vom Typ (1,4) oder (2,3), dann ist ¢ = u(s) = ab, so
daB ordec = orda + ordb = M + m = T gilt. Die einzig moglichen Werte fiir (m, M), an denen
das Integral nach dem Argument zu (17.9) nicht verschwindet, sind (0, 0), (0,1), (1,1), (0,2). Nur
fir (m, M) = (0,1) ist aber ordc = 1. Ist s vom Typ (1,2), verschwindet das Integral genau fiir
m = M in {0, 1} nicht. Die letzte Aussage folgt jetzt wegen I = {0} = m aus der zweiten Formel
von Satz (18.9). :

Zu berechnen bleiben daher jetzt die Integrale Ig(f)(s). Elemente s vom Typ (1,4) oder (2,3)
werden wie in (18.3) bemerkt durch einen inneren Automorphismus von G(F) zu Elementen vom
Typ (1,2) transformiert. Genauso wird ein Element vom Typ (2,4) durch einen inneren Automor-
phismus von G(F) zu einem Element vom Typ (1,3). Daher reicht es Ig(f)(s) fiir s vom Typ (1,2)
und fiir s vom Typ (1,3) zu berechnen. Sei zunachst

s vom Typ (1,2).
In diesem Fall ist L(a) der Zentralisator von s = diag(a, a,ca~!,ca~!) in G. Folglich gilt

— 1. 99 _ 1
la(£)(s) = ,/L(a,\c 197 %9) gm = Tqet(1 = Ads[Lie N(a))] /N(,,) f(sn)dn

nach (12.16). Wegen a = b ist nach (17.3)
2 2 2 2.3
| det(1 — Ads|Lie N(a))| = |1 - “?l : |1 - Ec-[ : |1 - “?! = |1 - “?[ .
Wenn das Paar (orda,orda) in A(f) auftritt, ist nach (17.6) weiterhin [y, f(sn)dn =
V(ord a,orda) = |a~!|}. Zusammenfassend haben wir folglich gezeigt

(18.11) Satz: Sei s = diag(a,a,ca!,ca™?!) ein singuldres Element vom Typ (1,2) aus A(F),
das nicht im Zentrum von G = GSp(4) liegt. Genau dann verschwindet Ig(f)(s) mit f dem Hecke-
operator h(ro, r1,2) nicht, wenn {u(s)lr = lc|r = |4(f)|F ist und das Doppelkoset a - GL(2,0F)
in A(f) aufiritt. In diesem Fall gslt :

()i

Ia(f)(s) = / fg~ts9) 2L =

L(a)\G dm ~ |u(s) — @[} - lal}

(18.12) Korollar: Seien s = diag(a,a,ca™!,ca™!) ein singuldres Element vom Typ (1,2) aus
A(F), das nicht im Zentrum von G = GSp(4) liegt, und T(x) der Heckeoperator h(1,1,1). Genau
dann verschwindet Ig(T(x))(s) nicht, wenn ord p(s) = ordc = ord u(T'()) = 1 und orda € {0, 1}
gelten. In diesem Fall ist

_ dg 1-2orda 3 I#(T(”)) |8 orda =0
Ie(T(x s=/ T(z) (g~ s9)— = [u(T(= = _
G( ( ))( ) L(a\G ( )(g g) dm |/"( ( )) IF { |#(T(1r))|ps

Fiir ord @ = 0 ist namlich |¢ — a?] = |a®| = 1. Fiir orda = 1 ist |c — a?| = |¢| = |u(T(x))|. Damit
ist aber |u(T(x))3 |u(s) — 63|73 |a|~2 = |a=1}3 = |u(T'(x))|~3. Sei daher jetat
s vom Typ (1,3).

Nach der Kasuistik in (18.3) ist in diesem Fall u(s) ein Quadrat. Nur wenn ord u(f) = ro gerade
ist, verschwindet somit Ig(f)(s) in diesem Fall nicht. Folglich kénnen wir zunachst festhalten

orda = 1.

ey




(18.13) Satz: [st s ein singulires Element aus A(F) vom Typ (1,3), dann verschwindet Ig(f)(s)
fiir jeden Heckeoperator f = h(ro,r1,72) mitord u(f) = ro einer ungeraden ganzen Zahl. Insbeson-
dere verschwindet in diesem Fall das Integral Ig(T(r))(s) fir den Heckeoperator T(x) = h(1,1,1).

(18.14) Berechnung von Reprisentanten fiir H\G/K: In einem nachsten Schritt wollen wir
Repriasentanten von G,\G/K berechnen, wenn s = diag(a, ~a,a, —a) ist. Nach (18.4) ist G, = H.
Wir schreiben ein typisches Element von H(F) als

a 0 b 0
{0 =z 0 y . _fa b _f(z y _
[A, Bl = c 0 d 0 mit A_<c d)’B—(z w) und det A = det B #0.
0 2z 0 w
Nur solche Matrizen [A4, B] mit ¢ = z = 0 erhalten bei Linksmultiplikation die standardmaBigen

Reprisentanten von G/K. Genauer gilt in diesem Fall

a 0 & O z y 14 m az ay al 4+ bz~?! am

6 & 0 ¥ 0 w k s | _| 0 dw dk-Vylzw)! da's+dw?
0 0 d 0O 0 0 z~?! 0 {0 o0 dz~! 0

0 00 & 0 0 —y(zw)"! w! 0 o0 —d'y(zw)"? d'w!

mit ad = a'd’, also d' = ad(a’)' Sukzessive kann man die Eintrage af + bz~! und a’s + b'w™?!
zu Null machen. Hierfiir seien zunachst a # 0 und b so gewihlt, daB af + bz~! = 0 ist. Seien
weiter @’ # 0 und b’ so gewahlt, daB a’s + b’w™! = 0 ist. Die Elemente d, d' seien so gewahlt, dal
ad = a'd" gilt. Wir erhalten Matrizen der Form

z vy 0 m
0 w k 0
0 0 z! 0

‘ 0 0 —y(zw)™! w!
Wir wihlen a = 2=! und @’ = w™!. Seien weiterb =% =Ound d = z. Dannistd’' = (a’)"tad = w.
Wir erhalten Elemente der Form

1 2z 0 d
01 ¢ O
00 1 0
0 0 -2z 1

mit ¢, d in F. Genau fiir ¢ = d ist eine Matrix dieser Form aus GSp(4). Wir untersuchen, ob sich
Matrizen dieser Form durch Rechtsmultxphkatlon mit unipotenten oberen Dreiecksmatrizen weiter
vereinfachen lassen. Dazu notieren wir allgemein

A B E;, S\_[(A AS+B d 1 z\f(a b\ _[a+2zb b+zd

0 4t )\ 0 B/ T\0o a4t )] "% o 1)\bs d/)7\ d )
Diese beiden Formeln zeigen zunichst, daB nur mit Matrizen von Rechts multipliziert werden
kann, in denen d = 0 und @ = —zb ist. Sind a, b, d aus Op, gibt dies die Bedingung
ordb > max{0,—ordz}. Durch Rechtsmultiplikation mit einer geeigneten unipotenten oberen
Dreiecksmatrix aus K konnen wir folglich erreichen, daB in ¢ nur w-Potenzen strikt niedrigerer
Ordnung als max{0, —ord z} auftreten. Im Spezialfall ¢ = 0 konnen wir dariiberhinaus auf die
gleiche Weise erreichen, daB entweder z = 0 oder ord z < 0 gilt. Als ein erstes Resultat konnen wir
somit festhalten

(18.14.1) Jedes Doppelkoset in H(F)\G(F)/K enthilt esne Matriz

1 a 0 b
01 5 O
9@ =145 9 1 o
00 —a 1

aus G(F) = GSp(4,F). Dabei gelten entweder b = 0 und entweder a = 0 oder
ord pa < 0 oder aber ord pb < max{O —ord pa}. '
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Wir untersuchen, ob wir g(a, b) weiter vereinfachen kdnnen, insbesondere, ob a und b in der Form
75 mit S in Z U {oo} gewahlt werden konnen. Sei dazu explizit G = GSp(V, B) und trage V die
symplektische Basis (e;, fi, €2, f2). Sei A = Ope; ® Or fi ® Opez @ Of f5 das korrespondierende
Standardgitter, so daB K = GSp(4)(OFr) der Stabilisator von A in GSp(4, F) ist. Genau dann lie-
gen g(a,b) und g(a, ) in dem gleichen Doppelkoset von H(F)\G(F)/K, wenn [X,, X2].g(a,b)A =
g(a, B)A fir [Xy, X2} aus H(F) gilt, oder dazu aquivalent g~!(a, 3).[X1, X2].9(a, b) in K liegt. Wir
berechnen zuerst diese beiden Matrizenausdriicke. Zunachst ist

k) 0 Yi 0

g'l(a,ﬁ)~{X1,X2]-g(a,b):g'l(a,ﬂ) zol 202 11?1 %2 g(a:b)
0 Z9 0 wy

1 —a 0 -5 z, az "N bz,
0 1 —ﬂ 0 0 3 bz‘g - ays 2
(18'14.2) = 0 0 1 0 21 azy w1 y byzl
0 0 o 1 0 z3 bzz—aw; ws
21 az1 — az3 — Pfz3 Y — abza + aays — fbzy + Paw,; bz, — ay; — Pw,
_ | Bn  za-afzn bza — ayz - fw y2 — Bbzy
21 az) w b21
@zy 23 +aaz; aw; + bza — aw, wq + abzy
Weiter erhalten wir
Z) ari " bzl l «a 0 ﬁ
0 =z bza—ays w2 _ {61 g 0
(18.14.3) azy wy bz, A=[X1,X3) g(a,b)A = 00 1 0 A.
0 z3 bzy—awy 1w 0 0 —a 1

Die Determinante einer Matrix aus GSp(4) ist bis auf das Vorzeichen das Quadrat ihres Ahnlich-
keitsfaktors. Folglich liegt (18.14.2) genau dann in K, wenn alle ihre Eintrage ganz sind und der
Ahnlichkeitsfaktor

- Ir Y1\ 3 2
(1) ;4_-det<zl wl)_-delz(z2 wz)
aus U(F) ist. Wir erhalten speziell die Ganzheitsbedingungen

(2) ord pz,, ord pz;, ord pwy > 0.

Indem wir die Bilder unter der zu (ey, f1, €3, f2) dualen Basis des Gitters in (18.14.3) betrachten,
erhalten wir die Ordnungsbedingungen .

(3) min{ord z,, ord (az,), ord 4, ord (bz1)} = min{0, ord a, ord S},
4) min{ord z3, ord (bz3 — aya),ord y3} = min{0, ord 8},

(5) min{ord z;, ord (az), ord wy, ord (bz,)} = 0,

(6) min{ord z3, ord (bz2 — aws), ord wy} = min{0,ord a}. .

Wir zeigen zunachst, da man g(a, b) wie oben beschrieben weiter vereinfachen kann. Dazu seien
a = ua und B = vb fiir Einheiten u und v aus U(F). Seien z; = z3 = 0, so daB sich (18.14.2) zu

21 azr, —azz Y — abzy+ aays + faws bzy — ayr — fws

0 z3 bzz — ays — fuy va
0 0 wy 0
0 0 aw; — awq wy

vereinfacht. Wir setzen weiter z; = uwy, wy = 1, 23 = v, ws = u. Dann gelten azy — az3 = 0,
awy —aws = 0, 1 — adzy + aays + faws =y — af +aays + Pfa = y1 + aayy, bzy —ay; — fun =
B —ays — B = —ay; und bz; — ays — fws = fu—ays — fu = —ays. Folglich geht (18.14.2) iiber in

zy 0 wn+asy; —ayp

0 =z —ayy 177
(18.14.4) 0 0’ wy 0
0 0 0 wy
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Wihlt man y; und y; aus OF, so daB a?y, gans ist, liegt diese Matrix in M (4, Of). Wir rechnen
det X, = z,w; = uy und det X3 = zowa = uy. Somit ist (18.14.4) bereits aus GSp(4)(OF). Wir
haben damit gezeigt

(18.14.5) Jedes Doppelkoset in H(F)\G(F)/K enthdlt eine Matriz

1 =»¢ 0 i
0 1 = 0
9=l o 1 o
0 0 —-m 1

mit a, b aus ZU {oo}. Dabei gelten entweder b = co und entweder a = co oder a < 0
oder aber b < max{0, —a}.

Wir behaupten in einem nichsten Schritt, daB wir auf die Reprisentanten mit b = co und 4 < 0
verzichten kénnen. Dazu seien @ = »® und 8 = 7" mit n < 0, Wir behaupten, da8 eine Matrix
(X1, X3) aus H(F) existiert, fiir die g~*(0,8)[X1, X2]g9(a,0) in GSp(4)(OF) liegt. Die Matrix
(18.14.2) hat in unserer Situation wegen a = 3 die Gestalt

£y ary—az; Y +a*wy —aw,
2
- T3 — —ay; — aw
(18.14.6) a7 I3—a'a —dp o n
2 az wy 0
0 - z3 —awg wy

Wir setzen z; = a~!, z2 = 0, w3 = a~}, z; = a~ !, z3 = a. Dann hat die erste Spalte und die letzte
Zeile nur ganzzahlige Eintrage. Weiter ist azy —az3 = 1. Fir yy = —a gilt +alwy =y +a=0.
Deshalb hat auch die erste Zeile nur ganzzahlige Eintrige. Es gilt z3 — a?z;y = a —a = 0. Fiir
y2 = 0 und wy = 0 hat die zweite und dritte Zeile nur ganze Eintrige. Wir rechnen z,uw —y121 =
a71.0 = (-a).a™! = 1 und zqws — 253 = a.a~! = 0.0 = 1. Daher liegt die so konstruierte
Matrix [X), X3] in H(F). Ihr Ahnlichkeitsfaktor 1 ist gans und stimmt bis auf das Vorzeichen mit
der Determinante von (18.14.6) iiberein. Die eben konstruierte Matrix (18.14.6) liegt mithin in
GSp(4)(OF). Wir haben damit gezeigt

(18.14.7) Jedes Doppelkoset in H(F)\G(F)/K enthilt eine Matriz g(x°, x%) mita, b aus ZU {co}
und entweder b = co = a oder b < max{0, —a}. )

In einem nachsten Schritt wollen wir dieses System weiter ausreduzieren. Wir béhaupten, daB die
Elemente g(7%,7%) mit a = b = co oder a = o0, b < 0 ein Reprisentantensystem enthalten. Wir
setzen dafiir @ = 0 in (18.14.2) und erhalten die Matrix

1 azy — Pz w1 — Pbzy + faws bz — fus
—Bz1 z3—afzn bza—aya—Pur y—Pbzn

z az wy bzy

0 22 bzg — aun wy

Dabei sind a, b, 8 reine x~Potenzen und ord 8 < 0. Wir behaupten genauer, daB es zu jedem
Parameterpaar (ord a, ord b) auflerhalb des oben angegebenen Bereiches eine Matrix (X, X} aus
H(F) gibt, fir die (18.14.8) in GSp(4)(OF) liegt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Ahnlich-
keitsfaktor s = 2wy — Y121 = 2aw3 — yaz3 von [X}, X3] eine Einheit von Op ist und alle Eintrage
von (18.14.8) gans sind.

(18.14.9) Sei ordb < 0 < orda. Wir setzen § = b. Filr 2y = z3 = b~', z; = w3 = 0 sind die
erste Spalte und die vierte Zeile von (18.14.8) ganz. Wir analysieren die letzte Spalte. Wegen
ya — Bbzy = ya — b sei y3 = b. Wir analysieren die zweite Zeile. Hier ist z3 — afz; = 3 — a ganz
fiir ord zg > 0. Weiter ist bzz — ays — Swy = bza — ab — bw;. Wir setzen z3 = a und wy = b1,
. Fiir ¢ = b ist y3 — Bbza + fawg = y; — b = 0, so daB (18.14.8) nur ganzzahlige Eintrige hat. Wir
rechnen ziwy — 121 = ~p121 = =b.b~ 1 = -lund zawa -z = -z = —b.b~1 = —1. Die eben
konstruierte Matrix [X, X;] ist also aus H(F') und ihr Ahnlichkeitsfaktor 4 ist —1.

(18.14.8)
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(18.14.10) Sei orda < 0 <'ordd < —orda. Wir setzen # = a. Firz; =0, z; = 22 = a~! und

~wp = a~! hat die erste Spalte und die letzte Zeile von (18.14.8) nur ganazahlige Eintrige. Wegen
bzy—Pwz = ~1und y3—Fbz, = y2—b hat die letzte Spalte fiir y; = 0 nur ganzzahlige Eintrage. Wir
analysieren die zweite Spalte. Hier ist azy, — fz3 = —1. Wegen r; —afz; = z3 —a sei 23 = a. Fiir
diese Werte ist bzg — ays — fwy = ba —aw;. Sei daher w, = b. Wegen y; — Bbza +faws =y —b+a
sei yy = —a. Fiir diese Parameterwerte hat (18.14.8) nur ganzzahlige Eintrage. Wir rechnen
ziwy —yz1 =0—(=a)al =1 ung Tawa — Y323 = a.a~} — 0 = 1. Die eben konstruierte Matrix
(X1, Xa] ist also aus H(F') und ihr Ahnlichkeitsfaktor u ist 1.

(18.14.11) Sei ordd < orda < 0. Wirsetzen § = b. Firzy =0, zy = z3 = b~L, wg = 0
hat die erste Spalte und die letzte Zeile nur ganze Eintrage. Wegen z3 — afz; = z; — a hat die
zweite Spalte fiir 23 = a nur ganze Eintrige. Wegen yz — fbz; = y; — b hat die letzte Spalte
fir y3 = b nur ganze Eintrage. Wegen bzg — ayz — fwy = ab — ab — fw; setzen wir w; = 0.
Wegen y; — Bbzg + faws = y; — b hat (18.14.8) fiir y; = b nur ganze Eintrage. Wir rechnen
ziwy — 92z =0—50.0"! = -1 und zaw3 — Y223 = 0 — b.b~! = —1. Die eben konstruierte Matrix
[X1, X3] ist also aus H(F) und ihr Ahnlichkeitsfaktor u ist —1.

(18.14.12) Sei orda < ordb < 0. Wir setzen 8 =a. Fiirz; =0,z =a~}, 23 =0, w3 = —a™!
hat die erste Spalte und die letzte Zeile nur ganze Eintrage. Wegen y; — fbz; = y3 —b hat die letzte
Spalte fiir y2 = b nur ganze Eintrige. Wegen 23 — afz; = z3 — a hat die zweite Spalte fir z3 = a
nur ganze Eintrige. Wegen bzg — ayg — fwy = ba — ab — fw, setzen wir wy = 0. Wir rechnen
y1 —Bbza+Pfawy = yy —0+Pa(—F~1) = y1—a. Fiir y; = a hat (18.14.8) nur ganze Eintrige. Weiter
gelten zywy —y12 =0—a.a”! = -1 und Tqwz—y223 = G. (=a"1)-0 = —1. Die eben konstruierte
Matrix [Xy, X3] ist also aus H(F) und ihr Ahnlichkeitsfaktor u ist —1. Zusammenfassend gilt
daher :

(18.14.13)Jedes Doppelkoset von H(F)\G(F)/K enthilt eine Matriz g(x°,7*) mita = b = oo
oder mit a = co und b < 0.

Wir wollen zeigen, daB diese Matrizen tatsachlich ein Reprisentantensystem der Doppelkosetmenge
H(F)\G(F)/K bilden. Fiir a = a = 0 berechnen wir hierzu die Matrix (18.14.2) als

zy —Pza y—Pbzy bzy - Pun

(18.14.14) -fn1  z3  bza—Pur ya—fbzn
22 0 wy bz
0 5 bzy wy

Wir setzen im folgenden voraus, daB diese Matrix in GSp(4)(OF) liegt. Im Fall ordbd, ord 3 < 0
konnen wir aus Symmetriegriinden weiter ord 8 > ord # annehmen.

(18.14.15) Seien ord b, ord 8 < 0. Wir nehmen an sie seien verschieden, so dafl ord b > ord 3 gilt.
Dann sind wegen ord 21, ord z3 > 0 die Relationen

(3 min{ord y1, ord (bz1)} = ord g,
4" min{ord (bz3), ord ya} = ord 8,
(5" min{ord z;, ord wy, ord (21)} = 0,
(6" ~ min{ord 23, ord (bz;), ord ws} =0

notwendig fiir die Gleichheit in (18.14.3). Wegen ord (bz;) > ord b > ord 8 folgt ordyy = ordyz =
ord § aus (3’) und (4’). Notwendig dafiir, daB y3 — Gbz; in Op liegt, ist dann weiter ord y; =
ord (Bbzy), also ordzy = —ordb. Nach (5') ist ordw; > 0. Somit ist ord (z1w1) 2 0. Wegen
ord(y121) = ord # — ord b < 0 folgt dann aber ord s = ord (zywy — y121) = ord (ylzl) < 0. Dieser
Widerspruch zu ord u = 0 zeigt ord b = ord fund damit b = 8.

(18.14.16) Sei jetat zusitalich § = 0 und gelte ord b < 0. Die Matrix (18.14.14) vereinfacht sxch
dann weiter zur Matrix

r 0 n1 bzl

0 =za bzg k7]

Z1 0 w 621

0 43 bz wy

(18.14.17)
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Insbesondere gelten somit ord z;,0rd z; > —ord b. Alle Elemente y; und w; sind aus Of. Folglich
hat jeder Summand z;w; und ¥iz in p = z;w; — ¥iz mindestens die Ordnung —ord b > 0. Daher
ist 4 keine Einheit in Op. Dieser Widerspruch zeigt abschlieBend den

(18.15) Satz: Die Doppelkosetmenge H(F)\GSp(4, F')/GSp(4,OF) besiizt als Reprasentanten-
system die Matrizen

OO

0 0 «
1 0
iM=19 01 o
1

0 0 0

Dabei ist entweder vy = 0 oder es gilt ¥ = n° fir eine ganze Zahla < 0.

Nachdem wir Reprasentanten fiir H(F)\G(F)/K bestimmt haben, wollen wir im folgenden dis-
kutieren, wann f(g~!(y)sg(7)) nicht verschwindet und die Volumina voly (H(F) N g Kg~ (7))
berechnen. Das Orbitalintegral Ig(f)(s) = OS(f) konnen wir dann nach (12.12) berechnen. Wir
erinnern, daB s = diag(a, b, ca~!,cb~!) vom Typ (1,3) ist. Folglich ist ¢ = a?. Fiir ¥ = 0 oder
y = 7™ mit n < 0 berechnen wir g=(v) - s - g(7) als

10 0 —v\ /a 100yy /a0 0 v(a —cb™1)

01— 0 b 01y0} _ [0by(b—ca™!) 0
(18.16.1) 001 0| ca 0010 {00 cat 0

000 1 cb™! 0001 00 0 cb!

Nach Voraussetzung (18.2) korrespondiert f zu einem GSp(4)(Or)-Doppelkoset in M(4,0F).
Genau dann verschwindet folglich f(g~(7)sg(y)) nicht, wenn das Paar (orda, ordd) in A(f)
auftritt, y(b — ca=?) und y(a ~ cb~!) beide ganz sind sowie |u(f)| = la|® = |u(s)| gilt. In diesem
Fall sind a und b beide ganz. Weiter sind y(b—ca~!) = ya~*(ab—c) und y(a—cb~!) = yb~!(ab—c).
Diese beiden Elemente sind folglich genau im Fall

(18.16.2) ord py > max{ord ra, ord b} — ord r(abd —¢)

aus Op. Wie oben bemerkt ist ¢ = a2. Daher ist ord (ab — ¢} = orda + ord (b — a). Nach (15.13)
ist orda = ro/2 < ord b < rq = 2o0rd a notwendig dafiir, da8 (ord a, ord b) in A(f) auftritt. Folglich
ist

max{ord ra, ord pb} — ord p(ab — c) ,
—ord p(b — a) ord pa = ord pb
ord pb — 20rd pa  ord pa < ord pb.

18.16.3
( ) =ord pb — (ord pa + ord p(b — a)) = {

Zusammenfassend haben wir damit gezeigt

(18.17) Lemma: Seien f der Heckeoperator h(ro,r1,r3) mit 0 < rg/2 <1y <12 <o und
s = diag(a, b,ca=},cb™") ein singuldres Element vom Typ (1,3) aus A(F). Gelte entweder y =0
oder v = 7" mit einer ganzen Zahl n < 0. Genau dann verschwindet f(g9(7) - 8- 9(7)) fir

_(Ey T . ~_[(0 7 '
9(7)"(0 E'z) mit F_('T 0)
nicht, wenn |u(f)lF = |u(s)lr = |al} ist, das Paar (ord pa, ord pb) in A(f) auftritt, damit insbe-
sondere ord pa < ord pb < 2ord pa gilt, sowie die Ungleichung
ord py > ord pb — (ord pa + ord p(a — b))

oder dazu dquivalent
[ble

e < — 08
I < e =oF

erfullt ist.
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(18.18) In einem nachsten Schritt wollen wir den Schnitt von H(F) mit g(y)K g~ ' (v) bestimmen.
Dabei sei wieder entweder v = 0 oder ¥ = 7™ mit n < 0. Fiir y = 0 besteht der Schnitt aus ganz
H(OF). Sei daher v = 7" mit n < 0. Wir rechnen allgemein

. _(E, T A B Ey ~-I'\ _(A+TC -AT-ICr'+B+TD
9(7)'“’(7)‘(0 E‘z)(C D)(O Eg)—( c D-Cr )
Explizit gelten dabei
AyTC= (% 92}, (0 7
az G4 ¥y 0
dy dz) (61 Cz)( ) < —yc3 dy — ey
D-CT= -
(ds dg €3 C4 d3 —vcq dq—7c3

- J— az 4 €3 bl 62 ds d4
TAP-TCT+ BID= 7(“4 “3> -7 (02 C1)+<b3 b4)+7<d1 dz)
b3+7(d1—a4)‘7252 b4+7(d2—a3)—72c1 ’

ay+yc3 az + vcq
az+7vyc1 as+7ve2 )’

Zu l6sen ist daher das System

zz 0 w» O ar+vyca az+vce by +y(ds—az) —yica ba+v(ds - a1) —7ics
0 za 0 y3|_ |as+ver as+vc2 ba+v(di —aq) —ylca by +v(d2 — a3) — 7%,
zz 0 wy 0|7 c1 cq dy - ¢y dy — 17
0 z2 0 ws c3 c4 da — cq4v dg — c37

Wir analysieren zuerst die Eintrage, die Null sein mhssen Zundachst sind ¢3 = ¢3 = 0 und d3 = c47,
dy = ¢1y. Wir erhalten so ¢; = day~! und ¢4 = d37 . Weiter ist a3 = —ycq = —d3. Analog gilt
a3 = —dz. Die Bedingung 0 = b, + y(ds — a1) — 7%cy gibt @y = dgy + 7715, wegen cs = 0. Die
Bedingung 0 = bg + 7(dy — a4) — v%c3 gibt a4 = dy + 7~1b3 wegen c3 = 0. Weiter rechnen wir

b1 + v(ds = a2) — v2cs = by +7(ds — (—d3)) — v (v~ d3) = by + vds,
ba +v(d2 — a3) — 7Y2cy = by + 7(dz — (—d3)) — Y (v d3) = ba + 7ds.

Insbesondere erhalten wir

15y by +d -

(18.18.1) = der.(d‘_:'_?dz 2 “;l" 3) = d1dy — dadg + 7~ (d1b3 — daby),
~1

(18.18.2) g = det (dl;“_]’ da”“ b4 ;4"“’) = dydy — dads + 7" (dabs — daba).

Die Determinantenbedingung uy; = u; an die Elemente aus H(F) ist genau fiir dibs — daby =

bads — beds erfiillt. Das eben definierte Element aus H(F) liegt in g(7)Kg~'(7) genau dann, wenn

zusitzlich g = gy = pg eine Einheit aus U(F) ist. Indem man zuriickrechnet, also [Xj, X3} mit
~1(v) konjugiert, erhalt man explizit die Darstellung

de+77b  —ds b b

B _ —d, di+y~'bs b3 b4

(18.18.3) k=kb, d)=} , - 0 dy dy
0 day~! d3 d4

Dabei sind b; und d; aus O die freien Parameter. Sie unterliegen nur den oben beschriebenen
Restriktionen ux = gy = g3 und ord u = 0. Zusammenfassen erhalten wir somit das

13




(18.19) Lemma: Gelte entweder v =0 oder v = 7" fir eine ganze Zahln < 0 und sei

sr('r)=<lf)2 ,gz) mit F=<3 g)

Der Schnitt von H(F) mit g(v) - GSp(4)(OF) - g~ (7) besteht fir y = 0 aus H(Of). Firy= ="
mit n < O besteht er aus allen Matrizen

zy 0 wnn O dy +77 10y 0 by + vda 0
0 z3 0 wy | _ 0 dy +77 b 0 by + vda
z1 0 wy O - 7—1(12 0 dy 0
0 220 0 1w 0 _lds 0 d4

mzt dl, dg, ds, dq, bl, bg, b3, b4 aus Op, fur die d1b2 - dnbx = d4bs - d364 gzlt und deren
Ahnlzchkestsfaktor

p = dydg — dads + 7~ (d1by — daby) = dydy — dads + 77 (dabs — d3bs)
eine Einheit aus U(F) ist.

Wir wollen in einem nachsten Schritt die Volumina der eben berechneten Schnitte bestimmen. Um
das Haarsche MaB auf H zu beschreiben zeigen wir zuerst das wohlbekannte allgemeine

(18.20) Lemma: Seien A und B abgeschlossene Teslgruppen der lokalkompakten topologischen
Gruppe G, so daf A x B abzdhlbar im Unendlichen und AN B kompakt ist. Die Menge AB =
{ab : a in A, b in B} sei offen in G und thr Komplement in G habe Mafi Null beziglich eines
linksinvarianten Haarschen Mafles ug auf G. Seien us und upg linksinvariante Haarsche Mafe
auf A und B respektive. Dann kann das Maf ug so gewdhit werden , daff

[ e usta) = [ f(ab) 5B s dua(a) dua)

fir alle integrierbaren Abbildungen f auf G gilt.

(18.21) Wir bemerken, daB dabei 6y fiir jede topologische Gruppe H der fiir alle a in H durch
[y f(za)dpu(z) = 6u(a) [y f(z)dun(z) gegebene Modulushomomorphismus ist. Fiir eine Lie-
gruppe H gilt §g(a) = | det(Ada|Lie H)|p.

Wir zeigen die Aussage des Lemmas fiir AN B = {1}. Der allgemeine Fall 1a8t sich hierauf
reduzieren. Wir erinnern, da8 ein lokalkompakter topologischer Raum abzahlbar im Unendlichen
ist, wenn er Vereinigung abzahibar vieler kompakter Teilmengen ist. Unter dieser Bedingung ist
die durch ®(a,b) = ab~! gegebene Abbildung & : A x B—U = AB ein Homdomorphismus.

Zu zeigen ist dafiir, dal @ offen ist. Seien V eine Einsumgebung in A x B und W eine symmetrische,
kompakte Einsumgebung, fiir die WW in V liegt. Sei A x B fiir eine Folge (z,) die Vereinigung
von {z,W}. Der Bairesche Raum U ist dann Vereinigung der kompakten Mengen {®(z,W)}. Sei
®(z,w) fiir einen Index £ und @ in W ein innerer Punkt von ®(z,W). Dann ist e ein innerer Punkt
der Teilmenge ®(% W) von ®(V).

Wir definieren eine Operation von A x B auf U durch #(a,b).u = aub~! und auf A x B durch
komponentenweise Linksmultiplikation. Dann ist ¢ ein Intertwiningoperator zwischen den beiden
A x B-Mengen. Das BildmaB r unter ® des ProduktmaBles x4 ® up ist folglich invariant unter der
Operation von £. Die Restriktion uy des Haarschen Mafles von G auf U ist quasiinvariant unter
der Operation £ und es gilt

/ £(&(a, b~ .2)dpy(z) = / fla—' zb)dpy (z) = ba(b) / f(2)dpu (z).
U U U

Damit sind 7 und (6g|g)~'uy unter A x B invaria.nté MasBe auf U, differieren also nur um einen
Skalar. Die Aussage des Lemmas folgt jetzt wegen der Identitat [ f(z~!)dz = [ f(z)6(z~!)dz
nach Variablentransformation von b nach =7 aus der expliziten Definition dea BildmaSes .
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(18.22) Wir wollen die Elemente [X), X3] aus H(F) explizit parametrisieren und explizit ein
Haarsches MaB auf A nach (18.20) angeben. Fir p aus-F* sei u = z;w; — y;z; = det X;. Ist
wi # 0, gilt z; = (u+ yiz)w . Fiir w; = 0ist 2 = —py; " mit y; # 0. Deshalb ist H(F) die
disjunkte Vereinigung der aus allen Matrizen der Form

(B + 2w 0 L u 0
0 _
(18.22.1) hy (“+y2022)"’2 u?l %’ mit wy, wy, g # 0,
0 z2 : 0 w;
(B +nz)wi! 0 n 0
0 I 0 y .
(18.22.2) 5 0w o mit wy, y, p # 0,
0 —-uyzt 00 J
Iy 0 ) 0
0 ;10 .
(18.22.3) gt (4 +y222)w 0 %’ mit ¥y, wa, p# 0,
0 Z2 0 w2
I 0 "n 0
0 z 0 .
(18.22.4) it ° 0 ’g mit y1, ya, 4 # 0
0 -py;! 0 0

respektive bestehenden vier Mengen. Davon liegen die letzten drei auf Hyperebenen in H (F),
haben also MaB Null in H(F). Schreibt man eine Matrix (18.22.1) als partitionierte Matrix, gilt

X Y\_[(sW! Y Ex 0\ _[sW-' 0\(E u'Wy E; 0
z w)=\U o wij\wz )0 0o w/lo & W-1Z E,

wegen z; = (4 + vizi)w;'. Explizit haben wir somit fiir jedes Element der Form (18.22.1) die

Darstellung
(b +nz)wi 0 w 0 pwpt

0 (B+mn)w;' 0w | _ | pug’!

2 0 w, 0} uwy

0 23 0 wy w2
18.22.5
( ) 1 0 ulugy 0 1 0 0 0

0L 0 ulwayg 0 1 00
00 1 0 wilzy 0 10
00 0 1 0 wilzm 01

fiir wy, we, 4 in F* und ¥, ya, 21, 22 in F. Wir bemerken, dafl diese Parametrisierung nicht iiber
Op definiert ist. Die Teilmenge H,.,(F) von H(F) bestehe aus allen Matrizen der Form (18.22.1).
Seien Ny die Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen in H und Ny die Gruppe der
unipotenten unteren Dreiecksmatrizen in H. Wir bemerken, da Ny der Schnitt von H mit N(a)
ist. Bezeichne schlieflich A = T,,i: den maximalzerfallenden Torus in GSp(4). Die explizite
Parametrisierung in (18.22.5) zeigt dann

(18.22.6) Hyey=A-Nyg-Ny.

Dabei schneiden sich diese Gruppen paarweise nur in der Eins. Sie sind alle unimodular. Durch

die ProduktmaSBe
dra _dpb dpu

18.22.7 da(di bt a b)) —® — @ —,
(18.:22.7) +(disg(ua™, ™", 0,0)) <T@ GO L0
E, 9 0
(18.22.8) dN,,( 10 b)::dpd@dpb,
0 E S
Ex 0
(18.22.9) dW; 8 2 o =dra®@dpbd
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werden Haarsche MaBe auf A, Ny und Ng respektive definiert. Dabei bezeichnet drpz das auf
OF normierte, additive Haarsche Maf auf F. Indem man (18.20) sukzessive auf die Gruppenpaare
ANy, Ng und A, Ny anwendet, folgt jetzt

(18.23) Lemma: Durch die Vorschrift
[ twasny = [ [ [ faye)data) du ) e
H AJNn Ny

wird ein Haarsches Maf puy auf der Gruppe H definiert.

Falls nicht anders gesagt, trage H im folgenden das so definierte Haarsche MaB ug. Wir schreiben
dann auch vereinfachend dyh oder dh fiir dug(h).

(18.24) Das Volumen von H(OFr): Im folgenden soll als erstes das Volumen von H(OF) oder
dazu dquivalent @as Volumen von H,e,(OF) berechnet werden. Sei hierfiir 4 aus U(F) fixiert. Wir
wollen das Volumen der Menge H(u) aller der Elemente in H,.y(OF) mit 4 als Ahnlichkeitsfaktor
bestimmen. Indem wir iiber U(F) integrieren, erhalten wir dann das Volumen von H (0 F).

Das MaB auf H(u) ist ein ProduktmaB aus den MaBen der beiden GL(2)-Faktoren in (18 22.1).
Zu berechnen ist deshalb das Volumen der Menge G(u) aller Ma.tnzen

(18.24.1) ((“sz)w ff,) = (#u{) 1 3,) <(1) g 1wy) (w-llz (1))

mit w in Op — {0}, y, z, (i + yz)w™! in Op aus GL(2, OF) besiiglich des Mafles

-1
(18.24.2) d((’”'y‘)"’ w)—dpw®dp(p lwy) @ dp(w~'z) = dbw @ dry @ dpz.

z

Die Matrizen (18.24.1) parametrisieren wir durch ordw. In der Menge G(u,k) seien fiir jede
nichtnegative ganze Zahl k alle die Matrizen (18.24.1) mit ord w = k zusammengefaft. Hat w die
Ordnung Null, ist (4 + yz)w~! aus Op fiir alle Elemente y, z aus Op. Deshalb ist

(18.24.3) vol(G(s, 0)) = volp (U(F)) = 9_;_1

mit ¢ der Kardinalitat des Restklassenkdrpers von F'. Sei deshalb ordw = k > 0. Genau dann
liegt (4 + yz)w™? in Op, wenn yz in —p + wOp = —u + 7*OF liegt. Insbesondere sind in diesem
Fall yz und z Einheiten. Wir setzen a = yz, b = z. Wir haben dann gezeigt, daB G(u, k) fiir £ > 0
aus allen Matrizen der Form

ma (47 )08 () (A

mit w € x*U(F), b in U(F) und a in {—p} + 7*Op besteht. Die Menge {—u} + 7*Op hat

beziiglich des MaBes dpz auf F das Volumen |7|* = |w|. Die Menge U(F) = {z € Op ordz =0} .

hat beziiglich dpz das Volumen vol(U(F)) = (¢ — 1)g~!. Wir rechnen d(w(bp)~'a) = |w|da und
d(w~18) = [w|~1db. Deshalb ist

vol(G(u, ¥)) = / vol(U(F)) Ir* 3£ = vol(U(F)) dpw.
- U(F) |w ~U(F)

Im letzten Integral wechsle man die Integrationsvariable von w nach #*w und integriere iiber U(F).
Indem man d(7*w) = ||*dw beachtet, erhilt man

'(18.24.5) vol(G(u, k)) = |m[% wvol(U(F))? = q-l,;_vol(v(p))’

-
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fir £ > 1. Die geometrische R,elhe Z:k l::: mit |z| < 1 hat den Grenzwert (1 —z)"! -1 =
z(1 - z)~". Folglich ist ‘

vol(G(u)) = Qol(G(p, Z vol(G )

= VOl(U(F)) + VOl F)) Zk:l q

= vol(U(F)) + vol(U(F))zé ("_;_l) = vol(U(F)) (1 + 3).

Denn wie oben. bemerkt ist vol(U(F)) = (¢ — 1)g~!. Das Volumen von H(u) ist das Quadrat des

Volumens von G(u). Es hangt insbesondere nicht von g ab. Indem man zuletzt {iber u integriert,
erhdlt man somit abschlieBend das

(18.25) Lemma: Beztiglich des Mafles ugy auf der Gruppe H gilt
: 2
volg (H(OF)) = volp (U(F))* (%) .
Dabei bezeichnet g die Kardinalital des Restklassenkorpers von F.

(18.26) das Volumen von H(7y): Sei im folgenden ¥ = #™ mit M einer negativen ganzen Zahl.
Wir wollen das Volumen der Teilgruppe H(y) = H(F)Ng(y) - K - g~ (7) fiir :

sin=(2 5) me r=(37)

berechnen. Aquivalent dazu ist wieder das Volumen von H,ey(7) = H(¥) N Hrey zu bestimmen.
Die Elemente aus H(7) hatten wir in (18.19) beschrieben. Wegen der Parametrisierung (18.22. 5)
der Elemente von H,.,, besteht Hyeg(7) mithin aus allen Elementen der Form

0 gty a&(:2+7a1) 0  bat+va
v lay (3 wy 0
0 Y lag 0 wy
(18.26.1) ‘
& 10&(%@2 0 1° 0 00
0 1 ¢ 0
- & o1 o (wabitrn) b’/j‘ ay a0 1o
w1 00 1 0 iy
w3 0 32 01
00 0 1 w37

Dabei sind p aus U(F'), wy, wq aus Op—{0} und a1, a3, by, by aus O p. Indem man die Gleichungen
(18.18.1) und (18.18.2) fiir den Ahnlichkeitsfaktor u in (18.19) nach den dortigen Parametern bz
und b3 16st, erhalt man die zusitzlichen Restriktionen, daf

oo = (B (wrwa — a102))7 + asby
;=
wy

(18.26.2)

fiir i = 1, 2 beide aus Op sind. Lést man diese Gleichungen nach u—(w w3 —a1a3), folgt, da aa;
not.wendlgerwelse in {—(p — wiwa)} +7—10p liegt. Wir schreiben a1a3 = —(;.4 wiwy) + 7 e
fir @ in @p. Setzt man dies in (18.26.2) ein, erhilt man a; = (a + a;b;)w; !, also

b; = a;‘l(a;w.- - a).

Ist a; eine Einheit, dann liegt b; in O fur alle a.-m Op. Wir bemerken, da ¢, = a3 (0162)
genau fiir ordaz < ord (alaz) aus Op ist. Seien jetat ord(s1a3) = n > 0 und ordaz = s > 0.
Dann ist wyws eine Einheit in Op. Weiter ist b; genau dann ganz, wenn azwz — a in #*Op hegf.
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also ag aus aw;l + 7 Op = cw; ! + a;0p ist. Analog ist b, genau dann ganz, wenn a; aus
awy! + 7 0p = aw]! + (a1a3)a;'OF ist. Die Bedingungen an (18.26.2) sind daher zu den
folgenden Bedingungen dquivalent

(18.26.3) a1a3 = —(p — wiwy) +77 1z mit z; € Op,

(18.26.4) 0 < ord rag < ord p(ajasz),

(18.26.5) a) = a; (a1a3),

(18.26.6A) bi = a7 (wiys — 21) mit y;i € Op im Fall ord pa; = 0,
(18.26.6B) - b =y mit y; € O im Fall ord pa; > 0.

In einem nachsten Schritt wollen wir fiir g und z; fixiert die Elemente ajas mit vorgegebener
Ordnung n > 0 parametrisieren. Gilt ord (wrwa) > 0, dann ist 4 — wyw; eine Einheit. In diesem
Fall ist ord (a1a3) = 0 wegen ordy < 0.

Sei deshalb wytws eine Einheit. Dies ist aquivalent zu ordwy; = ordws = 0. Genau dann gilt
ord (4 — wywg + 7~ 121) = n fiir eine ganze Zahl n > 0, wenn p — w w3 + =1z, in #*U(F) liegt
oder dazu dquivalent .

p+v" 'z = wwy +7"w fiir w in U(F)

gilt. Wir unterscheiden die Fille n = 0 und n > 0. Sei zuerst n = 0. Wegen ord (r~lz) >0
gilt in diesem Fall 4 + 7=z, = wywa + w fiir w in U(F) genau dann, wenn u — wyw;y wieder eine
Einheit ist. Dies ist genau dann richtig, wenn wyw; nicht aus {u} + #Op ist. In diesem Fall gilt
ord ((u — wywa) +v~12z,) = 0 fiir alle z; in OF. :

Sei deshalb n > 1. Wenn u — wyw; wieder eine Einheit ist, ist auch (4 — wiwa) + v7 'z, wegen
ord (y~1z1) > 1 wieder eine Einheit. Die Gleichung (4 — wiw3) +4~ 12, = 7w kann somit nur fiir
n = 0 erfiillt werden. Als Konsequensz ist wywg aus u+ rOp. Wir schreiben wywy = p+ =z fir z
in @p. Zu leen ist y~1z; = 7z + 7*w. Wir erhalten z = »~1(y~'2z; — #"w) fiir z; in Op und w
in U(F). Einsetzen zeigt wiws = p+ (y~'2, — #"w). Wir kdnnen somit festhalten

1

(18.26.7) Seien p aus U(F) und z; aus Op. Dann gilt

0 ordp(wiwg) >0

ord p(—(p = wiwa) +77'21) = { 0 wiwa € U(F)\ {{p} + rOF}
n wwy=p+7 'z - "w mit we U(F)

fiir jede ganze Zahin > 0.

Wir bezeichen mit V(u, z, y) das Volumen besiiglich d,, ® d der Menge aller Elemente (18.26.1)
aus Hpeg(y) mit Ahnlichkeitsfaktor 4 = 4, mit wy = z und wy = y. Fiir nichtnegative ganze Zahlen
k und n beseichne V(u,k,n) das Volumen der Menge aller Elemente (18.26.1) aus Hyqp(7) mit
4 = u, ordw; = k, ord wa = n berechnet besiiglich der Restriktion des Mafles ug.

(18.26.8) Wir berechnen szuerst V (i, k, n) mit (k, n) # (0,0). Dasu beschreiben wir die Volumen-
elemente auf den unipotenten Teilen Ng und Ny in termini der oben eingefiihrten Parameter 21, i
und y3. Die Integrationsvariablen auf Ny sind b; und b3. Sie werden in der Form b = b1(y1, y3) und
by = ba{ys) parametrisiert. Die resultierende Jacobimatrix hat obere Dreiecksgestalt. Zu berechnen
sind daher nur die Terme auf ihrer Hauptdiagonalen. Es gilt d(u~'w,(by +763)) = [~ lwy|dby =
|u~1wr|d(as(araa)" (wrth — 21)) = |~ w.|as|.|a1a3) " |wi|dys und analog d(i~ wa(ba+7a1)) =
|4~ wa].]as}!.|waldyn. Die Integrationsvariablen auf Ny sind a; und a3. In termini von z und
ay sind folglich d((w7)~1a1) = [wy7|~1d(a3' (i — wiws + 77" 21)) = |wir| ™ aa| ™ }y|~"d2; und
d((w3v)~'a3) = |wey}~'das. Beachtet man (18.26.3) gilt so nach der Transformationsformel

E p~ 1w (b + va3) 0 Eq 0.

dnyg ( 2 0 p~Ywa(bg + vay) ) dN—”-< (w17)"tay 0 P )
(18.26.9) 0 Ey 0 (win)las 7
- lwilF - jwalp
s — wiwa + v 'a1lp -laalr - 1l

dy) @ dys @ dz, @ das.
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Dabei ist dpz das auf Op normierte, -additive Haarsche Ma8 auf F. Seien jetzt w; und wq mit
ordw; = k und ordwz = n fixiert. Nach (18.26.7) sind dann ordaz = 0 und ord(a;a;) =
ord (4 — wywy + v~ 12;) = 0. Somit lauft a, iiber die Elemente in U(F). Keine Restriktionen gibt
es an yp, yz und 2;. Sie laufen iiber alle Elemente in Op. Nach (18.26.9) ist deshalb

lwilr - Jwalp

I3
Wir erhalten hieraus V'(u, k, n), indem wir beziiglich des multiplikativen Haarschen Mafles dpz =
|z|~'dpz auf F* die Variablen w; iiber #*U(F) und w; iiber #*U(F) integrieren. Die Faktoren
|wy|.|we| kiirzen sich dabei. Wegen vol(m*U(F)) = |x|*vol(U(F)) gilt folglich

3
vol{U(F
%) xl g (k) # (0,0).

(18.26.11) Wir wollen im folgenden V(u,0,0) berechnen. Dazu bezeichnen wir fiir jede nichtne-
gative ganze Zahl £ mit W(u,£) das Volumen aller Elemente (18.26.1) mit ord (wiw3) = 0 und
ord (aya3) = £ berechnet beziiglich der Restriktion des Mafles ug. Wegen (18.26.7) ist V'(u,0,0)
die Summe dieser Volumina, wobei liber alle £ > 0 summiert wird.
Wir wollen zuerst W(u,0) berechnen. Das Volumenelement auf dem unipotenten Teil ist nach
(18.26.6A) und (18.26.9) gegeben durch |y|~3dy1 ® dyz @ dz; ® daz. Auf dem halbeinfachen
Teil integrieren wir beziiglich der Variablen wyw; und wg. Die Volumenelemente sind daher
+(w; 1 (wiw3)) = dp(wiws) und dpws. Keine Restriktionen gibt es an z;, y; und z. Sie
laufen iiber Op. Die Variable a3 lauft wegen (18.26.4) iber U(F). Die Variable wy lauft iiber
U(F). Nach (18.26.7) lduft wyw, iiber U(F) \ {{s} + *Or}. Diese Menge hat das Volumen
vol(U(F)) - |»|. Fassen wir die Terme zusammen, ergibt sich mithin

3
(18.26.12) Wi 0) = (M) .(1 -I_'_)

Vi, wi, ws) = vol(U(F)).

(18.26.10) V(s k) = (

l7lF ~ vol(U(F))

Sei daher jetzt £ > 1. Nach (18.26.6B) andert sich das Volumenelement auf Ng fiir orda; > 0.
Es gilt dann b; = (), so daB sich die MaBe separat transformieren. Genauer rechnen wir
d(p~ wy (b + 782)) = |~ wy|dby = |u~}|dys = dy fir orday > 0, also fiir ord a3 < ord (a;a3).
Fir ordag > 0 gilt analog d(u~'wa(bs + 7a1)) = |p~'ws|dya = dy;. In den Extremfallen
ordaz = ord(a;a3), also orda; = 0, und ordaz = 0 stimmen diese Volumenelemente mit den
zur Parametrisierung (18.26.6A) korrespondierenden Volumenelementen iiberein. Die Volumenele-
mente auf Ng andern sich nicht im Vergleich zu oben. Deshalb gilt hier

wy(by + 7a3) 0

Ey 0
[ a
dNn E2 0 W2£b2+ Zal! drn( w"l}f ao E?)
(18.26.13) 0 E, K 0 o5
- dyr @ dy; ® dz; @ das.

" laalp - 11}
Auf dem halbeinfachen Teil integrieren wir wieder besiiglich der Variablen ww; = wyws(w) und
wy. Hier ist aber dp(uwrwq) = dp(p + 7712 - rtw) = |x|‘dw nach (18.26.7). Dabei lauft w
iiber U(F). Wie oben gibt es keine Restriktionen an die Variablen y1, y3 und z;. Sie laufen iiber
Or. Wegen (18.26.4) unterliegt a; der Bedingung 0 < a3 < £. Folglich kommt a3 aus »*U(F) fiir

i=0,...,4. FaBt man diese Terme zusammen, erhalt man
_(vol(wF))’ e (e UE)Y 1
(18.26.14) W(p,l) = (—I'rlr ) (E+1)|nlp = ( iF - fiir £> 1.

Dabei bezeichnet ¢ die Kardinalitit des Restklassenkorpers von F. Zur Vereinfachung der Notation
setzen wir im folgenden :

(18.26.15) U = vol(U(F)) = 2_;_1
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Sei |z| < 1 Nach dem Produktsatz von Cauchy ist Yo ,(n + 1)z" das Quadrat der geometrischen
Reihe 3.7, z". Werten wir diese Reihen an der Stelle g~! = |7| aus, erhalten wir die speziellen

" Werte

R PP RS l
(18.26.16) d et =) =
-1
©° a4 — irlF _ 1= U
(18.26.17) > at= =y =
% -1 _ 2¢-1 _l-—U2
(18.26.18) Y. (n+lgt= S

Nach Konstruktion ist V(y,0,0) die Summe von W(u,0) und dem Grenzwert der Reihe
o1 W, £). Wegen (1—[7|U-1)+(1-UN 2= (U= |rU+1-UN2 = (1 - [=|U)U-?
haben wir deshalb zusammenfassend

vol(U(F)) ) : 1= lxlF - vol(U(F)) -
Ilr vl(U(F)®

Um das Volumen von H(7) zu bestimmen summieren wir die Volumina V' (u, k, n) fiir u in U(F)
fixiert iiber k, n > 0 auf. Wir rechnen hierfiir in der Notation oben

Z:lo Z::o V(g k,n)

=V 0,00+ . V(s k0+3 V(s0n)+ S Vi k)

. 3
=Vt () (T e S+ T )

(18.26.19) |  V(s,0,0)= (

lrlr
/1= - )2
___(U) (1 fleU _ ,1-U @ U))
Irlr u? U Ul
_( U )31-|x|pu+2u-2u2+1—2v+tﬂ_( U )32-—|ﬂ'|pU—U’
“\hlr Ul [rle u? '

Das Volumen von H(v) erhilt man, indem man diesen Ausdruck iiber x4 in U(F) integriert. Dies
gibt einen weitern Faktor U im Zihler. Wir bemerken, da |7} + U = ¢"' + (¢~ 1)¢7! =1
ist. Daher konnen wir die Konstante (2 — |7|U — U)U~? zu 2U~!' -1 = 2¢(¢g - 1)"' -1 =
(2¢—g+1)(g—1)"1 =(g+1)(g = 1)7! vereinfachen. Zusammenfassend haben wir damit gezeigt

(18.27) Lemma: Seien v = ™ mit einer ganzen Zahl n < 0 und g(v) die Matriz

0=(55) m 0=(03)

Bezeichne H(v) den Schnitt H(F) N g(v) - GSP(4)(OF) - 9~(7). Dann gilt

_ (vlwE))’ 2 (v uE)\® g+1
”°"(H"»‘< I7le )'(von(uw))‘l)‘( e )'q-x

berechnet bertglichk des Haarschen Mafes g auf der Gruppe H und mit ¢ der Kardinalitdt des
Restklassenkorpers von F.

(18.28) Wir konnen jetst das Orbitalintegral OS(f) fiir den als die charakteristische Funktion des
Doppelkosets Kdiag(x™, 772, x7~" #"2~)K mit K = GSp(4)(Op)und 0 < ro/2 < <3 <o
gegebenen Heckeoperator f = h(rg,r1,r3) auf G(F) = GSp(4)(F) und das singuldre Element
s = diag(a, —a,a, —a) aus A(F) berechnen. Wir setzen voraus, da die in (18.17) aufgefiihrten
Bedingungen an s erfiillt sind. Sei wieder H(7) = H(F)Ng(7)Kg¢~'(7). Indem man die Volumina
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aus (18.25) und (18.27) in die Formel (12.12) fiir OF(f) einsetzt, erhalt man nach (18.17) mit
N =ordb ~ (orda + ord (a — b)) = —ord (2a) und U = vol(U(F))

PO SRR < A S
PN = TR * Lres (BT

-1 ¢ V', el
e ((q+l) +q+lzk=1q

_ 1 ( q )2+q—1 q_sra”-l _ L ( q )2+q—1 N -1

US \\g+1 q+1 g73-1 ) T U3\ \g+1 g+ 1 (¢3-1)g3V |~
Wir bemerken, daf (¢37 — 1)¢™3" = 1—-¢3N = 1 — |b]3|a|~%|a — b3 ist. Weiter schreiben wir
g+ 1) =(g=-1)g+1)"((g-1)g7 )" =(g—1)(¢+1)~'U~!. In den Rechnungen zu (18.27)
haben wir (¢ + 1)(g — 1)~} = 2U~! — 1 gezeigt. Somit gilt q(¢ + 1)~! = (2U~' = 1)U~ Wir
klammern in der Formel fiir O%(f) oben das Quadrat dieses Ausdrucks aus. Wegen der Identitat
(+ 1) X g-1)(g+ 1)t = U¥2U~* - 1)2(2U~' - 1)~} = U*(2U~! - 1) haben wir somit
zusammenfassend in der Notation oben gezeigt

(18.29) Satz: Seien f der Heckeoperator h(ro,ry,r3) und s = diag(a, —a, a, —a) ein singuldres
Element aus A(F). Genau dann verschwindet das Orbitalintegral Ig(f)(s) = OS(f) nicht, wenn
|u(F)|F = |u(8)lp = la|% ist und das Paar (ord ra, ord ra) in A(f) aufiritt. In diesem Fall gilt

N Lode_ 1 A |
0f = [, e G = ey (5w (- i)

Dabes ist €p(2) = 1/(1 — q~2) der Wert der Zetafunktion £p des lokalen Korpers F an der Stelle
2, wenn ¢ die¢ Kardinalitdt des Restklassenkorpers von F bezeichnet. Es gilt weiter 1/€p(2) =
vol(U(F))* (¢ +1)/(a - 1).

Der Zentralisator von s in G, die Gruppe H, irdgt das Haarsche Mafl uy, beziglich dessen H{OFr)

das Volumen vol(U(F))3(g + 1)2972 = vol(U(F))®((¢ + 1)(g = 1)~*)? hat.

18B s singular aus einem modulo dem Zentrum von L(8) anisotropen,
maximalen Torus in L(8)

Seien in diesem Abschnitt L = F(v/A) mit ord A = 0, 1 ein quadratischer Erweiterungskérper von
F und s ein singuldres, F-rationales Element aus dem zu L assoziierten, modulo dem Zentrum
von L(f) anisotropen, maximalen Torus T in L(4). Folglich ist

(a2=52A)z"! 0 0 O

_ _ a bA\, _ 0 a 0 b4

(18.30) o=t =l= (5 *4))= O
. 0 6 0 a

fir Elemente z in F* und y = a+bv/A in L*. Wir konnen dabei voraussetzen, da8 s nicht aus A(F)
ist, also b von Null verschieden ist. Sei weiter daran erinnert, daB u(s) = N p(a+bvVA) = a®—52A
ist. Die Eigenwerte von £(a + bv/A) sind a & bv/A. Ein Eigenvektor zu a + bv/A ist (A, VA), ein
Eigenvektor zu a — bv/4 ist {(A, —VA). Mit

1 VA )

wo=(J fx) wm @=5(
VA -VA 2A\1 -VA
gilt dann g=(s)(a + bv/A )g(s) = diag(a + bv/A4, a — by/A). Insbesondere ist
s =[1,97%s)] 51, g(s)] = diag ((a2 - b Az~ a+bVA, z,a - b\/Z) .
Somit sind wir in der Situation von (18.3). Wir diskutieren die dort aufgefiihrten Moglichkeiten.
Da b nach Vorraussetzung von Null verschieden ist, ist # nicht vom Typ (1,2), (1,4) oder (2,3).

Genau dann ist # vom Typ (1,3), wenn z3 = a® — b2A = p(s) ist. Da b von Null verschieden ist,
sind @ + bv/A und a — bv/A verschieden, s’ ist also nicht vom Typ (2,4). Wir konnen festhalten
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(18.31) Bemerkung: Genau dann ist ein F-rationales Element s = [z, {(a + bv/A)] aus dem
zu L assoziierten Torus T in L(B) singular, wenn b von Null verschieden ist und £? = Npjr(a+
bVA) = a® - b2A = u(s) gilt. '

Ist f der Heckeoperator h(rq,r1,r2), dann verschwindet Ir(f)(s) fiir einen Levifaktor L von G,
der s enthalt, nur dann nicht, wenn ro = ord u(f) = ord p(s) ist. Folglich gilt der

(18.32) Satz: Seis = [z,l(y)] firz in F* und y in L* ein F-rationales Element aus dem zu L
assoziierten Torus T in L(0), das singuldr ist und nicht in T,py;; liegt. Ses L ein Standardlevifaktior
von G, der s enthdlt. Dann verschwindet I(f)(s), wenn ro = ord u(f) eine ungerade ganze Zahl

ist. Insbesondere gelten
Ity (T(m))(3) = Igspea) (T(m))(8) = 0
fiir den Heckeoperator T(x) = h(1,1,1).

18C s singuldr aus einem modulo dem Zentrum von L(a) anisotropen,
maximalen Torus in L(a)

(18.33) Voraussetzungen: Seien in diesem Abschnitt L = F(VA) mit ord 4 = 0,1 ein qua-
dratischer Erweiterungskorper von F und s ein singulares, F-rationales Element aus dem zu L
assoziierten, modulo dem Zentrum von L(«) anisotropen, maximalen Torus T in L(a). Sei

(18.33.1) s = diag((a + bVA), c.!€" ! (a + bVA))
fiir Elemente ¢ in F* und a + bv/A aus L*. Beziiglich der Basis 1, /A von L iiber F giit dabei
(18.33.2) Ha+bVA) = (‘; ";4) .

Sei weiter s nicht aus A(F), sei also b von Null verschieden. In der Notation von 17B unterscheiden
wir die Fille, daB L vom Typ I oder vom Typ II ist.

Die Situation oben deckt den Fall L vom Typ I ab. Wir werden den Fall II hierauf reduzieren:
Wie in 18B bemerkt sind a + bv/A die Eigenwerte von £(a + bv/A). Ist g = g(s) wie in 18B, folgt
s’ = diag(g™!,%9).s.diag(g,'g") = diag(a + bVA, a - bVA, c(a+ bVA) T, c(a - bVA)Y).

Damit sind wir wieder in.der Situation von (18.3). Wir diskutieren die dort aufgefiihrten Moglich-
keiten. Da b nach Voraussetzung von Null verschieden ist, ist & nicht vom Typ (1,2). Genau dann
ist s’ vom Typ (1,4) oder (2,3), wenn ¢ = (a + bv/A).(a - bWA) = a® - b2A = Ny r(a+ bVA)
gilt. Wir haben in diesem

a

e a+bVA) = (-ZA -b) .

Sei jetzt L vom Typ I, sei also 1, VA eine Ganzheitsbasis von L iiber F. Dann ist ord (a? - bzAi'

fiir ord A = 0 steta gerade im Fall ord2 = 0. Ist ord2 >0, ist ord (a® — b%A) ungerade nur fiir
orda = ord b. Wie in (13.5) bemerkt gilt m(—1) = m(—5) = 1. Daher ist 1 = 2ord b+ m(A) richtig
genau fiir orda = ordd = 0. Fiir ord A = 1 ist ord (a? — 42 A) ungerade nur fiir ordb < ord ¢ und
dann gilt ord (a? — b3A) = 2ord b + 1. Insbesondere ist daher ord (a?® — 44) = 1 genau im Fall
ordA =1, ordb =0 und ord a > 1 erfiillt.

Genau dann ist & vom Typ (1,3), wenn ¢ = (a + bv/A)? ist. Da b von Null verschieden ist, heifit
dies a = 0 und ¢ = b2A. Ungerade ist ord u(s) = ord c folglich nur fiir ord A = 1. Es gilt speziell
ord a(s) = 1 genau fiir ordb =0 und ord A = 1.

SchlieBlich ist &/ genau dann vom Typ (2,4), wenn ¢ = (a — bv/A )? gilt. Da b von Null verschieden
ist, ist dies wiederum dquivalent zu @ = 0 und ¢ = b3A. Deshalb gilt
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(18.34) Lemma (Typ I Situation): Seis = d1&g(£(a+b\/—) ctet(a+bVA)) ein singulires

Element aus T(F) das nicht in A(F) liegt. Fir L vom Typ 1 istorde = = ord u(s) genau in den

folgenden Fadllen ungerade

(1) Es gelten O = Op[1,VA], ord A = 1, ordb < orda und u(s) = ¢ = Nyp(a+0VA) =
a? -~ b2A. In diesem Fall ist ordc = 2ord b + 1.

(2) EsgeltenordA=1,a =0 und u(s) =c=—Np/p(bv/A) = b*A.

(3) Es gelten F = Qz, L = Qa(VA) mit A € {~1, =5}, orda = ordb und p(s) = ¢ = a? -
b24A = Npjr(a + bVA) mit ord/z( ) = 2ordb + 1. Speziell gift ord u(s) = 1 genau fir
orda =ordb = 0.

Die bisherige Diskussion deckt den Fall ab, in dem L vom Typ I ist, also 1, v/A eine Ganzheitsbasis
von L iiber F bilden. Seien daher jetzt F = Qq, A =5 und L = F(\/—) = Qa(V5). In diesem
Fall bilden 1 und (1 4 v/5)/2 eine Ganzheitsbasis von L iiber F. Es gilt

5 b b
a+bl+2f= (a+§)+-2-\/5- "-‘-'z+y\/Z.

Wir kénnen daher auch hier b # 0 voraussetzen. Dies schliefit in der Notatlon von (18 3) aus, da ¢/
vom Typ (1,2) ist. Ist s’ vom Typ (1,4) oder vom Typ (2,3), dann gilt c = 2 -y?A=a®+ab-b2
Folghch ist ord ¢ in diesen beiden Fallen stets gera.de

Ist ' vom Typ (1,3), dann ist ¢ = (z+yvA4)? = (a®+ab+ 36%) + (a+ 3)4VA. Da b ungleich Null
ist, heiBt dies a = —b/2. Folglich ist in diesem Fall c = 5/4. b2 und ordc = ord 5 +20rdb—20rd 2 =
2(ord b — 1) ist stets gerade.

Ist s’ vom Typ (2,4), dann ist ¢ = (z — yvA)? = (2? + y?A) - 2zyv/A. Analog ist dies genau im
Fall a = —b/2 und ¢ = 5/4.b% moglich, so daB ord ¢ = 2(ord b — 1) gilt. Somit erhalten wir das

(18.35) Lemma (Typ II Situation): Sei s = diag(£(a+b(1+v5)/2), €~ (a+b(1+v5)/2)
ein singuldres, Qa-rationales Element aus dem zu L = Qa(v/5) assoziierten Torus T in L(a), das
nicht dber Qg zu einem Element aus T,pis(Qa) konjugiert ist. Dann ist b von Null verschieden
und es gelten mit ¢ = u(s) = N p(a+b(1 ++/5)/2) entweder c = a? + ab— b2 oder a = —b/2 und
c = 3b3. In beiden Fillen ist ord c stets gerade.

Ist ord u(f) = ro ungerade, dann kann die notwendige Bedingung ord u(s) = rp dafiir, daB das
Integral Ir(f)(s) nicht verschwindet, nur fiir die in (18.34) aufgefithrten Fille erfiillt werden. Im
folgenden Resultat fassen wir die Situation fiir den Heckeoperator T'(7) zusammen

(18.36) Kasuistik der im Fall f = T(x) auftretenden Typen singulirer Elemente s:
Seien s = diag(£(a+bVA), c.'&(a+bVA)™1) ein singulires Element aus T(F), das nicht in A(F)
liegt. Sei M einer der Levifakioren L(a) oder GSp(4).

Nur dann verschwindet Ing(T(7))(s) nicht, wenn L vom Typ 1 ist und s eine der folgenden Moglach-
keiten fir ord u(s) =orde =1 erfillt

(1) EssindordA=1,0=ordb < orda und u(s) = N r(a+ b/A).

(2) Essind F=Qa, L=Qa(VA) mit A€ {1, -5}, orda=ordd =0 und
u(8) = Nyyr(a +bV/A). |

(3) FEssindordA=1, a=0 und p(s) = b2A = —Np,p(a+ bVA).

Dies legt unser Programm fiir den Rest dieses Abschnittes fest. Um das Integral in der Situation
von (18.36) zu berechnen, konnen wir daher im folgenden annehmen, daB L vom Typ I ist, also
1, VA eine Ganzheitsbasis von L iiber F bilden. In einem ersten Schritt berechnen wir den
Zentra.lisa.tor in G der Elemente aus (18.34).
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(18.37) Lemma: Sei s = diag(f(a + bvV/A), c*£~(a + b\/A)) ein singulires Element aus T(F)
das nicht in A(F) liegt. Gelte entweder
(1) c¢= Ngjr(a+bVA) =a® —b34 oder
(2) a=0 und c= u(s) = —Nr/r(bVA) = b2A.
Im Fall (1) seie = —1, im Fall (2) seie = 1. Dann besteht der Zentralisator in GSp(4) von s aus
allen reguldren Matrizen in GSp(4) der Form

2y nA epA o

noon €2 W

Y3 £Z3 Za Y4

T3 eysA ysA 4

Im Fall a = 0 und ¢ = b%A4 ist
I 1) (5 ) i

s:diag(<‘; bf),(_‘;A ‘ab)) f diag(4’, B').

Um den Zentralisator von s zu berechnen, ist in beiden Fallen das durch

XA UBY_(X U A 0Y_(A O X U\ _[(AX AU
WA ZB)  \W 2Z 0 B/ \0 B W Z)” \BW BZ
gegebene Gleichungssystem XA = AX, ZB = BZ, WA = BW, UB = AU zu lésen. Wegen

A’ = aEy + Ag und B’ = aE; — By unterscheiden sich nur die Komponenten U und W. Wir
berechnen zuerst die Komponenten X und Z. Wegen

(Ilgb znbA> = (211 212) (2 b:) =XA0=A0X= (bA.‘Bn bAZn)

Im anderen Fall ist

zazb zp1bA T T2 bzyy  bzia
erhilt man z,; = 233 und £31A = ;3. Analog folgt 211 = 233 und z3; = Az;3 aus der Rechnung

zmbA 211b — 21y 213 0 b - - - b2’21 bZn
(ZggbA Zle) - (221 223) <bA 0) - ZBO - BOZ - <bAz11 bAZu '
Weiter sind
_ 0 bA U1 U12 _ bAu;l bAugg - ulsz 'U.ub
AOU - (b O ) <U21 u”> - ( b‘u“ b‘ulz ) ! UBO - (‘UngA u“b) ’
Somit erhilt man uy; = u2; und 434 = uy; aus ApU = UBg. Die Relation AU = —U By gibt
uy; = —Augg und —ujy3 = uz;. Schliefllich ist

wlgb wubA - w11 W2 0 bA _ _ bwn bwn
: (w,,b wnbA) = (w,, w,,) (b 0 ) =Who BoW =140 bAw,)
Somit erhalt man w3 = wy; und wee = w1 A aus AoW = WBqy. Die Relation AgW = —-W By
gibt —wy; A = wyg und wy3 = —way. Das beendet den Beweis des Lemmas.

(18.38) Das Integral Ir(q)(f)(s): Als erste Konsequens ist deshalb T'(F) der Schnitt von L(a)
mit dem Zentralisator in G(F) eines dieser Elemente. Das Integral I1(4)(f)(s) verschwindet nur
dann nicht, wenn ro = ord u(f) = ord u(s) = 2ordb + 1 ist. In diesem Fall ist es nach (17.17)
gegeben durch
_ -1 dm , #R(£|s)

S L)) /N(a) -/T\L(a) f(m™"sm.n)Z dn Zf ll€lleo - | det§]r

Dabei liuft die Summe iiber alle Doppelkosets £ in GL(2, Or)\GL(2, F)/GL(2, OF), deren Schnitt
mit A(f) nicht leer ist, und ||¢}jcc bezeichnet nach (14.13) den ersten Elementarteiler von §{. Wir
erinnern daran, daB @ und +b nach dem Argument zu (13.9) fiir Kérper vom Typ I gegeben sind
durch @ = (A + 4)/2 und b = £(A — u)/\/Dr/F mit A und y den Eigenwerten von £(a + b/A)
sowie Dr/r der Diskriminante von L iiber F. Indem wir die Formel aus (17.18) an der Stelle
ord Ny /p(z) = 1 auswerten, erhalten wir speziell fiir T(x) den
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(18.39) Satz: Gelte F = Q3, wenn die Charakteristik des Restklassenkorpers von F zwet 1st.
Seten L = F(\/Z) mit ord A € {0, 1} ein verzweigter quadratischer Erweiterungskirper von F
und s = diag(é(z),c.'¢~1(z)) ein singulires, F-rationales Element aus dem zu L assoziierien
mazimalen Torus T in L(a), das nicht in T,p);, liegt. Seien X und u die Eigenwerte von £(z), so
daf
s ~ diag(A, g, cA™!, ™)

uber L gilt. Gelte entweder p(s) = ¢ = Ny p(z) oder A+ 4 = 0, p(s) = =Ny p(z). Fiir den
Heckeoperator T(w) = h(1,1,1) verschwindet das Integral I (o)(T(7))(s) genau dann nicht, wenn
ord pu(s) = ord u(T(7)) = 1 ist. Im Fallord p2 =0 ist dann ord A = 1. Seien a = ord p((A+ p)/2)
und b = ord p((A — p)/\/Dr/r). Firord A = 1 gilt genau dann ord N p(z) = 1, wenn b = 0,
a>0sind. Im Fall F = Q; undord A =0, gilt ord Ny p(z) = 1 genau fira=15b=0. In diesen
Fillen ist

I (@(T(m)(s) = /N . /T ” T(r)(m" sm.n) 2 dn ( L

= —=4.
(T () |r
Dabei bezeschnet q die Kardinalitdt des Restklassenkorpers von F.

(18.40) Um das Integral Ig( f)(é) zu berechnen konstruieren wir im folgenden zuerst Reprasen-
tanten von G,\G/K. Indem man (13.6) und die Iwasawazerlegung G = AN K von G verwendet,
folgt zunachst, da8 jedes Koset in G,\G/K einen Reprasentanten der Form

1 0 a e

n
g ol g mit n > 0
0.0 0 =7
hat. Weiter ist
1 0 a cex " 1 0 a+eyd (c+z)r"
(Eg 53;4 ;) 0 = ¢ d _ 10 7 c+ex d+yr"
0 Es 0 01 o0 0 0 1 0
0 0 0 = 0 0 0 "
Sei zunachst € = 1. Indem man in diesem Fall z = —c und y = —d#™ setzt, erhalt man Reprasen-

tanten mit ¢ = d = 0. Indem man von rechts mit einer geeigneten unipotenten Matrix aus K

multipliziert, kann man weiter erreichen, daB in a keine nichtnegativen r-Potenzen auftreten.

Im Fall € = —1 ist £ = 0. Man erhalt hier also nur Repréasentanten mit d = 0 und kann erreichen,
daB in a und c keine nichtnegativen w-Potenzen auftreten. Zusammenfassend haben wir damit
gezeigt :

(18.41) Lemma: Sei s = diag(£(a+bVA), c*8~1(a+bV/A)) ein singulires Element aus T(F) das
nicht in A(F) liegt. Im Falla = 0 und ¢ = p(s) = =Ny, r(bV/A) = bA enthdlt jedes Doppelkoset
in G,(F)\G(F)/K einen Reprisentanten

1 0 z O
{0 ™ 0 O
sra)=1g 9 1 o0
0 0 0 =~
mit n einer nichinegativen ganzen Zahl und z = ;=l N z(k)x® fur eine nichipositive ganze Zahl

N und Elemente z(k) aus dem Restklassenkirper von F.
Im Fall y(8) = ¢ = N r(a+b5V/A) = a® — b3 A enthilt jedes Doppelkoset in G,(F)\G(F)/K einen
Reprasentanten ,

1 0 z y="
0 = 0
= {37 Y
0 0 0 ="
mil n einer nichinegativen ganzen Zahl, z = ;__1_ N Z(E)xt undy = Z:;, u Y(E)TE fiir nichtpositiv

ganze Zahlen N, M und Elemente z(k), y(k) aus dem Restklassenkorper von F. :
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Wir unterscheiden jetzt wieder Falle. Sei im folgenden zunachst ord A = 1,6 =0 und ¢ = u(s) =
52A. In diesem Fall (18.36)(3) ist 4

a bARX® 0 ~bzx™"
~ br—" a bzx—" 0
1 —
g ' (n,z).5.9(n,z)= 0 0 i b=

0 0 bAm" a

Genau dann ist folglich 0 < ord (bz7~") = ordb + ordz — n im Fall ordb < n, wenn z = 0 und
n = ord b sind. Wir erhalten die

(18.42) Bemerkung (¢ = 1): Im Fallord A =1,a =0, ordb < n und c = u(s) = b*A liegt
g~'(n,z) 8- g(n,z) genau dann in M(4,0F), wenn z =0 und ordb = n sind.

Jetzt gilt ord p(a) = 1 nur fiir ordb = 0. In diesem Fall liegt daher g=*(n, z).5.g(n, z) genau fiir
z =0 und n =0 in M(4,OF) und es gilt g~*(0,0).8.9(0,0) = s. Nach der Kasuistik in (13.9) hat
é(a+bv/A)im Fall 0 = ord b < orda und M = 0 die Elementarteilermatrix (ord b, ord b+1) = (0, 1).
Dieses Paar tritt in A(T(7)) auf. Somit haben wir

(18.43) Bemerkung (¢ = 1): Im Fallord A = 1, a = 0 und ¢ = u(s) = —Nr/r(y) = b°A
verschwindet T(x)(g~(n,z) - 8- g(n, z)) genau firz=0,n =0 und ordd = 0 nicht.

Um Ig (T(7r))(s) nach (12.12) zu berechnen, bleibt somit das Volumen von G, zu bestimmen. Dazu
verfahren wir wie beim Beweis von (18.29) in 18A, indem wir die Elemente einer Zariski—offenen
Teilmenge von G, explizit parametrisieren und dann zuriickrechnen.

(18.44) Eine Zerlegung der Zentralisatoren Cg(s): Explisit parametrisieren wollen wir
1 nA epdA =

(X YNX_In = €za W12
(18.44.1) x—(Zb W)_ Ys €T3 T4 Ya

z3 cysA WA T4
aus G, mit det X # 0. Sie bilden eine Zariski-offene Teilmenge G7*f von G,. Wir erinnern
daran, da8 ¢ = 1 genau fiir a = 0, u(8) = —Ny r(a + bv/A) und € = —1 genau im Fall u(s) =
Nrjr(a+ bv/A) ist. Fiir jedes Element x aus G;*7 ist jetst X = {(z) fiir ein Element z aus L*.
Insbesondere hat X~} = £(z~!) die gleiche Form wie X. Wir l6een zunachst

(}z( vi):(% Eoz) (Jo{ g)=(F)§( FMM+P)'

Dazu setzen wir F = ZX~!. Wir behaupten, da8 F' dann die gleiche Form wie Z hat. Dazu
rechnen wir in der offensichtlichen Notation

y €z a bAY _ ([ ay+ezb  e(az+cbyA)
(18.44.) (z eyA) (b a ) - (az+ebyA e(ay + ezb)A

wegen €2 = 1. In den Bezeichnungen oben ist dann weiter M =Y und es giit P = WX mit p
dem Ahnlichkeitsfaktor von x. Folglich haben wir

_( B2 0Y(X o0 E; X'\ _ (X Y
(18443) x—-(ZX-l Eﬁ)(o #tx—l)<0l E'2 )—(Z ZX—_IY+I“X“1>.

Die explizite Rechnung

a bA\ (eyA z\ _ [e(ay+bz)A az+byA
(18.44.4) (b' a ) ( £z y)_ (s(az+byA) ay + bz

26

e




zeigt, daB X ~!Y wieder die gleiche Form wie Y hat. Wir bemerken

x-1 0 f Eg 0 X 0 _ Ey 0
0 ;l'“X ZX-! E, 0 /J'X'l | /.L-“XZ Eq )"

Genau dann hat 'XZ die gleiche Form wie Z, wenn ‘(*XZ) = ‘ZX die gleiche Form wie Z hat.
Dies haben wir oben bereits gezeigt. Um es explizit zu sehen rechnen wir hierfiir

‘ b €z ay+bz e(az + byA)
18.44.5 g y =( % y
( ) (bA a) (1: eyA) (a::+byA e(ay +bz)A )~
Folglich gilt genauso
_ X 0 E; 0 E, X~y
(18.44.6) x= (o p'X“l) (,r“xz E,) ( 0 E )

Wir bezeichnen mit U = U3(s) den Schnitt von G, mit der Gruppe N(«) und mit Uy = Uy(s)
den Schnitt von G, mit der Gruppe N{«a), so dal gelten

1 0 eyA =
(L )

1 ez z, yin F
18.44.7 = :
( ) Uz 00 1 0] z=0fire=~-1{"
00 0 1/
10 0 0y
0 1 00} =z yinF
18.44.8 - :
( ) Uy y ez 1 0] z=0fire=-1
\z eyA 0 1}

Die Gruppen T', U, (s) und Us(s) schneiden sich paarweise jeweils nur in der Eins. Die Darstellungen
(18.44.3) und (18.44.6) oben zeigen daher, da G}*¢ die Zerlegungen

(18.44.9) G} =T(F)-Ui(s) - Us(s) = Ux(a) -T(F) - Uay(s)
besitzt. Haarsche MaBe auf T'(F), Ui(s) und Uz(8) respektive werden gegeben durch die Pro-
duktmafle

(18.44.10)  dr (diag(&(a +6vA), o'} a +6VA))) dre dra®drb

" Jelr INLyp(a+ 0VA)IF '

EYA = _
(18.44.11) d, (Eo2 s y) = {di'y®drz e=1

Ey dry e=-1,
Ey 0 _
(18.4412) 4, ( y & o ) = {:ml@dpz € = 1 .
z eyA 2 FY €= -~

respektive. Indem man (18.20) sukzessive auf die Paare TU,, U; und T, U; anwendet, erhilt man

(18.45) Lemma (Das Haarsche Ma8 u, auf G,): Durch die Vorschnift

| / f(9)dp.(9) = / / / flazy)dra diz dy
G, T JU(s) JUs(s)
wird ein Haarsches Mafl s, auf der Gruppe G, definiert

Falls nicht anders gesagt trage G, im folgenden das eben definierte Haarsche Ma8 4,. Wir schreiben
dann auch vereinfachend d,g oder dg fir du,(g).

(18.46) Berechnung des Volumens von G,(Or) im Fall ¢ = —1: Wir wollen im folgenden
das Volumen vonr G,(OF) = G, N K oder dazu aquivalent das Volumen von G7*(OFr) berechnen.
Wir unterscheiden dabei die Fillee = —1 und ¢ = 1. In diesem Abschnitt soll fir ¢ = —1 das
Volumen von G,(OF) explizit beziiglich des eben definierten MaBles u, bestimmt werden. Dabei
betrachten wir zuséatzlich den Fall ord A = 0. _
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Dazu schreiben wir die Parametrisierungen (18.44.3) und (18.44.6) eines Elementes x aus G,*? als

(X 0 E, 0 Ey Y _ X XY ‘
(18.46.1) x—(o #zX-d)(Z Ez)(o E‘,)'(;“X"Z p‘X"(ZY+E2)>'

Dabei seien

a bA -yA O z 0
(18.46.2) X:(b a)’Y=< g y)’Z=(0 —zA)’
so da x mit .
(18.46.3) D=detX =a®—b6*A= Ny /p(a+b/A)
die Darstellung
a bA —ayA ybA
b a —ybA ay
(18.46.4) X = LB_:_ yszA | pa(l DzyA) _pb(1 DzyA)
_pzbA  _pzaA _pbA(l - zyA)  pa(l — zyA)
D D D D
hat. Genau dann liegt jetzt x in G;*?(Or), wenn geiten
¢ p€U(F), a, b€ OF,
(2) pazD~!, pazAD™', ubAzD™! € Op,
(3) ay, bAy € OF, 4
(4) pa(l — zyA)D™!, pb(1 — zyA)D~! € OF.

Sei G = GSp(V,B) und trage V die symplektische Basis (e1, f1,€3, f2). Die Gruppe K =
GSp(4)(OF) ist dann der Stabilisator des Standardgitters A = Ope1 ® Orf1 @ Orea @ Or fa
in GSp(4)(F). Genau dann liegt mithin eine Matrix g aus GSp(4)(F) in K, wenn g.A = E4.A gilt.
Indem man die Bilder dieser beiden Gitter unter der zur symplektischen Basis oben dualen Basis
betrachtet, erhalt man im Fall ¢ = x die notwendigen Bedingungen

(5) min{ord a, ord (bA), ord (aAy), ord (bAy)} =0,

(6) v min{ord a, ord b, ord (ay), ord (bAy)} = 0,

(7 min{ord (az), ord (zbA), ord (a(1 — zyA)), ord ((1 — zyA))} = ord D,
(8) min{ord (zbA), ord (azA), ord (bA(1 — zyA)), ord (a(l — zyA))} = ord D

dafiir, daB x in G;*#(OF) liegt. In der folgenden Diskussion unterscheiden wir die Falleord A = 1
und ord A = 0. Sei zuerst

ordpA=1.

Wegen orda, ordd > 0 und ord A = 1 vereinfacht sich (5) zu min{orda, ord (bAy)} = 0. Die
Gleichungen (7) und (8) reduzieren sich auf ord D = min{ord (bAz), ord (a(1 - zyA))}.

(18.46.5) Sei zuerst 0 < orda < ordb. Dann ist ord D = 2orda. Genau fiir ordy = —(ord b + 1)
ist weiter ord (bAy) = 0. Dann ist aber ord (ay) = orda — ord b — 1 negativ im Widerspruch zu
(3). Folglich ist in diesem Fall stets orda = 0, so daB diag(X, u'X~!) aus T(Or) kommt. Nach
(3) gilt weiter ord y > 0. Wegen ord D = 0 ist ord z > 0 nach (2). Fiir die so gewahlten Parameter
a, b, y und z ist (4) stets erfillt.

(18.46.6) Sei jetzt 0 < ordb < orda. Dann ist ord D = 20ord b+ 1. Wegen orda > 0 gilt weiter
ordy = —(ord b+ 1) nach (5). Wegen orda > ordb ist ord (a(1 — zyA)D=') > 0 nach (4). Daher
ist wie am Anfang bemerkt ord D = ord (bAz) nach (8), so daBl ord z = ord b gilt. Fiir diese Werte
von a, b, y und z sind (1), (2) und (3) erfiillt. Genau dann ist ord (5(1 — zyA)) > ord D, wenn
1-2zyA in b~! DOF liegt, also y aus (zA)~! + D(bzA) ™' Op ist. Wir bemerken ord (z4) = ord b+1
und ord D —ord (zbA) = 2ord b+ 1—(2ord b-f1) = 0. Deshalb ist (4) genau fir y aus (zA)"1 +0p
erfiillt. :
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(18.46.7) Das Volumen von G;°/(OF) erhalten wir jetzt als die Summe der beiden oben berech-
neten disjunkten Mengen. Das Volumen V; der in (18.46.5) beschriebenen Menge ist vol(U(F))?2.
Es ist also mit dem Volumen von T(OF) beziiglich yr identisch. Das Volumen der in (18.46.6)
beschriebenen Menge ist gegeben durch

oot o 2
= F —————. .
vy JOg Jor0r hu(RyJza)t v op T O Ta = 51AlF P

Wie oben bemerkt ist dabei Ja? — b2A4| = |b2A| = |b®x|. Da dpy translationsinvariant ist, gibt
das innerste Integral in Vo das Volumen von Op. Es ist also Eing. Wechselt man in den beiden
anderen Integralen die Variablen von z nach bz und von a nach b7a respektive, erhalt man
jbr - 18 ;
Va = vol(U(F) / ———/ / dzdadb = vol(U(F))".
wey [, St L v &)

Fiir ord A = 1 hat also G,(OF) das Volumen 2 vol(T(OF)), das wir als (1 + [rA~}{)vol(T(OF))
interpretieren. Sei deshalb jetzt .

ord pA = 0.

(18.46.8) Sei zuerst 0 < orda < ordb oder 0 < orda < ordb. Wir setzen m = min{ord a, ord b}
und M = max{ord a, ord b}. Dann ist ord D = 2m. Aus (2) erhalten wirordz > —-m +2m = m,
aus (3) resultiert ordy > —m. Die Bedingung (5) ist dquivalent zu 0 = m + min{0,ordy} und (8)
vereinfacht sich zu ord D = m+ min{ord z, ord (1 — zyA)}, also z2u m = min{ord z,.ord (1 — zyA)}.

(18.46.8A) Im Fall m = 0 erhélt man somit ord z, ordy > 0. Fiir diese Parameterwerte ist die
Bedingung (4) stets erfillt.

(18.46.8B) Sei m > 1 Notwendig in diesem Fall ist dann m+ordy = 0, also ord y = —m nach (5).
Gelte ord z > m. Dann ist ord (zyA) > m — m +ord A = 0, so daB 1 — zyA eine Einheit ist. Ein
Widerspruch zu ord (1 — zyA) > m. Deshalb gilt ord z = m. Genau dann ist ord (1 — zyAd) > m,
wenn y in (zA)~! + 7™ (2A4)"'OF = (zA)~! + Op liegt. Fiir diese Wahl der Parameter a, 4, y und
z sind dann die Bedingungen (1)—(4) erfiillt.

(18.46.9) Sei jetst 0 < orda = ordb. In diesem Fall ist ord D = 2orda + 1. Nach (3) ist
weiter ordy > —orda. Wegen (2) ist ordz > ord D — orda = orda + 1. Somit ist ord (zyA) >

orda+1—ord a = 1. Dies zeigt ord (1 —2yA) = 0. Als Konsequenz erhalten wir ord (a(l1 —zyA)) =
orda < 2orda + 1 = ord D. Dieser Widerspruch zeigt, dal der Fall 0 < ord = ord b nicht eintritt.

(18.46.10) Wir kénnen jetzt das Volumen von G,(OF) im Fall ord A = 0 berechnen. Es ist
die Summe der Volumina der beiden in (18.46.84) und (18.46.8B) beschriebenen Mengen. Das
Volumen V; der Menge (18.46.84) ist identisch mit dem Volumen vol(U(F))? von T(Or) beziiglich
pr. Das Volumen V3 der in (18.46.8B) beschriebenen Menge ist aus Symmetriegriinden gegeben

durch :
drb dra

V=2/ / / / / dry dpz ————— dpp.
2= oy Jx0r Jar0p Jau(FY Jza)y v 0 0 T AR —BPAlF T

Dabei ist |a3 — b3A| = |a?|. Wechselt man sukzessive die Variablen z nach az, b nach axb und,
a nach 7a, nimmt man als Faktor |ar|? im Zahler auf. Somit ist V3 = [r|vol(U(F))? wegen
2|r|? = |#| = 2-). Im Fall ord A = 0 hat also G,(OF) das Volumen (1 + ||)vol(U(F))? =
(1 + |#A=1|)vol(T(OF)). Wir bemerken, da8 A = Dp,r/4 nach (13.2) modulo U(F)? gilt. Wir
fassen dies explizit zusammen im folgenden

(18.47) Lemma (¢ = —1): Sei s = diag((£(a+bVA), c-=1(a+bV/A)) ein singulires Element
aus T(F), das nicht in A(F) liegt. Im Fall ¢ = Ny r(a + 5/A) gilt dann
_ _ |7iF _ LiLAW 2
vol,(G,(OF)) = (1 + Al YolT(T(Op)) =1+ Al volp(U(F))".
Dabei trigt G, das Haarsche Mafl s, und es gilt A = %DL/;- mit D p der Diskriminante von L
tber F.
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(18.48) Kein Lemma:

(18.49) Kein Korollar:

(18.50) Der Fall ¢ = —1: Wegen (18.42) und (18.43) bleibt der Fall ¢ = Nz/r(a + bV/A) 2u
diskutieren. Hier gilt zunachst fiir alle Reprasentanten g(n, z,y) aus (18.41)

g—l(n,z’y) - § 'g(n’z)y)

1 0 -z -y a bA 1 0 z yn=~ 7
{0 & —y=™ 0 b a 0 =™ y 0
“1{0 O 1 0 a b 0 0 1 0
(18.50.1) 0 0 0 7" -bA a 6 0 0 =7

a bAx™ 2byA bzx—"
bx~® @ bzw™ 2byx~?"
0 0 a —br"
_ \ 0 0 —bAnR" a
Gelte wiederum ordb < n. Dann ist die Bedingung 0 < ord (bxx~") = ord b — n + ord z nur fiir

ordb = n und z = 0 erfiillt. Die Bedingung 0 < ord (2byr~2") ist in diesem Fall dquivalent zu
ordb=n < ord2 + ordy. Folglich erhalten wir die

(18.50.2) Bemerkung: Nur firz =0, n=ordd < ord2+ ordy liegt g~ (n,z,y) 8- g(n,z,y)
in M(4,0F). Insbesondere liegt g~'(n,z,y)-s-g(n,z,y) im Fall 0 = ord b und ord2 = 0 nur fur
z=0,y=0und n=0in M(4,0F).

Im Fall ord #2 = 0 sind wir daher auch hier in der gleichen Situation wie im vorherigen Fall.
Zusammenfassend erhalten wir somit den

(18.51) Satz: Geite F = Qi, wenn der Restklassenkirper von F die Charakteristik zwei
hat. Seien L = F(VA) mit ord A = 1 ein quadratischer Erweiterungskorper von F und
s = diag(l(z),c*4~!(z)) ein singulires, F-rationales Element aus dem zu L assoziierien mazi-
malen Torus T in L(a), das nicht in T,pus liegt. Seien A und u die Eigenwerte von £(z), so
dap
s ~ diag(A, g, eA™?, ep?)

iber L ist. Seien a = ord p((A + p)/2) und b = ord p((A — p)/\/Drsr ) mit Dyjp der Diskri-
minante von L dber F. Gelte entweder )\ + u = 0, u(s) = c = —Np r(z) oder seien ord p2 = 0,
#(s) = ¢ = Nyr(2).
Genau dann verschwindet Ig(T(r))(s) fir den Heckeoperator T(x) = h(1,1,1) nicht, wenn
ord p Ny p(2) = ord pu(T(x)) = 1 ist. Dies ist genau fur b =0 und a > 0 richtig. In diesem
Fall gilt

L@@ = [ TEE 9 =

G0\G dm — vol(G,(OF))

Berechnet beziglich des Mafes p, ist dabei vol(G,(OF)) = (1 + |xA™HF) - vol(U (F))? im Fall
A+ p =0 und =Ap = u(s). ‘

Im Rest des Abschnittes wollen wir jetzt das Orbitalintegral OF(T'(r)) in dem nach (18.36) einzig
noch offenen Fall .

ordp2 > 1, 0 =ord pb < ord ra und u(s) = Ny r(