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(18.1)

Kapitel 18 Berechnung einiger Orbitalintegrale zu singulären, halbein-
fachen Elementen aus einem echten Levifaktor von GSp(4)

Seien im folgenden Fein nicht archimedischer lokaler Körper mit 1f als Ortsuniformisierender.
Gelte F = Q2, wenn ordF2 > 0 ist. Seien weiter M einer der Standardlevifaktoren A = T.plit,
L(a), L(ß) von G = GSp(4), K die maximalkompakte Teilgruppe GSp(4)(OF) und sein F-ra,.
tionales, singuläres, halbeinfaches Element aus M. Die Gruppe M sei darüberhinaus der kleinste
Standardlevifaktor von G, der s enthält. Im folgenden schreiben wir wieder vereinfachend H
für die F -rationalen Punkte einer über F definierten algebraischen Gruppe H. Ist L einer der
Standardlevifaktoren von G, der M enthält, dann soll im folgenden das Orbitalintegral

h(f)(~) = r r I(m-l sm.n) ddmhdn
lNL lL.\L

berechnet werden. Dabei seien die Maße wie in Kapitel 12 und 16 beschrieben und I sei der als
die charakteristische Funktion des Doppelkosets

ro
(18.2) K .diag(1r"l, 1f"',1r"O-"l, 1f"o-"'). K mit 0 ~ 2" ~ rl ~ r2 ~ ro.

gegebene Heckeoperator h(ro, rl, r2) auf G. Werden Referenzen auf Kapitel 17 gemacht, gelte
zusätzlich I = T(a) mit a in OF.
Das Integral differiert von (17.2.1) um den bereits in Kapitel 17 bestimmten, von Null verschiedenen
Faktor J6£(s). Ist L von A verschieden, setzen wir weiter voraus, daß s ein F~lliptisches Element
in L ist, der Zentralisator in L von s also einen modulo dem Zentrum von L anisotropen, über F
definierten, ma.ximalen Torus in L enthält. Wegen der Beschreibung von CL(S) in (2.2) ist dies
äquivalent dazu, daß s in einem modulo dem Zentrum von L anisotropen, über F qefinierten,
maximalen Torus von L enthalten ist. Wir diskutieren im folgenden wieder die Fälle, in denen s
aus A, L(a) und L(ß) ist. Sei zunächst

I8A S singulär im maximalzerfallenden Torus A = T.pli'

Sei s = diag(a, b, ca-I, eb-l) = diag(1, C1-I) mit a, b, e in F •. Wir diskutieren die Möglichkeiten
von a, b, e. Wie in (2.7) bemerkt ist sgenlW dann regulär, wenn a, b, ca-I, eb-l paarweise
verschieden sind. Folglich ist s genau dann singulär, wenn mindestens zwei dieser Elemente gleich
sind. Sind drei dieser Elemente gleich, dann liegt s bereits im Zentrum von G. Deshalb ist
{a, b, ca-I, eb-l} mindestens zweielementig genau dann, wenn s singulär ist und nicht im Zentrum
von G liegt. Wir sagen in diesem Fall s sei vom Typ (k, l) mit 1 ~ k < l ~ 4, wenn die k-te und
die i-te Koordinate von s gleich sind. Es fokgt dann

(18.3) Bemerkung: Ei. ßngulciru Element s = diag(a, h, ca-I, eh-I) liegt entweder im Zen-
trum 110nGSp( 4) oder zwei .•einer Eintrcige sind gleich unG {a, b, ca-I, eh-I} ist mindesteu zwei"
elementig. In diuem Fall gilt für. genau eine der lolgenden Aussagen
(1) s ist vom 1YP(1,2). Die. ist genau dann der Fall, wenn a = hund c:l: a2 sinG.
(2) s ist 110m 1YP (1,4). Die.• ist genau dann der Fall, wenn s(a3)(s) = diag(a, eh-I, ca-I, b)

vom Typ (1,2) ist, auo c = ab und e :f. a2, e:f. b2 gelten.
(3) s ist 110m Typ (2,3). Die. ist genau dann der Fall, wenn s(a2)(s) = diag(ca-l, h, a, eb-l)

vom Typ (1,2) ist, a180 c = ab und e :f. a2, e:f. b2 geiten.
(4) s ist 110m Typ (1,3). Dies i.•t gen au dann der Fall, wenn c = a2, e:l: b2 und a:f. h geiten.
(5) s ist vom Typ (2,4). Dies ist genau dann der Fall, wenn s(at}(s) = diag(b, a, eb-l, ca-I)

vom Typ (1,3) ist, a180 C = h2, e:l: a2 und a:l: b gelten.
(6) s ist vom Typ (1,3) und (2,4). Dies Ist zu a = -b und c = a2 äquivalent.

In einem nächsten Schritt wollen wir die Zentralisatoren dieser Elemente s in G berechnen...
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( aX ca -1Y ) ( X Y) (7 0) ( 7 0) (X
aZ ca-lW' = Z W 0 er-I = 0 er-I Z

,

Wegen der Darstellung der Spiegelungen s(a,) als innere Automorphismen von G in (1.24) reicht
es, die Zentralisatoren in G eines Elementes vom Typ (1,2) und eines Elementes vom Typ (1,3) zu
berechnen. Sei zunächst svom Typ (1,2). Indem man die Gleichungen

Y) (ax aY)W = ca-1Z ca-lW

(

aXl bX2
aXa bX4
aZl bZ2
aZ3 bZ4

löst, folgt ca-ly = aY und ca-lZ = aZ. Nach Voraussetzung sind a und ca-l verschieden.
ist Y = Z = O. Weiter folgt somit W = d1X-l für d in F*.
Sei daher s = diag( a, b, a, a 2b- 1). Der Ansatz sX = X s liefert hier

aYl a2b-1Y2) (aXl aX2 aYl
aY3 a2b-lY4 bX3 bX4 bY3
aWl a2b-lw2 = aZl aZ2 aWl
aW3 a2b-l~4 a2b-l Z3 a2b-l Z4 a2b-lw3

Daher

Wegen a ::/=b sind so Z2, Y2, X3, YS, z~, W2, Za, W3 Null. Für a::/= -b, also a2b-l ::/=b, sind zusä.tzlich
Y4 und Z4 Null. Für a = -b sind sie beliebig.
Zu berechnen bleiben daher die Bilder unter den jeweiligen Spiegelungen s(a,) dieser beiden Ma-
trizengruppen. Dazu rechnen wir

s(at} (~m)= Int (~ 0 ~ 001) (~m)= (m:) .
OzOw 1 0 OzOw OcOd

Wir erhalten somit zusammenfassend das folgende Lemma wegen

I (~ ~) -1 = XW ~ yz C~y' ~z).
(18.4) Lemma: Für ein Element s = diag(a, b, ca-I, cb-1) au A(F) gelten folgende Aussagen
(1) Ist s vom Ty, (1,2), dann besteht der ZentfYJ/isator in G von s aus allen Matrizen der Form

diag(A,c'A-1) mitA in GL(2,F) und c in F*, i8t aUo mit dem LevifaJr:tDrL(a) identisch .•
Insbesondere gelten somit CL(a)(S) = L(a) und CL(~)(S) = A.

(2) Ist s vom 7Y, (1,4), dann ist der ZentfYJ/isator in G von B du Bild unters(aa) von L(a),
besteht also au allen Matrizen der Form

(

z 0 0 Y)
• I -1 0 D-1Z _D-1y 0

s(as)(diag(A,cA ») = 0 -D-1z D-lw 0

zOO w
mit

c in F*, A = (~ . ~) in GL(2, F) und D = det A.

Insbesondere gelten CL(a)(S) = A und CL(~)(8) = A.
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(3) Ist s vom Typ (2,3), dann ist der Zentralisator in G von s das Bild unter S(02) von L(o),
besteht also aus allen Matrize,~der Form ..

mit

ein r, A = (~ ~) in GL(2,F) und D = detA.

Insbesondere gelten CL(a)(S) = A und CL(ß)(S) = A.
(4) Ist s vom Typ (1,3), dann ist

S(Ol) (L(ß») = { (~ ~ ~ ~ ) A = (: :) E GL(2, F), xe GL(I, ~)}
o 0 0 x-i det(A)

(5)
der Zentralisator von s in G. Insbesondere gelten CL(a)(s) = A und CL(ß)(S) = A.
Ist s vom Typ (2,4), dann ist der Zentralisator von s in G die Grnppe L(ß), besteht also aus
allen Matrizen der Form

(

a 0 b 0 )o x 0 0
c 0 d 0
o 0 0 x-i det A .

mit A= (: ~) EGL(2,F), xEGL(l,F).

Insbesondere gelten CL(a)(S) = A und CL(ß)(S) = L(ß).
(6) Ist s vom Typ (1,3) und (2,4), dann ist der Zentrali,ator von s in G die Grnppe H, besteht

also aus allen Matrizen der Form

(

a 0 b 0)o x 0 y
[A, B] = c 0 d 0

o z 0 w

. (a b) (x Y)mit A = cd' B = z w und detA = detB:I= O.

Insbesondere gelten CL(a)(S) = A und CL(ß)(s) = L(ß).

Wir beginnen jetzt die Integrale 1£(/)(s) zu berechnen. Sei zunächst daran erinnert, daß A(/)
nach (17.5) die Menge aller Matrizen A a.us GL(2,F) bezeichnet, so daß

(A B)'
. 0 c'A-1

für c in F. und B in M(2,F) im Doppelkoset r1({1}) liegt. In (15.13) hatten wir die Dop-
pelnebenklassen h2(e,d) = GL(2,OF)diag(~C, lI'd)GL(2,OF) mit c ~ d bestimmt, die in A(/)
auftreten, die also einen nichtleeren Schnitt mit AU) haben. Nach (15.14) treten in A(T(1I'.» mit
T(1I') dem Heckeoperator h(l, 1,1) genau die Doppelnebenklassen zu (0,0), (0,1) und (1,1) a.uf.
Darüberhinaus hat c in jeder Matrix wie oben die Ordnung Eins. Wir diskutierenzunäehst den
Fall eines zentralen Elementes s. Dazu bemerken wir, daß das Integral IA(/)(s) in (17.8) berechnet
wurde. Die Integrale 1£(a)(/)(s) und IL(ß)(/)(s) wurden in (17.6) sowie im wesentlichen in (17.7)
und (17.8) berechnet. Genauer gilt der

..
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(18.5) Satz: Sei s = aE. ein F-rationales Element au dem Zentrum von G = GSp(4). Für
jeden Standardlevifalr:tor L von G verschwindet das Integral

!L(f)(s) = r f(sn)dnJNL
nur dann nicht, wenn lalF = JI~(f)IF ist. In diesem Fall sei I die Menge aller der Elemente
~(i) = diag( 7l"i,a27l"-i) mit 0 ~ i ~ ord a, für die GL(2, 0 F) .e( i).G L(2, 0 F) in A(f) auftritt. Dann
gelten

(f)( ) - _1_ I (f)( ) _ II n {e(ord anl + II - {e(ord anl. vol(U(F»
h(a) s - lal~ ' A S - lal~

1 ( ~ 1 IIn{e(orda)l)
h({j)(f)(s) = lal~ vol(U(F»). L..,,~el-WordG)} lIelloo+ lalF .

Dabei ist lIellooder erste Elementar1eiler von (. Schließlich verschVlindet Io(f)(s) nur dann nicht,
wenn e(orda) in I liegt, also a.GL(2,OF) in A(f) auftritt. In diesem Fall ist Ia(f)(s) = 1.

Wegen la(f)(s) = f(s) ist die letzte Aussage des Satzes klar. Nach (17.6) ist weiter
fN(a)f(sn)dn = V(orda,orda) = q30rdG = la-ll~. Zu berechnen bleibt daher h(ll)(f)(s). Nach
der Definition des Maßes auf N (ß) in (16.17) gilt jetzt aber wie in 170

h(IJ)(f)(s) = .r f(sn)dn =L Vo(e) r h(e)(diag(G, G).n)dftJN(IJ) (J N(2)

mit N(2) der Gruppe der uni potenten oberen DreieckamatriJen in GL(2, F) und h(e) der
charakteristischen Funktion von e. Die Summe läuft dabei über alle Repräsentanten e
für GL(2,OF)\GL(2,F)jGL(2,OF) im maximalzerfallenden Torua A, von GL(2), für die
GL(2, OF ).e.GL(2, OF) in A(F) auftritt. Nach (14.5) ist für e = diag(r,~) mit c ~ cl

{

I IGIJ.= Idetel" cl = Ord41 h(e)(diag(G, G).n)dft = voIU(F). qd-ord& IGIJ.=. Idetel" cl> ordG
N(2) 0 sonsi.

Der Exponent r-ord in (14.5) ist nämlich in unserer Situation gerade d-ord G. Wie im Argument
zu (17.8) folgt weiter, daß man tatsächlich nur über die Elemente in I zu summieren hat. Wegen
Vo(i, 20rda - i) = q2(i+2ordG)= q4ordGq2i nach (17.7) ist daher

h(IJ)(f)(.) =L I 14 1~(,)1I2 r h(e)(diac(G,G).n)clft.
(EI a F' • 00 JN(')

In der Notation von (17.8) ist in unserer Situation m = ord G. Für i < ord G ist 20rd G- i > ord G.
Weiter ist q4 = q(c+~-c = lIelloo. Idete-11. Für jedes Element e(i) ist Ideie(i)1 = IGI2. Setlt
man diese Werte in du Integral oben ein, erhält man die Formel für IL(~)(f)(.) des Satzes. Das
beendet den Beweis. läordp(f) ungerade, gilt 1~(f)1 1: lai' für jed. Element CI aus F. Somit
erhalten wir du"

(18.6) Korollut Ilt. au dem Zentrum vo. GSp(4)(F), da•• ver.clawitule~ du Integral
fNL h(ro, 1'1, r2)(m)dn fir jetlef& StGndardletlifllktor L tlOf&GSp(4), we.s ro uf&,enade ist. Ins-
besondere gilt

r T(",)(.n)dft = 0JNL
für jeden StandGrdletlifaktor L von GSp(4) und T(",) dem HecieopenatQr h(1,1,1).

Sei daher jetzt. ein singuläres Element aus'A(F), das nicht aus dem Zentrum von G ist. Wie oben
bemerkt, wurde IA,(I)(.) bereits in (17.8) berechnet. Wir diskutieren im folgenden sukzessive die
Integrale h(a)(f)(.), h(~)(f)(.) und la(f'J(s).
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Notwendig dafür, daß h(a)(J)(s) nicht verschwindet, ist dann wieder ro = ord (jJ(f» = ord c. Dies
sei im folgenden vorausgesetzt. ~ü~ .svom Typ (1,2) ist CL(a)(S) = L(o). Nach (17.6) gilt somit

h(a)(J)(s) = r f(sn)dn = V(ord a, ord a) = ~,
iN(a) lalF

wenn (orda,orda) in A(J) auftritt. Ist s nicht vom Typ (1,2), erhält man

h(a)(J)(s) = r j f(m-1 sm.n) ddmhdn
iN(a) A\L(a)

= Idet(1- AdsILieN(o»I' O~(f) = Idet(1- AdslLi~ N(o»)1 r f(sn)dn
Idet(1-AdsIL1eNA)1 iN... '

indem man (12.16) zweimal anwendet. Nach (17.3) ist jetzt weiter

Idet(1-AdsILieN(0»1_ 11-~1'11-71'11-~1 _ Ibl

Idet(1-AdsILieNA)1 -11- ::11.11_ b:I.11_ II
c
bl'11- ~I- Ib-al'

Da a und b nach Voraussetzung verschieden sind, ist der Quotient wohldefiniert. Das Integral
IN .•.f(sn)dn wurde in (17.8) berechnet. Zusammenfassend gilt also der

(18.7) Satz: Sei s = diag(a,b,ca-1,cb-1) ein singuläres Element aus A(F), das nicht im Zen-
trum von GSp(4) liegt. Notwendig dafür, daß das Integral 1£(a)(J)(s) nicht verschwindet, ist
IjJ(J)IF = IclF = IjJ(s)lp. In diesem Fall gelten folgende Aussagen
Für s vom Typ (1,2) verschwindet IL(a)(J)(s) gen au dann nicht, wenn a. GL(2,Op) in A(J)
auftritt. In diesem Fall ist

1£(a)(J)(s) = r f(sn)dn = -I 113 .
iN(a) a p

Ist s nicht vom Typ (1,2), sind also a und b verschieden, seien m = min{orda, ordb}, T =
ord a + ord b und I die Menge aller der nichtnegativen ganzen Zahlen i ~ [T /2), für die das
Doppe/koset GL(2,Op).diag(~,?rT-i).GL(2,Op) in AU) auftritt. Dann gilt

I (J)() _ 11n {m}1 + 11 - {m}l' volU(F)
L(a) S - la - blp . lai}

(18.8) Korollar: Sei s = diag(a, b, ca-1, cb-1) ein singultiru Element aus A(F), das nicht
im Zentrom von GSp(4) liegt Genau dann verschwindet h(a)(T(?r»(s) nicht, wenn es ein Ele-
ment w der Weylgruppe W(GSp(4), A) gibt, für das wes) vom Typ (1,2) ist, sowie ordjJ(s) =
ordc = ordjJ(T(?r» = 1 und (min{orda,ordb},max{orda,ordb}) E {(O,0), (0,1), (1, I)} gelten.
In diesem Fall ist 1

h(a) (T(?r» (8) = lai} . max{lalp, Iblp} .

Sei nämlich s zunächet vom Typ (1,2). Notwendig dafür, daß das Integral in diesem Fall nicht
verschwindet, ist dann orda = ° oder orda = 1. Nach (18.3) ist c i: a2, so daß ordc = 1
erfüllt werden kann. In diesem Fall ist h(a)(T(?r»(s) = la-113 = la-21 max{lal, Ibl}wegen a = b.
Für 8 vom Typ (1,3) oder (2,4) gilt c = a2 und c = b2 respektive, so daß ord e stets von 1
verschieden ist. Ist S vom Typ (1,4) oder (2,3), ist c = ab. Nach (17.9) verschwindet das Integral
nur für (m,M) = (0,0), (0,1), (1,1), (0,2) nicht. Wegen orde = m + M ist orde = 1 nur
für (m, M) = (0,1) möglich. Indem man (17.9) in die Formel des Satzes einsetzt, erhält man
1£(a)(T(?r»)(s) = la-21 mu{lal, Ibl}. Beachtet man (1.24) folgt, daß s genau dann vom Typ (1,2),
(1,4) oder (2,3) ist, wenn wes) für ein Element w der Weylgruppe vom Typ (1,2) ist. Das beendet
den Beweis des Korollars.
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Wir berechnen jetzt die Integrale hUJ)(f)(s). Notwendig daftir, daß h(ß)(f)(s) nicht verschwindet,
ist ro = ordJJ(f) = ordc. Dies sei im folgenden vorausgesetzt. Für 8 vom Typ (1,3) oder (2,4) ist
CL(ß)(S) = L(ß). Nach dem Argument zu (17.26) gilt

h{/J)(f)(s) = f f(sn)dn = I: Vo(c, d) f h(c, d)(diag(a, b).n)dn.1N(P) e~d 1N(2)
Nach (14.5) ist

f h(c, d)(diag(a, b).n)dn
lN(2)

{

qd-ord. ord a + ordb = c + d, d = ma.x{ord a, ord b}
= qd-ord .volU (F) ord a + ord b = c + d, d > ma.x{ord a, ord b}

o sonst.
Wir setzen m = min{orda,ordb}, M = max{orda, ord b}, T = m + M und fassen in der
Menge I alle nichtneJativen ganzen Zahlen i ~ [T /2] zusammen, fUr die die DOP8elnebenkiasse
GL(2,OF).diag(1ri,1r -i).GL(2,O~ in A(f) auftritt. Nach (17.7) ist Vo(c,d)= q2 2c+d). Der Ex-
ponent von q in VO(i,T_i)q(T-i)-o • ist somit 2(2i+(T-i»+«T-i)-ord b) = 2T+2i-ord b=
20rd a + ord 6 + 2i. Folglich ist

1 (IIn{m}l " 1)
h(ß)(f)(s) = 161F .Ial~ lIe(m)lI~+ volU(F). L."iEl-{m} lIe(i)lI~

mit e(i) = diag(~i, 'lI'T-i). Sei daher s nicht vom Typ (1,3) oder (2,4). Dann ist CL(ß)(S) = A und

h(ß)(f)(s) = f f l(m-1sm.n) ':;;: dn.1N(ß) lA\L(ß)

Indem man (12.16) zweimal anwendet, gilt hier
• G Idet(l- AdslLie N(ß»\ r

h(lJ)(f)(.) = Idet(1- Ad.\LleN(,8»I. 0, (f) = Idet(l- AdsiLieNA)1 lNA f(sn)dn.

Nach (17.3) ist

Idet(l- Ad'ILieN(ß))I _ 11- ~1.11- ~1'11- ~I _ Icl

Idet(l-AdsILieNA)1 -11-~1'11- a:I.11_ a:I.ll_ b:I-1c-6
2
1"

Ist • vom Typ (1,2) gilt c 1: a2 = 62. Ist. vom Typ (2,3), gilt c 1: 62. Für s vom Typ (1,4)
ist c = ab und e =/; a2• Aus 1J2 = c folgt dann aber a = 6, so daß s im Zentrum von G liegt.
Indem man die Formel für fNA f(sn)dn aus (17.8) einsetzt, erhält man somit wegen lelF = IJJ(f)IF
zusammenf888eDd den

(18.9) Sat.: Sei. = diac(G, 6,ca-I, cb-1) ei" li"gultifU Element aus A(F), du nie/at im Zefl-
trum vos GSp(4) liep. Se.,,, ",eiter m = min{orda,ordb}, T = orda + ordb und I die Menge
aller wElemnf.~(I) = diag(ni, .,r-i) mit 0~ i ~(T/2J, für die GL(2,OF).~(i).GL(2,OF) in
A(f) a./Crilto Nmentlit dafir, daß hiß)(f)(.) "ie/at ver,eh""adct, ist I}JU)I,. = lelp = 1}J(s)lp.
In diesem FiliI gchnfolgend. A ••• agen
Für 11 vom 7jp (I, 3) oder (2,4) ist

1 (IIn {e(mHI 1 )
h(#)(f)(,) = Iblp . lai). lIe(m)lI~ + vol(U(F») . LiE1-Wm)} 1I~(i)lI~

Für, vom 1YP (1,2), (1,4) oder (2,3) ist

h(ß)(J)(.) = I}J(.)_ ~~!r:lp .Iabl, (11n {e(m)} I+ vol(U(F» .11 - {e(m)}l) .
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(18.10) Korollar: Sei s = diag(a,b,ca-1,cb-l) ein singuläres Element aus A(F), das nicht im
Zentrum von GSp(4) liegt. Nur dann verschwindet h(ß)(T(lI'»(s) nicht, wenn es ein Element w
aus der Weylgruppe W(GSp(4), A) gibt, für das w(s) vom Typ (1,2) ist, und wenn ordJ.'(T(lI'» =
ord c = ord J.'(s) = 1 gilt. In diesem Fall hat h(ß) (T( 11'»)( s) den Wert

( )( ) 1J.'(T(lI'»)IF
h(ß) T(lI') s. = 1J.'(s) _ b21F .lalF ' lablF '

wenn (min{orda,ordb}, ma.x{orda,ordb}) E {(O,O), (0,1), (1, I)} ist, und verschwindet sonst.

Die erste Aussage folgt daraus, daß J.'(s) für s vom Typ (1,3) oder (2,4) nach (18.3) 'ein Quadrat
ist und somit stets ordJ.'(s) =F 1 gilt. Ist s vom Typ (1,4) oder (2,3), dann ist c = J.'(s) = ab, so
daß ord c = ord a + ord b = M + m = T gilt. Die einzig möglichen Werte für (m, M), an denen
das Integral nach dem Argument zu (17.9) nicht verschwindet, sind (0,0), (0,1), (1,1), (0,2). Nur
für (m, M) == (0,1) ist aber ord c == 1. Ist s vom Typ (1,2), verschwindet das Integral genau für
m == M in {O,I} nicht. Die letzte Aussage folgt jetzt wegen I == {O}== m aus der zweiten Formel
von Satz (18.9).

Zu berechnen bleiben daher jetzt die Integrale la (f)(s). Elemente s vom Typ (1,4) oder (2,3)
werden wie in (18.3) bemerkt durch einen inneren Automorphismus von G(F) zu Elementen vom
Typ (1,2) transformiert. Genauso wird ein Element vom Typ (2,4) durch einen inneren Automor-
phismus von G(F) zu einem Element vom Typ (1,3). Daher reicht es la(f)(s) für s vom Typ (1,2)
und für s vom Typ (1,3) zu berechnen. Sei zunächst

.I s vom Typ (1,2). I
In diesem Fall ist L(Q) der Zentralisator von s = diag(a, a, ca-l, ca-l) in G. Folglich gilt

la(J)(s) = l(a)\a I(g-lsg) :~ == 1det(1 - Ad~ILieN(Q»I i{a) I(sn)dn

nach (12.16). Wegen a = b ist nach (17.3)

Idet(l- AdsILieN(Q»1 = 11 - ac
2

1'11_ ac
2
1.ll_ ac

2
1 == 11- ac

2
1
3
.

Wenn das Paar (orda,orda) in A(f) auftritt, ist nach (17.6) weiterhin fN{a)/(sn)dn =
V (ord a, ord a) = la-li}. Zusammenfassend haben wir folglich gezeigt

(18.11) Satz: Sei s = diag(a, a, ca-l, ca-l) ein singuläres Element vom Typ (1,2) aus A(F),
das nicht im Zentrum von G = GSp(4) liegt. Genau dann verschwindet la(f)(s) mit I dem Hecke-
operator h(ro,rl,r2) nicht, wenn 1J.'(s)IF = lelF = IJ.'(J)IF ist und das Doppelkoset a. GL(2,OF)
in A(f) auftritt. In diesem Fall giltr -1 d9. I/J(J)I}

la(J)(s) = lL(a)\a I(g sg) dm == I/J(s) - a21} . lai} .

(18.12) Korollar: Seien s = diag(a, a, ca-1, ca-I) ein singuläres Element vom Typ (1,2) aus
A(F), du nicht im Zentrum von G = GSp(4) liegt, und T(lI') der Heckeoperator h(l, 1, 1). Genau
dann verschwindet Ia(T(1r»(s) nicht, wenn ordJ.'(s) = orde = ordJ.'(T(lI'» = 1 und orda E {O, 1}
gelten. In diesem Fall ist

r -1 dg ( )l-20rdClI3 {1J.'(T(1l'»)13 orda==O
la(T(1r»(s) = lL{a)\G T(r)(g sg) dm = IJ.'T(r) F = 1J.'(T(1l'))IF3 orda = 1.

Für orda = 0 ist nämlich le - a21 = la21 == 1. Für orda = 1 ist le - a21 = lei = 1J.'(T(1l'»I. Damit
ist aber 1J.'(T(1r))l31/J(s) - a21-3Ial-3 == la-113 = 1J.'(T(1l'))I-3. Sei daher jetzt

I s vom Typ (1,3). I
Nach der Kasuistik in (18.3) ist in diesem Fall J.'(s) ein Quadrat. Nur wenn ordJ.'(f) = ro gerade
ist, verschwindet somit la(f)(s) in diesem Fall nicht. Folglich können wir zunächst festhalten

.-
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(18.13) Satz: Ist s ein singuläres Element aus A(F) vom Typ (1, 3), dann verschwindet IG(f)(s)
für jeden Heckeoperator f = h( ro, rl, r2) mit ord J.l(f) = ro einer ungeraden ganzen Zahl. Insbeson-
dere verschwindet in diesem Fall das Integral IG(T( 1I'»(s) für den Heckeoperator T( 11') = h(l, 1, 1).

und det A = det B :1= o.. (a b) (z y)mIt A = cd' B = z w

(18.14) Berechnung von Repräsentanten für H\GI K: In einem nächsten Schritt wollen wir
Repräsentanten von G, \GI K berechnen, wenn s = diag(a, -a, a, -al ist. Nach (18.4) ist G, = H.
Wir schreiben ein typisches Element von H(F) als

(

a 0 b 0)o z 0 Y
[A, B] = c 0 d 0

o z 0 w

mit c, d in F. Genau für c = d ist eine Matrix dieser Form aus GSp(4). Wir untersuchen, ob sich
Matrizen dieser Form durch Rechtsmultiplikation mit unipotenten oberen Dreiewmatrizen weiter
vereinfachen lassen. Dazu notieren wir allgemein

(~CA~1)(~2 :2)=(~ AC~~lB) und (~~.)(: :)=(a~zb b~zd).

Diese beiden Formeln zeigen zunächst, daß nur mit Matrizen von Rechts multipliziert werden
kann, in denen. d = 0 und a = -zb ist. Sind a, b, d aus 0 F, gibt dies die Bedingung
ord b ~. maxi 0, -ord z}. Durch RechtsmultiplikatioD mit einer geeigneten unipotenten oberen
Dreiecksmamx aus K können wir folglich erreichen, daß in c nur r-Potenzen strikt niedrigerer
Ordnung als max{O, -ord z} auftreten. Im Spezialfall c = 0 können wir darüberhinaua auf die
gleiche Weise erreichen, daß entweder z = 0 oder ord z < 0 gilt. Als ein erstes Resultat können wir
somit festhalten

\

I

W j
I

~ ~)1 0
-z 1

(

1 z
o 1
o 0o 0

Nur solche Matrizen [A, B] mit c = z = 0 erhalten bei Linksmultiplikation die standardmäBigen
Repräsentanten von GI K. Genauer gilt in diesem Fall

(
a 0 b 0) (Z Y !. m) (az ay ai + bz-1 am)o a/ 0 b' 0 w k s _ 0 a/w alk - b/Y(ZW)-l a/s + b'w-1
o 0 d O' 0 0 z-l 0 - 0 0 dz-1 0
o 0 0 d' 0 0 -Y(ZW)-l w-1 0 0 -d/y(zw)-l d/w-1

mit ad = a'd/, also d' = ad(a/)-I. Sukzessive kann man die Einträge al + bz-1 und a/s + b/w-1

zu Null machen. Hierfür seien zunächst a :1= 0 und b so gewählt, daß al + bz-1 = 0 ist. Seien
weiter a/ :1= 0 und b' so gewählt, daß a/s + b/w-1 = 0 ist. Die Elemente d, d' seien so gewählt, daß
ad = a/d' gilt. Wir erhalten Matrizen der Form

(

z y 0 m )o w k 0
o 0 Z-1 O'
o 0 -Y(ZW)-1 w-1

Wir wählen a = Z-l und a/ = w-1. Seien weiter b = b' = 0 und d = z. Dann ist d' = (a/)-lad = w.
Wir erhalten Elemente der Form

(18.14.1) Jede. Doppelkoset in H(F)\G(F)I K enthält eine Matri%

g( a, b) =. (i r ~ ~)
o 0 -0 1

au G(F) = GSp(4,F). Dabei gelten entweder b = 0 und entweder a = 0 oder
'ordFo< 0 oder aberordFb < max{O,-ordFo}.

8
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Wir untersuchen, ob wir g(a, b) weiter vereinfa.chen können, insbesondere, ob a und b in der Form
71's mit S in Z U {oo} gewählt werd.en können. Sei dazu explizit G = GSp( V, B) und tra.ge V die
symplektische Basis (ei, 11, e2, 12). Sei A = OFel $OF 11$ OFe, $ OF 12 das korrespondierende
Standardgitter, so daß K = GSp( 4)( 0 F) der Stabilisator von A in GSp( 4, F) ist. Genau dann lie-
gen g(a, b) und g(Ot, ß) in dem gleichen Doppelkoset von H(F)\G(F)/ K, wenn [Xl, X2].g(a, b)A =
g(Ot, ß)A für [Xl, X2] aus H(F) gilt, oder dazu äquivalent g-I(Ot, ß).[X I, X2].g(a, b) in K liegt. Wir
berechnen zuerst diese bei den Matrizenausdrücke. Zunächst ist

g-l(Ot,ß). [Xl,X2]. g(a,b) = g-l(Ot,ß) (~: ~ :, ~) g(a,b)

o Z2 0 102

(~ -t !ß -:) (~1a:,l bx, ~ ay, b:,l)
(18.14.2) = 0 0 lOb

Zl aZl 101 Zl° 0 Ot 1 0 Z, bZ2 - a1O, 102

(

- Xl aXl - OtX2 - ßZ2 Yl - OtbZ2 + Otat12- ßbz2 + ßa102
-ßZI X2 - aßZl bx, - ay, ..,. ß10l=

Zl aZl 101

Otz1 z2 + aOtzl Ot101+ bz, - a102
Weiter erhalten wir

(18.14.3) (~:::: 6•• ?.•. ~:) A=[X1,X2]'g(a,b)A= (H ~i
1

)A.

o Z2 bz, - a1O, 102 0 0 -Ot

Die Determinante einer Matrix aus GSp( 4) ist bis auf das Vorzeichen das Quadrat ihres Ähnlich-
keitsfaktors. Folglich liegt (18.14.2) genau dann in K, wenn alle ihre Einträge ganz sind und der
Ähnlichkeitsfaktor

(1) JJ = det (Xl Yl) = det (Z2 y,)
zl 101 Z2 102

aus U(F) ist. Wir erhalten speziell die Ganzheitsbedingungen

(2) ordFz1, ordFzl, ordF1Ol 2:: O.
Indem wir die Bilder unter der zu (el,l1,e2,h) dualen Basis des Gitters in (18.14.3) betrachten,
erhalten wir die Ordnungsbedingungen
(3) min{ord Z1l ord (az1), ord Yl, ord (bzt}} = min{O, ord Ot, ord ß},
(4) min{ordz2, ord (b:l:2 - aY2),ordY2} = min{O, ordß},
(5) min{ordzl, ord(azl), ord101l ord(bzt}} = 0;
(6) min{ordz2, ord(bz2 - (102), ord102} =min{O,ordOt}.
Wir zeigen zunächst, daß man g(a, b) wie oben beschrieben weiter vereinfachen kann. Dazu seien
Ot = ua und ß = 16 für Einheiten u und '1 a.us U(F). Seien ZI = Z2 = 0, so daß sich (18.14.2) zu

(

Zl aZl - OtZ2 Yl - Otb2 + OtCl1I2+ ßCl102 bZI - OtY2 - ß102 )
0:1:2 bZ2 - aY2 - ß10l Y,
o 0 101 0
o 0 Ot1Ol- Cl102 102

vereinfacht. Wir setzen weiter Xl = u'1, 101 = 1, X2 = 1, 102 = u. Dann gelten aZl - OtX2 = 0,
Ot1Ol- a102 = 0, 111 - Otbz2 + Ota1I2+ ßa102 = Yl - Otß +OtClY2 + ßOt = Yl + Otay" bZ2 - aY2 - ß10l =
ß-aY2 -ß = -aY2 und bz1-OtY2.-ß102 = ßu-Ot1I2 -ßu = -<:rY2. Folglich geht (18.14.2) über in

(18144) . n f ~~f"-rl
9
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Wählt man 111und 112 aus OF, so daß a2Y2 ganz ist, liegt diese Matrix in M(4,OF)' Wir rechnen
det Xl = X1Wl = u-y und detX2 = X2W2 = u-y. Somit ist (18.14.4) bereits aus GSp(4)(OF). Wir
haben damit gezeigt

(18.14.5) Jedes Doppelkoset in H(F)\G(F)/ K enthält eine Matrix

(

1 11'4

4 b 0 1
g(lI' ,11' ) = 0 0

o 0

(18.14.6)

(18.14.8)

mit a, baus Z U {oo}. Dabei gelten entweder b = 00 und entweder a = 00 oder a < 0
oder aber b < max{O, -al.

Wir behaupten in einem nächsten Schritt, daß wir auf die Repräsentanten mit b = 00 und a < 0
verzichten können. Dazu seien a = lI'n und ß = lI'n mit n < O. Wir behaupten, daß eine Matrix
[Xl,X,] aus H(F) existiert, rur die g-1(0,ß)[XlIX2]g(a,O) in GSp(4)(OF) liegt. Die Matrix
(18.14.2) hat in unserer Situation wegen a = ß die Gestalt

(

Xl aXl - ~Z, Y1 + a'w, -aW2)
-aZ1 X2 - a Zl -aY2 - aW1 112
Zl aZ1 w1 O'° Q -a~ ~

Wir setzen %1 = a-1, Z, = 0, W, = a-1, Xl = a-1, x, = a. Dann hat die erste Spalte und die letzte
Zeile nur ganzzahlige Einträge. Weiter ist aXl - a%, = 1. Für 111= -a gilt Y1+ a'w2 = Y1+a = 0.
Deshalb hat auch die erste Zeile nur ganzzahlige Einträge. Es gilt x, - a' Zl = a - a = 0. Für
Y2 = ° und Wl = ° hat die zweite und dritte Zeile nur ganze Einträge. Wir rechnen Xl Wl - Yl %1 =
a-1.0 - (-a).a-1 = 1 und x,w, - Y2Z, = a.a-l - 0.0 = 1. Daher liegt die so konstruierte
Matrix [Xl, X,J in H(F). Ihr Ähnlich.keitsf'aktor 1 ist g&J1Sund stimmt bis auf das Vorzeichen mit
der Determinante von (18.14.6) überein. Die eben konstruierte Matrix (18.14.6) liegt mithin in
GSp(4)(OF)' Wir haben damit gezeigt

(18.14.1) Jedu Doppelkoset in H(F)\G(F)/ K enthält eine Matrix g(",4, ",0) mit a, b aus ZU{oo}
und entweder b = 00 = a oder b < max{O, -al.

In einem nächsten Schritt wollen wir dieses System weiter ausreduzieren. Wir behaupten, daß die
Elemente g( ",4 ,~) mit a = b = 00 oder a = 00, b < 0 ein Repräsentantensystem enthalten. Wir
setzen dafür a = 0 in (18.14.2) und erhalten die Matrix

(

Xl aX1 - ß%, 111- ßbz, + ßaw, bzt - ßw, )
-ßZt X, - aßZt bx, - aY2 - ßWt 112 - ßb%t
Zl aZ1 Wl bZt'
o z, bz, - aw, w,

Dabei sind 4, b, .{3reine ...-Potenzen und ord{3 < O. Wir behaupten genauer, daß es zu jedem
Parameterp&al' (ord 4, ord b) auBerhalb des oben angegebenen Bereiches eine Matrix [X 11X,J aus
H(F) gib~ für die (18.14.8) in GSp(4)(OF) liegi. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Ähnlich-
keitsf'aktor I' = ZtWt - 111%1= %,W, - Y2Z' von [Xl, X,] eine Einheit von 0, ist und alle Einträge
von (18.14.8) ganz sind.

(18.14.9) Sei ordb < 0 ~ orda. Wir setzen ß = 1>. Für %1 = Z, = 1>-1, Xl = W, = 0 sind die
erste Spalte und die vierte Zeile von (18.14.8) ganz. Wir analysieren die letzte Spalte. Wegen
Y2 - ßbz1 = 112 - b sei 112 = b. Wir analysieren die zweite Zeile. Hier ist %, - a{3z1 = %, - a ganz
für ord %, ~ O. Weiter ist b%, - aY2 - ßWt = bz, - ab - bWt. Wir setzen %, = a und Wt = b-1.
Für 111 = b ist 111 - 13hz, + f3aw, = 111 - I>= 0, 80 daß (18.14.8) nur ganzzahlige Einträge hat. Wir
rechnen %lWt - IIIZt = -1I1Zl = -b.b-l = -1 und x,w, - Y2Z, = -Y2Z' = -b.b-1 = -1. Die eben
konstruierte Matrix [Xli X,] ist also aus H(F) und ihr Ähnlichkeitsf'aktor JJ ist -1.
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(18.14.10) Sei orda < 0 ~ordb < -orda. Wir setzen ß = a. Für Zl = 0, Zl = z, = a-1 und
W2 = a-1 hat die erste Spalte und die letzte Zeile von (18.14.8) nur ganzzahlige Einträge. Wegen
bX1 -ßw, = -1 und Y2 -ßbz1 = Y2-b hat die letzte Spalte für Y2 = 0 nur ganzzahlige Einträge. Wir
analysieren die zweite Spalte. Hier ist aZ1 -ßZ2 = -1. Wegen x, - aßz1 = z, - a sei Z2 = a. Für
diese Werte ist bz, - a1/2- ßW1 = ba - aW1. Sei daher W1 = b. Wegen Y1 - ßbz, +ßaw2 = Y1 - b+a
sei Y1 = -a. Für diese Parameter werte hat (18.14.8) nur ganzzahlige Einträge. Wir rechnen
XlWI - Y1Z1 = 0 - (-a).a-1 = 1 und z,w, - y,z, = 0.a-1 - 0 = 1. Die eben konstruierte Matrix
[Xl, X,]' ist also aus H(F) und ihr Ähnlichkeitsfaktor JJ ist 1.
(18.14.11) Sei ord6 ~ orda < O. Wir setzen ß = 6. Für Z1 = 0, Z1 = Z, = 6-1, W, = 0
hat die erste Spalte und die letzte Zeile nur ganze Einträge. Wegen %2 - aßz1 = z2 - a hat die
zweite Spalte für .:1:2 = a nur ganze Einträge. Wegen Y' - ßbz1 = Y2 - b hat die letzte Spalte
für Y2 = b nur ganze Einträge. Wegen 6z, - ay, - ßWI = a6 - ab - ßW1 setzen wir W1 = O.
Wegen Y1 - ß6Z2 + ßaw2 = Y1 - b hat (18.14.8) für Y1 = b nur ganze Einträge. Wir rechnen
X1W1 - YIZI = 0 - 6.6-1 = -1 und .~2W, - 1/2Z2= 0 - 6.6-1 = -1. Die eben konstruierte Matrix
[Xl> X,] ist also aus H(F) und ihr Ahnlichkeitsfaktor JJ ist -1.
(18.14.12) Sei orda < ord 6 < O. Wir setzenß = a. Für ZI = 0, ZI = a-1, .I, = 0, W2 = _a-1
hat die erste Spalte und die letzte Zeile nur ganze Einträge. Wegen 1/2- ß6z1 = Y, - 6 hat die letzte
Spalte für 1/2= 6 nur ganze Einträge. Wegen X2 - aßzl = X2 - a hat die zweite Spalte für X2 = 0
nur ganze Einträge. Wegen b.:l:, - a1/2 - ßWI = 6a - ab - ßWI setzen wir Wl = O. Wir rechnen
YI-ß6z2+ßaw2 = YI-0+ßa( _ß-1) = Yl-a. Für Yl = a hat (18.14.8) nur ganze Einträge. Weiter
gelten X1Wl-YlZl = 0-a.a-1 = -1 und X2W,-Y2Z2 = a.(-a-1)-0 = -1. Die eben konstruierte
Matrix [X1,X2] ist also aus H(F) und ihr Ähnlichkeitsfaktor JJ ist -1. Zusammenfassend gilt
daher

(18.14.13)Jedes Doppe/koset von H(F)\G(F)/K enth.ält eine Matm g(1I'4,1I'b) mit a = 6 = 00

oder mit a = 00 und 6 < O.

Wir wollen zeigen, daß diese Matrizen tatsii.chlich ein Repräsentantensystem der Doppelkosetmenge
H(F)\G(F)/ K bilden. Für a = a = 0 berechnen wir hierzu die Ma~rix (18.14.2) als

(
Xl -ßz, Yl - ßb2 6z1 - ß.tJ12)

(18.14.14) -ßZI X2 6x, - ßWI 1/2 - ßbzl •
oll 0 Wl 6%1 .
o .12 hol, w,

Wir setzen im folgenden voraus, daß dieae Matrix in GSp(4)(Op) liegt. Im Fall ordb, ordß < 0
können wir aus Symmetriegrinden weiter ord b ~ ord ß annehmen.
(18.14.15) Seien ordb, ordß< O. Wir nehmen an sie seien verschieden, so daß ord6 > ordß gilt.
Dann sind wegen ordxl, ordx, ~ 0 die Relationen
(3') min{ordYl, ord(b2:1)} = ordß,
(4') min{ord(b2:,), ordY2} = ordß,
(5') min{ordzl, ordwl, ord(6zl)} = 0,
(6') min{ord .I" ord (6.1,), ord W2} = 0
notwendie. für. die Gleichheit in (18.14.3). Wegen ord (6z,) ~ ord b > ord ß folgt ord Yl = ord 112 =
ord ß aua (3') und (4'); Notwendig dafür, daß 112- ßbzl in 0p liegt, ist dann weiter ord 112=
ord(ßbzt}. aJ.eoordzl = -ordb. Nach (5') ist ordwl ~ O. Somit ist. ord(xlwl) ~ O. Wegen
ord(YlZl)= ordß-ordb < 0 folgt dann aber ordJJ = ord(zlwl- YlZt}= ord(Ylzt} < O. Dieser
Widerspruch zu ord JA = 0 zeigt ord b = ord ßund damit h = ß.
(18.14.16) Sei jetzt zusätzlich ß = 0 und gelte ord 6< O. Die Mat.rix (18.14.14) vereinfacht sich
dann weiter zur Matrix

I
I
I
I

(18.14.11)
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(

1 0 0 ')o 1 , 0
g(() = 0 0 1 0 .

o 0 0 1

(18.16.1)

Insbesondere gelten somit ord Xi, ord Zi 2: -ord b. Alle Elemente Yi und Wi sind aus 0 F. Folglich
hat jeder Summand XiWi und Yi Zi in JJ = XiWi - YiZi mindestens die Ordnung -ord b > O. Daher
ist JJ keine Einheit in 0F. Dieser Widerspruch zeigt abschließend den

(18.15) Satz: Die Doppelkosetmenge H(F)\GSp(4, F)/GSp(4, OF) besitzt als Repräsentanten-
system die Matrizen

Dabei ist entweder, = 0 oder es gilt, = 11"<1 für eine ganze Zahl a < O.

Nachdem wir Repräsentanten für H(F)\G(F)/ K bestimmt haben, wollen wir im folgenden dis-
kutieren, wann f(g-l(()sg((» nicht verschwindet und die Volumina voIH(H(F) n g(()Kg-1(,»
berechnen. Das Orbitalintegral IG(f)(s) = O?{/) können wir dann nach (12.12) berechnen. Wir
erinnern, daß s = diag(a,b,ca-1,cb-1) vom Typ (1,3) ist. Folglich ist c = a2. Für, = 0 oder
, = 7l'1\ mit n < 0 berechnen wir g-l(,) . s . g(() als

(
100 -') (a ) (100')' (ao 0 ,(a-Cb-

1

»)01-,0 b 01,0 _ Ob,(b-ca-1) 0
o 0 1 0 ca- 1 0 0 1 0 - 0 0 ca- 1 0 .
00 0 1 cb-1 0001 00 0 cb"'71

Nach Voraussetzung (18.2) korrespondiert f zu einem GSp(4)(OF)-Doppelkoset in M(4,OF)'
Genau dann verschwindet folglich 1(9-l(1)s9(1» nicht, wenn das Paar (orda, ordb) in A(f)
auftritt, 1(b - ca-i) und 1(a - eb-1) beide ganz sind sowie IJJ(f) I = lal2 = IJJ(s)1 gilt. In diesem
Fall sind a und b beide ganz. Weiter sind ,(b-ca-1) = ,a-1(ab-e) und ,(a-cb-1) = ,b-1(ab-c).
Diese beiden Elemente sind folglich genau im Fall

(18.16.2) ord F,2: max{ordFa, ordFb} - ordF(ab - c)

aus OF' Wie oben bemerkt ist c= a2. Daher ist ord(ab-c) =orda+ord(b-a). Nach (15.13)
ist ord a = ro/2 $ ord b $ ro = 20rd a notwendig darür, daß (ord a, erd b) in A{/) auftritt. Folglich
ist

(18.16.3)
maxi ord Fa, ord Fb} - erd F(ab - c)

( ) {
-ordF(b - a)

=ordFb- ordFa+ordF(b-a) = d b 2 dor F - or Fa

Zusammenfassend haben wir damit gezeigt

ord Fa = ord Fb
ord Fa < ord Fb.

i
. I" ,

!

(18.17) Lemma" Seien f der Heckeoperator h(ro, rl, r2) mit 0 $ ro/2 $ rl $ r2 $ ro und
s = diag(a, b, ea-i, eb-i) ein singuläres Element vom Typ (1,3) aus A(F). Gelte entweder, = 0
oder, = 11'" mit einer ganzen Zahl n < O. Genau dann verschwindet l(g-l(,) . s . 9(1») jür •

g(,) = (~2 ~J mit r = (~ ri)
nicht, wenn Ip(/)IF = 1#o'(s)IF= lall- ist, das Paar (ord Fa, ord Fb) in A(f) auftritt, damit insbe-
sondere ord Fa $ ord Fb $ 20rd Fa gilt, sowie die Ungleichung

ord F1 2: ord Fb - (ord Fa + ordF(a - b»

oder dazu äquivalent

erjüllt ist.
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(18.18) In einem nä.chsten Schritt wollen wir den Schnitt von H(F) mit g(-y)Kg-1(-y) bestimmen.
Dabei sei wieder entweder -y = 0 oder -y = 11"" mit n < O. Für -y = 0 besteht der Schnitt aus ganz
H(Ch). Sei daher -y = 11"" mit n < O. Wir rechnen allgemein

Explizit gelten dabei

Zu lösen ist daher das System

a2 + -yc" bl + -y(da - a2) - -y2C" b2 + -y(d" - ar) - -Y2Ca]
a" + -YC2 ba + -y(dl - a,,) - -y2C2 b" + -y(d2 - aa) - -y2CI

C2 dl - C2"Y d2 - CI-Y .

c" da - c"-y d" - Ca-Y

Wir analysieren zuerst die Einträge, die Null sein müssen. Zunä.chst sind C2 = Ca = 0 und ds = c,,-y,
d2 = cn. Wir erhalten so Cl = d2-y-l und c" = dar-I. Weiter ist a2 = --yc" = -ds. Analog gilt
aa = -d2. Die Bedingung 0 = b2 + r(d" - ar) - r2cs gibt a1 = d" + r-lb2 wegen Cs = Ö. Die
Bedingung 0 = bs + r(dl - a,,) - r2C2 gibt a" = d1 + r-lbs wegen C2= O. Weiter rechnen wir

b1+ r(da - a2) - r2c" = b1+ r(ds - (-da» - r2(1-lda) = 61+ 1ds,
6" + 1(d2 - a3) - -y2Cl = b" + -y(d2 - (-d2» -12(1-ld2) = 6" + 1d2.

Insbesondere erhalten wir

(18.18.1)

(18.18.2)

Die Determinantenbedingung 1'1 = 1'2 an die Elemente aus H(F) ist genau für dlb2 - d2bl =
bad" - b"ds erfüllt. Das eben definierte Element aus H(F) liegt in g(-y)K9-l(1) genau dann, wena
zusätzlich I' = 1'1 = 1'2 eine Einheit aus U(F) ist. Indem man zurückrechnet, also [Xl, X2] mit
9-1(1) konjugiert, erhält man explizit die Darstellung

(18.18.3)

Dabei sind bi und di aus 0 F die freien Parameter. Sie unterliegen nur den oben beschriebenen
Restriktionen I' = 1'1 = 1'2 und ord I' = O.Zusammenfassen erhalten wir somit das

..
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(18.19) Lemma: Gelte entweder, :: 0 oder, :: 'lI"n für eine ganze Zahl n < 0 und sei

g(,) :: (~2 ~2) mit r:: (~ 6)'
Der Schnitt von H(F) mit g(,) .GSp(4)(O F) . g-1(,) besteht für, :: 0 aus H(OF). Für,:: 'lI"n

mit n < 0 besteht er aus allen Matrizen

(

:r01 ~2 ~1 ~2)_ (d4 +6-1b2 d1 +~-1b3 b
1

+O,d
s

b4: 'd2)
Z1 0 W1 0 - ,-1d2 0 d1 0
o Z2 0 W2 0 ,-1 ds 0 d4

~it d1, d2, ds, d", b1, b2, b3, b4 aus OF, für die d1b2 - d2b1 :: d"bs - d3b" gilt und deren
Ahnlichkeitsfaktor

jJ = d1d" - d2ds + ,-1(d1b2 - d2bd = d1d" - d2ds + ,-1(d4bs - dsb4)

eine Einheit aus U (F) ist.

Wir wollen in einem nächsten Schritt die Voluminader eben berechneten Schnitte bestimmen. Um
das Haarsche Maß auf H zu beschreiben zeigen wir zuerst das wohlbekannte allgemeine

(18.20) Lemma: Seien A und B abgeschl08sene TeilgMJppen der lokalkompakten topologjschen
Gruppe G, so daß A x B abzählbar im Unendlichen und An B kompakt ist. Die Menge AB =
{ab: a in A, b in B} sei offen in G und ihr Komplement in G habe Maß Null bezüglich eine8
linksinvarianten Haar8chen Maßes jJG auf G. Seien /JA und jJB linuinvariante Haarsehe Maße
auf A und B respektive. Dann kann das Maß jJG so gewählt werden, daß

L f(g)djJG(g) = LXB /(a6) (6~i~~~b) djJA(a) djJB(6)

für alle integrier6aren Abbildungen / auf G gilt.

(18.21) Wir bemerken, daß dabei 6H für jede topologische Gruppe H der für alle a in H durch
IH /(:r:a)djJH(:r:) = 6H(a) I.{;l/(:r:)dIJH(:r:) gegebene Modulushomomorphismus ist. Für eine Lie-
gruppe H gilt 6H(a) = IdetlAdaILieH)lp.

Wir zeigen die Aussage des Lemmaa für An B = {1}. Der allgemeine Fall läßt sich hierauf
reduzieren. Wir erinnern, daß ein lokalkomp&kter topologischer Raum abzählbar im Unendlichen
ist, wenn er Vereinigung abzählbar vieler kompakter Teilmengen ist. Unter dieser Bedingung ist
die durch ~(a, 6) = ab-1 gegebene Abbildung ~ : A x B-U = AB ein Homöomorphismus.
Zu zeigen ist dafür, daß ~ offen ist. Seien V eine Einsumgebung in A x B und Weine symmetrische,
kompakte Einsumgebung, für die WW in V liegt. Sei A x B für eine Folge (Zn) die Vereinigung
von {znW}. Der Bairesche Raum U ist dann Vereinigung der kompakten Mengen {~( Zn W)}. Sei
~(Ztw) für einen Index l und w in Wein innerer Punkt von ~(ZtW). Dann ist eein innerer Punkt
der Teilmenge <J(ür1W) von <J(V).
Wir definieren eine Operation von A x B auf U durch l(a,6).u = aub-1 und aufAx B durch
komponentenweiae Linksmultiplikation. Dann ist ~ ein Intertwiningoperator zwischen den beiden
A x B-Mengen. Daa Bildmaß 1l unter ~ des Produktmaßes jJA 0 jJB ist folglich invariant unter der
Operation von l. Die Restriktion jJU des Ha.arschen Maßes von G auf U ist quaaiinvariant unter
der Operation t und es gilt

fu /(l(a, b)-1.:r:)djJu(:r:) = fu /(a-1:r:b)djJu(:r:) = 6G(b) fu /(:r:)djJu(:r:).

Damit sind "Ir und (6GIB)-1jJu unter A x B invariante Maße auf U, differieren also nur um einen
Skalar. Die Aussage des Lemmas folgt jetzt wegen der Identitä.t I/(:r:-1)d:r: = I/(:r:)6(:r:-1)d:r:
nach Variablentransformation von b nach b-"l aus der expliziten Definition des Bildmaßes "Ir.
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mit Yl, Y2, jJ::P 0

mit Wl, Y2, jj ::P 0,

mit Yl, W2, jj::p 0,

(18.22.4)

(18.22.3)
(

~1_1

-jJ~l

( ~l ~2 ~l ~2)
-jJYll 0 0 0

o -jjY2' 1 0 0 .
respektive bestehenden vier Mengen. Davon liegen die letzten drei auf Hyperebenen in H(F),
haben also Maß Null in H(F). Schreibt man eine Matrix (18.22.1) als partitionierte Matrix, gilt

(X Y) _ (jJW-1 Y) (E2 0) _ (jJW-l 0) (E2 jj-lWY) (E2 0)
Z W - 0 W W-1 Z E2 - 0 W 0 E2 W-l Z E2

wegen Zi = (jJ + YiZi)wi1. Explizit haben wir somit für jedes Element der Form (18.22.1) die
Darstellung

(18.22.2)

(18.22) Wir wollen die Elemente [Xl, X2] aus H(F) explizit parametrisieren und explizit ein
Haarsches Maß auf H nach (18.20) a.ngeben. Für jj aus:];'- sei jj = X,W, - Y,Zi = det Xi. Ist
Wi ::p 0, gilt Xi = (jj + YiZi)Wi-1. Für Wi = 0 ist Zi = -jjYil mit Yi ::P o. Deshalb ist H(F) die
disjunkte Vereinigung der aus allen Matrizen der Form

. ( (jJ + Yl zdwl1 0 Yl
o (jj + Y2Z2)W2'1 0(18.22.1)
ZI 0 Wl

o Z2 0

(
(~+ y~:.)w" ~ J. ~)

o -jjY2' 1 0 0'

o Yl
(jj + Y2Z2)w2'1 0

o 0
Z2 '0

(18.22.5)

(

(jJ + Ylzdwl1 0 Yl 0) (jjW11o (jJ + Y2Z2)W;1 0 Y2 _' jjW;1
ZI 0 Wl 0 -
o Z] 0 W2

x (O~l ~. jJ-l;lYl jJ_l~2Y2) (~ ~ ~~)
o 1 0 wi" 1Zl 0 1 0
o 0 1 0 W; 1Z2 0 1

für Wl, W], jJ in F. und Yl, Y2, Zl, Z2 in F. Wir bemerken, daß diese Parametrisierung nicht über
OF definiert ist. Die Teilmenge Hreg(F) von H(F) bestehe aUs allen Matrizen der Form (18.22.1).
Seien NH die Gruppe der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen in Hund NH die Gruppe der
unipotenten unteren Dreieek8matrizen in H. Wir bemerken, daß NH der Schnitt von H mit N(a)
ist. Bezeichne schließlich A = T"". den maximalzerfallenden Torus in GSp( 4). Die explizite
Parametrisierung in (18.22.5) zeigt dann
(18.22.6) Hreg = A. NH' NH.
Dabei schneiden sich diese Gruppen paarweise nur in der Eins. Sie sind alle unimodular. Durch
die Produktma.ße

(18.22.7)

(18.22.8)

(18.22.9)

'.
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werden Haarsche Maße auf A, NHund NH respektive definiert. Dabei bezeichnet dFZ das auf
OF normierte, additive Haarsche Maß auf F. Indem man (18.20) sukzessive auf die Gruppenpaare
AN H, NHund A, NH anwendet, folgt jetzt

(18.23) Lemma: Durch die Vorschrift

wird ein Haarsches Maß j.lH auf der Gruppe H definiert.

Falls nicht anders gesagt, trage H im folgenden das so definierte Haarsche Maß j.lH. Wir schreiben
dann auch vereinfachend dHh oder dh fur dj.lH(h).

(18.24) Das Volumen von H(OF): Im folgenden soll als erstes das Volumen von H(OF) oder
dazu äquivalent fasllolumen von H,.eg(OF) berechnet werden. Sei hierfür j.l ausp(F) fixiert. Wir
wollen das Volumen der Menge H(j.l) aller der Elemente in H,.eg(OF) mit j.l als Ahnlichkeitsfaktor
bestimmen. Indem wir über U(F) integrieren, erhalten wir dann das Volumen von H (0 F ).
Das Maß auf H(p) ist ein Produktmaß aus den Maßen der beiden GL(2)-Faktoren in (18.22.1).
Zu berechnen ist deshalb das Volumen der Menge G(j.l) aller Matrizen

i,
1I

I
I,

mit 10 in OF - {O}, Y, z, (j.l + yz)1O-1 in OF aus GL(2, OF) bezüglich des Maßes

(18.24.2) d (p + ~z)1O-l ~) = d:F1O~ dF(j.l-11OY) ~ dF(1O-1 z) = dj;.10 ~ dFY ~ dFZ.

Die Matrizen (18.24.1) parametrisieren wir durch ordw. In der Menge G(p,/c) seien furjede
nichtnegative ganze Zahlle alle die Matrizen (18.24.1) mit ord1O= Iezusammengefaßt. Hat 10 die
Ordnung Null, ist (p + yz)1O-1 aus OF für alle Elemente y, z aus OF. Deshalb ist

(18.24.1)

(18.24.3)
q-1

vol(G(p, 0» = VOIF(U(F» = - q
\. I

mit q der Kardinalität des Restklaasenkörpers von F. Sei deshalb ord 10 = Ie> O. Genau dann
liegt (p + yz)1O-1 in OF, wenn yz in -j.l + 100F = -p + ~OF liegt. Insbesondere sind in diesem
Fall yz und z Einheiten. Wir setzen a = yz, b = z. Wir haben dann gezeigt, daß G(p, /c) für Ie> 0
aus allen Matrizen der Form

(18.24.4)

mit 10 E 1rlcU(F), b in U(F) und a in {-p} + 1rtOF besteht. Die Menge {-p} + ~OF hat
bezüglich des Maßes dpz auf F das Volumen 11r'&= 1101.Die Menge U(F) = {z E OF: ordz = O}
hat bezüglich dpz das Volumen vol(U(F» = (q - 1)q-l. Wir rechnen d(1O(bJ')-la) = 110ldaund
d(1O-1b) = Iwl-1dh. Deshalb ist

vol(G(p,i» =1 VOI(U(F»I1rI&dI
Fwl= vol(U(F» 1 dF1O.

1f"U(F) 10 1f"U(F)

Im letzten Integral wechsle man die Integrationsvariable von 10 nach ~1O und integriere über U(F).
Indem man d(1rJr1O) = l1rj&d1Obeachtet, erhält man

(18.24.5) vol(G(j.l,Ie» = 11r1}~vol(U(F»2 = : vol(U(F»2
q
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für k ~ 1. Die geometrische Reihe L~=l xl< mit lxi< 1 hat den Grenzwert (1 - x)-l - 1 =
x(l - x)-l. Folglich ist . " . . ,

vol(G(JJ») = vol(G(JJ,O)) + L~=l vol(G(JJ,k»)

= vol(U(F») + vol(U(F))2 L~=l q-I<

= v~I(U(F») + vol(U(F))2 ~ (q - 1) -1 = vol(U(F»)(l + ~).
q q q

Denn wie oben bemerkt ist vol(U(F») = (q - l)q-l. Das Volumen von H(JJ) ist das Quadrat des
Volumens von G(jJ). Es hängt insbesondere nicht von JJ ab. Indem man zuletzt über JJ integriert,
erhält man somit abschlieBend das

(18.25) Lemma: Bezüglich des Maßes JJH auf der Gruppe H gilt

voIH(H(OF») = voIF(U(F))3 (q; 1)2

Dabei bezeichnet q die K ardinalität des Restklassenkörpers von F.

(18.26) das Volumen von H(7): Sei im folgenden 7 = -rrM mit M einer negativen ganzen Zahl.
Wir wollen das Volumen der Teilgruppe H(7) = H(F) n g(7) . K . 9-1(7) für

9(7) = (~2 ~2) mit r = (~ ~)

o 0)o 0
1 0 .
o 1

o
1
o

.J!Lwn

(18.26.1)

berechnen. Äquivalent dazu ist wieder das Volumen von H~eg(7) = H(7) nH~el zu bestimmen.
Die Elemente aus H(7) hatten wir in (18.19) beschrieben. Wegen der Parametrisierung (18.22.5)
der Elemente von H~eg besteht H~eg(7) mithin aus allen Elementen der Form

(

t' + 7-
1a!iJlbl + 7a2) 0 bl + 7a2 0 )

o JJ + 7-la2(b2 + 7ad 0 b + "Va
W2 2 I 1

7-lal 0 wl 0
o 7-1a2 0 W,

.J!.. (10 wl(b1 + "r

a2) 0 )
= (Wl ~ ) 0 1 ~ w2(b2:- "ral)

Wl 00 1 0w, 00 0 1

Dabei sind JJ aus U(F), tUt, tU, aus OF-{O} und al, a2. bl• b2 aus Op. Indem man die Gleichungen
(18.18.1) und (18.18.2) für den Ähnlichkeitsfaktor JJ in (18.19) nach den dortigen Parametern b2
und bs löst, erhält man die zusätzlichen Restriktionen, daß •

(JJ - (tUlW2 - ala2»)7 + Bibi
(18.26.2) Q, = -'------'-----'----W,
für i = 1, 2 beide aus 0p sind. Löst man diese Gleichungen nach jJ - (WlW2 - al a2), folgt, daß al a2
notwendigerweise in {-(JJ - WlW2)} + 7-l0F liegt. Wir schreiben ala, = -(jJ - WIW2) + 7-1Q
für Q in OF. Setzt man dies in (18.26.2) ein, erhält man Q, = (Q + a,b,)w;l, also

b, = a;l(QiW, - Q).

Ist a, eine Einheit, dann liegt bi in OF für alle Q, in OF. Wir bemerken, daß al = a;l(ala2)
genau für orda, $ ord(ala,) aus OF ist. Seien jetzt ord(ala,) = n > 0 und orda2 = 8 ~ O.
Dann ist WIW2 eine Einheit in OF' Weiter ist b2 genau dann ganz, wenn Q2tU2- Q in 1t60p liegt,
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mit Yi E 0F im Fall ord Fa, = 0,
mit Yi E OF im Fall ord Fai > O.

also 012 aus aw;1 + lr'OF = aw;l + a20F ist. Analog ist b1 genau dann ganz, wenn Oll aus
aw11 + lr"-'Op = aw11 + (ala2)a;10F ist. Die Bedingungen an (18.26.2) sind daher zu den
folgenden Bedingungen äquivalent

(18.26.3) ala2 = -(p - WIW2) + 1'-1ZI
(18.26.4) 05 ordFa2 :5 ordF(ala2),
(18.26.5) al = a;1(ala2),
(18.26.6A) b, = a;1(wiY, - zd
(18.26.6B) bi = Yi

In einem nächsten Schritt wollen wir für p und ZI fixiert die Elemente a1a2 mit vorgegebener
Ordnung n 2: 0 parametrisieren. Gilt ord (Wl W2) > 0, dann ist p - W1W2 eine Einheit. In diesem
Fall ist ord (ala2) = 0 wegen ord l' < O.
Sei deshalb WlUI2 eine Einheit. Dies ist äquivalent zu ord Wl = ord W2.= O. Genau dann gilt
ord (p - WIW2 + 1-1 zt) = n für eine ganze Zahl n 2: 0, wenn p - Wlw2 + 1'-1 zl in 11'''U(F) liegt
oder dazu äquivalent

p + 1'-IZI = WIW2 + lr"W für W in U(F)

gilt. Wir unterscheiden die Fälle n = 0 und n > O. Sei zuerst n = O. Wegen ord (1'-1 zt) > 0
gilt in diesem Fall p + 1-1 zl = Wlw2 + W für W in U(F) gen au dann, wenn p - WlW2 wieder eine
Einheit ist. Dies ist genau dann richtig, wenn WIW2 nicht aus {p} + 1r0F ist. In diesem Fall gilt
ord«p- WIW2)+1-1Z1) = 0 fUr alle Zl in OF.
Sei deshalb n 2: 1. Wenn p - WIW2 wieder eine Einheit ist, ist auch (p - WIW2) + 1'-1 ZI wegen
ord (1-1 zt) 2: 1 wieder eine Einheit. Die Gleichung (p - WlW2)+1-1 zl = lr"W kann somit nur für
n = 0 erfüllt werden. Als Konsequenz ist WlW2 aus P + 11'0F. Wir schreiben WlUI2= P + 11'%für %
in Op. Zu lösen ist 1-1z1 = 11'%+ 1I"'w. Wir erhalten %= 1r-1(1-1z1 -1r"w) für ZI in Op und W
in U(F). Einsetzen zeigt WIW2 = P + (1-1 zl - 1I"'w). Wir können somit festhalten

(18.26. T) Seien P IJU U (F) und ZI IJU 0 p. DlJnn gilt

{

0 ordF(wlw2) > 0
ord p( -(p - WIU12)+ 1'-1 zt} = .0 WIW2 E U(F) \ {{p} + 11'0F}

n WlW2= P + 1-1 Zl - 1I"'w mit W E U(F)

für jede glJflze ZlJhl n > O.

Wir bezeichen mit V(u, z, y) das Volumen bezüglich dNH~d7T,;der Menge aller Elemente (18.26.1)_ H

aus H,..,(1) mit Ahnlich.keitsfaktor p = u, mit Wl = %und UI2= 11. Für nichtnegative ganze Zahlen
Ic und n bezeichne V(u,/c,n) das Volumen der Menge aller Elemente (18.26.1) aus Hr.,(1) mit
p = u, ordwl = /c, ordU12 = n berechnet bezüglich der Restriktion des Maßes PB.

(18.26.8) Wir berechnen zuerst. V(p, /c, n) ~t (/c, n) #: (0,0). Duu beschreiben wir die Volumen-
elemente auf den unipotenten Teilen NB und B in termini der oben eingeführten Parameter ZI, Yl
undfl2. Die Integrationavariablen auf NB sind b1 undb2. Sie werden in der Formbt = b1(Yt I 1/2)und
b2 = b,(lIIl parametrisiert. Die resultierende J acobimatrix hat obere Dr.eieclcsgestalt. Zu berechnen
sind daha Dur die Terme auf ihrer Hauptdiagonalen. Es gilt d(p-1Wl(bt + 1'02» = Ip-1wtldbt =
Ip-1Wlld(Cl2(CltClt)<.-I(Wt1/l-Zt» = Ip-lwll.1421.laI421-1.lwtld1/t und analog d(P-lw2(~+14t}) =
Ip-1U121.IG2l:-I.IUI2ldft •. Die Integrationavariablen auf NB sind 01 und 02. In termini von ZI und
al sind folglich d«tDt'Y)-101) = IW111-1d(a;t(p - WI1U2+ 1-1 Zl» = IWI1I-1Ia21-1111-1dzl und
d«UI21)-la2) = IUI27l-1d02. Beachtet man (18.26.3) gilt so nach der TranaformationsCormel

(
E p-lW1(bl + 1'02) 0 ) ( E, 0 )

dNH 2 0 p-lW2(~ + 1'41) dNH (Wl1)-la1 0 E
(18.26.9) 0 E2 0 (W21)-la2 2

= IWlip 'IW2Ip dYl ~ d1h ~ dZ1 ~ da2'
Ip - Wl1U2+ 1-1 zllp . la21p . hlj.
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Dabei ist dFZ das auf OF normierte, ,additive Haarsehe Maß auf F. Seien jetzt Wl und W2 mit
ord Wl = /c und ord W2 = n fixiert. Nach (18.26.7) sind dann ord a2 = 0 und ord (al (2) =
ord(~ - W1W2 +1-lzt} =: O. Somit läuft a2 über die Elemente in U(F). Keine Restriktionen gibt
es an Yl, Y2 und Zl. Sie laufen über alle Elemente in OF' Nach (18.26.9) ist deshalb

. IwtlF' IW21F (
V(~,Wl,W2) = 111} vol U(F».

Wir erhalten hieraus V(~, /c,n), indem wir bezüglich des multiplikativen Haarsehen Maßes d}x =
Ixl-1dFX auf F* die Variablen Wl über 1r£U(F) und W2 über 1rnU(F) integrieren. Die Faktoren
IwtI.lw21kürzen sich dabei. Wegen vol(~U(F)) = 11rllvol(U(F)) gilt folglich

(18.26.10) V(p, k, n) = ("Ol~~)))3 .I_I~" fii, (k, n) '" (0,0).

(18.26.11) Wir wollen im folgenden V(~, 0, 0) berechnen. Dazu bezeichnen wir für jede nichtne-
gative ganze Zahlt mit W(~,t) das Volumen aller Elemente (18.26.1) mit ord (WIW2) = 0 und
ord (ala2) = t berechnet bezüglich der Restriktion des Maßes ~B. Wegen (18.26.7) ist V(~, 0, 0)
die Summe dieser Volumina, wobei über alle i ~0 summiert wird.
Wir wollen zuerst W(~, 0) berechnen. Das Volumenelement auf dem unipotenten Teil ist nach
(18.26.6A) und (18.26.9) gegeben durch 111-3dYl0 dY'J 0 dZI 0 d42. Auf dem halbeinfachen
Teil integrieren wir bezüglich der Variablen W1W2 und W2. Die Volumenelemente sind daher
dF(w;1(W1W2» = dF(W1W2) und dpW2. Keine Restriktionen gibt es an ZI, Yt und Zl. Sie
laufen über OF. Die Variable a2 läuft wegen (18.26.4) über U(F). Die Variable W2 läuft über
U(F). Nach (18.26.7) läuft WIW2 über U(F) \ {{~} + 1rOF}. Diese Menge hat das Volumen
vol(U(F)) - 111'1.Fassen wir die Terme zusammen, ergibt sich mithin

(18.26.12) W( ,0) = (VOI(U(F») 3 . (1 _ 11I'IF ).
~ 111F vol(U(F»)

Sei daher jetzt t ~ 1. Nach (18.26.68) ändert sich das VolumeneIement auf NB für orda.; > O.
Es gilt dann bi = bi(Yi), so daß sich' die Maße separat transformieren. Genauer rechnen wir
d(~-lw1(bl +1(2)) = Ip-1Wlldb1 = 1~-lldYl = dY1 für ordal> 0, alao für ord42 < ord(ala2)'
Für ord a, > 0 gilt analog d(p-lw,(b, + 1ad) = Ip-1W2ldSlt = dY'J. In den Extremfällen
ord a2 = ord (41a,), also ord 41 = 0, und ord a, = 0 stimmen diese VolumeneIemente mit den
zur Parametrisierung (18.26.6A) korrespondierenden Volumenelementen überein. Die Volumeneie-
mente auf Ni ändern sich nicht im Vergleich zu oben. Deshalb gilt hier

dN" (E, ",,(61~ 1°,l•••(6, ~ 101l) dwH(:l:2~2 ;,)
(18.26.13) 0 E, ~ 0 W21

1
= I I I 13 dYl 0 dY'J 0 dZl 0 d42.
4'F'1F

Auf dem halbeinfachen Teil integrieren wir wieder bezüglich der Variablen W1W2 = W1W,(W) und
W2. Hier isi ~ dp(wtW2) = dF(P + 1-lz1 - rw) = 11I'Itdw nach (18.26.7). Dabei läuft W
über U(F). Wie oben gibt es keine Restriktionen an die VariableD Yl, Y'Jund %1' Sie la~fen über
OF' Wegen (18.26.4) unterliegt 4, der Bedingung 0 5 a, 5 t. Folglich kommt a2 aus lI"U(F) für
i= O•... ,t. Faßt mu diese Terme zusammen, erhält man

(18.26.14) W(p, t) = (Yol~~)) r (l + I) . I-IS. = (vol1~~))r l; I für 1 ~ I

Dabei bezeichnet q die Kardinalität des Restklassenkörpers von F. Zur Vereinfachung der Notation
setzen wir im folgenden

I
i
i,

j

(18.26.15)
q-l

U = vol(U(F» = -.
•• q
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Sei lxi< 1 Nach dem Produktsatz von Cauchy ist 2:~o(n + 1)xn das Quadrat der geometrischen
Reihe 2::=0 zn. Werten wir diese Reihen an der Stelle q-1 = 111'1 aus, erhalten wir die speziellen
Werte

(18.26.16) ",00 q-1 = (1 _ q-1)-1 = ~,
LJn=o U

2:00 q-1 __ q-1 __ 17l'IF __ 1 - U
(18.26.17) --n=l 1-q-1 U U I

",00 -1 2q - 1 1- U2

(18.26.18) LJn=l (n + 1)q = (q _ 1)2 = ~.

Nach Konstruktion ist V(J.l, 0, 0) die Summe von W(J.l,O) und dem Grenzwert der Reihe
2:t>1 W(J.l,l). Wegen (1-11I'1U-1) + (1- U2)U-2 = {U'J-11I'1U+ 1- U'J)U-'J = (1-11I'1U)U-2
haben wir deshalb zusammenfassend

) (
VOI(U(F») 3 1-11I'1F . vol(U(F»

(18.26.19) V(J.l, 0, 0 = IrlF . v~I(U(F»'J '.

Um das Volumen von H(r) zu bestimmen summieren wir die Volumina V(J.l, /c,n) für J.l in U(F)
fixiert über /c, n ~ 0 auf. Wir rechnen hierfür in der Notation oben

2:~=0L~=oV(J.l, /c, n)
= V(J.l, 0, 0) +L~=1V(J.l, /C, 0) +L~=1V(J.l, 0, n) +L~=lL:=l V(J.l, /c, n)

= V(p, 0, 0) + (..!!-) 3 (",CO q_" + ",00 q-n+ "'co "'co q-(lt+n»
Ir I, L..-"=l LJn=l LJ"=l L..-n=l

= (..!!-)3 (1-lrl,U 21-U (1- U)'J)
Irl, U'J + U + U'J

= (!!-)3 1-11I'1,U + 2U - 2U2 + 1- 2U +U2 = (..!!-)32 -11I'1,U - U2.
IrI, U2 Irl, U2

Das Volumen von H(r) erhält man, indem man diesen Ausdruck über J.l in U(F) integriert. Dies
gibt einen weitem Faktor U im Zähler. Wir bemerken, daß 111'1 + U = q-1 + (q - 1)q-1 = 1
ist. Daher können wir die Konstante (2 - l'lI'IU - U2)U-1 zu 2U-l - 1 = 2q(q - 1)-1 - 1 =
(2q - q + 1)(q - 1)-1 = (q + 1)(q - 1)-1 vereinfachen. Zusammenfassend haben wir damit gezeigt

(18.27) Lemma: Seien r = 'lI'n mit einer ganzen Zahl n < 0 und g(r) die Matrix

g( r) = (~2 ~2) mit r = (~ ~).
Bezeieh•• H(.,) d,. Sehaitt H(F) n g(r) .GSP(4)(Op). g-l(r). Dann gil'£

VOlH(H(.,» = (VOl(U(F») 3 . ( 2 _ 1) = (VOI(U(F») 3 q + 1
1"11, vol(U(F» Ir I, q - 1

berechad 6erigReA du Haaraehen Maßea J.lB aaf der Gruppe H und mit q der Kardinalittit des
Restklaueuörpen tlOft F.

(18.28) Wir könnenjetllt das Orbitalintegral Ofj(j) für den als die charakteristische Funktion des
Doppelkosets Kdiag(r"t, 11"':1.1I'r.-r1• 1I"':I-ro)K mit K = GSp(4)(OF) und 0 $ ro/2 $ rl $ r2 $ ro
gegebenen Heckeoperator f = h(ro. rl. r2) auf G(F) = GSp(4)(F) und das singuläre Element
s = diag(a, -a, a, -al aus A(F) berechnen. Wir setzen voraus, daß die in (18.17) aufgeführten
Bedingungen an a erfüllt sind. Sei wieder H(r) = H(F)ng(r)Kg-1(r). Indem man die Volumina
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(18.30)

aus (18.25) und (18.27) in die Formel (12.12) für O~(f) einsetzt, erhält man nach (18.17) mit
N = ord b - (ord a + ord (a - b)) = -ord (2a) und U = vol(U(F))

O~ (f) = 1 +LN 1
VOlH(H(OF)) k=1 VOlH(H(lI'-k))

(( )
2 )1 q q - 1 N -3c

= U3 q + 1 + q + 1Lk=1 q

_ 1 (( q ) 2 q _ 1 -3 q-3N - 1) _ 1 (( q ) 2 q _ 1 q3N - 1 )
- U3 q + 1 + q + 1 q q-3 - 1 - U3 q + 1 + q + 1 (q3 _ 1)q3N .

Wir bemerken, daß (q3N - 1)q-3N = 1 - q-3N = 1 - Ibl3lal-3la - bl-3 ist. Weiter schreiben wir
q(q + 1)-1 = (q -l)(q + 1)-1«q _1)q-l)-1 = (q -l)(q + 1)-IU-1. In den Rechnungen zu (18.27)
haben wir (q + l)(q - 1)-1 = 2U-1 - 1 gezeigt. Somit gilt q(q + 1)-1 = (2U-1 - 1)-1U-1. Wir
klammern in der Formel für O~ (f) oben das Quadrat dieses Ausdrucks aus. Wegen der Identität
(q + 1)2q-2(q _ l)(q + 1)-1 = U2(2U-1 - 1)2(2U-1 - 1)-1 = U2(2U-1 - 1) haben wir somit
zusammenfassend in der Notation oben gezeigt

(18.29) Satz: Seien f der Heckeoperator h(ro, rl, r2) und s = diag(a; -a, a, -a) ein singuläres
Element aU8 A(F). Genau dann verschwindet das Orbitalintegral la(f)(s) = O?(f) nicht, wenn
IJl(f)IF = IJl(s)IF = lai} ist und das Paar (ordFa, ordFa) in .A(f) auftritt In diesem Fall gilt

Oa( ) _ f (-1) dg _ 1 ( 1 ( Ibl~)).
• f - JH\a f 9 sg dh - volH(H(OF)) 1+ eF(2)' 1- lal~ .Ia - bl~ .

Dabei ist eF(2) = 1/(1 - q-2) der Wert der Zetafunktion eF des lokalen Körpers F an der Stelle
2, wenn q die Kardinalität des Restklassenkörpers von F bezeichnet. Es gilt weiter 1/eF(2) =
vol(U(F))2(q + l)/(q - 1).
Der Zentralisator von s in G, die Gruppe H, trägt das Haarsche Maß JlH I bezüglich dessen H (0 F)
das Volumen vol(U(F))3(q + 1)2q-2 = vol{U(F))5«q + l)(q - 1)-1)2 hat

18B s singulär aus einem modulo dem Zentrum von L(ß) anisotropen,
maximalen Torus in L(ß)

Seien in diesem Abschnitt L = F(VA) mit ord A = 0, 1 ein quadratischer Erweiterungskörper von
Fund s ein singuläres, F-rationales Element aus dem zu L assozüerten, modulo dem Zentrum
von L(ß) anisotropen, maximalen Torus T in L(ß). Folglich ist

(

(a2 - b2A)z-l 0 0 0)

(
a bA) 0 a 0 bAs=[z,i(y)]=[z, b a]= 0 0 x 0

. 0 bOa
für Elemente x in F. und y = a+bVA in L•. Wir können dabei voraussetzen, daß s nicht aus A(F)
ist, also bvon Null verschieden ist. Sei weiter daran erinnert, daß J.&(s)= NLIF(a+bVA) = a2_b2 A
ist. Die Eigenwerte von l(a+ bVA) sind a:i: bVA. Ein Eigenvektor zu a + bv'Ä ist t(A, VA), ein
Eigenvektor zu a - bVA ist t(A, -VA). Mit.

) ( A A) -1( ) 1 (1 VA)
g(s = VA -VA und 9 s = 2A 1 -VA

gilt dann g-l(s)l(a +bYA)g(s) = diag(a + bVA, a - bVA). Insbesondere ist

s' = [1, g-I(S)] . s. [1, g(s)] = diag (a2 - b2A)Z-l, a + bv'A, x, a - bv'A) .
Somit sind wir in der Situation von (18.3). Wir diskutieren die dort aufgeführten Möglichkeiten.
Da b nach Vorraussetzung von Null verschieden ist, ist s' nicht vom Typ (1,2), (1,4) odFr (2,3).
Genau dann ist s' vom Typ (1,3), wenn z2 = a2 - b2A = J.&(s) ist. Da b von Null verschieden ist,
sind a + bv'A und a - bv'A verschieden, si ist also nicht vom Typ (2,4). Wir können festhalten

'.
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(18.31) Bemerkung: Genau dann ist ein F-rationales Element s = [z,i(a + bVA)] aus dem
zu L assoziierten Torus T in L(ß) singulär, wenn b von Null verschieden ist und z~ = NL/F(a +
bVA) = a~ - b~A = jj(s) gilt.

Ist f der Heckeoperator h(ro, rl, r2), dann verschwindet h(f)(8) fur einen Levifaktor L von G,
der s enthält, nur dann nicht, wenn ro = erd jj(f) = ord jj(8) ist. Folglich gilt der

(18.32) Satz: Se(s = [z,i(y)] jürz in F. und y in L. ein F-rationales Element aU8 dem zu L
assoziierten Torus Tin L(ß), das singulär ist und nicht in T,pli' liegt. Sei Lein Standardlevifaktor
von G, der s enthält. Dann verschwindet h (f)( s), wenn ro = ord jj(f) eine ungerade ganze Zahl
ist. Insbesondere gelten

IL(p) (T(1r»)(s) = IGSp(4) (T(1r»)(8) = 0

für den HeclceoperatorT(1r) = h(l,l, 1).

18C s singulär aus einem modulo dem Zentrum von L(a) anisotropen,
maximalen Torus in L( 0)

(18.33) Voraussetzungen: Seien in diesem Abschnitt L = F(VA) mit ordA = 0,1 ein qu&-
dratischer Erweiterungskörper von Fund s ein singuläres, F-rationales Element aus dem zu L
assoziierten, modulo dem Zentrum von L(o) anisotropen, maximalen Torus T in L(o). Sei

(18.33.1)

für Elemente c in F. und a + bv'Ä aus L•. Bezüglich der Basial, JA von L über F gilt dabei

(18.33.2) l(a + bv'Ä) = (: b:).
Sei weiter s nicht aus A(F), sei also b von Null verschieden. In der Notation von 17B unterscheiden
wir die Fälle, daß L vom Typ I oder vom Typ II ist.

Die Situation oben deckt den Fall L vom Typ I ab. Wir werden den Fall II hierauf reduzieren:
Wie in 18B bemerkt sind a ~ bv'Ä die Eigenwerte von l(a + bv'Ä). Ist 9 = g(s) wie in 18B, folgt

s' = diag(g-l, 'g).8.diag(g,tg-l) = diag(a + bv'Ä, a - bv'Ä, C(CI+bv'Ä)-l, e(a - bv'A)-l).

Damit sind wir wieder inder Situation von (18.3). Wir diskutieren die dort aufgeführten Möglich-
keiten. Da b nach Voraussetzung von Null verschieden ist, isi a' nicht vom Typ (1,2). Genau dann
ist s' vom Typ (1,4) oder (2,3), wenn c = (a + bv'Ä).(a - bv'Ä) = 42 - b2A = NL/F(a + bVA)
gilt. Wir haben in diesem Fall

c:r1(a +bv'Ä)= (-:A ~/)).

Sei jetzt L vom Typ I, sei also 1, VA eine Ganzheitsbasisvon L über F. Dann ist ord (Cl2- b2Ar
für ord A = 0 stets gerade im Fall ord 2 = O. Ist ord 2 :>0, isi ord «(12 - b2A) ungerade nur für
erd a = ordb. Wie in (13.5) bemerkt gilt m( -1) = m( -5) = 1. Daher isi 1 = 2ord6+m(A) richtig
genau für ordCl = ordb = 0; Für ordA = 1 ist ord(a~ - b2A) ungerade nur für ordb < orda und
dann gilt ord (Cl2- b2A) = 20rd 6 + 1. Insbesondere ist daher ord «(12 - 62A) = 1 genau im Fall
ord A = 1, ord b= 0 und ord CI~ 1 erfüllt.
Genau dann ist a' vom Typ (1,3), wenn c = (a + bVA)2 isi. Da 6 von Null verschieden ist, heißt
dies a = 0 und c = b'A. Ungerade ist ord jj( 8) = ord c folglich nu für ord A = 1. Es gilt speziell
ord~(8) = 1 genau für ordb = 0 und ordA = 1.
Schließlich ist a' genau dann vom Typ (2,4), wenn c = (CI- bVA)' gilt. Da 6 von Null verschieden
ist, ist dies wiederum äquivalent zu a = 0 und c = b~A. Deshalb gilt
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(18.34) Lemma (Typ I Situation): Sei s = diag(i(a+bJA), c1i-1(a+bVA» ein singuläres
Element aus T(F) das nicht in A(F) liegt. Für L vom TYP I ist ord c = ord 1'(8) genau in den
folgenden Fällen ungerade
(1) Es gelten OL = OF[l,VA], ordA = 1, ordb < orda und 1'(8) = c = NL/F(a + bVA) =

a2 - b2A. In diesem Fall ist ord c = 20rd b + 1.
(2) Es gelten ordA = 1, a = 0 und jj(s) = c = -NL/F(bVA) = b2A.
(3) Es gelten F = Q2, L = Q2(VA) mit A E {-I, -5}, orda = ordb und jj(s) = C = a2_

b2A = NL/F(a + bVA) mit ordJ.'(s) = 20rdb + 1. Speziell gilt ordJ.'(s) = 1 genau für
ord a = ord b = O.

Die bisherige Diskussion deckt den Fall ab, in dem L vom Typ I ist, also 1, VA eine Ganzheitsbasis
von L über F bilden. Seien daher jetzt F = Q2, A = 5 und L = F(VA) = Q2(v's). In diesem
Fall bilden 1 und (1 + VS)/2 eine Ganzheitsbasis von L über F. Es gilt

l+VS ( b) b r.: def r:
a+b 2 = a+ 2 + 2v5 = z+yvA.

Wir können daher auch hier b i= 0 voraussetzen. Dies schließt in der Notation von (18.3) aus, daß s'
vom Typ (1,2) ist. Ist s' vom Typ (1,4) oder vom Typ (2,3), dann gilt c = z2 - y2 A = a2 +ab - b2.
Folglich ist ord c in diesen beiden Fällen stets gerade.
Ist s' vom Typ (1,3), dann ist c = (z+yVA)2 = (a2+ab+ ~b2)+(a+ ~)~VA. Da b ungleich Null
ist, heißt dies a = -b/2. Folglich ist in diesem Fall c = 5/4.b2 und ord c = ord 5+ 20rd b - 20rd 2 =
2(ord b - 1) ist stets gerade.
Ist s' vom Typ (2,4), dann ist c = (z - yVA)2 = (z2 + y2A) - 2zyVA. Analog ist dies genau im
Fall a = -b/2 und c = 5/4.b2 möglich, so daß ordc = 2(ordb -1) gilt. Somit erhalten wir das

(18.35) Lemma (Typ 11 Situation): Sei s = diag(l(a+b(1+v's)/2), c&i-1(a+b(1+VS)/2)
ein singuläres, Q2-rationales Element aus dem zu L = Q2(VS) assoziierten Torus Tin L(Q), das
nicht über Q2 zu einem Element aus T,plit(Q2) konjugiert ist. Dann ist b von Null verschieden
und es gelten mit c = 1'(8) = NL/F(a + b(l + VS)/2) entweder c = a2 + ab - b2 oder a = -b/2 und
c = ~b2. In beiden Fällen ist ord c stets gerade.

Ist ord J.'(f) = ra ungerade, dann kann die notwendige Bedingung ord 1'(s) = ra dafür, daß das
Integralh(f)(s) nicht verschwindet, nur für die in (18.34) aufgeführten Fälle erfüllt werden. Im
folgenden Resultat fassen wir die Situation für den Heekeoperator T(1r) zusammen

(18.36) Kasuistik der im Fall f = T(1r) auftretenden Typen singulärer Elemente s:
Seien s = diag(i(a+bv'Ä), c.&i(a+bVA)-l) ein singuliires Element aus T(F), das nicht in A(F)
liegt. Sei M einer der Levifaktoren L(Q) oder GSp(4).
Nur dann verschwindet IM (T(1r»(s) nicht, wenn L vom Typ I ist und s eine der folgenden Möglich-
keiten für ordJ.'(s) = orde = 1 erfüllt

(1) Es sind ordA = 1, 0 = ordb < orda und J.'(s) = NL/F(a + bvA).
(2) Es sind F = Q" L = Q,(vA) mit A E {-1, -5}, orda = ordb = 0 und

J.'(s) = NL/F(a +WA). .
(3) Es sind ord A = 1, a = 0 und 1'(s) = b2A = - N L/ F( a + bv'Ä).

Dies legt unser Programm für den Rest dieses Abschnittes fest. Um das Integral in der Situation
von (18.36) zu berechnen, können wir daher im folgenden annehmen, daß L vom Typ I ist, also
1, VA eine Ganzheitsbasis von L über F bilden. In einem ersten Schritt berechnen wir den
Zentralisator in G der Elemente aus (18.34).
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€Y2A X2)
eX2 Y2
X4 Y4 .
Y4A X4

Im anderen Fall ist

(1)

(18.37) Lemma: Sei s = diag(£(a + bVA), cl£-l(a + bVA» ein singuläres Element aus T(F)
das nicht in A( F) liegt. Gelte entweder
(1) c = NL/F(a + bv'A) = a2 - b2A oder
(2) a = 0 und c ~ J.'(s) = -NL/F(bv'A) = b2A.
Im Fall (1) sei e = -1, im Fall (2) sei e = 1. Dann besteht der Zentralisator in GSp(4) von saus
allen regulären Matrizen in GSp( 4) der Form

(

Xl YIA
Yl Xl

Y3 eX3
X3 eY3A

Im Fall a = 0 und c = b2A ist

s = diag ( (~ bt), (b~ ~)) ~f diag(Ao, Bo).
d' ((a bA) (a -b)) <!!,f d' (A' B')s = lag b a ' -bA a - lag , .

Um den Zentralisator von s zu berechnen, ist in beiden Fällen das durch

( ~ ~ ~~) = (~ ~) (~ ~) = (~ ~) (~ ~) = (:~ ~~)
gegebene Gleichungssystem XA = AX, ZB = BZ, WA = BW, U B = AU zu lösen. Wegen
A' = aE2 + Ao und B' = aE2 - Bo unterscheiden sich nur die Komponenten U und W. Wir
berechnen zuerst die Komponenten X und Z. Wegen

(X12b xubA) = (xu X12) (0 bA) = XAo = AoX = (bAX21 bAX22)
X22b xubA. Xu X22 b 0 bXl1 bX12

erhält man Xll = X22 und X21A = X12. Analog folgt ZI1 = Z22 und Zu = AZ12 aus der Rechnung

(Z12bA Zl1b) = (ZI1 zu) (0 b) = ZBo = BoZ = (bZ21 bZ22).
Z22bA Z21b Z21 Z22 bA 0 bAzll bAz12

Weiter sind
AoU = (0 bA) (uu U12) = (bAU21 bAU22), UBo = (U12bA uub).

b 0 U21 U22 bUl1 bUl2 u22bA U21b
Somit erhält man U12= U21und U22A = Uu aus AoU = UBo. Die Relation AoU = -U Bo gibt
Uu = -Au22 und -U12 = U21.Schließlich ist

(W
12b wubA) = (Wll W12) (0 bA) = WAo, BoW = (bW21 bW22).
W22b w21bA W21 W22 b 0 . bAwu bAw12

Somit erhält man W12 = W21und W22 = wuA aus AoW = WBo. Die Relation AoW = -WBo
gibt -wuA = W22 und W12= -W21. Das beendet den Beweis des Lemmas.

(18.38) Du Integral h(a)(f)(s): Als erste KonsequeIl2list deshalb T(F) der Schnitt von L(Q)
mit dem Zentralisator in G(F) eines dieser Elemente. Das Integral h(a)(f)(s) verschwindet nur
dann nicht. wenn ro = ord JJ(f) = ord JJ(s) = 20rd b + 1 ist. In diesem Fall ist es nach (17.17)
gegeben durch -1 1 -1 dm - ". #R(els)h(a)(f)(s) - f(m sm.n)-dt dn - LJ lIell I d &1 .

N(a) T\L(a) ( co' et ••F
Dabei läuft die Summe über alle Doppelkoseta e in GL(2, OF)\GL(2, F)/GL(2, OF), deren Schnitt
mit A(f) nicht leer ist, und lIellco bezeichnet nach (14.13) den ersten Elementarteiler von e. Wir
erinnern daran, daß a und :f;b nach dem Argument zu (13.9) für Körper vom Typ I gegeben sind
durch a = (A+ 1')/2 und b = :f:(A- 1')/ y'I5Lii rnitA und JJ den Eigenwerten von £(a + bv'A)
sowie DL/F der Diskriminante von L über F. Indem wir die Formel aus (17.18) an der Stelle
ord NL/F(X) = 1 auswerten, erhalten wir speziell für T(1r) den
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(18.39) Satz: Ge/te F = Q2, wenn die Charakteristik des Restklassenkörpers von F zwei ist.
Seien £ = F( JA) mit ord A E {O,l} ein verzweigter quadratischer Erweiterungskörper von F
und s = diag(l(z), C.'[-1(Z» ein singuläres, F-rationales Element aus dem zu £ assoziierten
maximalen Torus T in £(01), das nicht in T,plil liegt. Seien,\ und JJ die Eigenwerte von [(z), so
daß .

s "" diag(,\, JJ, cr1, CJJ-l)

über £ gilt. Gelte entweder J.'(s) = c = NL/F(Z) oder ,\ + JJ = 0, JJ(s) = -NL/F(Z). Für den
Heckeoperator T(7I') = h(I,I, 1) verschwindet das Integral hCa)(T(7I'»(s) genau dann nicht, wenn
ord J.'( s) = ord J.'(T( 71'» = 1 ist. Im Fall ord F2 = 0 ist dann ord A = 1. Seien a = ord F«'\ + J.')/2)
und b = ordF«>' - J.')/JDL/F). Für ordA = 1 gilt genau dann ordNL/F(z) = I, wenn b = 0,
a > 0 sind. Im Fall F = Q2 und ord A = 0, gilt ord NL/F(Z) = 1 gen au für a = b = O. In diesen
Fällen ist

hCa)(T(7I'»(s) = r r T(7I')(m-1 sm.n) dd
m
dn = (t) = q.

J N(a) JT\L(a) t IJ.'T 71') Ir
Dabei bezeichnet q die K ardinalität des Restklassenkörpers von F.

(18.40) Um das Integral IG(f)(s) zu berechnen konstruieren wir im folgenden zuerst Repräsen-
tanten von G,\GfK. Indem man (13.6) und die Iwasawazerlegung G = ANK von G verwendet,
folgt zunächst, daß jedes Koset in G, \Gf K einen Repräsentanten der Form

(~ ~ : '"i" ) mit n ~ 0
o 0 0 ,..-"

hat. Weiter ist
e A Z ( 1 0 a c",-" ) ( 1 0 a + eyA (c + Z)71'-" )
Y ) 0 ,.." c d 0 ,.." c + ez d + y",-"
e% y 0 0 1 0 = 0 0 1 0 .

E2 0 0 0 ,..-" 0 0 0 ,..-"
Sei zunächst e = 1. Indem man in diesem Fall z = -c und y = -d,.." setzt, erhält man Repräsen-
tanten mit c = d = O. Indem man von rechts mit einer geeigneten unipotenten Matrix aus K
multipliziert, kann man weiter erreichen, daß in a keine nichtnegativen ,..-Potenzen auftreten.
Im Fall e = -1 ist z = O. Man erhält hier also nur Repräsentanten mit d = 0 und kann erreichen,
daß in a und c keine nichtnegativen 'll'-Potenzen auftreten. Zusammenfassend haben wir damit
gezeigt

(18.41) Lemma: Sei S = diag(l(a+bJÄ), c'i""1(a+bJÄ» ein singuläres Element aus T(F) das
nicht in A( F) liegt. Im Fall a = 0 und c = }J(s) = - N LIF(bVA) = b2A enthält jedes Doppe/koset
in G,(F)\G(F)fK einen Repräsentanten

g(n,z) = (~ ~ ~
000

mit n einer nic1&tnegativen gan.ren Zahl und %= L:;~Nz(I:)",& für eine nichtpositive gan.re Zahl
N und Elemente%(k) aus dem Restklassenkörper von F.
Im FalllJ(s) = c = NL/F(a+b...;A) = a2_b2 A enthält jedes Doppelkoset in G,(F)\G(F)f Keinen
Repräsentanten

(

1 0 z Y7r-")o ,..n y 0
g(n,%,y)= 0 0 1 0

o 0 .0 ,..-n
mit n einer nichtnegativen ganzen Zahl, z = l:;~N%(k)",& und y = l:;~My(k)~ für nichtpositive
ganze Zahlen N, M und Elemente z(k), y(k) aus dem Restklassenkörper von F.
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Wir unterscheiden jetzt wieder Fälle. Sei im folgenden zunä.chst ord A = 1, a = 0 und c = J.'(s) =
b2A. In diesem Fall (18.36)(3) ist

(

a bA",n 0 -bX",_n)
b?I'-n a bx",-n 0

g-1(n, X).8.g(n, x) = 0 0 a b",-n .
o 0 bA",n a

Genau dann ist folglich 0 ~ ord (bx",-n) = ord b + ord x - n im Fall ord b ~ n, wenn x = 0 und
n = ord b sind. Wir erhalten die

(18.42) Bemerkung (e = 1): Im Fall ordA = 1, a = 0, ordb ~ n und c = J.'(s) = b2A liegt
g-l(n, x) . S . gen, x) genau dann in M(4, OF), wenn x = 0 und ord b = n sind.

Jetzt gilt ordJ.'(s) = 1 nur für ordb = O. In diesem Fall liegt daher g-1(n,x).8.g(n,x) genau für
x = 0 und n = 0 in M(4, OF) und es gilt g-1(O, O).s.g(O, 0) = s. Nach der Kasuistik in (13.9) hat
l(a+bVA) im Fall 0 = ord b ~ orda und M = 0 die Elementarteilermatrix (ordb, ordb+1) = (0,1).
Dieses Paar tritt in A(T(",» auf. Somit haben wir

(18.43) Bemerkung (e = 1): Im Fall ordA = 1, a = 0 und c = J.'(s) = -NL/F(Y) :: b'A
verschwindet T("')(g-1(n, x) . S . gen, x» gen au für x = 0, n = 0 und ord b = 0 nicht.

Um IG(T(",»(s) nach (12.12) zu berechnen, bleibt somit das Volumen von G, zu bestimmen. Dazu
verfahren wir wie beim Beweis von (18.29) in 18A, indem wir die Elemente einer Zariski-offenen
Teilmenge von G, explizit parametrisieren und dann zurückrechnen.

(18.44) Eine Zerlegung der Zentralisatoren CG(s): Explili~ parametrisieren wollen wir

(
X Y) (~ y;: e:;~~)

(18.44.1) X= Z W = 1/3 ezs z.. Y"
Zs eY3A y.•A z.•

aus G, mit det X ::/:O. Sie bilden eine Zariski-offene Teilmenge ~., von G" Wll erinnern
daran, daß e = 1 genau für 0 = 0, J.'(s) = -NL/F(a + bv'Ä) und € = -1 genau im Fall J.'(s) =
NL/F(a + bVA) ist. Für jedes Element X aus G:eg ist jetzt X = l(z) für ein Element z aus L*.
Insbesondere hat X-l = l(z-1) die gleiche Form wie X. Wir löeen zunä.chsi

(~ ~) = (' ;,) (~ ~) = (FXX FMM+p ) .

Dazu setzen wir F = ZX-1• Wir behaupten, daß F dann die gleiche Form wie Z hat. Dazu
rechnen wir in der off'euichtlichen Notation

(
'11 €z) (0 bA) (ay+ezb. e(OZ+ebYA»)

(18.44.2) :c eyA b a = a:c+ ebyA e(ay + ezb)A

wegen e' = 1. In den Bezeichnungen oben ist dann weiter M = Y und es gilt P = JA'X-l mit J.'
dem Ähnlichkeitsfaktor von X. Folglich ha.ben wir

(18.44.3) X=(Zf:l ;,)(~ J."~-1)(~' X~:Y)=(~ ZX-1Y:J."X-l)'
Die explizite Rechnung

. !
• I

;

,

- i

_ i

(18.44.4) (ab' bA) (eYA x \ = (e«ay + bbzA)A)az + bbYA)o u yr e~+y ~+z
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zeigt, daß X-1Y wieder die gleiche Form wie Y hat. Wir bemerken

(X~l ~-?tX)(Z~:l ~2)(~ ~t1-1)=(~-~~Z ~2)'
Genau dann hat 1XZ die gleiche Form wie Z, wenn 1(I XZ) = 1ZX die gleiche Form wie Z hat.
Dies haben wir oben bereits gezeigt. Um es explizit zu sehen rechnen wir hierfür

(18.44.5) (a b) (y E:X) _ ( ay + bx E:(ax + bYA))
bA a x E:yA - ax + byA E:(ay + bx)A .

Folglich gilt genauso

(18.44.6) x=(~ ~t1-1)(~-~~Z ;2)(~2 X~:Y).
Wir bezeichnen mit U2 = U2(s) den Schnitt von G, mit der Gruppe N(et) und mit U1 = U1(s)
den Schnitt von G, mit der Gruppe N(et), so daß gelten

(1844.7) U, = {(~ ~ <:{ n. ='~~:: ~ -1 }.

(18.44.8) U,={n <~ !D '='~;'::~-1}
Die Gruppen T, Ul (s) und U2(s) schneiden sich paarweise jeweils nur in der Eins. Die Darstellungen
(18.44.3) und (18.44.6) oben zeigen daher, daß 0:" die Zerlegungen
(18.44.9) a:e, = T(F) .Ul(S) . U2(s) = Ul(S) . T(F) . U2(S)
besitzt. Haarsche Maße auf T(F), U1(s) und U2(S) respektive werden gegeben durch die Pro-
duktmaße

(18.44.10) dT (diag(l(a +bv'Ä), c. tr1(a +bv'Ä») = d
l
F

I
c ~ dFa ~ ~ '

CF INLIF(a+ A)IF

(18.44.11) d (E2 E:yA %) { dFY ~ dF% e = 1
2 e% y = d e = -1,o E2 FY

(18.44.12) dl ( Y E~% E
O
) = { ddFY~ dp% e = 11% eyA 2 FY e = -

respektive. Indem man (18.20) sukzessive auf die Paare TUl, U2und T, Ul anwendet, erhält man

(18.45) Lemma (Du Haarsche Maß ~, auf G,): Durch die Vorschrift

r /(g)dJA,(g) = r r r /(azy) dTa d1% d2Yla. lT lu,(,) Ju~(,)
wird ein Htltlr,ehu Mo.ß P. 0.1£/ der Gruppe G, definien

Falls nicht anden gesagt trage G. im folgenden das eben definierte Haarsche Maß JA,. Wir schreiben
dann auch vereinfachend d,g oder dg für dJA,(g).

(18.46) Berec.hJ1ung des Volumens von G,(OF) im Fall e = -1: Wir wollen im folgenden
das Volumen von G,(OF) = G, n K oder dazu äquivalent du Volumen von a:"(OF) berechnen.
Wir unterscheiden dabei die Fälle e = -1 und £ = 1. In diesem Abschnit.t soll für £ = -1 das
Volumen von G,( 0 p) explizit bezüglich des eben definierten Maßes JA, bestimmt werden. Dabei
betrachten wir zusätzlich den Fall ord A = O.
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Dazu schreiben wir die Parametrisierungen (18.44.3) und (18.44.6) eines Elementes X aus G~eg als

(18.46.1) X = (~ JJ'~-1 ) (~2 ~2) (~2 ~J= (JJI!-1 Z JJ'X-1~~ + E2») .
Dabei seien

-.

(18.46.2)

so daß X mit

(18.46.3)

die Darstellung

(18.46.4)

x = (a bA) Y = (-YA 0) Z = (z 0)b a' 0 Y' 0 -zA •

a bA -ayA ybA
b a -ybA ay

X=
yaz yzbA /fa(l - zyA) -JJb(l - zyA)
D D D D

_yzbA _yzaA -JJbA(l - zyA) /fa(l - zyA)
D D D D

hat. Genau dann liegt jetzt X in G~eg(OF), wenn gelten
(1) JJ E U(F), a, bE OF,
(2) JJazD-1 I JJazAD-1 I JJbAzD-1 E OF,
(3) ay, bAy E OF,
(4) JJa(l- zyA)'D-1, JJb(l- zyA)D-1 E OF.
Sei G = GSp(V, B) und trage V die symplektische Basis (el. ft. e2,12). Die Gruppe K =
GSp(4)(OF) ist dann der Stabilisator des Standardgitters A = OFe1 e 0Fft e OFe2 e OFh
in GSp(4)(F). Genau dann liegt mithin eine Matrix 9 aus GSp(4)(F) in K, wenn g.A = E4.A gilt.
Indem man die Bilder dieser beiden Gitter unter der zur symplektischen Basis oben dualen Basis
betrachtet, erhält man im Fall 9 = X die notwendigen Bedingungen
(5) min{orda, ord(bA), ord(aAy), ord(bAy)} = 0,
(6) min{orda, ordb, ord(ay), ord(bAy)} = 0,
(7) min{ord(az), ord(zbA), ord(a(l- zyAn, ord(b(l- zyA»} = ordD,
(8) min{ord(zbA), ord(azA), ord(bA(l- zyAn, ord(a(l- zyA»} = ordD
dafür, daß X in ~e'(OF).liegt. In der folgenden Diskussion unterscheiden wir die Fälle ordA = 1
und ord A = O. Sei zuerst

ordFA = 1.

Wegen orda, ordb ~ 0 und ordA = 1 vereinfacht sich (5) zu min{orda, ord(bAy)} = O. Die
Gleichungen (7) und (8) reduzieren sich auf ordD = min{ord(bAz), ord(a(l- zyA»}.

(18.46.5) Sei zuerst 0::5 orda::5 ordb. Dann ist ordD = 2orda. Genau rür ordy = -(ordb + 1)
ist weiter ord(bAy) = O. Dann ist aber ord(ay) = orda - ordb - 1 negativ im Widerspruch zu
(3). Folglich ist in diesem Fall stets orda = 0, 80 daß diag(X,JJ'X-1) aus T(OF) kommt. Nach
(3) gilt weiter ordy ~ O. Wegen ordD = 0 ist ordz ~ 0 nach (2). Für die 80 gewählten Parameter
a, b, y und z ist (4) stets erfüllt.
(18.46.6) Sei jetzt 0 ::5ord b < ord a. Dann ist ord D = 20rd b+ 1. Wegen ord a > 0 gilt weiter
ordy = -(ordb+ 1) nach (5). Wegen orda > ordb ist ord(a(l- zyA)D-1) > 0 nach (4). Daher
ist wie am Anfang bemerkt ordD = ord(bAz) nach (8), so daß ordz = ordb gilt. Für diese Werte
von G, b, y und z sind (1), (2) und (3) erfüllt. Genau dann ist ord (b(1 - zyA» ~ ord D, wenn
1-zyA in b-1 DOF liegt, also y aus (zA)-l +D(bzA)-lOF ist. Wir bemerken ord (zA) = ord b+ 1
und ord D-ord (zbA) = 2ordb+l-(2ord b-f=l) = O. Deshalb ist (4) genau rür y aus (zA)-l +OF
erfüllt.
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(18.46.7) Das Volumen von G~eg(QF) erhalten wir jetzt als die Summe der beiden oben berech-
neten disjunkten Mengen. Das Volumen Vl der in (18.46.5) beschriebenen Menge ist vol(U(F»2.
Es ist also mit dem Volumen von T( 0 F) bezüglich JJT identisch. Das Volumen der in (18.46.6)
beschriebenen Menge ist gegeben durch

V2 = { { { { ( dFY dFZ _d_F_a_d_F_b_dF•H.

JU(F) JOF Jb7rOF JbU(F) J(zA)-l + OF la2 - b2AIF ,-
Wie oben bemerkt ist dabei la2

- b2AI = Ib2AI = Ib271"1.Da dFY translationsinvariant ist,gibt
das innerste Integral in V2 das Volumen von 0 F. Es ist also Eins. Wechselt man in den beiden
anderen Integralen die Variablen von z nach bz und von a nach b7ra respektive, erhält man

V2 = vol(U(F» { Ibl71"b~.llbl{ ( dz da db = vol(U(F»2.
JOF 11' JOF JU(F)

Für ordA = 1 hat also G,(OF)das Volumen 2vol(T(OF», das wir als (1 + 11I'A-ll)vol(T(OF))
interpretieren. Sei deshalb jetzt

ordFA = O.

(18.46.8) Sei zuerst 0 ~ ord a < ord b oder 0 ~ ord a < ord b. Wir setzen m = mini ord a, ord b}
und M = max{orda, ordb}. Dann ist ordD = 2m. Aus (2) erhalten wir ordz ~ -m+2m = m,
aus (3) resultiert ord y ~ -mo Die Bedingung (5) ist äquivalent zu 0 = m + min{O, ord y} und (8)
vereinfacht sich zu ord D = m + min {ord z, ord (1 - zyA)}, also zu m = mini ord z, .ord (1 - zyA)}.
(18.46.8A) Im Fall m = 0 erhält man somit ord z, ord y ~ O. Für diese Parameterwerte ist die
Bedingung (4) stets erfüllt.

(18.46.8B) Sei m ~ 1 Notwendig in diesem Fall ist dann m+ord y = 0, also ord y = -m nach (5).
Gelte ord Z > m~ Dann ist ord (zyA) > m - m + ord A = 0, so daß 1:-' zyA eine Einheit ist. Ein
Widerspruch zu ord (1 - zyA) ~ m. Deshalb gilt ord z = m. Genau dann ist ord (1 - zyA) ~ m,
wenn y in (zA)-1 + 1I'm(zA)-10F = (ZA)-1 + OF liegt. Für diese Wahl der Parameter a, b, y und
z sind dann die Bedingungen (1 )-( 4) erfüllt.

(18.46.9) Sei jetzt 0 ~ ord a = ord b. In diesem Fall ist ord D = 20rd a + 1. Nach (3) ist
weiter ord y ~ -ord a. Wegen (2) ist ord z ~ ord D - ord a = ord a + 1. Somit ist ord (zyA) ~
ord a+ l-ord a = 1. Dies zeigt ord (l-zyA) = O. Als Konsequenz erhalten wir ord (a(l-zyA)) =
ord a < 20rd a + 1 = ord D. Dieser Widerspruch zeigt, daß der Fall 0 ~ ord= ord b nicht eintritt.

(18.46.10) Wir können jetzt das Volumen von G,(Op) im Fall ordA = 0 berechnen. Es ist
die SUmme der Volumina der beiden in (18.46.8A) und (18.46.8B) beschriebenen Mengen. Das
Volumen V1 der Menge (18,46.8A) ist identisch mit dem Volumen vol(U(F»2 von T(OF) bezüglich
JJT. Das Volumen V2 der in (18,46.8B) beschriebenen Menge ist aus SymmetriegrÜDden gegeben
durch

V2 = 2 { { 1 1 ( dFY dFZ ~pb ~P(J . c:IFJJ •
JU(P) JrOF a1l'Op aU(F) J(zA)-l + OF \a - b Alp

Dabei ist la2 - b2AI = la21. Wechselt man sukzessive die Variablen Z nach az, b nach a1rb und.
a nach 1I'a, nimmt man als Faktor la1l'12 im Zähler auf. Somit ist V2 = 11I'Ivol(U(F»2 wegen
2111'12= Irl = 2-1• Im Fall ordA = 0 hat also G,(OF) das Volumen (1 + 11I'I)vol(U(F))2 =
(1 + 11I'A-1I)vol(T(Op». Wir bemerken, daß A = DL/F/4 nach (13.2) modulo U(F)2 gilt. Wir
fassen dies explizit zusammen im folgenden

(18.41) Lemma(e = -1): Sei 8 = diag«l(a+bvA), c. tl-1(a+bv'A» ein singuläres Element
aus T(F), das nicht in A(F) liegt. Im Fall c = NL/F(a + bv'A) gilt dann

vol.(G,(OF» = (1+ ~~II:).volT (T(OF» = (1+ I~II:).voIF(U(F»2.
Dabei trägt G, das Haarsehe Maß IJ, und es gilt A = tDLIF mit DL/F der Diskriminante von L
über F.
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(18.48) Kein Lemma:

(18.49) Kein Korollar:

~ r T)
o 0 11'-'1(18.50.1)

(18.50) Der Fall c = -1: Wegen (18.42) und (18.43) bleibt der Fall c = NL/F(a + bv'A) zu
diskutieren. Hier gilt zunächst für alle Repräsentanten g(n, x, y) aus (18.41)

g-l(n,x,y)' s. g(n,x,y)

(
~ lr~n _;lI'x_n ~y) (: b:

= 0 0 1 0 a
o 0 0 11''1 -bA

_ (b7r~n bA;n b:b:~n 2~:;=;")
- 0 0 a -blr-"'
. 0 0 -bAlr" a

Gelte wiederum ord b $ n. Dann ist die Bedingung 0 $ ord (b:n-") = ord b - n + ord x nur ftir
ord b = n und x = 0 erfüllt. Die Bedingung 0 $ ord (2bY1r'-2n) ist in diesem Fall äquivalent zu
ord b = n $ ord 2 + ord y. Folglich erhalten wir die

(18.50.2) Bemerkung: Nur für x = 0, n = ord b $ ord 2 + ord y liegt g-l(n, x, y) . s . gen, x, y)
in M( 4,0 F). Insbesondere liegt g-l(n, x, y) . s . gen, x, y) im Fall 0 = ord bund ord 2 = 0 nur für
x = 0, y = 0 und n = 0 in M(4,OF)'

Im Fall ord F2 = 0 sind wir daher auch hier in der gleichen Situation wie im vorherigen Fall.
Zusammenfassend erhalten wir somit den

IG(T(r»(,) = L.\G T(r)(g-lsg) :~ = VOl(G:(OF»)'

Berechnd bezüglich du Maßu IJ, ist dabei vol(G,(Op» = (1 + IrA-lIF) . vol(U(F»2 im Fall
~+ IJ = 0 und -~IJ = IJ(')' •

Im Rest. des Abschnittes wollen wir jetzt das Orbitalintegral O~(T(r» in dem nach (18.36) einzig
noch offenen Fall

(18.51) Satz: Gelte F = Q2, wenn der Restklassenkörper von F die Charakteristik zwei
hat. Seien L = F(v'A) mit ordA = 1 ein quadratueher EMJleiterungskörper von Fund
s = diag( i( x) ,et i-l (x» ein singuläres, F -rationales Element aus dem zu L assoziierten maxi-
malen Torus T in L(o), das nicht in T,plit liegt. Seien ~ und IJ die Eigenwerte von lex), so
daß

s "'" diag(~, IJ, c~-l, CIJ-l)

über L ut. Seien CI= ordF«~ + IJ)/2) und b = ordF«~ -IJ)/"jlJLi"i) mit DL/F der Diskri-
minante von L über F. Gelte entweder ~ + IJ = 0, IJ(8) = e = -NL/F(X) oder seien ordF2 = 0,
IJ(s) = C = NL/F(X).
Genau dann verschwindet IG(T(lr»(s) für den Heckeoperator T(r) = h(l, 1, 1) nicht, wenn
ordFNL/F(X) = ordFIJ(T(r» = 1 ist. Dies ist gen au für b = 0 und CI > 0 richtig. In diesem
Fall gilt

ordp2 ~ 1, 0 = ordpb $ ordFCI und IJ(8) = NL/p(a + bv'Ä)

berechnen. Dann ist. nach Voraussetzung F = Q2 und es gilt ord p2 = 1. Wir behaupten

(18.52) Lemma: Für alle Elemente c, d in F mit orde = ordd sind die Doppelnebenklassen
G,(F)g(O, 0, c)K und G,(F)g(O, 0, d)K gleiGh.
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(18.53) Hierfür berechnen wir zunächst allgemein für X'aus G,(F)

g-l(O, 0,,) . X . g(O, 0, e)

=n ° 0

T) (I
bA -yA

~)(~
0 0 n1 -, a -x 1 e

° 1 -w 9 0 1
0 0 -zA dA 0 0

=(1
0 0

T) (I
bA (be - y)A a<+x)(18.53.1) 1 -, a ae - x y + bc

0 1 -w 9 -we d + ez
0 0 -zA (d - zc)A g+wec-~ (b + z,)A (be - y - ,(d - ze»A ae+ x - ,(g +we))

_ b - z, a+w, ae - :z: - ,(g - we) y + be - ,(d + ze)
z -w 9 -wc d +ze .
w -zA (d-ze)A g+wc

(18.53.2) Gelte orde = ord,. Wir setzen a = 1, b = z = w = 0. Dann geben die symplektischen
Bedingungen

(1) aw = -zbA (3) ad - zr = yw - bg
(2) :z:g = -ydA (4) J.' = ag + xw + (bd + zy)A

an die Matrix X zunächst d = :z: = O. Deshalb ist

g-l(O,O,,).X.g(O,O,e)= (~ ~ e~~g e-~19).
o 0 ° 9

Wählt man eine Einheit 9 so, daß c = ,g ist, liegt diese Matrix dann in K. Das zeigt die
Behauptung des Lemmas.

(18.53.3) Sei jetzt G = GSp(V,B) und trage V die symplektische Basis (e1,f1,e2,h). Seien
Aoo = (OFede(OFfde(OFe2)e(OFh) und AN = g(O,O,,rV).Aoo für jede negative ganze Zahl
N. Wir untersuchen jetzt, wann es für negative ganze Zahlen N und für S= 00 oder S < N aus
Z ein Element X wie oben gibt mit X.As = AN. Setzt man e = 1(5 und, = 1(N, heißt dies

(

a bA (bc-y)A ac+x) (1 ° ° ')
b a ac-x y+bc A _ 0 1 , 0 A
z -w g-wc d+cz 00- ° 0 1 0 00'

w -zA (d-ze)A g+wc 0 0 0 1

Wir bemerken weiterhin, daß die Formel für g-l(O, 0, ,).X.g(O, 0, e) weiterhin speziell ord z, ord w,
ord (bz:l:-y) , ord (a:i:W'Y),ord (g:i:wc), ord (d:i:zc), ord «ac:i:x)-,(g:i:wc», ord «bc+y)-,( d+ze» ~
o zeigt. Indem man die Bilder' der beiden Darstellungen des Gitters unter den Elementen der zu
der symplektischen Basis dualen Basis berechnet, folgen weiter

(5) min{orda, ordbA, ord(bc - y)A, ord (ac +x)} = min{O, ord,} = ord"
(6) min{orda, ordb, ord (ac - x), ord (y + bc)} = ord"
(7) min{ord z, ord w, ord (g - we), ord (d + ez)} = 0,
(8) min{ord w, ord zA, ord (d - zc)A, ord (g +wcH = O.

(18.53.4) Wir betrachten zuerst den Fall e = 0, so daß

(

a bA
b a
z -w
w -zA

-yA
-x
9
dA
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gilt. Dann ist min{ordz,ordw,ordg,ordd} = 0 und weiter gilt min{orda,ordb,ordz,ordy} =
min{orda,ordbA,ordyA,ordz} = ordr. Gilt ordA = I, sind speziell min{orda, ordz, ordy} =
erd r im Fall ord b = ord rund min{ord a, erd b, ord z} = ord r im Fall ord y = ord r.
Seien z, y aus F, so daß z + y und z - y beide aus 0 F sind. Dann liegen zunächst 2z und 2y beide
in 0 F, so daß ord z, ord y ~ -ord p2 = -1 gilt. Im Fall min{ord z, ord y} < 0 folgt darüberhinaus
erdz = ordy. Wir wenden dieses Argument auf die Einträge der Matrix g-l(O,O,r).X.g(O,O,O)
an und erhalten die notwendigen Bedingungen

(9) orda, ord(wr) ~ -1 und orda = ord(w1) im Fall min{orda,ord(wr)} < O.
(10) ord (rg) = ord (ac -19), ord z = ord (z - rwe) ~ -1

und ordz = ord(rg) im Fall min{ordz,ord(rg)} < O.
Im Fall ord A = 0 gelten zusä.tzlich

(11) ordb, ord(zr) ~ -1 und ordb = ord(z1) im Fall min{ordb,ord(zr)} < O.
(12) ord (rd) = ord (be - rd), ord y = ord (y - rze) ~ -1

und ord y = ord (rd) im Fall min{ord y, ord (rd)} < O.
(18.53.5) Wir untersuchen die Fälle ordA = 0 und ordA = 1 jetzt getrennt weiter. Sei zunächst
ordA = O. Die Bedingungen (9) - (12) zeigen, daß m = min{orda,ordb,ordz,ordy} ~ -1 ist.
Deshalb kann m = ord r rur ord r ~ -2 nicht erfüllt werden. Wir setzen daher weiter ord r = -1
voraus. In einem nächsten Schritt analysieren wir die symplektischen Bedingungen (1) - (4). Aus
(1) und (2) erhalten wir

b= -aw(zA)-l und z = -g-lydA.

Setzt man diese Relationen in (3) ein, erhalten wir ad + z(g-lydA) = yw + gaw(zA)-l, also
y(w-dzAg-l) = a(d-wg(zA)-l). Genau dann ist w-dzAg-1 = 0, wenn d-wg(zA)-l = 0 ist.
Sei zunächst w - g-ldzA von Null verschieden. Hier ist (d - wg(zA)-l}-(w - dg-1zA)-1 =
(_g-l zA)-l = -g(zA}-l. Folglich sind y = -ag(zA)-l und z = -g- ydA = az-1d. Für
IJ= ag + zw + (bd+ zy)A erhalten wir somit

IJ = ag + (az-1d)w + (d(-aw(zA)-l) + z(-ag(zA)-l))A = ag + az-1dw - az-1dw - ag = O.

Deshalb ist notwendigerweise w - g-ldzA = O. Indem man jetzt für w substituiert, folgt zuerst
b = -aw(zA)-l = -a(g-ldzA)(zA)-l = -ag-1d. Für IJ erhält man dann den Ausdruck IJ =
ag + (-g-lydA).(g-ldzA) + (d(-ag-1d) + zy)A = ag - zyA(dg-1)2A - ag(dg-1)2A + zyA =
ag(1 - (dg-1)2 A) + zyA(1 - (dg-1)2 A), also

IJ = (ag + zyA)(l - (dg-1)2 A) = (dg-1)2(ag + zyA)«d-1g)2 - A).
Wir analysieren jetzt weiter die Bedingung 0 = min{ord w,ordz,ordd, ordg}. Sei zuerst ord w = O.
Dann ist ord(w-y) = ordr < O. Somit folgt aber orda = ordr aus (9). Die Darstellung b =
-aw(zA)-l zeigt ordb = ordr und ordz = O. Gelte umgekehrt ordz = O. Aus (11) folgt
ord b = ord r. Die Darstellung von b oben zeigt jetzt ord a = ord..., und ord w = O.
Sei ord d = O. Aus (12) folgt dann ord y = ord...,. Die Darstellung z = -g-ldAy zeigt ord z = ord r
und ordg = O. Gelte umgekehrt ordg = O. Aus (10) folgt ordz = ord...,. Die Darstellung von z
oben zeigt jetzt ord y = ord..., und ord d = O. .
Wir analysieren die Beciinguns ord IJ = O. Seien zunä.chsiord d = ordg = 0 und ord z = ord y =
ord..., = -1. Dann ist ord(A - (d-1g)2) = m(A) = 1 wie in (18.18) bemerkt. Daher ist not-
wendigerweise: ord(ag + zyA) = -1. Für ordz = 0 ist orda = ord..." also ord(ag + zyA) ~ O.
Folglich gilt ordz ~.1. Notwendig für ord(ag + zyA) = -1 ist dann aber -1 = ord(ag) = orda.
Aus (9) erhalten wir ord w = O. Wie oben gezeigt ist dann notwendigerweise auch ord 01' = O. Ein
Widerspruch.
Seien deshalb. ord w = ord 01' = 0 und ord a = ord b = ord..., = -1. Nach Voraussetzung ist
w = zA(g-ld), 80 daß 0 = ord (g-ld) folgt. Damit ist wieder ord (A - (d-1g)2) = m(A) = l.
Notwendig für ordlJ = 0 ist deshalb ord(ag + zyA) = -1. Für ordg = 0 ist ordy = ordr = -I,
so daß ord (ag + zyA) ~ 0 folgt. Deshalb ist hier ord 9 ~ 1. Notwendig rur ord (ag + zyA) = -1
ist dann aber ordy = -1. Aus (12) erhalten wir ordd = O. Wie oben bemerkt folgt hieraus
aber ord 9 = O. Dieser endgültige Widerspruch zeigt, daß im Fall ord A = 0 keine Matrix X mit
X.Aoo = A-., existiert. .
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(18.53.6) Betrachten wir jetzt den Fall ord A = 1. Gelte zunächst ord z = ord,.. Dann ist
ord (z - ,.g) ~ 0 nur für ord 9 = 0 zu erfüllen. Wegen (2) erhalten wir weiter ord,. $ ord y =
ord(-zg(dA)-1) = ordz - ordd - 1= ordr - 1- ordd, also ordd $ -1. Ein Widerspruch zu
ordd ~ O.
Sei ord y = ord r. Die Bedingung ord (y - ,.d) ~ 0 ist dann nur für ord d = 0 zu erfüllen. Dann
ist weiter ord,. $ ord:e = ord (-g-lydA) = ord y + ord d + 1- ord 9 = ord,. + 1- ord 9, also
ord 9 $ 1.
Sei zunächst ord 9 = 0, so daß ord:e = ord,. + 1 ist. In diesem Fall ist dann weiter
min{orda,ordb} = ordr. Ist ordb = ordr. folgt orda = ord,. wie oben bemerkt. Daher ist
in diesem Fall stets ord a = ord,.. Wegen ord (a - w,.) ~ 0 ist dann weiter ord w = O. Wegen (1)
ist somit ord,. = ord aw = ord z + ord b + 1~ ord b + 1~ ord,. + 1. Ein Widerspruch.
Sei ord 9 = 1. Dann ist ord x = ord,.. Die Bedingung ord (:e - rg) ~ 0 ist somit nur für ord 9 = 0
zu erfüllen. Ein Widerspruch der ord y > ord,. zeigt. Somit ist ord b = ord,. oder ord a = ord,..
Wie oben bemerkt ist daher in den verbleibenden Fällen stets
orda = ordr. Die Bedingung ord(a - wr) ~ 0 zeigt dann ordw = O. Aus (1) folgt ord,. =
ord (aw) = ord (.dA) = ord z + ord b+ 1. Wegen ord z ~ 0 zeigt dies insbesondere ord b < ord r.
Dieser endgültige Widerspruch zeigt das .

(18.54) Lemma, Seien F = Q2 und 8 = diag(i(z), c. 'r1(z» mit c = NLIF(Z) .und ord c = 1.
Dann sind für N < 0 die Doppelkoleu G,(F)g(O, 0, O)K und G,(F)g(O, 0, 1t-N)K dis;unkt.

(18.55) Notwendige Kongruenzbedingungen: Wir woUen im folgenden für r = 1t-1 = 2-1
das Volumen der Menge G,(1) = G,(F) n g(O,O,,.), K . g-1(0,O,1) oder dazu äquivalent. das
Volumen von ~.'(r) =G,(,.)nG~.' bezüglich des in (18.45) definierten Haarschen Maßes /J. auf
G, berechnen. Die Elemente X aus ~.'(r) schreiben wir nach (18.46.1) in der Form

(18.55.1) X = (~ p'~-1) (~2 ~2)(~' ~2)= (p';'1 Z p'X-1~~ +E,»)
für Matrizen X, Y und Z der Form

(18.55.2)

(18.55.3)

Der Ähnlichkeitsfalttor /J einer solchen Mat.rix X ist notwendigerweise aus U(F). Dies sei im
folgenden vorauageeeut. Sei weiter D = det X = a' - 1>2A = NLI F( G + bv'Ä). Genau dann liegt
jetzt. X in ~.'(7), wenn g-1(0,0,1)X9(0, 0,1') aus K = GSP(4)(OF) ist oder dazu äquivalent,
wenn alle Einträge dieeer Matrix gans sind. Wir rechnen hierfür zunächst

(~2 E~)(/Ja;'1Z p'X-1~ + E,») (~2 ~2)
(E2 -r) (X Xf+XY)

= ° E2 p'X-1Z p'X-1(Zf+ZY+E2)
_ (X-pr'X-1z xr+XY-. pr'x-1(Zr+ZY+E2»)
- p'X-1Z p~X-1(Zr+ZY+E,) .

Explizit gelten mit den Bezeichnungen von (18.55.2) weiter

p'x-1r= ~(-:A ~I» (~ -~A) = ~ (-~:A ~:~A)'

r'x-1z = ~ (-1z6A -,.aZA) xr+XY = (16- ay)A a,,+Y6A),
p D 1G.& 1'zbA ' a7 - ybA 1'1>+GY

,x-1 (Zr zy E) _ P ( ,.zbA + a.(l - zyA) 1'ZG - b(l - zyA) )
p + +, - D -A(1'za +'6(1- zyA» a(l- zyA) - ,.zbA '
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xr + Xy - JJrC X-1(Zr + Zy + E2)

_ (1b - ay + lfJbaz + b(l - zyA)))A a-y+ ybA -lfJ(a(l - zyA) -1ZbA)

- . a1- ybA - -xgbzbA + a(l - zyA» b1 + ay -lfJ(-yza - b(l - zyA» .

Als erstes Resultat können wir daher festhalten, daß eine Matrix (18.55.1) genau dann in G~eg(1)
liegt, wenn ihr Ähnlichkeitsfaktor JJ aus U(F) ist und mit D = det X = a2 - b2A gelten

1JJzbA
(18.55.4) a::t -V E 0F,

(18.55.5) b--YJJazD-l, A(b+1JJazD-1) E OF,
(18.55.6) JJaz, JJzbA, JJazA E DOF,
(18.55.7) a(l- zyA) ::t -yzbA E DOF,
(18.55.8) -yza - b(l- zyA), A(-yza + b(l- zyA» E DOF,

(18.55.9) a1::t ybA - 1j; (a(l- zyA» T 1zbA) E OF,

(18.55.10) -yb+ay-1j;(-yaz-b(l-zyA»,A(-yb-ay+ 1j;baz+b(l-zyA») EOF'

Genau dann liegt X in G~eg(1), wenn X.g(O, O,-y).Aoo = g(O, O,-y).Aoo für das Standardgitter Aoo
in den Bezeichnungen von (18.53.3) gilt. Betrachtet man die Bilder dieser beider Gitter unter der
zur symplektischen Basis (el,il,e2,h) dualen Basis, erhält man wegen der ersten Gleichheit in
(18.55.3) die notwendigen Bedingungen
(18.55.11) min{orda, ord(bA), ord(A(1b - ay», ord(a1 + ybA)} = ord1,
(18.55.12) min{ordb, orda, ord (a1- ybA), ord(1b + ay)} = ord1,
(18.55.13) min{ord (az), ord (%bA), ord (1zbA + a(l- zyA», ord (-yoz - b(l - zyA»} = ord D,

(18.55.14) min{ord (zbA), ord (azA), ord (A(b(l - zyA) +1az»,
ord (a(1 - zyA) -1%bA)} = ord D.

In der weiteren Diskussion unterscheiden wir wieder die Fälle ord A = 0 und ord A = 1.

(18.56) Volumenberechnungen im Fall ordFA = 1: Sei zunächst ordA = 1. Wir wollen
zuerst die Ordnungsbedingungen in (18.55.14) vereinfachen. Dazu notieren wir, daß ord (az) ~
ord D wegen (18.55.13) gilt und folglich ord (azA) > ord D ist. Sei weiter ord (b(1 - zyA) +
-yaz) = ord D - 1. Wir können z #: 0 annehmen. In diesem Fall ist 1az + b(1 - zyA) aus
DA-1U(F) oder dazu äquivalent y aus (b + 1az)(bzA)-1 + D(bzA'l)-lU(F). Wir rechnen dann
1az - b+ bzyA = 1az - b+ bzA«b + 1az)(bzA)-1 + D(bZA'l)-lu) = 21az + DA-lu. Wegen
ord 1 = -1 und ord (az) ~ ord D erhalten wir ord (1az - b(1 - zyA» = ord D - 1 im Widerspruch
zu (18.55.13).
Sei daher ord(z6A) =ordD. Aus (18.55.4) folgt dann orda = ord1 = -1. Weiter ist ord(az) =
ordz -1 = (ordD - ordb - 1) - 1 = ordD - ordb - 2. Nach (18.55.6) istord(az) ~ ordD, so
daß notwendigerweise -ord6 - 2 ~ 0, also ord6 S -2 ist. Ein Widerspruch zu (18.55.12). Somit
ist bereits ord (z6) ~ ord D. Insbesondere erhalten wir ord (JJzbAD-1) ~ 1, so daß 1JJzbAD-l aus
Op ist'. Nach (18.55.4) liegt deshalb a bereits in Op. Als erste Konsequenz können wir mithin
festhalten
(1) 1za::t b(l- zyA) E DOp,
(2) ordp(a(l- zyA) -1zbA) = ordpD,
(3) ordF(zb) ~ ordpD,
(4) ordFa~O.
Wie eben gezeigt ist ord (1az +b(l- zyA» ~ ordD. Wegen (18.55.10) ist daher notwendigerweise
ord (1b - oy) ~ ord 1 = -1. Wir erhalten also
(5) ordp\1b::tay) ~-1.
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(9)

(12)

Nach (18.55.12) ist ordb ~ -1. Wir nehmen ord b = -1 ~. Wegen (18.55.5) ist dann notwendiger-
weise ord (azD-l) = 0, also ord z = ord D-ord a. Nach (3)ist andererseits ord z ~ ord D-ord b =
ord D + 1. Somit folgt -ord a ~ 1, also -1 ~ ord a ~ O. Dieser Widerspruch zeigt ord b ~ O. Da b
und b -1JJazD-1 beide ganz sind, ist jetzt auch 1JJazD-l ganz. Folglich ist ord (az) ~ ord D + 1.
Gelte ord (A(1b':"'ay» = -1, also ord (1b-ay) = -2. Wegen ord (-yb) ~ -1 ist daftir ord (ay) = -2
notwendig. Damit ist ord(1b + ay) = -2 im Widerspruch zu (18.55.12). Wir erhalten deshalb

(6) ordFb~O,
(7) ord F(az) ~ ord FD + I,
(8) ord F(a1 + ybA) = ord F1 = -1.
Die Bedingung (2) ist äquivalent dazu, daß a(1 - zyA) -1zbA in D.u(F) liegt. Löst man nach y
heißt dies

y E a - 1zbA + ..E..-U(F) = 2. (1 _ 1zbA + D U(F») .
azA azA zA a a

Dann ist a(l- zyA) +1zbA = a+1zbA - azA«a -1zbA)(azA)-1 +D(azA)-lu) = 21ZbA - Du.
Wegen ord (21ZbA) = ord (zbA) ~ ord D + 1 nach (3) ist damit ord (a(l - zyA) + 1zbA) = ord D.
Es gilt also

(10) ordF(a(l - zyA):!:: 1zbA) = ord FD.

Speziell gibt es eine Einheit u mit y = (azA)-1(a-1zbA+Du). In der Notation oben rechnen wir

(11) 1az-b+bzAY=1az-b+bzA( 1
A
(1- 1zbA + Du)) = (1Z+bu)D,

z a a a

b b A 1a2z + ab - ba+ 1z62A - bDu 21Z62A + (1Z - bu).D
1az + - z y = -----------= -------.a a

Notwendig für (1) ist ord(1az - 6(1 - zyA» ~ ordD. Dies ist genau dann der Fall, wenn wir
(1Z + bu)a-1 = a mit a aus Op haben. Indem man nach z lösi, erhält man hieraus

(13) a -1zbA + Du d aa - bu fi' 0 U(F)y = A un z = --- ur a E p, u E .az 1

Substituiert man für z in (12), ergibt sich 21Z62A+(1Z-bu)D = 262A(aa-bu)+«aa-bu)-bu)D =
aa(262 A +D) - 2bu(62A +D) = aa(26' A +D) - 26ua' wegen D = a2 - 62A. Daher gilt zunächst

(12') 1az +6(1- zyA) = 26(6Aa - ua) + aDa;

Die Bedingung ord (1az +6(1 - zyA» ~ ord D aus (1) ist folglich genau im Fall

(14) ordp(26(6Aa - ua») ~ ordpD

erttillt. Bezüglich der Parametrisierung in (13) gilt jetzt zunächst ay-= (zA)-l(a -1z6A + Du).
Somit ist 16 + oy = (ZA)-1(1Z6A + 0 -1z6A + Du) = (zA)-l(a + Du). Daher folgt aus (12)

"IJJ a+ Du
(15) 16 + oy- 1)(-yaz - 6(1- zyA») = zA + 1JJa.
Weiter rechnen wir 16 - oy = (ZA)-1(1bzA - a + 1z6A - Du) = 6 - (zA)-l(O + Du), so daß wir

1J.& 0 + Du JJ6(bAa - ua)
(16) 16- ay+ n(-yaz +6(1- zyA» = 6+1JJOQ,- zA + D

wegen (12') erhalten. An dieser Stelle bemerken wir, daß die Bedingungen (18.55.4) - (18.55.6)
genau dann richtig sind, wenn a undb gans sind sowie die Bedingungen ord (zb) ~ ord D aus (3)
und ord (zo) ~ ord D + 1 aus (7) erfüllt sind. Die Bedingungen (18.55.7) - (18.55.8) sind genau
dann erfüllt, wenn y und z nach (13) parametrisiert sind und ord (2b(6Aa - uo» ~ ord D aus (14)
gilt. Die Bedingungen in (18.55.9) sindgen&u dann erfüllt, wenn zusätzlich ord(a1:!:: ybA) = -1
gelten. Die Ausdrücke in (18.55.10) gehen schlieSlich in (15) und (16) über. Wir unterscheiden im
folgenden die Fälle ord 0 7= 0 und ord a ~ 1. •
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(18.56.1) Sei zuerst orda ::::1. Notwendig für die Bedingung ord(a-y ~ byA) = -1 aus (8) ist
dann ord(ybA) = -1 wegen ord(a-y) ::::O. Somit ist ordy = -(ordb+ 2). Wir nehmen weiter
orda $ ordb an. Dann ist ord(ay) = orda-ordb-2 $ -2 und ord(-yb):::: ord(I'a) ~ O. Nach (1)
ist ord (I'az -b( 1- zyA» ~ ord D. Deshalb erhalten wir ord (-yb+ay- -YJjD-1 (I'az- b(l- zyA») $
-2. Ein Widerspruch zu (18.55.10). Somit ist
(17) ord Fb < ord Fa.
Speziell folgt ord D = 20rd b + 1. Weiter ist ord (bAa - ua) ::::ord b + 1, so daß (14) stets erfüllt
ist. Die Parametrisierung von z in (13) gibt
(18) ord FZ = ord Fb + 1 = ord FD - ord Fb.
Wir untersuchen jetzt, wann ord y = -(ord b + 2) gilt. Wegen ord (zA) = ord b + 2 ist dies nach
(13) äquivalent zu
(19) ord Fa = ord F(a - -yzbA + Du).
Gelte ord a $ ord D. Wir haben ord (-yzbA) = ord D. Im Fall ord a < ord D ist (19) daher
richtig. Jetzt ist ord (% + y) ~ ord % + 1 für Elemente % und y gleicher Ordnung aus 0F. Im Fall
ord a = ord D gilt somit ord (a - -yzbA) ::::ord D + 1, also ord (a - -yzbA + Du) = ord D.
Sei ord a > ord D. Die Gleichheit (19) ist hier genau für ord (Du - -yzbA) ~ ord a + 1 richtig.
Substituiert man für z aus (13), gilt Du--yzbA = Du-bA(aa-bu) = a2u-aabA = a(au-abA).
Wegen ord a > ord b ::::0 und ord (bA) ::::1 ist ord (au - abA):::: 1. Folglich gilt für ord a > ord D
stets ord (Du - -yzbA) ~ ord a + 1. Die Gleichung (19) ist also auch in diesem Fall stets erfüllt.
An dieser Stelle sind alle Bedingungen (18.55.4) - (18.55.9) erfüllt. Zu analysieren bleibt, welche
Restriktionen sich aus (18.55.10) an die Parameter a, b, z und u ergeben. Da (14) wie oben bemerkt
stets erfüllt ist, sowie bund I'Jjaa beide ganz sind, sind wegen (15) und (16) die beiden Ausdrücke
in (18.55.10) genau dann ganz, wenn die beiden Bedingungen

a+Du
(20) zA .+ -YJja E OF,

(21) ordF(a+Du)~ordFz
erfüllt sind. Wir analysieren darur im folgenden getrennt die Fälle ord a < ord D, ord a = ord D
und ord a > ord D.
(18.56.lA) Sei zuerst orda < ordD. Dann ist ord«a+Du)(zA)-l) = orda-ord z-l = orda-
ord b-2. Für orda = 0 ist (20) genau im Fall-1 = orda-ordb-2, also für orda = ordb+l erfüllt.
Für ord a ~ 1 ist (20) genau im Fall 0 $ ord a-ord b-2, also für ordb+2 $ ord a erfüllt. Notwendig
in beiden Fällen ist ord b ~ 1. In beiden Fällen ist weiter ord (a + Du) = ord a ~ ord b + 1 = ord z,
so daß (21) richtig ist.
(18.56.lB) Sei ord a = ord D = 20rd b+ L Dann ist ord (a + Du) ~ ord D + 1. Da ord D ~ ord z
gilt, kann hier der Fall ord a = 0 nicht auftreten. Sei daher ord a ~ 1. Genau für ord (a + Du) ~
ord (zA) = ord z + 1 ist dann (20) erfüllt. Wegen ord D ~ ord z ist dies stets der Fall.
(18.56.lC) Sei orda > ordD. Dann ist ord(a + Du) = ordD ~ ordz. Wir erhalten somit
ord «a + Du)(zA)-l) = (20rdb + 1) - (ord b + 2) = ordb - 1. Für orda = 0 ist (20) daher genau
im Fall ord b = 0 erfüllt. Für ord a ~ 1 ist (20) genau im Fall ord b ~ 1 erfüllt. .
Wir bemerken, daß ord b = 0 genau für ord a ~ ord D möglich ist. Im Fall ord a = ord D ist dann
orda ~ I, im Fall orda > ordD ist orda = O. Sei ordb ~ 1. Für orda = ordb + 1 ist orda = O.
Für ord b + 2 $ ord a ist ord a > 1. Wir fassen dies zusammen in der folgenden Tabelle

ordFb = 0

;

(18.56.2) ordFb> 1

ord Fa = 20rd Fb + 1 = 1
OrdFQ> 20rdFb + 1 = 1

ordFa ~ 1
ordFa = 0

. ord Fa = ord Fb + 1 ord Fa = 0
ordFa > ordFb + 2 ordFa ~ 1

Der Parameter u ist dabei beliebig aus U(F}. Um die Voluminadieser Mengen bezüglich des Maßes
Jj, zu berechnen, sind die dortigen Integrationsvariablen y und z in die Integrationsvariablen a
und u zu transformieren.
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(18.56.3) Für den Fall ord a ~ 1 berechnen wir in eimern ersten Schritt die J acobimatrix der
nach (13) durch y(a, u) = (zA)-l(l-'- -yba-1 Az + Da-1u),und z(a, u) = -y-l(aa - bu) gegebenen
Variablentransformation. Hierfür gilt zuerst

,~". ,; ------11
I

.<:ly (1 - 1M
7 + Du) . A 1M Du a ~ a a a+ u

oz (zA)2 - zA = - z2Aa .

Wegen oz/oa = -y-1a erhalten wir folglich

(22)
oy =aa

a +Du
z2A-y .

(24)

Wegen oz/au = _-y-1b rechnen wir weiter

o (1 - 1bA z + Du) . Ab b2A + D .Q. + Dub + D z..J!. _ a a -y + ---a- er _ -y ra a
ou - (zA)2 zA - z2A .

Indem wir rz = aa - bu substituieren, vereinfacht sich der Zähler dieses Ausdrucks wiefolgt
(-ya)-l(ab + Dub + Drz) = (-ya)-l(ab + Dub + Daa - Dub) = (-ya)-l (ab + Daa) = -y-l (b + Da).
Somit gilt

(23) oy b + Da
au = z2A-y .

Als Determinante der Jacobimatrix J(a, u) der Variablentransformation (13) erhalten wir deshalb

J(a,u) = oy. oz _ az . oy = b+Da . ~ _ (_~) (_ a+ DU).
ou oa ou oa z2Ar r r z2Ar

Den Zähler dieses Ausdrucks berechnen wir als ab + aDa - ab - bDu = D(aa - bu), so daß wir

J (a I u) = _D_(a_a_-_bu_)= _(a_2 b_2A_)_._(a_a_-_bu_)
(z-y)2A (zr)2A

erhalten. Nach (17) ist ordb < orda. Wegen ordu = 0 und orda ~ 0 folgt ord(aa - bu) = ordb,
also laa - bul = Ibl. Nach (18) gilt in unserer Situation ordz = ordb + 1. Wegen ord-y = -1
ist Izrl21AI = Ib2 AI = IDI. Deshalb gilt IJ(a, u)1 = Ibl. Das Volumenelement auf der Menge
{X E a:eg (r) : ord a ~ 1} ist folglich gegeben durch die Form

(25) dJ1..= Ib:IF dFU ~ dFa ~ dFa ~ dFb ~ dj;.J1..

Wir berechnen jetzt sukzessive die Volumina der vier in (18.56.2) beschriebenen Mengen. Ihre
Summe ist dann das Volumen V (1) der Menge {X E a:eg (-y) : ord a ~ 1}.

(18.56.4) Sei zuerst ordb = O. Dann ist 1011'1= 111'1.so daß nach (25) die Volumina bezüglich der
Form 11r'1-1du~ da ~ da ~ db ~ d. z berechnet werden.
Die durch die Parameterwerte ord b = 0, ord a = 1, ord a ~ 1 und ord u = 0 gegebene Menge hat
daher das Volumen

Wl = r r r r r _1_ dFU dFa dFa dFO dj;.J1..
JU(F) JU(F) J1I'U(F) J1l'OF JU(F) 11l'IF

Indem man sukzessive die Variablen a nach 1l'a und a nach 1l'a wechselt, nimmt man 11l'12als
weiteren Faktor im Zähler auf. Es resultieren vier Integrale bezüglich des Maßes dFZ: auf F über
U(F) multipliziert mit 111'1.Somit gilt

(26) W1 = 11l'IF' voIF(U(F»4.
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Die durch die Parameterwerte ord b = 0, ord a > 1, ord Q = 0 und ord u = 0 gegebene zweite
Menge hat das Volumen

W2 = r r r r r _1_ dpu dFQ dFa dFb d. 1-'.
JU(F) JU(F) J1r20F JU(F) JU(F) 11rIF . p

Wechselt man hier die Integrationsvariable a nach 1r2a, kürzt der Faktor 11r1im Nenner das auf-
genommene Quadrat von 11r1. Die resultierenden vier Integrale über U(F) sind also mit 11r1zu
multiplizieren. Somit gilt

(27) W2 = 11rIF' volF(U(F)(

(18.56.5) Sei jetzt ord b 2: 1. In diesem Fall ist das Volumenelement durch Ihl-1du ~ dQ ~ da ~
db ~ d. I-' gegeben. Die durch die Parameterwerte ord b 2: 1, ord a = ord b + 1, ord Q = 0 und
ord u = 0 gegebene dritte Menge in (18.56.2) hat daher das Volumen

W3 = r r r r r _1-dFU dFQ dFa dFb d. 1-'.
JU(F) J1rOF Jb1rU(F) JU(F) JU(F) IhlF F

Wechselt man die Variable a nach b1ra, kürzt sich der Faktor Ib1r1im Nenner mit dem aufgenom-
menen Faktor Ih'l. Wechselt man die Variable b nach 1rb, erhält man

(28) W3 = 11rIF' volF(U(F))4.
Die durch die Parameterwerte ordb 2: 1, orda 2: ordb+2, ordQ 2: 1 und ordu = 0 gegebene vierte
Menge in (18.56.2) hat das Volumen

W4 = r r r r r _l-dFU dFQ dFa dFb 41-'.
JU(F) J1rOF Jh20F J1rOF JU(F) Ib1rIF

Wechselt man sukzessive die Variablen Q nach 1rQ, a nach b",2a und b nach 1rb, nimmt man den
Faktor Ih41 im Zähler auf. Kürzt man mit Ihl, folgt somit abschlieBend

(29) W4 = 11I'1~. VOIF(U(F»)2 = 11I'1F' volF(U(F)(
Dabeihaben wir vol(U(F» = (q - 1)q-1 = 2-1 = 111'1benutzt. Addiert man die Volumina Wi
erhält man wegen 4\"'1 = 2 daher zusammenfassend

(18.56.6) Die in (18.56.2) beschriebene Menge {X E a:eg(r) : ordFa 2: 1} hat das Volumen

V(l) = 2.volF(U(F»4

bezüglich des Maßes JJ •.

(18.56.7) Sei im folgenden ord a = O. Dann ist ord D = 20rd a = 0 wegen ord b 2: 0, es gilt ord z 2:
1nach (7) und y ist nach (9) für eine Einheit u in U(F) gegeben durch y = (zaA)-l(a-rzbA+Du).
Man überprüft, daß alle Bedingungen (18.55.4)-(18.55.9) erfüllt sind. Als Konsequenz bleiben nur
noch die Bedingung ord (rb - ay) 2: -1 aus (5) und ord (rb + ay - I-'rD-1 (raz - b(1- zyA))) 2: 0
aus (18.55.10) zu erfüllen.
Indem wir für ysubstituieren, erhalten wir rb+ay = rb+(zA)-l (a-rzbA+Du) = (zA)-l(a+Du).
Wegen (11) gilt deshalb

(30) abrI-' ( b(l A)} a + Du rl-'(rz + bu)= r + ay - D raz - - zy . = zA - a .

Dabei ist ord (r(rz+ bu» 2: -1, so daß notwendigerweise ord «a+ Du)(zA)-l) 2: -1 gilt, wenn ß
aus OF ist. Wir rechnen weiter rb - ay = (~)-1(rzbA - a+rzbA - Du) = rb - (zA)-l(a +Du).
Wegen ordb 2: 0 ist ord(.rb) 2: -1. Wenn Qrd«zA)-l(a + Du» 2: -1 ist, gilt daher also auch
ord (rb - ay) 2: -1. Zu analysieren bleibt deshalb nur, wann a ganz ist. Dafür unterscheiden wir
vier Fälle.
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(39)

(18.56.TA) Seien zunächsi ordz = 1 und ordb = O. Dann isl ord(7z) = ord(bu) = 0, so daß
ord (7.1 + bu) ~ 1 gilt. Genau dann ist mithin A ganz, wenn (zA)-l(a + Du) gaDI ist. Dies ist
gen au für

a
(31) u = - D + zAß mit ß E 0,

der Fall. Substituiert man für u, erhält man die Darstellung 71= (%aA)-l(a - 7zbA + Du) =
(%aA)-l(a - 7zbA - a +DzAß) = (zaA)-l( -7zbA + D%Aß), also

(32) y = Dß - 7b .
a

Wir bemerken, daß 71im vorliegenden Fall somit die Ordnung ord .I = -1 hat.

(18.56.TB) Seien ordz = 1 und ordb ~ 1. Dann ist ord(7z) = 0 und ord(bu) ~ 1, so daß 7Z+bu
eine Einheit ist. Genau dann ist folglich A ganz, wenn ord«a + Du)(zA)-l) = -1 ist. Wegen
ord A = 1 ist dies genau dann der ~all, wenn z-l(a + Du) eine Einheit ist. Dies heißt

a
(33) u = - D + zß , rur fJ E U(F).

Substituiert man für u, folgt 11 = (zaA)-l(a -7zbA + Du) = ("aA)-l(-rzbA + DzIJ), alao

7b D
(34) 71= --;- + aAIJ.

Im vorliegenden Fall hat 11 somit die Ordnung -ord .I = -1.

(18.56.TC) Seien ordz ~ 2 und ord6 = O. Dann ist ord(7.1') ~ 1 undord(6u) = 0, so da87"+bu
eine Einheit ist. Genau dann ist folglich A ganz, wenn ord «ca+ Du)(zA)-l = -1 oder dazu
äquivalent ord(.-l(ca +Du» = 0 gilt., Genauwie in (18.56.7B)id dies äqui~ent IU

a 7" D(35) u= - D + zfJ, 11 = --;- + aAIJ fürßeU(F)~

Im vorliegenden Fall hat , somit die Ordnung -1.

(18.56. TD) Seien ord z ~ 2 und ord 6 ~ 1. Dann ist ord (,..•.+h) ~ 1. FolsJich iai A genau für
ord«a T Du)(zA)-l) ~ 0 IlIDS~Genau wie in (18.56.TA) id cD.äquivaleul1l'

a DIJ -,..
(36) u = - D + zAIJ, 11 = a für fJ e0,.

Im vorliegenden Fall -11 de8ha1b gaDI.

(18.56.8) Wir wollenjebt die Jacobideterminante der beideD VuiableDtranaf'ormationen des vor-
angehenden AbedmiU. beredmen und die korrespondierend_ Volumenelemente angeben. Seien
zunächst 11 = y(.I',fJ) = 47"1D{t- 4-176 und,u= u(z,,8) =_tJD,.-1 +.rA,8. Dann gilt

(37) d«(1 ~) = det(~-~l) ~)~' __ lAD';

Wegen IDr= I~-~Af=l'erhalten wir IOmit in (18.56.7:.4.) und (lf.58.7D) aIa korrespondierende.
Volumenel~

(38) IfJ-t,..drtJ ~ dr.r ~ d,.6~ dr4~q.

Seien jetztu, = y(z,p) = -Cl-l76 + (aA)-l DtJ und u:= u(z,,8) =-ClD::"l +#J. Die Jacobideter-
minante dieses Syäema berechnen wir a1&' '

( 0 {J), ( ')-1 i." "d~ (aA),lD- z ,'= - aA. DI'.•.
.-
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Als konespondierendes Volumenelement in (18.56.7B) und (18.56.7C) erhalten wir somit wegen
IDI = lai = 1 die Form

(40)

V2 = { { [ { ( _1-dFß dFZ dFb dFa dFlJ.
JU(F) JU(F) JU(F) J1rJOF JU(F) 11f'IF .

(18.56.9) Wir bestimmen jetzt die Volumina der in (18.56.7) beschriebenen vier disjunkten Men-
gen. Ihre Summe gibt dann das Volumen V(O) der Menge {X E G~eg(-y) : ord a = O}. In den beiden
Fällen ord z = I, ord b ~ 1 und ord z ~ 2, ord b = 0 wird bezüglich des Volumenelementes (40)
integriert. Die durch orda = 0, ordz = 1, ordb ~ 1 und ordß = 0 gegebene Menge a.us (18.56.7B)
hat das Volumen

VI = { { { { ( _1_ dFß dFZ dFb dFa dj.1J .
JU(F) JU(F) JlrOF JlrU(F) JU(F) 11rlF

Indem man sukzessive die Variablen z nach 1f'Zund b nach 1rb transformiert, nimmt man einen
Faktor 11f'12 im Zähler auf. Es folgt

(41) VI = 11f'IF' voIF(U(F)t
Die durch orda = 0, ordb = 0, ordz ~ 2, und ordß = 0 gegebene Menge aus (18.56.7C) hat das
Volumen

Indem man die Variable z nach 'll"2 z transformiert, erhält man

I
I

(42)

In den beiden Fillen ord b = 0, ord z = 1 und ord b ~ I, ord z ~ 2 wird bezüglich des Volumenele-
mentea (38) integriert. Die durch orda = 0, ordb = 0, ordz = I, und ordß ~ 0 gegebene Menge
aus (18.56.7A) hat das Volumen

Va = f f f f f Iß'll"IF dFP dpz dpb dFa dFlJ .
JU(F) JU(F)JU(F)J1f'U(F)JOp

Indem man die Variable z nach 'll"Z wechselt, nimmt man einen weiteren Faktor 1'll"1 im Zähler auf.
Damit gilt zunächst Vs= 11f'1~. volF(U(F»4 J",. IßIF dpß . Wir erinnern an die Rechnung

(43) f IßI,.dpß =Eoo 11I'1~ f dpP = volp(U(F» .EOO 111'121= vo~p(y\~» .
JO,. 1=0 Jfl.U(F) 11=0 - 'll",.

Deshalb gilt

11f'1~ ()5
(44) Vs= l-I1f'IJ' voll' U(F) .

Die durdLorctcr= 0, ord~~ 1, ordz ~ 2, und ordß ~ 0 gegebene Menge aus (18.56.7D) hat das
Volum•• "

Indem man 8UbeEive die Variablen z nach 'll"2 z und b nach 1rbwechselt, nimmt man einen weiteren
Faktor 1'll"13im Zähler auf. Wegen 1'll"1=: vol{U(F» gilt damit hiu

f 111"" 3 1'll"12. 5
(45) V4 = l'll"'''' voIF(U(F»2 JO,.IßIFdFß = l-I~I~.VOlF(U(F» = l-I:I~.voIF(U(F» .

Somit sind VI + V2 = vol(U(F»4 und Va+ l4 = 1'll"12(1 -1'll"12)-lvol(U(F»4 wegen 1'll"1 = 2-1.
Wegen 1 - 1"'12 + 1'll"12= 1 erhalten wir deshälb a.bechlieBend
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(18.56.10) Di, in (18.56.7A) -(18'.56.7 D) beschriebene Menge {x E G:"'(-r) : ord Fa = O} hat
da8 Volumen

V(O) = volF(U(F»4 = 17I'1}
1 - 17I'1} 1 - 17I'1~

bezüglich des Maßes /J •.

Die beiden Konstanten von vol(U(F»4 in V(O) und V(I) addieren sich zu 2 + (1 - 171'12)-1=
171'1-1(1+ 171'1.(1 -171'12)-1). Weiter ist 1 + 171'1'(1_171'12)-1 = (1_171'12)-1 . (1 _171'12+ 17I'\).Wegen
171'1-111'12= 1"'12und 1 -171'1= 1"'1gilt also 1 + 1"'1. (1 _171'12)-1 = (1 + 111'12). 111'1-1. (1+ 171'1)-1.
Nach (18.47) ist vol(G,(OF» = 2vol(U(F»2 im Fall ordA = 1. Wegen vol(U(F» = 171'1erhalten
wir deshalb abschließend

(18.56.11) Die Menge G:"'('Y) hat für 'Y= 71'-1 = 2-1 im Fall ord FA = 1 das Volumen

(
1) 4 . 1 + 111'12

2 + 1-17I'1J. VOIF(U(F» = vol.(G,(OF» . 1 + 111'1;.111'1,

bezüglich des M4ßes /J •• Dabei gilt vol(U(F» = 111'1,= 2-1.

(18.51) Volumenberechnungen im Fall ord,A = 0: Sei im folgenden ordA = 0, gelte also
A E {-I, -5}. Wir untersuchen zuerst, welche allgemeinen Aussagen wir über die Ordnungen der
Parameter a, b, y und z machen können. Wegen (18.55.11) gelten zuerst orda, ordb ~ -1. Wir
setzen

(1) m = min{ord,a, ordFb} und M = max{ord,a, ordFb}.

(18.51.1) Sei m ~ O. Notwendig sind dann ord('YzbD-1) ~ 0 und ord('YzaD-1) ~ 0 nach
(18.55.4) und (18.55.5), also ord z ~ ord D - 1 - m. Speziell sind dann aber auch ord (az),
ord (bz) ~ ord D + 1. Die Bedingungen (18.5504) - (18.55.8) reduzieren sich folglich im Fall m ~ 0
darauf, daß gelten

(2) ord,z~ordFD+l-m,
(3) mini ord F(-rOZ% b(1 - zyA», ord ,(0(1 - zyA) T 'Yz6A)} = ord FD.

(18.51.2) Sei m ~'1, so daß 07 und 6-y beide ganz sind. Notwendig für (18.55".11)und (18.55.12) ist
dann ordy = -(m+1). Wie oben bemerkt isiord:r ~ ordD+1-m, so daß ord(zyA) ~ ordD-2m
ist. Im Fall m = M ist ord D = 2m + 1 nach (13.5). In diesem Fall isi 1 - zyA eine Einheit. Wir
haben min{ord (0(1 - zyA», ord (b(l- zyA»} = mund ord ('Yo.r),'Y6.) ~. ord D. Im Fall m = M
kann deshalb (3) nicht erflillt werden. Notwendig ist also

W m<M
In diesem Fall gilt ord D = 2m. Es folgt ord Z"~ m + 1. Im' Fall-ord z > m + 1 ist ord (zyA) > 1,
so da.ß 1- zyA eine Einhei~ isi. Wie oben folgt dann, daB(3) nicht erfüllt werden kann. Somit ist

(5) ordFz = m+ 1.

Notwendi&und hinreichend für (3) isi wegen min{ord ('Yzo),ord ('Yzb)) :: ordD jetzt weiter

(6) ord,(l- zyA) ~ ordpD- m= m.
Sei dafür &WI Symmetriegründen ordo = m. Notwendig für ord(o(l- zyA) - 'YzbA) ~ ordD
ist wegen ord (i'z6A) = ord (.16) ~ 2m + 2 dann ord (0(1- zyA» ~ ord D, also ord (1 - zyA) ~
ordD-m. Wegen ordb = M > m sind im Fall (6) ord(b(l-zyA» ~ ordD+l, ord('Y0z) = ordD
und ord ('YzbA) ~ ord D + I, ord (0(1 - zyA>r~ ord D. Löst man weiter die aus (6) resultierende
Gleichung n&c:hy, erhalten wir die zu (6) äquivalente Formulierung

1 1I'm 1 1
(7) y e -A + "A()p :: -A + -Op.z ~.. Z 11'
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Genau dann liegt die so konstruierte Matrix in G~eg(r), wenn die Bedingungen (18.55.9) und
(18.55.10) erfüllt sind. Dies ist aber ä.quivalent dazu, daß die Elemente in den Paaren r6 :I: ay,
rJJD-1 (raz =r 6(1- zyA» und ar :I: y6A, r1JD-1 (a(l - zyA) =r rz6A) jeweils entweder beide ganz
sind oder beide die Ordnung ord r = -1 haben. Aus Symmetriegründen reicht es hierfür den Fall
m = ord a und M = ord 6 zu betrachten.
Dann ist ord (ay) = m - (m + 1) = -1, so daß ord (rb:l: ay) = -l' wegen ord (rb) ~ 0 ist. Wir
behaupten, daß raz:l:b(l- zyA) = raz=rbzAlI'-l ß mit ß in 0 F die Ordnung ord D = 2m hat. Wir
notieren dazu ord (raz) = -1 +m+(m+ 1) = 2m und ord (bzAlI'-l ß) = M + (m+ 1) -1 +ord ß ~
M + m ~ 2m + 1. Daher ist ord (raz:l: b(l - zyA» = 2m.
Wir untersuchen die Terme des zweiten Paares. Hier gilt ord(ybA) = M - (m + 1) ~ 0, so
daß ord(ar:l: ybA) ~ 0 ist. Wir rechnen a~l- zyA) =r rzbA = -(azAlI'-lß + rzbA). Hier ist
ord (rzbA) = m + M > 2m und ord (azAlI'- ß) = 2m + ordß. Zu erfüllen ist ord (a(l - zyA) =r
rzbA) ~ ord D + 1 = 2m + 1. Hierfür ist ord ß ~ 1 notwendig und hinreichend. Statt (7) gilt also
tatsächlich

1
(8) y E zA + 0 F .

Zu berechnen bleibt das Volumen V(l) der eben konstruierten Menge {X E G~eg(r) : m ~ I}. Aus
Symmetriegründen ist V(l) das Doppelte des Volumens der durch die Parameterwerte orda ~ 1,
ordb ~ orda + 1, ordz = orda + 1 und y E (ZA)-l + OF gegebenen Menge. Auf ihr wird wegen
la2 - b2AI = lal2 bezüglich des Maßes dJJ. = lal-2 . dy ~ dz ~ db ~ da ~ d. JJ integriert. Es gilt also

V(l) = 2 f f 1 1 f ~ dFY dFZ dFb dFa clFJJ.
JU(F) J7rOF a7rOF a7rU(F) J(zA)-l + OF lalF

Da das Maß dFY transiationsinvariant ist, ergibt das innerste Integral über (zA)-l + OF in V(l)
das Volumen von OF, ist also Eins. Indem wir sukzessive die Variablen z nach a1rZ und b nach
a7rb transformieren, nehmen wir la7r12als zusätzlichen Faktor im Zähler auf. Daher gilt

(9) V(l) = 2. VOIF(U(F»' f 17r1} dFa = ''''I}' VOIF(U(F»'
J1tOp

nach einer weiteren Variablentransformation von a nach 7ra. Wir haben deshalb wegen 1"'1 =
vol(U(F» = 2-1 zusammenfassend

(18.57.3) Die Menge {x E c:eg(r) : min{ordFa,ordFb} ~ I} hat das Volumen

V(l) = voIF(U(F»4 = I"'I}
bezüglich du Maße. JJ ••

(18.57.4) Sei m = min{orda,ordb} = O. Nach (2) ist dann ordz ~ ordD+ 1. Wir wollen zuerst
m < M zeigen und nehmen daf"urm = M = 0 an. Nach (13.5) ist dann ord D = 1, also ord z ~ 2.
Wegen ord(rb - ay) ~ -1 nach (18.55.11) gilt weiter ordy ~ -1, so daß ord(zy) ~ 1 ist. Als
Konsequenz ist l-zyA eine Einheit. Wir haben ord (raz) = ordz-1 ~ 1und ord (b(l-zyA» = (J'.
Daher ist raz - b(l- zyA) eine Einheit. Wegen ord D = 1 ist dies ein Widerspruch zu (3). Somit
ist auch hier

(10) O=m<M.

Wie oben bemerkt gilt damit ordD = 0 und ordz ~ 1. Notwendig und hinreichend für (18.55.11)
und (18.55.12) ist weiter ordy~. -1. Wir behaupten, daß 1- zyA notwendigerweise eine Einheit
ist, und nehmen daf"urord (1- zyA) ~ 1 an. Da sonst ord (zy) ~ 1 ist, folgt hieraus ord z < 2 und
ord y < 0, also ord z = 1 und ord y = -1. Seien ord a = 0 und ord b ~ 1. Da ybA ganz ist, gilt dann
ord (ra:l:ybA) = -1. Wegen ord (a(l-zy..4,» ~ 1 und ord (rzbA) ~ 1 ist ord (a(l-zyA)=rrzbA) ~
1. Im Widerspruch zu (18.55.9) ist daher ord(ar:l:ybA-rJJD-1(a(1-zyA)=rrz6A) = -1. Analog
argumentieren wir mit (18.55.10) im Fall ord b = 0 und ord a ~ 1. Dies zeigt

(11) ord F(l - zyA) = O.
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Ausgeschlossen haben wir damit'di~ Konstellation ord z ;: '1, ord y = -1. Ist ord z = I, dann
gilt also ord y ~ 0, ist ord y = -I, dann gilt ord z ~2. Wir behaupten, daß wir auch diese Fälle
ausschließen könne, daß 8.lso .

(12) und

gelten. Dafür nehmen wir wieder ord a = 0 und ord b ~ 1 an. Gelte zuerst ord y = -1. Dann
ist ord erb :l: ay) = -1 wegen ord (,b) ~ O. Zu zeigen ist daher ord (Iaz =Fb(l - zyA» = 0 nach
(18.55.10). Jetzt gelten aber ord(laz) ~ 1 wegen ordz ~ 2 und ord(b(l- zyA» = ordb ~ I, so
daß ord (,az :l: 0(1 - zyA» ~ 1 ist. Ein Widerspruch.
Sei daher ord z = 1, so daß y wie oben bemerkt ganz ist. In diesem Fall ist ord (,b :l: ay) ~ O.
Wegen ord ("Yaz) = ord a = 0 ist ord ("Yaz=Fo(l- zyA» = O. Dieser Widerspruch zu (18.55.10) zeigt
unsere Behauptung im Fall ord a = O. Im Fall ord 0 = 0 argumentieren wir analog mit (18.55.9).

Wir behaupten abschließend, daß (18.55.9) und (18.55.10) für die Parameter werte m = 0, M ~ I,
ord z ~ 2 und ord y ~ 0 erfüllt sind. Dies ist ä.quivalent dazu zu zeigen, daß die Elemente in den
Paaren "Yb:l:ay, "YpD-1("Yaz=Fb(1-zyA» und a"Y:l:yoA, ,pD-1(a(1-zyA)T"YzbA) jeweils entweder
beide ganz sind oder beide die Ordnung -1 haben. Aus Symmetriegründen betrachten wir hierzu
im folgenden wieder nur den Fall ord a = m. ord 0 = M. Dann ist zuerst ord ("Yo:l:ay) ~ 0 und
ord ("Yaz =F0(1 - zyA» ~ 1 wegen ord ("Yaz) = ord z -1 ~. 1 und ord (b(1 - zyA» = ordb ~ 1.
Weiter ist ord (a"Y:l:ybA) = ord (a"Y) = -1. Wegen ord ("YzbA) ~ 2 ist. ord (a(l - zyA) =F"YzoA)=
ord(a(l- zyA» = O. Dies zeigt die Behauptung.

Zu berechnen bleibt das Volumen V(O) der eben konstruierten Menge {X E G:"("Y) : m = O}. Aus
Symmetriegründen ist V(O) das Doppelte des Volumens der durch die Parameterwerte ord a = 0,
ord 0 ~ 1, ord z ~ 2 und ordy ~ 0 gegebenen Menge. Auf ihr wird wegen la2 - 02AI = IDI = 1
bezüglich des Maßes dp, = dy ~ dz ~ db ~ da ~ d. p integriert. Es gilt also

V(O) == 2 r ( r .r 2 r dFY dFZ dFbdFä dFP.
JU(F) JU(F) J1rOF l1r OF JOF

Wechselt man sukzessive die V~ablen von z nach 11" z und: VOll! b nach 1rb[ nimmt man 111'13 als
Faktor auf. Die resultierenden zwei Integrale bezüglich dF~über U(F) sind daher mit 111'12 zu
multiplizieren. Wegen 111'1= vol(U(F»= 2-1 gilt deshalb zusammenfassend

(18.57.5) Die Menge {X E ~."("Y): min{ordFa,ordFb} = O} hllt du Volumen

V(O) = voIF(U(F» = Irl}'
oezüglich de. Maße. p,.

(18.51.6) Sei m = min{orda,ordb} = -1. Wir behaupten, daß'in diesem Fall m = M gilt. Sei
dafür orda = -1. Dum'pt ord(a"Y) = -2, so daß,ord(ybA)r=.-2.wegen (18.55.11) ist, also
ordy'= -(ordb+2) pt. Für.ord.ö ...~ 0 ist dann ordy S -2. We~ord("Yb).~ -1 folgt in diesem
Fall ord ("Ylt-ay) S. -3 im Widerspruch zu (18.55.12). Daher ist ord b = -1. Analog argumentieren
wir im Fall ord b = -1. Zusammenfassend gelten daher im Fall m = -1 notwendigerweise

(12)
(13)

ord Fa = ordFb = -1,
ordFY =-1

Speziell ist. ord D = 2m + 1 = -1. Nach (18.55.4) und (18.55.5) ist"weiterhin. ord'("YazD-1) ==
ord ("YozD-1) = -1. Es pt also ord z = -1 - 2ord"Y+ ord D = O. Notwendigerweise ist also

(14) . z E U(F).

r.

Man überprüft, daß alle Bedingungen (18.55.4) - (18.55.8) für das so konstruierte Element aus
O:"(F) enullt sind. Wir untersuchen wie•.die Parameter y und z zu modifizieren sind, damit
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zusätzlich auch (18.55.9) und (18.55.10) gelten. Notwendig für (18.55.11) ist jetzt 1b - ay = ß mit
ord ß ~ -1. Löst man nach y heißt dies

1b-ß
y = -- mit ordFß ~-1.

a
Im folgenden untersuchen wir jetzt sukzessive, für welche Parameterwerte von ord ß die vier
Ausdrücke in (18.55.9) und (18.55.10) ganz sind. Hierfür notieren wir zuerst 1 - zyA =
a-1(a - zA(rb - ß» = a-1(a - 1zbA + zAß) und D = a2 - b2A sind. Weiter sei bemerkt,
daß 1JJD-1 wegen ord 1 = ord D = -1 eine Einheit ist.

Substituiert man rur y gilt jetzt 1az + b(l- zyA) = a-1(1a2 z + ab -1zb2 A + zbAß) = a-1(D1z +
ab + zbAß). Wegen ord (D1Z) = -2 und ord (ab) = -2 ist ord (D1Z + ab) ~ -1. Weiter gilt
ord (zbAß) = ordß-2. Für ord ß ~ 0 ist alsoord (1az+b(1-zyA» = ordß-1. Nach Konstruktion
ist ord (1b-ay) = ordß. Notwendig und hinreichend dafür, daß 1b-aY+1JJD-l(1az+b(1-zyA»
ganz ist, ist also ord ß ~ 1.
Substituiert man rur y, gilt weiter 1zbA - a(l- zyA) = 1zbA - a + 1zbA - zAß = 21ZbA - a-
zAß = zhA - a;- zAß wegen 1 = 2-1. Wegen ord(zbA) = ~1 ist ord(zbA - a) ~ 0, so daß
ord (1zbA - a~l- zyA) ~ 0 für ordß ~ 1 ist. Wir rechnen a1 + ybA = a-1(a21 + b2A1- bAß) =
a-1(D1 + 21b A - bAß) = a-1(D1 + b2A - bAß). Wegen ord (D-y) = -2 und ord (b2A) = -2 ist
ord (D1 + b2A) ~ -1. Wegen ord (bAß) ~ 0 für ord ß ~ 1 ist daher a1 + ybA ganz für ord ß ~ 1.
Folglich ist in diesem Fall auch a1 + ybA -1JJD-1(a(1 - zyA) -1zbA) ganz.

Indem man für y substituiert, ist 1zbA+a(1- zyA) = 1zbA+a-1zbA+zAß = a+zAß. Im Fall
ord ß ~ 1 hat dieser Ausdruck die Ordnung -1. Wir rechnen a1-ybA = a-l(a21-b2 A1+bAß» =
a-1(D1 + bAß). Wegen ord(D1) = -2 und ord(bAß) ~ 0 hat a1- ybA im Fall ordß~. 1 die
Ordnung -1. Folglich ist a1- ybA -1JJD-l(a(l- zyA) + 1zbA) ganz für ordß ~ 1.

Wir haben schließlich 1az - b(1 - zyA) = a-1(1a2% - ab+ 1zb2A - zAbß) = a-1(D-yz - ab +
21Zb2A - zAbß) = a-1(D1z - ab+ zb2A - zAbP). Wegen ord(D-yz) = -2 und ord(ab) = -2 ist
ord (D1Z - ab) ~ -1. Weiter ist ord (zAbß) ~ 0 für ord ß ~ 1. Wegen ord (zb2A) = -2 ist deshalb
ord (1az-b(l-zyA» = -1 im Fall ordß ~ 1. Weiter ist b-y+ay = b-y+b-y-ß = 21b-ß = b-ß. Im
Fall ordß ~ 1 hat daher auch b-y+ay die Ordnung -1. Daher ist b-y+aY-1JJD-1(1za-b(1-zyA»
ganz fUr ord ß ~ 1. Wir haben deshalb zusammenfassend gezeigt, daß genau für

(15) y = 1b+ 1r2ß mit ß E OF
a

zusätzlich die Bedingungen (18.55.9) und (18.55.10) erfült sind. Zu berechnen bleibt das Volumen
V(-I) der eben konstruierten Menge {x E o:e'(1) : m = -I}. Wegen la2 - b2AI = IDI = 11r1-1
wird auf ihr bezüglich des Maßes dJJ,= 11r1dy ~ dz ~ db ~ da ~ d"JJ integriert. Es gilt also

V( -1) = !U(F) k-1U(F) h-1U(F) !U(F) hba-1 +1r20,. 11r1,., dFY dFZ d,.b d,.a d"pp.

Wegen d(-y6a-1 +,..2ß) = d(,..2P) = 11r12dP hat dabei das innerste Integral den Wert 111'12.Indem
man sukHesive die Variablen b nach 1r-1b und a nach 1I'-1a wechselt, nimmt man 111'12als Faktor
im Nenner auf. Folglich gilt

(18.51.1) Dia Menge {x E G~e'(1) : min{ordFa,ordFb} = -I} hat dtU Volumen

V(-l) = 111'11"voll' (U(F»4

bezüglich des Mafteß JJ"

Das Volumen von o:e'(1) erhalten wir als Summe der drei Volumina V(I), V(O) und V( -1). Es
ist daher mit (2 + 11fl)vol(U(F»4 identisch. Wir schreiben 2+ 111'1= 111'1-1+ 11f1= 111'1-1(1+ 111'12).
Nach (18.47) ist vol(G,(OF» = (1 + 11fl)vol(U(F»2. Somit gilt wegen 11r1= vol(U(F» = 2-1

zusammenfassend
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,J .,

(18.57.8) Die Menge G~eg(1) ,hat für 1 = 11'-1 = 2-1 im Fall ord pA = 0, also A E {-I, -5},
bezüglich deI Maßes IJ. das Volumen

(2+ 11I'Ip). volp(U(F))" = vol.(G,(Op)). 1+ 11I'1}'11I'1p
1+ 11I'Ip

Dabei ist vol(G.(OF» = (1 + 111'1). vol(U(F»2 mit vol(U(F» = 11I'IF= 2-1.

Wir fassen die Resultate (18.56.11) und (18.57.8) zusammen in dem folgenden

(18.58) Lemma: Gelte F = Q2 und sei L = F(v'Ä) mit ord FA E {O,I} ein 'über F verzweigter
quadratischer Erweiterungskörper von F. Sei s = diag(i(z), cle-l(z» ein singuläres, F-rationales
Element aus dem zu L korrespondierenden ma%imalen Torus T in L(a) mit c = lJ(s) = NL/F(Z).
Für 1= 2-1 = 11'-1 sei

gb) = (~2 iJ mit r = (~ ~).

Mit K = GSp( 4)(0F) gilt dann

, 1+ 111'12
vol. (G.(F) n 9(1) . K . 9-1(1» = vol. (G.(OF» . 1+ I""; .11I'IF.

Dabei träge der Zentralisator G. von I in G = GSp(4) dtU Haarsche Maß IJ., bezüglich dessen
vol,(G.(OF» = (1 + 11I'A-1IF)' VOIF(U(F»2 = (1 + 11I'A-1IF) '11I'1j. gilt.

Aus M(4,OF) ist g-1(O,O,C)' I' g(O,O,c) wie in (18.42) bemerkt im Fall ordb = 0 nur für c = 0,
also g(O, 0, c) = E.•, oder c = -rrS mit S < 0 und 0 ~ ord 2 + ord c, also c = 11'-1. Jedes dieser
Elemente liegt wie in (18.43) bemerkt im Träger von T(1I'). Für F = Q2 erhält man daher aus
(12.12) die Formel

[ « -1 dg 1 1 1+ /1I'1p I 1-1
O. (T(",» = JG.\G T 11')9 89) dm = vol(Tn K) +vol(Tn K) . 1+ 11r1j. . 11'F

für das Orbitalintegral O?(T(1I'». Zusammenfassend erhalten wir somit den

(18.59) Sat.: Gelte F = Q2. Seien L = F(v'Ä) mit ordA E {O, I} ein über F verzweigter,
quadratischer Erveiterung,körper von F und I = diag(i(z), c'li-1(:» ein singuläre" F-rationales
Element au dem zu L assoziierten mtl%imalen Torus T in L(a), dtU nicht in T.plit liegt. Gelte
lJ(s) = c = NL/P(Z). Seie• ..\ und IJ die Eigenwerte von i(z), so daß

s - diag(..\,IJ, c..\-l, CIJ-1),
über L güt., Wir,dzea (I = ordF«..\ + 1J)/2) und b = ordF«..\ -1J)/VIJLiF) mit DL/F der
DismmiaClDte1101l L über F. Gena1l dClnn verschwindet IG(T(1I'»(I) für den HeclceoperatorT(1l') =
h(l,l,l) aich~ sen. ordlJ(') = ord NL/P(Z) = ord IJ(T(1I'» = 1 ist. Diu ist gen au dann der Fall,
wenn entwederord-pÄ = I, b = 0, a > 0 oder 4Hr ord FA = 0, a = b = 0 ist. In diesen Fällen gilt

I -1 dg 1 (1 + 11l'Ip 1)
IG(T(1I'»)(I) = JG.\G T(1r)(g , sg) dm = vol.(G.(OF» 1+ 1+ l"'lj. . \1rIF .

D4bei trägt der Zentralisator G. von I in G = GSp(4) dtU H44rsche M4ß IJ., bezüglich dUlen
G.(Op) du Volumen (1+ I1rA-1Ip) '11r1j. = (1+ 1411'D;;Jplp)' vol(U(F»2 h4t .

..
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Die Aussage des vorangehenden Resultates ist das Komplement zu Satz (18.51) rur die Restklas-
sen charakteristik zwei. Wir fassen die allgemeine Situation zusammen in dem abschließenden

(18.60) Satz: Gelte F = Q2, wenn F gerade RestklassencharakteristIk hat. Seien L = F(VA)
mit ordA E {0,1} ein über F verzweigter, quadratischer Erweiterungskörper von Fund s =
diag( £( z), C1£-1 (z» ein singuläres, F -rationales Element aus dem zu L assoziierten mtUimalen
Torus T in L(o), das nicht in T,p/it liegt. Trage der Zentralisator G, von s in G = GSp(4) das
Standardmaß. Seien A und jJ die Eigenwerte von l(z), so daß

s""" diag(A, jJ, cA-l, cjJ-l)

über L gilt und AjJ = NL/F(X) ist. Wir setzen a = ordF«A+jJ)/2) und b = ordF«A-jJ)/JDL/F)
mit DL/F der Diskriminante von L über F.
Genau dann verschwindet das Orbitalintegral O?(T(lI'» = Ia(T(7I'))(s) für den Heckeoperator
T( 71') = h( 1, 1, 1) nicht, wenn ord F(jJ( s» = ord FC = ord F (jJ(T( 71'))) = 1 ist und entweder
..\+ jJ = 0, jJ(s) = -..\jJ oder aber' jJ(s) = ..\jJ gelten.
Sei jJ(s) = c = AjJ. Dann ist ord F(..\jJ) = 1 genau für ord FA = 1, b = 0, a> 0 oder aber F = Q2,
ord FA =0, a = b = 0 erfüllt. In diesen Fällen ist

a ) { -1 dg 1 ( 1+ 11I'IF 1)
0, (T(7I') = 1a.\a T(7I')(g sg) dm = vol(G,(OF») 1+ordF2. 1+ 11I'1}. . 17I'IF '.

Seien ,\ + jJ = 0 und jJ(s) = -..\jJ. Dann ist ord F(AjJ) = 1 gena. für ord FA = 1, b = 0 und a > 0
richtig. In diesem Fall ist

O:(T(lI')) = L.\a T(7I')(g-lsg) :~ = VOl(G:(OF»)

mit vol(G,(OF» = (1 + l'll'A-1IF)' voIF(U(F»2 berechnet bezüglich des Maßes "'•.

Insbesondere haben wir mit dem letzten Resultat alle Orbitalintegrale h(T(lI'»(s) berechnet, wenn
F einer der ~adischen Körper Q" ist und 8 ein Q,-rationalea, halbeinfaches Element aus einem
der Levifaktoren A = T,p/it, L(o) oder L(ß) von GSp(4) ist •

•
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