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" Einleitung

e

Fiir einen R -Limesvektorraum E bezeichne Séeg den Raum

alle Llinearen, stetigen, reeilwertigénAFunktionale auf E;

versehen mit der Limitierung der stetigen Konvergenz.
\ : . .

. |
Der Raum E heift c-reflexiv, wenn E in natlirlicher Weise

zulaﬁééiCE isomorph und homdomorph ist. Wir'werden be-

weisen, daB “f;(X) - also der Raum aller stetigen, reell-~
wertigen Funktionen auf X, versehen mit der Limitierung 

—gepr--stetigen--Konvergenz - flr- jeden-Limesraum-X ein

s . .
c-reflexiver Limesvektorraum ist.
Fiir eine abelsche Limesgruppe A bezeichne CSCA die Menge

aller .stetigen Charaktere auf A, versehen mit der Limi-

tierung der stetigen Konvergenz. Im 2. Teil dieser Arbeit

werden wir zeigen, daRk die Limesgruppe “f}(X) fir- jeden

Timesraum X in natirlicher Weise zu CBCCBC“ﬁz(X) hom&o-

" morph und isomorph ist.

_.Im einzelnen werden wir.in.dermfolgenden Weise vorgehen:

In Kapitel O werden die Definitionen und Sitze aus der

——Theorie der.Limesrdume -zusammengestellt, die zum Ver-

stdndnis der Arbeit notwendig sind.
In Kapitel 1 untersuchen wir einige funktionalanalyti-
sche Eigenschaften'vdn “f;(X): Wir zeigen, daB flr

c—-einbettbare Limesrdume X die zur Limitierung der ste-

tigen Konvergenz auf T(X) assoziierte 1dkalkonvexe

Topologie die Topologie der gleichmifigen Konvergenz auf

kompakten Teilmengen von X ist. Daraus leiten wir dann




her, daB Sich in diesem Falle jedes lineare, stetige
~Funktional auf ’fZ(X) als Integral iiber eine kbmpﬁkte
Menge bezﬁglich-einés BorelmaRes darstellen 1#Rt.
In Kapitel 2 werden wirwdie c—RefleXiVitét von fZ(X)-
fﬁr jeden Limesraum X bewgisen.
In Kapitel 3 werden wir das Pontrjaginsche Dualitidts-
theorem ausdehnen: Es sei T eine abelsche ﬁimesgruppe
ﬁnd CSCF die Charaktergrﬁppe von T -~ also die Gfuppe
aller stetigen Gruppenhomomorphismen von I' in den Ein-
’“““-heitskreiS”def“komplexen“Zahien - -, -versehen-mit -der
N Limitierung der stetigen Konvergenz. Ist.F lokalkompakt
und topologisch, so fallen die Limitierungen der steti-
gen KonvergenZ'auf G T und C5<SCF mit den kompakt-
offenen Topologien auf GT bzw. CECSCF zusammen. Das
. Pontrjaginsche Dualit#tstheorem besagt dann, daf eine
lokalkompakte, topologische Gruppe T in natiirlicher Weise
zZUu CSCCBOF hombomorph und isomorph ist. Wir werden die-
“ses "Theorem auf eine Kiasse von Limesgruppen ausdehnen,
der Yf;(X) filr jeden Limesraum X angehdrt: Wir werden
‘nimlich beweiseﬁl daR SfCE und CSCE in natlrlicher Weise
isomorph und homdomorph sind, wenn'E ein ausgeglichener
Limes?ektorraum ist, d.h. wenn iﬁ E mif jedem Filte? ©
auch [-1,1]'0 gegen O konvergiert. Aus diesem Ergebnis.
folgt dann, daR ein c-reflexiver, ausgeglichener Limes-
vektorraum E in natiirlicher Weise Zu CSCCSCE hom8omorph

ist.

In Kapitel U werden wir die Dualriume und Charakter-




gruppen von Unterrdumen und Quotientenrfumen bzw. von

Untefgruppen'und Quotientengruppen untersuchen. Dabei

wirdisich herausstellen, daf ein Unterraum eines

c-reflexiven, lokalkonvexen, topologisqhen Vektorraumes
genau dann c-reflexiv ist, wenn er abgeschlossen ist.

: Lo 0 3 . .
Also}s1nd flir einen lokalkompakten Limesraum X dile

c-reflexiven Unterriume von ‘fZ(X) genau die abgeschlos-

senen.




(@A

(O) Einfilhrung

g

In diesem Kapitel sollen die Definitionen und S&tze aus

Fowerer

der Theorie der Limesrdume zusammengestellt werden, die zum

Versténdnis der Arbeit notwendig sind. Beweise sollen nicht

t

- gefihrt Merden, sie sind alle in den Arbeiten von E. Bingz/

H.H. Keller und E. Binz (f21, 133, [41, [5]) enthalten.

- (0.1) Limesridume

. Es.sei X eine Menge, und fiir _jedes x ¢ X sei A(x) eine Fami-

“lie von Filﬁern auf X, die den Bedingungen genlgt:

(i) der von x erzeugte"Ultrafilter'gehért

zu A(x), d.h. xe A(x) flir alle x e X
(1i) o e A(x), ¥YeA(x) = 0 ~YeA(X)

(iii) v 29, deA(x) = Ve A(xj

fiir alle Filter ¥ auf X

Definiert man
A= {AN(x)]|xeX},
so heipt das Paar (X,A) Limesraum. Fiir ¢ eA(x) sagt man
waﬁcﬁ,m®ﬁkdnvéréiéfé.éeéeh k; oder in Zeichen:
d——x e (X,A)
oder kursz

d—0 X

SchlieBlich werden wir fir ¢ € A(x) auch die Ausdrucksweise



"(x,?) ist zuléssigeé Paar auf (X,A)" benutzen.

Ordnet man jedem Punktlxe X eines tdpologischeﬁ Raumes

(X ) das System A4 (x) aller gegen x konvergenteh&Filter,

d.h. al Filter, die den Umgebungsfilter voﬁy} umfassen,
zZUu, SO jlldet das Paar (X, Age), wobel Aaiﬂz {Aae(x)lx e X}
gesetzt Morden ist, einen Limesraum. Also ist jeder topolo-
gisché Rgum in natiirlicher Weise ein Limesraum. Gibt eé um-
gekehrt zu einem Limesraum (X,A) einen topologischen Raﬁm
(X,Bf)?so, dap flr alle xe X gilt:

I | A(x) = Aae(x)

-so soll (X, A) topologisch helBen

'm_Fur eine Tellmenge A ¢X eines Limesraumes (X,A) definiert

man die Adhirenz a(A) durch:

xea(h) & es gibt ein zul#ssiges Paar (x,®) auf (X,A),

 fir das'gilt:
¢ besitzt eine Spur auf A, d.h.

F~A ¢+ @ fiir alle Fe o.

A ¢ X heiRt abgeschlossen in (X A) wenn a(A) = A gllt und
offen, wenn X‘A abgeschlossen 1st, was Hdquivalent ist zu
der Aussage: .
“”“U“Fx;ist“géﬂaﬁ dannoffen;, wenn U zu jedem Filter—gehirt,
"der'gegen einen Punkt aus U konvergieft, wenn also
| x €U, de A(x) = Ued
gilt. Man beachte, daRk der Adhidrenzoperator i.a. nicht idem-

potent ist, i.a. ist a(A)g al(a(A)), jedoch bildet das Sy-




étem CTA der in (X,A) offenen Mengen eine Topologie auf X,
deren induzierte Limitierung A& mehr konvergente Filter
enthilt als A. Man nennt (X,CTA) den zu (X,A) assoéii%rten
topologischen Raum. | .
-Es seien (X,A) und (X',A') Limesridume. Eine Abbildung
£ i X -;.;+x"
helﬁt genau dann (A-A'-) stetlg, wenn ¢ € A(x) stets
f(@)e A(f(x)) flir alle xe€ X impliziert, wobei £(9) der von
{£(F)|Fe o}
_erzeugte Filter ist. _
Um die Schreibweise zu vereinfachen, werden wir hdufiger
.ginén_Limesraum mit demselben Symbol bezeichnen wie die un-

terliegende Menge und eine Abbildung einfach "stetig" nen-

nen, ohne die Limitierungen anzugeben.

V(C.2) Spezielle Limesriume

-Die folgenden Definitionen sind Ubertragungen aus der To-
wwpp;ggiewundhféllen im topologischen Fall mit den ﬁblichen 
Begriffen zusammén: |

Ein Limesraum (X,A) heift

(i), hausdorffsch, wenn gilti

A(x)n A(y) ¢ O flr x £ty .

(ii) reguldr, wenn gilt
deh(x) = a(d)e A(x) fir alle x X,

dabei sei a(®) der von {a(F)|Fe ¢} erzeugte Filter.



(1ii) quasikdﬁpakt, wenn Jeder Ultrafilter in X konver—
giert, d.h. wenn -es-zu jedem Ultrafilter ¢ iniX ein

xeX mit ¢ € A(x) gibt.
(iv) kompakt, wenn er quasikompakt und hausdorffsch ist.

Um den Begriff der Quasikompaktheit anders zu beschreiben,
brauchen wie die folgende

Definition

Ein System V1€¢& (X) von Teilmengen eines Limesraumes (X,A)

- - —heift-Uberdeckungssystem (kurz:-Us)-von X, wenn es zu Jjedem

xe€ X und zu jedem o€ A(x) ein UX e gibt mit x eUX

5@ Yo

 Vund U o.

€
X,0

Damit k&nnen wir den folgenden Satz formulieren (s.[18]):

Satz

Ein Limesraum (X,A) ist genau dann guasikompakt, wenn es
zu jedem Uberdeckungssystem W von X ein endliches Teilsy-
‘stem M' ¢ gibt, dessen Elemente X liberdecken.

(0.3) .Induzierte Limitierungen

Man nennt eine Limitierung A auf einer Menge X feiner als

eine Limitierung A', wenn A(x) < A'(x) fiir alle xe X gilt.

Man_sagt auch, A' sel gréber als A.

Ebenso wie im topologischen Fall kann man die initiale und
die finale Limitierung bezlglich einer Familie.von.Abbilé

dungen.definieren:

Es seien X eine Menge, (XQ;AG)GQI eine Familie vqniLimes—.

rdumen und flr jedes «e T sei.fm:X——AXoc eine Abbildung.



10

Dann gibt es in der Menge der Limitierungen auf X, fir
die alle f_ stetig sind, eine grdbste A. Man nennt A die

initiale Limitierung bezliglich der Familie (f_) oder die

von (f_) induzierte Limitierung, und (X,A) besitzt die

ﬁbli\he universelle Eigenschaft. In analoger Weise ist die

. finale Limitierung definiert. Die wichtigsten Beispiele

induzierter Limitierungen sind:

i) Versieht man eine Teilmenge U ¢X eines Limesraumes
(X,A) mit der von der Inklusionsabbildung induzier-

~ten Limitierung A

g? S° heift (U,AU) Unterraum von

(X,%)-

.ii) Es seien (Xm’Am)aeI eine Familie von Limesriumen.

\ X_ von den

b
[ LY

Die auf dem kartesischen Produkt

Projektionen (pq) induzierte Limitierung;1~z A
. € X

.- -heiBt die Produktlimitierung auf V1 X_.
xel

'1ii) Es seien (X,A) ein Limesraum, Y eine Menge und.

v:iX——Y eine Surjektion. Man nennt Y, versehen

. mit der von v induzierten Limitierung Quotienten-

raum von (X,A).
Fails nicht andgrs bemerkt, sollen Teilmengen, karte-
sische Produkte und Quotienten stets die induzierte
“Limitierung tragen.

~-Flir zwei Filter o, und 2, auf zwel Mengen X1 bzw.-X2

bezeichne ¢, ,x9, den von

1 72

(FpxFo| Fye 045 Foe 05

auf Xlxx2

Es seien (Xi’Al) und (X2,A2) zwel Limesridume, -

erzeugten Filter.
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17 %5

pi(e) gegen X., und es gilt:

(xi,xg)e X

und © €(A1XA2)(X1,X2). Dann konjergleren'

pl(O)xpg(O)Q o . S T
Sind umgekehrt (xi,Qi) zuléssige Paare au? (Xi,Ai), SO
gilt: o -
pi(¢1x®2)9'®i,
:also konvergiert @1XQ2 gegen (Xl,Xg).
Damit kdnnen wir sagen: Ist h eine Abbildung von X1><X2
in einen weiteren Limesraum Y; so ist h genau dann stetig,

wenn flr alle zuldssigen Paare'(xi,Qi) auf Xi folgt, daB

h(®1x®2) gégen h(xl,x2) konvergiert.

(0.4) Die Limitierung der stetigen Konvergenz
~Es's¢ien'(X,A) und (Xf,A') zwel Limesriume, dénn bezeichne
T ((XL,M) L (X' ,AY)) oder kiirzer TC(X,Y) die Menge aller ste-
tigen Abbildungen von X in Y. Eine Limitierﬁng I' auf

T (X,Y) heiBe zulissig, wenn die Auswertungsabbildung

by Y r T X =Y

definiert durch:

s . -ﬁ
PX,Y fu? alle fe (X,Y)

~und alle xe X

(£,%) = £(x)

I'xA-A'-stetig ist. Man-kann nun fragén, ob es auf € (X,Y)
eine grdbste zulidssige Limitierung gibt..Diese Limitierung
existiert in der Tat'ﬁnd heift Limitierung der stetigen
Konvergenz. Versieht man “€(X,Y) mit dieser Limitierung,

so nennt man diesen Limesraum ‘ﬁc(X,Y).
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Ein Paar (f,0) ist genau dann zulidssig auf *fC(X,Y),'wenn

wX‘Y(Oxé) fir alle zulissigen Paare (x,d) auf X gegen f(x)
b ) .

konvergiert, oder kurz: : ' e

Fithar -

06—, ¢ T, (X) & (bxe X nuy Y (0x0)—>1(x))

Es. ist nun klar, daB eine Abbildung h von einem Limes-=

E
!

‘raum Z in ﬁfc(X,Y) genau dann stetig ist, wenn die Kompo-

sitionsabbildung wy Yb(hxidx) stetig ist.Daraus folgt nun

| o s : o
weiter, daB eine Abbildung h von einem Limesraum Z in einen
Unterraum U G‘f;(X) genau’danh stetig ist, wenn die Abbil-

dung UxX°(hxidX) stetig isﬁ. Daher nennen wir die

wX,Yl)
.Unterraumlimitierung auf U wiederum die Limitierung der
stetigen Konvergenz. |

Im Falle»Y = R schreibt man fiir € (¥,Y) kurz ‘@(X) und ent-
‘sprechend *ﬁC(X) fir ‘fC(X;R) und nennt G (X) die_Funkti_
onenalgebra von X. Bééeichnet “@k(X) diebMenge X, Verséhen

mit der Topologie der gleichmiRigen Konvergenz auf kompak-

ten Teilmengen von X, so ist
ié : ‘CC(X)~—ﬁ'j?k(X)

fir jeden Limesrauﬁ'X stetig und.ein Hdmbomorphismus, wenn
X lokaikompakt ist.. .

Ist X + 0, so wird “€(X) durch punktﬁeise definierte Ope-
rationen zu einer Algebra mit Einselement, Definiert man

flir fe€ € (X,Y) die Abbildung

€0 () € (X)
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durch:

€ (£)(g) = gef . fir alle g‘e‘\@(y),

T e

‘éo wird “50 mit diesen Definitionen zZu einem Funktor
von der Kategorie der Limesridume in sidh;

In “€(X) wollen wir noch die folgenden Bezeichnungen
benutzen:

Fiir a € definieren wir

o CK)— R
- durch: .

fliir alle fe €(X).

1]
Q

a(f)

Durch ' ‘
feg & £(x)4 glx) fir alle x€X

(f,g aus T(X))

_wird auf €(X) eine Halbordnung eingefiilhrt, deren posi-
tiven Kegel ( = {fe 6(X) f20} ) wir TT(X) nennen.
. AuBerder: definieren wir fir f und g aus "¢ (X) die Funk-

tionen fv g und £~ g durch:

(f'vg)(x)

sup{f(x), g(x)} flir alle xeX

i

_und

(f~g)(x) ihf{f(x), g(x)} bfﬁr alle xeX.

Schlieflich sel YP(X) die Menge aller beschrénkten Funk-

tionen aus <€(X).




(0.5) c—-einbettbare Limesriume

Bekanntlich reicht es zum Studium der algebraischénwgigen—
schaften der Funktionenalgebra eines topologischen Raumes
aus, di éines reellkompakten Rauﬁeé'zuiuntérsuchen und
umgekéhnt ist ein reellkompakter Raum durch seihe Funkti-
onénalg;bra bestimmt (S.[iZJ). Nun gibt es eine Klasse von
Limesféuﬁen, die analoge Eigenschaften bezﬁglich der mit
déf Limitierung der stetigeﬁ Konvergenz versehenen Funk-
tionenalgebren besitzen, die c-einbettbaren Riume.
“”’ES”sei“B €ine“(ﬁ1=)“Algebfa”und“ﬂfeine*kimitierung'auf“B.

' Das Paar (g,A) heift Limesalgebra, wenn die Algebrenopera-

“tionen stetig sind. Bésitzt B ein Einselement, so bezeich-
-ne o€ om B die Ménge aller stetigen, unitidren Algebrenhomo-
morphismen von B in R und ?foch die mit der iimitierung
der.stetigen Konvergenz versehene Menge €om B. Flir jeden
"nicht-leeren Limesraum X ist nach [2] der Raum ‘fZ(X) eine

Limesalgebra, und es gelten die folgenden Aussagén (s.[5]1):
v(i),Dié Abﬁilduﬁg
a: 4"%C'<X>%—»fo<a€omcfc<x>>
T "(Téfi’n’i"eft"'d'lifch :

ace) () = ¢(r) flir alle fe <(X)

und alle'@e'agom‘CZ(X)

ist ein Isomorphismus und ein Homdomorphismus.



15

ii) Die Abbildung

Iy

X ——2€om € (X)
c ¢
definiert dufch:

iX(p)(f) = f(p) . fiir alle pe X
| “und alle fe €(X)
ist stéﬁig und surjektiv.
Siii) laeomc~fc(x) ist ein Hgmoqmorphlsmus.
Die Aussage (i)‘zeigt, da® man ‘ﬁ%(X) und i}(afomc“fc(X))
'élgebraisch und topologisch nicht unterscheiden kann.

Definiert man nun

| Définifion

Ein Limesraum X heift c-einbettbar, wenn

'ixz X—— ¥on € (X)

" ein Hombomorphismus ist ;

- 8o ist ein c—einbe?tbarer Raum X eindeutig durch ‘f;(X) be-
stimmt. Nach (iiif.istbaeomc‘ﬁ;(x) fir jeden Limesraum X
mm;ggginpettbar, so daf man die Diskussion der limitierten
Funktionenalgebren von Limesréuﬁen'auf die c-einbettbarer
beschrinken kann. |
.SchlieBlich wollen wir noch bemerken, daR ein Unterraum
eines c-einbettbaren Limesraumes c-einbettbar_ist (s. tul,

Kor. 22).
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(0.6) Der assoziierte vollstdndig regulire Raum

Manchmal erweist es sich als gUnstig,'zu'einem Limesfaum X
einen vollstdndig reguléren Raum zu konstruieren, déssen
Funktionenalgebra zu ff(X) isomorph ist und dessen untérlie—
gende Menge mit X eng zusamﬁenhéngt, in Viéien Fdllen soéar
libereinstimmt.

Notwendig daflir, daf auf einem Limesgaum X eine vollstin-
dig reguldre Topologie existiert, deren Funkﬁionenalgebfa
mit € (X) ibereinstimmt, ist, dap € (X) die Punkte von X

| trennt; d.h. daB es zu jedem Paar (x,y)€ XxX eine stetige>
Funktion f € W?(X) gibt, fir die' f(kj + f(y) gilt.

- Daher definieren wir auf einem‘Limesraum X eine Aquivalen%—

relation m durch:
xmy & f(x) = f(y) fir alle € 6(X) (x,y € X)
Es bezeichne

v @ X—— X/T7
die natiirliche Projektion, und X/m trage die von v indu-
zierte Limitierung.. Dann ist

C(v) @ EX/m)— C(X)

ein Isomorphismus. Versieht‘man nun X/7 mit der von G(X/m)
induzierten Topologie, so erhidlt man einen vollsféndigvregu—
ldren Raum, den zu X assoziierten vollsténdig reguléren

Raum. Es'ist klar, daB die Vén € (X/m) auf X/m induzierte

Topologie grdber ist als die Quotiententopologie.
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Trennt nun € (X) die Punkte von X, so ist m die Gleich-

heit und € (v) die Identitidt. In diesem Falle ist also der

e

zu X assoziierte vollstidndig reguldre Raum die Menge X,
versehen mit der von “ﬁ(X)”induzierten'prologie.

Zum Abschluf sel noch bemerkt, daR die von iX induzierte

Abbildung i, die das folgende Diagramm kommutativ macht:
b

| |
| !
|

X

v iy .
. ' X f————z—+ ?foms‘gc(x)

XA/
|
| _
ein HomBomorphismus zwischen dem zu X assoziierten voll-
stindig reguldren Raum und ?Eomsﬁfc(x) ist, wenn X % @
gilt. Dabei bezeichne aﬁoms\ﬁg(x) die mit der Topologie

“der punktweisen Konvergenz versehene Menge 2£0m~6;(x),.
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(1) Darstellung linearer, stetiger Funktionale auf ‘fC(X)

In diesem Kapitel.werden wir zeigen, daB sich flir jeden
c-einbettbaren Limesraum X»jedesvlihearé,=s£etige-Funk—
tional auf ‘fc(X) als Integral bezliglich eines BorelmaRes
auf einer kompakten Teilmenge von X darstellen 1&8Rt. Wesent-
lich beim Beweis dieses Safzes werden wir benﬁtzen, dahk der

zu ‘CC(X) assoziierte lokalkonvexe Vektorraum im c-einbett-

baren Fall 7fk(X) ist, was wir daher zunichst beweisen wol- .

“~len.

Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit wollen wir im fclgendern

"Limesriume stets als nicht—leer voraussetzen.

.-Es sei (E,A) ein Limesvektorraum und P die Menge aller ste-

tigen Halbnormen auf (E,A). Die Menge P induziert auf E
eine lokalkonvexe Topologie 1, die grober als A ist. In
der Tat ist t die feinste lokalkonvexe Topologie auf E, die

grober ist als A, und daher soll (E,t) als der zu (E,A)

" "assoziierte “lokalkonvexe Vektorraum bezeichnet werden.

_ Fur (E,A) = “fc(X) soll er “CTC(X) genannt werden. Es ist

klar, daR tc feine;iist<als'die Topologie der gleichmdfi-
‘“g§nmquye?ggngrau€_%p@paktgn Teilmengen von X. Es soll nun

gezeigt werden, daB fir einen c—einbettﬁaren Raum X die Iden-

titdt von “ch(X) in 1fk(X) ein Homdomorphismus ist,bd.h.

in diesem Falle ist der zu ‘fc(X) assoziierte lokalkon-

vexe Vektorraum “fk(X).
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Es sei X ein. Limesraum und K ¢ X kompakt. Definiert man

‘f}(X)-—»1R

PR

durch

pK(f) = sup[f(x)|: - fiir alle fe € (X)),
xeK .

so ist py eine stetige Halbnorm auf TfC(X). Weiterhin
erzeugt das System | |
pylKe X, K kompakt}

die prologie der gleichmiRigen Konvergenz.auf kompakten
~ Mengen auf <€ (X). Es Bezeichne P wiederum die Menge der
stetigen Halbnormen auf “Cc(i), dann ist die Homdomorphie
_von

| id 2 T (X)) T (X)
dquivalent zu der Aussage:
;Zﬁ jedem pe P existieren eine kompakte Menge.K ¢ X und eine

reelle Zahl o> O mit der Eigenschaft:

D ¢ apy

Es sei P die Menge aller Halbnormen pe P, flr die gilt:
(1) () = plf]) ~ fir alle fe T(X)

'"“”(ii)’“"p(f)ﬁ p(g) fur alle f und g aus

<t (x) mit feg

Wir werden zunichst zeigen, dak die von P und P erzeug-
ten Topologien Ubereinstimmen.
Aus technischen Griinden beweisen wir die beiden folgenden

Lemmata:
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Lemma 1

" Es sei X ein Limesraum. Definiert man fir eine beliebige

g

Teilmenge F ¢ T(X)
F = {fe:“f(X)[ies existiert ein‘ge:g ﬁif 1£] <|gl}

. 8o gilt fir jeden Filter 0 auf ‘f;éX):a
06— 0 ¢§ e ——0

3

dabei sei O der von {IF| Fe 0} erzeugte Filter.

Beweis
'Es konvergiere © gegen 0. Es sel (x,%) zuldssiges Paar

auf X und e eine positive reelle Zahl. Nach Voraussetzung

existieren dann Mengen U ® und F © mit:
: ) £,X,0 E,X.0
|f(x)|< € fir alle xeU, o o und
fur alle = ng,x,@
L fx) ] <e . _fiUr alle Xé?Ue,x;@- und

fiir alle f €’7FE,X’®',

also konvergiert mit 0 auch 1 0 gegen 0, die Umkehrung

. ist klar.

Lemma 2
_Es set Y eine posttiv homogene, in O stetige Abbildung von
C(X) in R, dann ist ¢ beschrdnkt, d.h. fir jedes f € € (x)
ist die Menge pire C)| -t ¢ £ fo}

beschrdnkt.
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Beweis ,
Es sei £ € € (X) und A, = {fe CX)| -£ &¢£s°f} .
. © : f,o % O e .
Nehmen wir an, daB w(Af ) nicht beschridnkt ist, dann gibt es
0 ) :

zu jeder natlirlichen Zahl ne N eine Funktion g, € Af mit:-

‘ 0

lv(g )l2n ,

‘also

gn )
Iw(ﬁ—)tz‘l .

Andererseits gilt aber

- < Z Ry ne N
fo_ 8, ¢ fo | - fir alle fe
f g f
> -2 ¢ < 9 rip galle ne N
_ n n n
_woraus
' g
L 50
,n ) —

folgt. Da ¥ stetig ist, erhalten wir daraus
n
VEH——0,
also einen Widerspruch zu
g, .
’””'“ﬁW(;rﬁl 21 _flir allene™N . S T

Nun definieren wir fir jedes pe.P

durch:

B(£,) = sup{p(f)| re <€), |r]¢[r |}

fir alle f € T (X)
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‘Nach Lemma 2 ist D wohldefiniert, im folgenden soll ge—:

zeigt werden, daB p eine stetige Halbnorm auf ‘fC(X) ist:

T

(1) B(6) = B(|£])  fir alle £e €(X)
P(£)4 plg) fiir alle f,-g aﬁsji#(x) mit f¢g
p(£) £ p(f) fiir alle fe T (X)
plaf) = oap(f) fiir alle f e X(X)

und alle ae® mit o 20

Alle vier Aussagen folgen direkt aus der Definition

von p.
(ii) P(af) = |a]p(f) flir alle £ € T(X) und alle aeM:
plaf) =

pllallf]) = la|BCE]) = la|B(f)

(iii) P ist subadditiv:
Seien fo’ g, aus f?(X) undvhe.T?(X) mit

Ih| ¢ |fo+goj = f_+g, , dann gilt:

[(h/«fo)\/(-fo)| s[fo|
und
Jh = (haf )~ (£ )] ¢ el »
woraus folgtt: |
p((hAaf )v (-f ))& D(f)
und

p(h = (h~f )~ (-£)) ¢ Dlg,)

und daher:
P(0) £ p((R~f ) v (=£)) + p(h = (af ) v(-£))

LOBle) + Ble)
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woraus
p(f +g ) ¢DB(f ) + p(g,) o
flir alle £, und g, aus ‘C+(X)'folgt,,

Flir beliebige £, und g, aus € (X) erhalten wir:

B(fre,) = BUL +e D DCle |+lg |)
< Blle )+ Blle 1)

= B(£) + Ble)

(iv) DP.ist stetig:

Es sei (0,0) zulissiges Paar auf “(C(X), dann folgt:
M0—— 0 € T (X)

‘Da p stetig ist, existiert zu jeder positiven reellen

~Zahl €-ein Fee © mit den Eigenschaften:

F = TF
€ £
- und

p(F )< (-e,¢)
Sei f € F_ und |f | s]fo|, dann gilt fe F_ und daher

p(f)<e ,

woraus wir

T
N
]
N
I~
™

erhalten.

Also gilt:

p(Fe)E.[fe,e]
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Daher gibt es zu jeder stetigen Halbnorm pe P eine stetige

Halbnorm pe P mit der Eigenschaft:
P¢D

woraus folgt, dah P und P in der Tat dieselbe Topologie auf
~€(X) erzeugen.
Das folgende, .sehr einfach zu beweisende Lemma bildet den

Schliissel des Beweises:

Lemma 3%

Fiir jedes pe.? 18t der Kern von.p ein abgeschlossenes Ideal

in ‘f;(X).

Bewels

~_Der Kern. jeder stetigen Halbnorm auf “f%(X) ist ein abge-
schlossener Unterraum von 7fé(x), also bleibt zu zeigen,
daB® Ker p gegen Mulfiplikation mit Elementen aﬁs T (X)

abgeschlossen ist.

Sei also pe P, fOE.Ker p und g € T(X). Definiert man flir ne N

TTrUso konvergiert Tdi 'é'f"F olge " ( g"n')"' ‘Begén g und die Folge™ ("gr;f O—‘) T

gegen gf . Weiterhin gilt:
L 1 \
Ifogn[_ n[fO[ fiir alle neN
= L - -
= p(fog) ¢ p(nf ) = np(f)) = O.

Also liegen alle fogp im Kern von p. Da p stetig ist, folgt,
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dak foge;Ker p gilt.
Unser Ziel ist es nun, fir jeden c-einbettbaren Raum zu
beweisen, daf N(Ker p) filir alle p€.§ kompakt ist und daf
p-p(g)JpN(Ker D) g1lt. Zum‘Bewels der Kompakthelt brau-_
chen wi\ ein vorbereitendes Lemma:
\

ol
Lemma '4
Es sei X ein c-einbettbarer Limesraum und (X,2€) der asso-
ziierte vollstdndig reguldre Raum. Weiter sei Ul ein Uber-
deckungssystem von X. Dann gibt es ein Uberdeckungssystem
W von X-miﬁ den Eigenschaften:

I .
() W ist Verfeinerung von Ul

(17) VEUW = X\V e X

" Beweis
Es selen (Xo,é)»zuléssiges Paar auf X, (0,0) zulidssiges

Paar auf € (X) und foe.'C(X) = €(X,%), dann gilt:
w(@+fox®)————*fo(xo) s

also existieren zu jeder positiven reellen Zahl e stets

Mehgen F € g+f und U _ € ¢ mit:
_ € o - €
f(U€)9 fO(XO) + (~g,€) fiir alle fe F
= f(U2) e £ (x ) + l-g,¢€] fir alle feF_,

wobel U; die abgeschlossene Hille von U8 in (X,% ) bezeich-

net.



Es sei ¢~ der von {UT] Uea} erzeugte Filter, dann.

haben wir fir alle fO€ “C(X) und alle gegen 9] konver-

genten.Filter 0 gezeigt:
w(0+f x¢) —— fo(xo)

Da aber X ein c=-einbettbarer Raum ist, folgt daraus:

Sei nun Ul ein Uberdeckungssystem von X, dann gibt es

zu jedem zul#ssigen Paar (x,d) auf X ein UX 3 € ¢ mit:
. M

xeU o€ m,

3

‘nadh der Definitlon von ¢~ existieren dann VX ®€ d mit:
. . ] - : 5

v =V, . ¢0U
X

X, T x,0 0

wdhlt man

W = {v, ®v{x}| (x,9) zuldssiges Paar auf X} ,
>

so ist ¥ ein Us, das den Bedingungen (i) und (ii) genligt.

Nuh kdnnen wir die Kompaktheit ven N(Ker p) im c-einbett-

baren Fall beweilsen:
Lemma 5
Es sei X ein c-einbettbarer Limesraum, pe.? und
K = N(Ker p) = {xe X| f(x) = O fir alle fe Ker p} ,

dann ist K kompakt.




Bewels

OBdA sei K ¢ @. Nach (0.2) reicht es, zu zéigen,,daﬁv

jedes Uberdeckungssystem von K eine endliche Teiliiber-

decking besitzt. Sei also Ul ein Us von K. 'Da K abge-

schlgssen ist, bildet das System

| ~
| M = {U(X K) | Ue wm}

1

ein Us flir X, denn sei (x,9) zulédssiges Paar auf X, so

giﬁt es drei Fdlle:

{a) xe X K

Da ¥ \K offeu ist, gilt:

XrKe o,
alsovgilt;

(X\K)UU € @,
wobei Ue W beliebig ist; es folgt:

x € (XrK)oUe W

(b) xe X, ® besitzt eine Spur auf K

Es sei
. ={UnK| Ue 0}.
Es gilt:
<I>K——> xeK s

da W -ein Us von K ist, existiert ein Ue ¢ mit:

xeUaKe O s




U ¢ (UnK)v(XNK)

x e (UnK)u (X K)e @nlUl‘ .

(c) xeK, es gibt ein U.e o) mit'UOAK = @

Wir. erhalten:

also auch:

U
0

0N

("X\ K)UVO s
wobei Voe'Ulnk beliebig gewsdhlt ist, daher ist
X e(X\K)uVOe b~ W

Sei nun % ein Us von X, fir das die Bedingungen (i)
und (ii) des Lemmas 4 gelten.
Flir jedes Ve W) und jede positive reelle Zahl € de-

finiere man:

F, . ={fe (X)) | £(V) ¢ (-e ,e)}

‘Es gilt QeF, ~fir alle Ve¥ und alle €> 0, also ist
3 ) ,
{F, | VeW, eeR , g5 0}

V.,e

eine Filtersubbasis, der erzeugte Filter heiRe ©. Da %
ein Us von X ist, konvergiert 0 gegen O und wegen der
Stetigkeit von p konvergiert p(0) gegen 0. Also giﬁt es

Mengen Vie.MD (i = 4,...,n) und eine reelie Zahl €> O mit:’
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p(FVj-’g’\ .. .I'\Fvnse)_g[ —1’11

Nun wollen wir zeigen, da

n it
\_J v.2K » -
i=1 1. _ ‘ VA
. n
gilt.) Nehmen wir an, daB es ein X, € K~ Vi gibt.
. l v 4 i1 _

- . . .
Dafalle Vi=1n dem zu X assoziilerten vollsténdig reguli-
ren Raum abgeschlossen sind, existiert eine stetige "

Funktion £ e T(X), fir die gilt:

e U, ) = {0}

und !

.fo(xo) =1 . : -
Es folgt:
kfoe FVi,e fir 1:1,f..,n'
o und alle ke N
also
o mp(kf ) €T fur alleckie N o s e

=b:_.,“\:p(fo) =0
Da Ker p ein abgeschlossenes Ideal ist, gilt nach
[3], Thm 2:
feKer p & f£(N(Ker p)) = {0}

Da fO(K)-: {0} gilt, ist aber fo¢ Ker p. Dieser Wider-

spruch zeigt, daf in der Tat




gilt.

Da W|eine Verfeinerung von W ist, gibt es Elemente

o

us iz1,...,) aus Ml mit:

| n
l KelJ Us
‘ i=1

-woraus folgt, daf {i eine endliche Teilllberdeckung von
K enthilt. ' | i
. Damit. haben wir gezeigt, da® K kompakt ist. Das folgen-

de Lemma beschlieBt diesen Teil des 1. Kapitels:
b '

‘Lemma 6
Es sei X ein c—-einbettbarer Raum, pt&? und K wie oben.

,Dann_giltf

<
p$p(l)p,

~orrm T -Bewedls o ‘ T T T T e e e
Zundchst bemerken wir, da® K nach Lemma 5 kompakt ist.

Nun sei f € “f(XSiund £f(K)<s [-1,1). Definiert man

g = (fxl)yv(-1) ,
so folgt

(£-g)(X) = {0}
und

lg| <1

Erneut zeigt [ 3], Thm 2, daR p(f-g) = 0 gilt, wir

_erhaltén:
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p(f) S p(f-g) + p(g) < p(l)

Gilt nun pK(f).# 0, so folgt: : b
pK(*”%f7)~= 1 .
Px o

und damit: A
: f
¢ 1
p(EET?T)_ P(_)

@ p(£)¢ p(1) py(f)

Da p(f) = 0 &quivalent zu pK(f) = 0 ist, ist damit die
Behauptung bewiesen. -

'~ Zusammenfassend konnen wir also sagen:

Satz 1
Es set X ein c-einbettbarer Limesraum, dann ist der zu

‘CC(X) assoziierte lokalkonvexe Vektorrdum ‘Ck(X).

Bewels

r%ﬁr peb Aefi;iéf; maﬁ g'ﬁﬁé k dﬁrch:
B(r)) = suplp(D)[r e €, o] ¢ g |}
| | fiir alle foevﬁf(x)
und -
| K = N(Ker D)
" Nach den obigén Erléuterungen ist P eine stetige Halb-

norm auf ‘fC(X), die Menge K kompakt und es gilt:

(N
p ¢ p(1l) py
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Nun kénnen wir das DarstellungSproblem in einfacher

o

YWeise auf den kompakten Fall zurilickftihren und l&sen:

2

Satz 2 - . LT
Es sei X ein c-einbettbarer Raum und ¢ ein lineares,
stetiges Funktional auf YfE(X). Dann gibt es eine kom-

pakte (topologische) Menge K < X und zwei nichtnegative,

¥

endliche, reguldre BorelmaBe My und sy auf K so, daB

: 12
ogilt:
,;—Fﬁr“jedeéﬂfc ﬁfgg) ist f|K¢ integrabel beaziiglich Hq™Hs

und | |

(o) = elR, dlugmuy)
K¢ :
Beweis
Aus der Vorauésetzung folgt, dak |y] einé stetige Halb-

norm auf TfC(X) ist. Sei p. = |yl und XK, = N(Ker p). Nach

v

Satz 1 ist X kompakt und die folgende Ungleichung ist

v

richtig:
[W]'¢pSp(l) oy
- ——Defininiert man -nun

X Tf(KwO-——+4R
durch

w(£) = w(F)  fir alle fe &)

wobei f eine beliebige Fortsetzung von f auf X ist,

so sieht man leicht, daR x wohldefiniert ist.
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Wegen

Ix(£)] = [w()| £ p(1) py (F) = p(1) sup [£C)T
Y X € KW :

ist X stetig beziliglich der Supremumsnbrm'auf Vf(Kw).

Da K, als Unterraum eines c-einbettbaren Limesraumes

v

wieder c-einbettbar isﬁ, ist K nach [ 31, Satz 4 topo-

v

Iogisch. Wir haben also fir y die bekannten Darstellungs-
sdtze (s. z.B. [10] und [131) zur Verfligung. Es gibt

also Mafe Mg und Wy auf K die den Bedingungen des

w}

T "Satzes génligen und flr die gilt:

Jedes 1€ €(K ) ist integrierbar bezliglich HyTHy und

X(f) = ff d(uy-uy)

£y

Aus der Definition von y folgt nun sofort, da® sich y
in der behaupteten Weise darstellen 1ERt.

Zum AbschluR wollen wir noch einige Bemerkungen anfiligen,

die in diesem Zusammenhang niitzlich sind:

(1) Ist ¢ nichtnegativ, so ist My = 0, d.h. y 1l&pt
sich durch ein nichtnegatives MaR darstellen.

—o2)y Die Abbildungen v, bzw. y_ definiert durch:

v, () = ff|Kw du,
R
und
() = [ |k, aqu,
i _

A s TR e A e
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sind nichtnegative, lineare, stetige Funktionale auf

‘f;(x) und es gilt:

VR oy, -

- Also 14Bt sich jedes lineare, stetige Funktional auf
Tf;(X) in die Differenz zweler nichtnegativer Funkti-

onale derselben Art zeflegen.

(3) Es sei y nichtnegativ und K, wie oben, dann gilt fiir

Y
alle re ¢ (x):

f(Kw) # {0} & y(r)> o

Beweis
Aus f(Kw) $ {0} folgt p(f)> O, also gibt es eine Funk-

tion ge “€(X) mit:

lgfsf
und

lbwCls )] = v(lg|)>0 ,
also gilt:

CocylleD s we)

~da ¢ nichtnegativ ist.
Die Umkehrung der Aussage folgt aus der Darstellung von

¢ als Integral Uber Kw.

_(M) Ist ¢ nichtnegativ, so ist XK, eine minimale kompakte

v

Menge, Uber die sich y als Integral darstellen 1HRt.




Beweis

Sei K <¢K, eine kompakte Menge in X und v ein-~MaB auf

Y
K so, dap f]K fir alle fe €(X) bezliglich v integra-

#

" bel ist und daB gilt:

p(r) = [ £]% av fiir alle £ e C(X)
X _
Nehmen wir an, es gebe ein X € KW\K' Da K kompakt
ist, ist K in dem zu X assoziierten vollstindig regu-
v~~léren-Raum—abgeschlosseh.gDa X ein c-einbettbarer
Raum ist, trennt €(X) die Punkte von X, also gibt

es eine stetige Funktion fo€ Tf(X), fiir die gilt:

fO(K) = {0}
und

fo(xo) = 1

- " Aus der Darstellung von ¥ als Integral Uber K
e P20 18T 2 - ‘ o . S

v(r) =0,

was jedoch (3) widerspricht, da fo auf KW nicht

iim e vePschwindet.,

pers
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(2) Die c-Reflexivitit von ‘ﬁC(X)
Ein Véktorraum heife Limesvektorraum, wenn er einé
Limitierung trigt, bezliglich derer Additionvund'Ska—
larmultiplikation stetig sind. |
Flir einen (M -) Limesvektorraum E beéeichne EiCE die
Merige aller linearen, stetigen Funktionale'aﬁf E, ver-~
sehen mit der Limitierung‘der'stetigen Konvergenz. .
“ Nach LZ], Satz.15 ist ?ﬁCE ebenfalls ein Limesvektorraum,
~~~~~ so dak der Raum ?iC:iCE'wohldefiniert ist. Nunbgibt es
- einen stetigen Homomorphismus von E in 2£CZCCE, dessen

Existenz wir in dem folgenden Lemma etablieren wollen:

Lemma 1

Fiir jeden Limesvektorraum E i3t die Abbildung

jg 1 E— L L E

= definiert durch:

Jg(f) (W) = ¥(f)  fir alle feE

und alle we.ZCCE
ein stetiger Homomorphismus.
Beweis

Es seli feE und (0,9) zuldssiges Paar auf SCCE.,Dann

konvergiert éwxléiCEXE)(QXf) gegen 0. Das heiRt aber,

.daR jE(f) stetig ist.
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Ig

ist genau dann stetig, wenn die Abblldung

(wysCCE' ic icEx SfCE)o(jEx leﬁCE) Ex JCE—ﬁ”’*@

i
1 Figrae

C () (L)

.stetyg_ist, was jédoch direkt aus der Definition def
| kstetiéen Konvergenz folgf.

Dié Homcomorphiebeweise lassen sich dufch einfacheé

'Ausfechheﬁ flihren und éollen daher lbergangen werdenf

Wie ﬁblich definiert man nun:

i
. Definition

Ein Limesvektorraum E heiBt c-reflexiv, wenn jE ein

HomSomorphismus ist.

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dak flir jeden
-Limesraum X der Limesvektorraum Yic(X).ein c-reflexiver

Raum ist. Dazu betrachten wir zundchst die Abbildung

'ix : X—— sfcfc(x?

definiert durch:

iX(p><'f>, = f(p) fiir alle fe B(X)

und .alle peX

Aus der Definition der stetigen Konvergenz folgt

sofort, daR i, wohldefiniert und stetig ist.

X
Es gilt nun der folgende Satsz:
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Satz 1
Fiilr jeden Limesraum X lZiegt die lineare Hillle des Bil-

g

des von iy dwcﬁt in Efc‘ﬁZ(X).

.Der Beweis zerfillt in gzwei Teile:

(1) Der.Raum X seil c-einbettbar

Aus der Bemefkung 2 in Kapitel 1, Satz 2 kénnen wir

schlieBen; daBk wir ﬁns darauf beschridnken k&nnen, nicht-
' negative; lineare, stetige Funktionale zu approximieren. -
~ Sei nun ¥ ewéfEZ(X) ein ﬁidhtnegatives‘Fdnkﬁional und

es gelte _
p{al aeR} = {0} ,

dann verschwindet ¢ auf fp(X) und -da flir jedes f e €(X)

Cndie quge.(fn)newJ,defln%ertﬂdurch:

fn = ((—p_)v f)/\_l’_l fir alle HE\N

_7Wm;wgegenAf_konyergiert, folgt aus der Stetigkeit von ¥,

daR® ¢ identisch O ist. Aus dieseh Erwidgungen heraus sei
im.folgénden wkﬁﬁ SCT%(X) eih nichtnegatives Fﬁnktional
‘mit wo(l) = 1, Nach'Kapitel 1, Satz 2 existierf dann

"“"§ineﬂk6m§akté”Méﬁgé“KfSX‘ﬁnawéiﬁ“ﬁiéﬁtnégativés'BOrel—
map YK.auf K, flir das gilt:

Fiir alle £ e C(X) ist f|K integrabel beziiglich Yy und

v (£) = (fK ay,
| K




Es ist YK(K) = 1, da wo(l) = 1 gilt. Es sei

Ro(x) = (£ H{eR 1 x>01) 1 £ €T} ..
dann definieren wir eine Indexmenge I durch:

{P s.n P} & Pi6<fi(x) fir i=1,...,n

12

. n
und L_) P.2 K .
s i
i=1
I wird geordnet, indem wir flr zwei Elemente

{Pse.euP ) und-{gl,.i.,Qm}.aus I definierep:

{Pl,...,Pn}h {Ql""’Qm}

&= zu jedem i€ {1,...,n} gibt es ein

. . ‘, g )
Ji€ {1,...,m} mit Pi QJi

Man sieht leicht, daB I mit diesen Definitionen ein
gerichtetes System ist.

Nun werden wir zu jedem o€ I ein wa aus der linearen
”Hﬁlle'vdnvié(X)'kdhétfuiefén:W'“ T

Sei o = {Pi""?Pn}E I, dann gibt es (wie wir gleich

zeigen werden) Borelmengen Ql(“)""5Qr (o) mit:
. “.(x

”‘TiT“Qi(a)s“Pji “flr i=1,...,ma

(i1) 9 (a)n@;(a) = @ fir i *

(iii) Qi(u)nK £ 0 fiir i:1,..;,mu

2

(iv) L) Q. (a)2K
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(Man erhilt die Qi(a) z.B. dadurch, daf man

LJer

ivj

P. =P

i i J

setzt und die ﬁi,'die K .nicht schneiden,'WegléBt.)

Nun seien filir jedes o €I das System Ql(u),...,Qm (a)
und x§(a)e Qv(@)nK (vzi,...,ma) fest gewdhlt. Dann

definiere man:
m

by = D v (KeQ () 1y (x (a))

@ 9=1

Es sei & der von der Moore-Smith-Folge (V¥ _) er-

o‘oel

zeugte Filter.

Béhauptung: @———>woc $€C‘tZ(X)

Beweis: |

Es seil (f;,o) zuléssiges Paar éuf 7fE(X). Sei weiter-
‘hinle éine'positiVe reelle Zahl, dann muR gezelgt wer-

.den:

Es existieren aee I und Fae.e mit:

|¢a(f) - Wd(fo)|< £ fiir alle awo_

und alle fng.
- Nun gilt:
(1) ' @—>va € T (X)

Gfafo € fk(x) s



also existiert eine Menge F, e © mit:

1

1

i e . s ‘ .
| £(x) - £ < g fir alle feF,

A

(ii ‘ O——~f>foe vf;(x)
! - po(é)-——~»wo(fo)eﬂR ,

also existiert einé Menge Fge 0 mit:

v (£) = ¥ (£)] < % | . fiir alle fe F2

7

(iidi) E# ist fos ~€(X) und K< ¥ kompakt, also existiert

ein a_ = {P ,Pg}e I mit:

EREE
) NP c( _E E v
fo(PinK) - fo(PinK) -( T T )

fir i=1,...,m .
—~Sel o =7{P1,...,Ph}$Pao, dann gilt:

P, ¢ P fir k=1,...,n
i,vkwuﬂJk L .

und -
Q; (a) ¢ Py flir i=1,...,m

i
Also gibt es zu jedem 1 e{l,.,.,md} ein sie'{l,...,m}

mit:

Q; (@) ¢ P’S.
1

Ais (iii) folgt dann fir i C{l,...,mu}:

£,00;(a) K) = £.(Q;(a) K) € - , F)
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Definiert man nun F_ = F.~F, , so gilt fir alle

2

a%a_, alle feF_ und jedes x e Q, (0)~K:
[£(x) - f‘<xi<a>>;' < l£Go - )
* ‘fg(x> 4 £, 0xg ()]
+ Ifo(xi(a)) - f(xi(a)” ,,

nach (i) und den obigen Erdrterungen, da Xi(u)é.Qi(a)aK
nach Deqinition gilt.
Also giit flir alle ak'ao und alle f € Fe:

(Es wird stets von i=1 bis ma-summiert 2)

u (8) = v (£

1

| [50x av, - (3 v, (8, (0)) iy (x,()))(D)]
K ' ‘

13§ 1K avg = 3 v (KaQ ()5 (x; (@) ]
K"Ql(a) ’

IR £ () avy |
K"Qi(a)

g Z_- ._f _IC,fIK _ '2_(3_51_(_9&_)__)_) I_,dY_K . <ﬁ‘_g€ _Z ~§ d,‘YK_ - -

KaQs (o) | KaQ; (o)

Schlieflich erhalten wir fir alle fé F€ und alle o #ao




[0() = (ED ] < [9(E) = 9 ()] + |9, (5) =y ()]
< Ze v |y (£) = u ()] o
<-gg ,.+% = €

nach (ii).

Damit ist der Satz im c-einbettbaren Fall bewiesen.

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, bemerken

wir das Folgende:

Sind E und F Limesvektorrdume und ist f eine lineare,

stetige Abbildung von E in F, so gilt:
T () (L Fys LE
c e c
Definieren wir daher

‘;tcf : ;ch-——+ ‘;L’CE
durch:

(L ) = (T )(y) fir alle ye L F,
so wird ;CC ein Funktor von der Kategorie der Limes-

vektorridume in sich:-

(2) Flr einen beliebigen Limesraum X ist 3€omc‘CC(X)

c-einbettbar, und das folgende Diagramm ist kommutativ:




iy

X

L 'iX : .
X > aichc(k)
EX S (I)
3 c ¢ X
*om, G, (X) . : :
?ﬁomc\Cc(X) > SfCVfC@eomCTSC(X))
(Zur Definition ﬁon i, s. (0.6).)

Nun ist ch?fc(zx) ein Hom&omorphismus und i, surjektiv

X

(s. (0.6) ). Bezeichnet man mit V( ) die lineare Hiille

" Und setzt zur Abkirzung 1 = éfé‘ﬁé(ixﬁ, so erhilt

man;
a(V(iy (0)) = 171 @V, 00)))
= 17N av(E (1, (0))
- i‘1<av<igeomcﬁgc<x)<§X<x>))5
'=”'i-l(aV(igeomecv(X)'(ae om, G, (X))))
U
= % (sic‘ﬁk(3¢0m07§C(X)})
= ic KC(X) s
“Wéé“éﬁ“iéigenWWar..

Mit Hilfe des Satzes 1 kdnnen wir nun die c-Reflexivitit

von 7fc(X) leicht beweisen:
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Satz 2

- Fiir..jeden Limesraum X ist die Abbildung
j‘Tf (X) : \'C’C(X)-—-—»;CCIC ~C’C<X) o
c . , e Cet

~ ein Hombomorphismus mit der Inversen
. I .
Ifg(lx)léic6CCYfC(X), d.h. TfC(X) ist c-reflexiv.
. : ,
Beweis ,
. X . .
Wir setzen i = ch(*x)lsfc;ic7fc(x)’ dann gilt

-~fiir -alle fe-T(X) und-alle-x-€ X:

K

'Tii(jifc(x)(f)(X) = jjgc(xy(f)(ix(x))

= i, (x)(£)
= £(x) ,
es folgt:
.’K‘:> . ‘___ id
T () T, (X)

Fliir Te ofcic‘c’c(x) und x € X erhelten wir:

j7fc<%3(i*<T>><ix<X>> 1, (x) (£7(T))

= T (%) T

i
i
i

T(i,(x)),
also ;timmen j fZ(X)(ix(T)) und T auf iX(X)

Uberein. Da beide Abbildungen linear und stetig sind,

folgt aus Satz 1, dak j~§ (X)(i*(T)) und T Ulber-
' c




he .

einstimmen. Es gilt also:

. . X _ . Bf_’
J fc(x)(l (r)) =T fir alle T €

- und daher

* - 4q

j o1
€, () o o, T, (%)

c

2,8, 00
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(3) D u a‘i»i ﬁ 4t

T e

Fﬁr.eiﬁe lokalkompakte, abelsché Gruppe I sei T die
Charaktergruppe Von ', d.h. die Gruppe aller stetigen.
Gruppenhomomorphismen von T in den Einheitskreis D

( = {zec| |z] = 1} ). Versieht man T mit der kompakt-
offenen Topologie, so erhélt mén wiederum eine 1oka1komf

- pakte, abelsche Gruppe, deren Charaktergruppe wir mit

/A

[ bezeichnen. Nun besagt das Pontrjaginsche Dualitéts-
—--theorem, dak ? in natiirlicher Weise zu I isomorph und
homéomorph ist. Diese Theorie soli in diesem Kapitel

in der folgenden Weise ausgedehnt werden:

Es sei E ein Limesvektorraum und GCE die Gruppe der
stetigen Gruppenhomomorphismen von der E unterliegen-
den Limesgruppe in D, versehen mit der'Limitierung

der stétigen Konvergenz. Weiterhin sei C&é(ECE die
’Charaktergruppe‘von CSCE, jedoch mit der stetigen Kon-
~MVergenz.versehen. Ist.dann E ausgeglichen (d.h. kon-
vergiert mit jedem Filter © auf E, der gegen O konver—.
giert, auch [-1,1]-0 gegen 0) und c-reflexiv, so ist

die kanonische'Einbettung von E in Gé GCE ein Homdomor-
phismﬁé (undvéléo auch ein Gruppeniéomorphismus). Aus
kapite1‘2 folgt dann leicht, daB G, G, C (X) fir jeden
Limesraum X in natiirlicher Weise zﬁ “6C(X) homdomorph

ist.

P
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Definition

 Fiir eine abelsche Limesgruppe A sei G A die Menge:

aller stetigen Gruppenhomomorphismen von A in den
e

Einhditskrets D, und CSCA bezeichne die Mengé G A,

versehen mit der Limitierung der stetigen Konvergenz.

\,
|

|
i

Zuéamﬁen miﬁ der punktweisen Multiplikation wird GA

zZu giner abelschen Gruppe und CSOA zu einer Limesgruépe
(s.f2], Satz 13).

Zun&chst wollen wir die Existenz eines Morphismus

von.A in!C;CCSCA zelgen: .

Lemma 1

Fiir jede abelsche Limesgruppe A ist die kanoniéche

!

. _Abbildung

_mgefipier;’éugch{ﬂ

'(KA(f)(X) = xy(f) flir alle fe A

o und alle y € GA

" ein stetiger Gruppenhomomorphismus.

Der Beweis der Stetigkeit von KA(f> und k, folgt di-

A
rekt aus der Definition der stetigen Konvergenz, die

Homomorphieeigenschaften sind trivial.
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Um weitere Aussagen zu gewinnen, werden wir im folgen-

den den Fall betrachten, dahk die abelsche Gruppe die

einem’R -Limesvektorraum unterliegende Gruppe 1s€7 Um

die Bezeichnungsweise zu vereinfachen, definieren wir:

. Definition

i

Fﬁr éinen’R -Limesvektorraum E set
GE = (ve TED)| v(f + ) = () y(g)
fiir alle f und g aus E}

Ein wicﬁtiges Filfsmittel bel unserer Untersuchung

stellt die Reflexivitdtstheorie dar. Die Verbindung

liefert die Abbildung

__._'_E . iCE———) GCE

definiert durch

fir alle Yye £E

@) = M

und alle f €E

-Es ist klar, ddﬁiTEw fiir alle Ye €E ein Gruppenhomo-

'mbrphismus.ist. Die Stetigkeit von TEw sieht man so ein:

Q—> ek
=7 P(0)—— Y (f) flir alle Ype £E
= WO () gy, alle ¢ ¢ £E,

also ist TE¢ fliilr alle vye &£E stetig.
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TE ist Gruppenhomomorphismus, wie man leicht sieht

und Stetig:

genau danﬁ stégig

oo

Wie Ublich verifiziert man, daB Tg

ist, |wenn die Abbildung

P ‘Echth——é]D

1
i
1

definiert durch:
| P(y,f) = el¢<f) fir alle y e E
und alle feE

stetig ibt. P ist jedoch nichts anderes als

ha(w| ;f_CExE> 5

- wobel

durch

h(t) = e*t fir alle t e R

definiert ist.
Also ist P als Komposition stetiger Abbildungen stetig.

AuRerdem ist Tp injektiv, denn sei y e ibE und
Tey = 1,

so erhalten wir:

(Tpy) (£) = () o pyp alle feE,

“also

mit h N

3
f
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Gilt nun hf

¥ O fiir ein fe E, dann erhalten wir:

-also einen Widerspruch. Es folgt y = Q: Damit haben

wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 2
Es sei B ein Limesvektorraum. Dann ist TE ein injek-—
tiver, stetiger Gruppenhomomorphismus.

.. Wir werden nun zeigen, daf dieser Homomorphismus flr
eine groRe Klasse von Limesvektorridumen ein Homdomor- -

phismus ist:

Definition
Ein R -Limesvektorraum E heiBt cusgeglichen, wenn mit

jedem Filter © in E, der gegen O konvergiert, auch

”““121,1}@ gegeh 0 konvergiert.
Es gilt der folgende

»Satz 1

etn

Fir einen ausgeglichenen Limesvektorraum E Zst TE

Hombomorphismus und also auch ein Isomorphismus.

Zum Beweis werden wir die Umkehrabbildung konstruieren.
Seien

D, = {ze D| |arc z| < %} ,



bung von y(0)

' . 1 ' . .
xye GE und fekE. Die Folge (H f)new konvergiert in E

-gegen 0, also auch der von
F_=

erzeugte Filter. Da y stetig ist und da D

{af| Ja| < % } fir nen

eine Umge-

1 ist, gibt es eilne natirliche Zahl n

mit der Eigenschaft:

definiert durch:

IA

A

dann folgt

o]

- Unser Ziel ist es nun, zu beweisen, daB® die-Abbildung

wobei-nf die minimale natiirliche Zahl ist,

genligt , wohldefiniert und stetig ist. Dazu

Wahl von Ne nicht abhdngt:

Es sei feE und_ flir m und n aus N gelte:

i
m

Sie

= x(af)e D,

CSCE————+ECCE
. | 1
(Spx)(f) = n, arc X(ﬁf'f) s

wollen wir

Zunéchst zeigen, dak (SEX)(f) von dieser speziellen

=y X(af)C Dl

= x{(af)eD

arc X(% f)




...........

Bewels

Fiir ve {1,...,n} gilt: e

V- 1

la‘ﬁl < m?

also

' vy _fywv
X(ﬁ‘r{ = (X(mn)) €1D1

‘und damit

‘ ni, _ L n _ Iy

arc x (=) = arc(x(=))" = n arc x(=) ,

also

: f £
S marex(z) =on-are-yd=—)
schlieBlich erhalten wir:
m arc'x(g) = mn arc.x(ﬁg)

Da die Voraussetzungen in m und n symmetrisch sind,
folgt die Behauptung.
Damit ko&nnen wir uns von der speziellen Wahl von Ne

18sen und sagen:
(Sox)(£) = n are y(2)
EX C X n L)
wobel n eine natiirliche Zahl ist, die der Bedingung

genlgt.

Nun wollen wir die Eigenschaften von SgX verifizieren:




B . Y
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(1) SEX ist linear:

- Bewels
Es séien.f‘und-g aus E und ne N so gewdhlt, daB
gilt ‘ : - ‘—

. x(af) €D, = {z¢ D| |arc z| <(% }
o] <L | | -

| x(ag) e D,
danh folgt:
x(a(f + g)) = X(af + ag) = X(uf)x(ag)e Dl'

[

! fir alle |o| <

S (e

‘Insgesamt erhalten wir damit:

f+g
—)

(SEX)(f +g) n arc x(

n arc(x(g)x(%)}’

1t

n arc x(%) + n arc x(%)

"

(50 () + (5,00 (&)

(2) SEX ist stétig:

"“‘"“W“ES”PeiCht;”Zu“éeigeﬂdeaﬁ SEX étetig in O¢E-ist. - - -
Beweis
Es sei © Filter in E, © konvergiere gegen O, dann muf

gezeigt werden, daB®

(Sgx) (0)— 0 e

gilt.




Es sel € > O vorgegeben, dann gibt es ein § > O mit:

lz|] <-&§ = J|arc z| < ¢ fiir alle ze D
" OBAA sei . . - LT
| Dg = {zeD] lzl‘< 5}%@1
Aus |
O——0¢cE
folgt

[-1,1106——0¢cE
== —und-daher

x(l-1,1}0)—— 1€ D ,
also gibt es ein F €9 mit:

(a) P, = [-1,0)F,
und ‘
(0) x(F )< D

Nach (a) wissen wir:

(Sgx) (£) = arc x(f) fiur alle fe F_ o,

- -

(b) liefert dann:
I(SEX)(f)I < e fir alle feF_

Damit haben wir gezeigt, daR SEX fiir jedes xe G E ein
additives, stetiges Funktional ist. Also ist SEX auch

homogen.
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Nun soll noch die Stetigkeit von S bewiesen werden,

E
die &quivalent .ist zur Stetigkeit der Abbildung

P : GCExE————-—> MR
definiert durch:

P(x,T) = (Spx)(f) fir alle y ¢ GE

und alle fe.E ;
Der Beweis zerfallt in zwei Teile:

(a) Fir jedes zul#issige Paar (wo,Q) auf CBCE und flr

P O X ‘ » —3 5 € Hl

(b) Fiir jedes zuléssige Paar (wo,Q) auf CBCE und jedes

zulédssige Paar (0,0) auf E gilt:

TP(ex0)—— 0 €R
Eine leichte Rechnung zeigt, daf (a) und (b) hinrei-
- chend fUr die Stetigkeit von P sind, da E eine Limes-

gruppe ist.

Beweis von (a)
Es sei (wo,é) zulissiges Paar auf CacE und f e E. Flr

den Umgebungsfilter V von O in®R gilt:

\V'fo—',_—’OEE s

~also folgt:




w((I)X\V-fO)——-————):L s

daher gibt es ein nlelN und ein F1€ ® mit:

v(af )e D,  fir alle |af < % und alle YeF
' 1
OBdA gelte
o C 1
v (af )e D, fir alle la] < 5,

dann wissen wir:

P
b

TSP = n, are d‘"(ﬁ-i-)f “fir alle VeF
und
fO
(szO><fo> = n, arc ?O(H;) .

Zu €>0 gibt es ein 6>0 mit:

iz-z’|<6 = larc z ~ arc z'| < £
: . n 1

1

fiir alle z und z' aus D, .

1

‘

M'”"mDé“nggﬁ)wzdlés§iges Paar~ist, folgt:

. ) O
SN (5D,

w(@x(%
cny 1

~also gibt es ein F,€ ¢ mit:

£ f
0 o oo
G v () <8 fir alle yeF,
1 1
Flir we.F15F2 erhalten wir schlieflich:
_ .
|(SEW)(fO) - (szo><fo>| = |n1 arc w<H;) - n, arc ¥
< Eoc e
"y n, T

.

. fo
(—

on

) |
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Bewels von (b)

Es seien (wo,é) und (0,0) zuldssige Paare auf CSCE

bzw. auf E. Zu jedem e>0 gibt es ein §>0 mit:

OBdA seil |
Dé ={zeD| |z-1] < 8§} = D1
- Aus
.@-—490 e E
folgt

(-1,1]10 —— 0 ¢ E
und daher:

lz-1]<§ = |arc z| < ¢ Fur alle ze.E1 .
w(dx[-1,119)——1c D ,

- -glso gibt es Mengen Uee ¢ und Fef 0 mit:

F = 1[-1,11F
€ €
und
lw(e) - 1] < 8 fir alle pe U]
und alle f eF8
Es folgt: -
= Jwlaf) - 1] < §  fir_alle pelU_, alle feF’E

und. alle |o| < 1

(8gy) () = arc y(f)
und
lare ¢(f)| < ¢ fir alle y eU_

und daher: . ' .
und alle f EPE s
|
|
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woraus
](SEw)(f)[ < g flir alle ye U,
und alle fEIF€

y

folgt, was zu beweisen war.

Zum AbschluB wollen wir zeigen, daf

gilt. Da TE nach Lemma 2 injektiv ist, folgt dann,

dak TE“ein HomSomorphismus mit Jder Inversen S_ ist.

E
Sei ¢’e(SCE und f € E, dann erhalten wir, wenn wir

exp(z) = e? fiir alle zeD

setzen:

(TgeSg) (W) (£) exp(i(SEw)(f))

11

= explin-are y(})

fiir eine geeignete natiirliche Zahl n, es folgt:

(TS () (£) = (exp(d are p()))"

WENH™ = vy,

also folgt in der Tat:

T.°S. = 1d(3 E
c

E TE
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Flir einen Limesvektorraum E Seil Kp = K

_E die E unterliegende abelsche Limesgruppe bezeichnet.

CR>

, wobeil

Bevor wir nun beweisen, daf Kp ein HomOomorphismus ist,
wenn E ausgeglichen und c-reflexiv ist, bemerken wir das

Folgende:

Definiert man flir einen stetigen Gruppenhomomorphismus f
Vdn der abelschen Limesgruppe A in die abelsche Limes-

gruppe B die Abbildung

-G f : GB—G A
c c . c
durch:

(G, D) (x) = x°f fir alle y e GB,

so wird CBC mit diesen Definitionen zu einem Funktor

der Kategorie .der abelschen Limesgruppen in sich.

Fir einen beliebigen Limesvektorraum E isﬁ das fol-

gende Diagramm kommutativ:

K
E E G G E
C C
g T ¢ B JGCTE :
. S
X E— G. & F

" Der Beweis erfolgt durch einfaches Ausrechnen.

Ist E ausgeglichen, so ist T. und daher <ZCT ein

E E

- HomBomorphismus. In diesem Falle 1ist Kp genau dann ein

Hombomorphismus, wenn jE ein Hombomorphismus ist. Da-

mit haben wir den folgenden Satz bewilesen:
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 ein Hombomorphismus.
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Satz. 2
Es sei E ein ausgeglichener Limesvektorraum. Dann_tst

die kanonische Abbildung | o

K E—G_ G.E
E c ¢

1 : :
genauldann ein Hombomorphismus, wenn E ein c-reflexi-

ver Limesvektorraum ist.

Aus der Definition der stetigen Konvergenz folgt

sofort, dak ‘fC(X) fir jeden Limesraum X ausgeglichen
I

ist. Da ch(X) riach Satz 2 in Kapitel 2 stets

c-reflexiv ist, folgt aus Satz 2:
Kofollar
Fiir jeden Limesraum X ist die Abbildung

gy P G 6 6 T ()
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(4) Reflexivitidts- und Dualitidtstheorie von Unter-

und Quotientenrdumen
In dilesem Kapitel wollen wir die Dualriume von Unter-.
und uotientenréumen'von Limesvektorriumen untersuchen.
ADavoJ ausgehend werden wir die c—Reflekivitét bestimm—
tef Uhterréume Voh c—reflexiven Limesvektofﬁéumen be-
Weisen. Den Abschluf bilden einige Bemerkungen Uber die
Charaktergruppeﬁ von Unter~- und Quotientengruppeﬁ von
—IAmesgruppen. |
Zuhéchsq jedoch wollen wir kurz Annihilatoren voh Un-
terréumenAbetrachten:

.Im.folgenden sel E stets“ein,Limesvektgrraum und A<SE

ein Unter(vektor)raum. Dann definiert man:

“Definition

“Unter dem Annihilator A* von A versteht man die Menge

A* = {y e LE| y(A) = {3}} .
A* ist ein Unteffaum von LE, wir setzen

L e ARE = (AtY s A{T.-e,,aﬁgg_c E '_| (AR = {0}} -

Es ist klar, daB®
Jpla)e A",
also

gilt. Wir kdnnen j_l(AL‘) exakt berechnen:
E
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Lemma 1
Es set E ein c-reflexiver Limesvektorraum und (E,t) der

zu E assoziierte lokalkonvexe Vektorraum. Dann gilt:

-1 : _
JE(A ) = AT,

. wobet AT die abgeschlossene Hiille von A in (E,1) be-

geichnet.

i
Bewels

~—Zun&chst bemerken wir, daR
| |
LE = ZL(E,Tr)

. _gilt, denn sei p¢ XE, dann ist [y| eine stetige Halb-

norm auf E, also ist y stetig auf (E,t). Weiterhin gilt:

R
N
=
[ .
[
g
|

ig {feE| y(f).= 0 flr alle ye A"}
= fﬁ\ v {O}) >
peht
und da

AT ¢ L(E,1)
gllt ist jél( A**) eine t-abgeschlossene Menge.
Aus der c-Reflexivit&t von E folgt, daf (E,t) haus-
dorffsch 1st Nehmen wir nun an, es existiere ein

fe j;(A“ AT,

so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein Funktional

Y€ XE, fir das
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6l

1!
[N

v(f)

und

| p(a) = {0} o

giit Dann folgt aber:
. Jp(£) ¢ atr.

Dieser Widerspruch vervollstidndigt den Beweis.

Definiert man nun:

durch:

JA(f) = JE(f) fiir alle feA ,

so.ist jA ein Homdomorphismus, wenn A eine t-abgeschlos-
sene Tellmenge des c-reflexiven Limesvektorraumes E ist.
Nun k&nnen wir zunidchst den Dualraum des Quotienten-

raumes bestimmen:

Lemma 2

 Es sei v
: _ E,

A die--natiirliche Projektion von E auf E/A.
Dann Zst
’ : A — &L
éfch/A <i%(E/A) CE

« . . A
ein Hombomorphismus auf A™.

Zum Beweis werden wir die Umkehrabbildung zu SCCvE A
3

konstruieren:
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Man definiere

: . A ’ ‘:’ "o
EXE,A I\ ———~asic(E/A) .

}E,A(w)([fJ)': () fir éiie P e A*

1 _ und alle fe€E ,°
‘ _

i i
i i

dabei bezeichnen wir fir alle fe¢E mit [f) die Neben-
klasse, in der f liegt, d.h. es ist [f] = Vg 5 (f)
. 3
Mg A(w) ist flr alle Yy € A wohldefiniert und linear.
R _

~Wir wollen nun die Stetigkeit von A (y) und von A

E,A E,A

. | . . - '
- zeigen, dabei setzen wir zur Abklrzung A = AE A und
>

Es seil (L01,08) ein zuléSsiges'Paar auf E/A, dann gibt

- es auf E zulid=ssige Paare (fl,el),...,(fn,Gn) mit:

v(el)n...nv(en)s'é

und
B, wwwWTiz_A.fw"muwfur T
Aus
5éi_*__+fi Pir i=1,...,n
folgt

p(0;)—— (L) fir i=1,...,n
und daher
1!)(@1)"- o .nl’,}(@n)"'——"O,

also’



66

‘Daher gibt es zu jeder reellen Zahl ¢ > O Mengen

Fie Oi so, dal gilt:
w(Flu.,.an) S(—;,e) :
O | |
= ll)(\) (\)(Fl)U..u\)(Fn)> S("E,E) 5
also gibt es zu jedem ¢ > O ein'ﬁee 2] mit:

. vOTHE D) s (mese)
woraus ‘ . ‘
A(P)(I£)) € (~e,e)  fir alle [fleF_

folgt.

Um die Stetigkeit von X nachzuweisen, missen wir zel-

gen, dap die Abbildung

' . VoL ;
) (xxldE/A) A XE/A— R

(W,[f],)* -"\P<f>

stetig ist. Seien also (wO,Q) bzw. ([foj,é) zulédssige
Paare auf A* bzw. E/A. Dann gibt es wiederum zuldssige

Paare (fi,ei),.;t,(fn,en) auf E, flr die gilt:

V<ei)“"'fV(@n)§ 0
~und
[fi]: [foJ' fir i=1,...,n

Es folgt:

w(@x@i)—-——>wo(fi) = wo(fo) fﬁr’izi,...,n s
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also gibt“és zu jedem e > O Mengen Uie ® und Fie Qi
mit:
lw(£) - v (£)] < ¢ fir alle Y e U

" und alle fe Fi

= AL = AW ) (If D[<e  fir alle y eU
. | ’ ~ und alle Ifle v(Fi)
Definiert man nun:
n
Ut= (JU,€d
=1 b
und

n ~
'izgv(Fi)e v(@i)n...nv(en)s 0,

£
"

so erhdlt man:

CUTIMIEY) = Ap ) ([r 1) [<e  fir alle peU

und alle [fleF -,

Man rechnet leicht nach, da® die folgenden Gleichun-

gen richtig sind:

Apoa(Lovg 4(9)) =y fur alle ye & (E/4)

fiir alle e A* .

I .
<

L vp q g aW)) =

Dies schlieBt den Beweis des Lemmas 2 ab.

Die Bestimmung des Dualraumes von A gestaltet sich we-

gen des Fehlens eines geeigneten Fortsetzungssatzes

schwieriger. Es gilt das
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Lemma 3
Definiert man
| uE,A : SKCE/A ~*——+&£OA
durch |
uE’A(WJ)(f) = Y(f) flr alle Y e;otCE

und alle f €A

so ist das folgende Diagramm kommutativ:

, _jé‘.’_CE/A .
L E/A N Jicotc(atcE/A )
1 ' ’
_E’A - Ib(ASLCE/A*)
C:-C;IA L) S L (At |
(] C

Zum Bewels setzen -wir =-j;C E)A und A = k:t E/A
‘ c c

dann gilt fir alle ye & E und alle f € A:

L3, (L NG wINI(E) = (j(w])oxogwf‘)

= A5, () Ly

T8 ()

v ()

It

ug p(TvD) (£)
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Also ist uﬁ A ein stetiger Homomorphismus, Man sieht
. [, i ’
leicht, daB u injektiv ist. Nun ist p. , genau dann
E,A : E,A e
‘ein Isomorphismus, wenn sich jedes lineare, stetige
Funktional auf A linear und stetig auf E fortsetzen

18Rt . Deshalb definieren wir:

Defirnition.

Es.sei E éin Limesvektorréum und A< E ein Unterraum.

Dann besitzt A die Hahn-Banach Eigenschaft (kurz HBE)
_ _beztiglich E, wenn si¢h>jedes lineare, stetige Funk-

tional auf A zu einem linearen, stetigeﬁ Funktional

auf E fortsetzen 14Bt.

Ist’E ein c-reflexiver Limesvektorraum und A in (E,t)
abgeschlossen, so ist Sﬁch ein Hombomorphismus und da-
her SCCA hom8omorph zu SCcsfc(JicE/A*). Besitzt A auBer-

. -dem die HBE.bezﬁgliph E, so-ist~6fCA homdomorph zu éﬁcE/A*

B, mmituder,vonﬂjSf.E/ALvinduziertenmLimitierungqhh»__mmwnm.mgw
e

Bei der Betrachtung c-reflexiver Limesvektorriume er-
weist sich das Konzept der Vollstédndigkeilt als sehr
niitzlich. Ein Filter @:in einem Limesvektorraum E

heiBt Cauchy~-Filter, wenn der von
({F-F'| Feo, F'e 0}

- erzeugte Filter ©0 - 0 gegen O konvergiert. Man nennt

einen Limesvektorraum vollsténdig, wenn in ihm jeder
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Cauchy-Filter konvergiert. Wie Ublich ist ein voll-
stdndiger Unterraum eines hausdorffschen Limesvekpor—
raumes abgeschlossen und ein abgesohlossen%gmUnterraum
eines vollstidndigen Limesvektorraumeé'Vollsténdig. Nach
' [7],1Thm 2 ist ffZ(X) fiir jeden Limesraum X vollsténdig.
- Als gbgeschlossener Unterraum von ‘fZ(éch) ist also
SfeéiCE fir jeden Limesﬁektorraum E vollsténdig. Da .

lineare Hom8omorphismen die Vollstdndigkeit erhalten,

folgt daher das

Lemma 1 |
Wenn ein Limesvektorraum c-reflexiv ist, dann ist er
- wollstidndig, also sind c-reflexive Unterrdume von

hausdorffschen Limesvektorrdumen abgeschlossen.

Leider k®&nnen wir nur die c-Reflexivitdt spezieller’

abgeschlossener Unterrdume von c?reflexiven Limesvek-
st opriumen-beweisen. Bevor-wir- dieses Problem ndher

studieren, wollen wir einige Beispiele c-reflexiver

Limesvektorriume vorausschicken:

Lemma 5

Es set jE(E)S SfCSfCE dicht, dann ist ] o p ein

Hombomorphismus. Die inverse Abbildung ist _;ijE

Der Bewels erfolgt durch einfaches Ausrechnen.
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Lemma 6

Es sei X ein Limesraum und A S“f;(X) ein Unterraum.

Dann.ist jA ein Hombomorphismus auf jA(A). '

B

Beweils
i

{ .
"Man definiere
co

i X-———f&ch'

dufch

i(x)(f) = £(x) fiilr alle x €X
: ' und alle feA

Man verifiziert leicht, daB® i wohldefiniert ist.

Sei Tﬁ.jA(A), dann gibt es ein fe A mit:

T s (0

= T@(x)) = (036 (x))  fir alle xeX

= Tei = fe A

Damit ist das folgende Diagramm sinnvoll:

T . K
1 .
;f.c;ti]cA > ‘fc(X)
38 SR,

Dabel seien:
x

it = T )L, LA

~
kS

$*(r) = iF(T) fiir alle Te j,(A)
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Eine leichte Rechnung zeigt, daf i¥ und jA in der Tat

invers zueinander sind.

{
fre.

Daraus folgt direkt das

- Lemma 7

Es:séi X ein_Limesraum und A G“fl(X) ein Unterraum,

- fir den jA bijektiv ist. Dann ist A ein c-reflexiver

Limesvektorraqum.

Lemma, 8i
Es set X ein Limesraum und A€ T (X) eine k-abgeschlos-
sene Unteralgebra. Dann ist A ein c-reflexiver Limes-

- vektorraum.

Bewels

Man definiere

-wwwwwwd»+~A——~—a‘fc(ﬁﬂoch)

durch
a(e)(y) = () flir alle feA
und alle y € 2€om A
und
i X-——égfoch
durch:

Ci(x)(f) = £(x)  fir alle xeX

und alle feh |,
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dann ist d ein stetiger Homomorphismus, i stétig_

und das folgende Diagramm kommutativ:

T, (X)

Aus der Kommutativitit folgt:

T, (1)
| |
Nach [181 ist i aber surjektiv, 7fk(i) also injektiv

e a@m) = T e
-und daher gilt:
aa) = € (1) Hm)

Also ist d(A) eine punktetrennende, abgeschlossene

. Unteralgebra von Wfk(Seoch). Dann folgt aber aus dem

NW“"*SétZ“VbﬁmWéiefSﬁ?éés;Stonéj'daﬁ o : T

aca)y = *ka(aff»omCA)

gilt.‘(Man beweist diese Form des Satzes von W-3
z.B. dadurch, daf man zum assoziierten vollstéindig
regulidren Raum {ibergeht und Thm 1 aus [16], §17 anwendet.)

Es folgt nun:
”fk(i)(fk(e’eoch))S A

<=>  ‘. fc(n(fc(aeomczx)') <A




»Aus‘diesen Ergebnissen folgt sofort, daf d ein Hombo—'

morphismus von A auf \fZ(BeomCA) ist. Das folgende

‘Diagramm ist kommutativ: ' -

A SN € (2€om A)
| c e
. I : P (¥om A)
_ _ c c
; icicd - . ’
' sﬁCSﬁCA >gfcgfc5€%(3€och)

“"Nach ¢en vorherigen Erdrterungen sind d und daher

' o . . .
Sﬁcsfcd§Homéomorph1smen. Nach Lapitel 2, Satz 2 ist

J'CE(afomCA) eln Homoomorph;smus, also ist auch JA

-ein-HomBomorphismus, A also c-reflexiv.

Bemerkung

Der Beweis des Lemmas 8vzeigt, daB jede Unteralgebra

A E‘ﬁZ(X), fiir die die Abbildung

d : A—— T (9€om &)
c. c

ein Homdomorphismus ist, c-reflexiv ist.

Sei E ein c-reflexiver Limesvektorraum, dann kénnen wir

eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die

c-Reflexivitit T-abgeschlossener Unterrdume angeben:




75

Lemma 8

Es sei A ein t1-abgeschlossener Unterraum eines c-reflexi-

ven Limesvektorraumes E. Der Raum A Zst dann und nur

dann c-reflexiv, wenn Sﬁc(étcE/A*) ein c-reflexiver

Limesvektorraum 1st.

Bewels : ' -

Das folgende Diagramm ist kommutativ:

i,
A _—-___) A A N 6f (of E/A )
JA ’
: L, L J Lol A
of - A 05€ A.L.L____.____)C;f of c;f (of_ E/A* )

Dabei haben wir zur Abklirzung

I =dz (& m5/A")
. . e - —— c, . ,A.._C. —
und

= A S E/AT
gesetzt. '

wAusAder»Veraussetzungwfolgt;~daﬁ-gk»undwdaher auch

5fcéf03A Homdomorphismen sind. Nach Lemma 2 ist A ein
Homdomorphismus, also auch 6ﬁcéick. Daher ist jA genau
dann ein Homdomorphismus, wenn JECC(SCCE/AL) ein

HomBomorphismus ist.
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Im folgenden wollen wir eine hinreichende Bedingqng
dafir éngeben, daB ;CC(SiCE/A*) ein c—reflexiver#ﬁaum
ist, wenn E ein c-reflexiver Limesvektorraum ist.#Nach
Lemma 5 reicht es dazu, .zu zeigen, daf das Bild von
j;f E/A; in Efcéfc(éCCE/A*) dicht liegt. Ist A< E ein
T;aggeschlossener Unterraﬁm und ist E ein c-reflexiver

Limesvektorraum, so ist jA ein Homdomorphismus, also

miissen wir nach Lemma 2 beweiéen, daR
& * =
a(uE,A( cE/A )) | L A

gilt. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Dabei seien v die natiirliche Projektion und

e e e e e lE,A

die Einbettung.

- Da Vv surjektiv ist, stimmen die Bilder von Mg und
. 3

Uberein. Damit- haben wir gezeigt:

von chi

E,A

- _A,._._) E e mmme e e e e e e 2 e
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Satz 1
Es sei E ein c-reflexiver Limesvektorraum und ASE ein
in dem zu E assoziierten lokalkonvexen Vektorraum ab-
gescLZossener Unterraum. Die Abbilduﬁy

3 [
c"E,A cE 5tcA

' |
i
|

definiert durch
ECclE’A(w) = y|A flr alle e sﬂbE

- = —bilde—L E auf eénen“déchven—UnterraumhuonmsﬁdA-ab.

Dann is% A ein c-reflexiver Limecsvektorraum.
. ..-Aus Satz 1 folgt unmittelbar:

- Korollar 1

Es seien B ein c-reflexiver Limesvektorraum und AcE
ein t—uabgeschlossener Unterrdum, der beziiglich E die
e~ OBE ~hegitat.” Dann st A einc-rejlexiver -Limesvek-
torraum.

“Aus Lemma 4, Satz 1 und dem Satz von Hahn-Banach er-

halten wir:

Korollar 2

Ein Unterraum eines c-reflexiven, Llokalkonvexen, topo-
logischen Vektorraumes ist genau dann c-reflexiv, wenn

er abgeschlossen ist.
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Wenn ‘f;(X) flir einen Limesraum X topologisch ist,
dann ist ‘fC(X) nach [18] ein lokalkonvexer, topologi-

scher Vektorraum. Daher folgt aus Korpllar 2:

Korollar 3

Es sei X ein Limesraum, fir den “fC(X) topologisch ist.
Dann ist ein Unterraum von WfC(X) genau dann c—réflexiv,

wenn er abgeschlossen ist.

Bemerkung

M. Schroder konnte in [18] zeigen, daR "fé(X) topo-
logisch ist, wenn X ein lokalkompakter Limesraum ist
und da® umgekehrt der zﬁ'X assoziierte c-einbettbare
Limesraum ?eomc‘f;(X) lokalkompakt ist, wenn ‘fC(X)
topologisch ist. (Ein Limesraum X heift lokalkompakt,
wenn es'ein Uberdeckungssystem von X gibt, das aus |

quasikompakten Mengen besteht.)‘

Zum Abschluf wollen wir noch ein weiteres Kriterium
fiir die c-Reflexivitidt von Unterriumen von Funktionen-

- —-—algebren..angeben:

Satz 2
Es seil X ein Limesraum. Eitn Unterraum A ¢ 770(X) ist
genau dann c-reflexiv, wenn er abgeschlossen ist und

wenn sich jedes lineare, stetige Funktional auf EﬁcA

stetig und linear auf ‘fC(A) fortsetzen LldBt.
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Zum Beweié betrachten wir das folgende kommutative

" Diagramm:

A A . & €. (A)
C C
JA Ice.
& L A
C C

Dabei sei e die Einbettung von ECCA in “fE(A) und

“iA“Wie“in”Kapitel 2 definiert. _ T

Nach Lemma 4 ist A abgeschlossen, wenn A ein c-reflexi-

1

ver Limesvektorraum ist. Sﬁce ist auBerdem surjektiv,
wenn jA ein Hombomorphismus ist, da das obige Dia-

o gramm kommutiert.

Ist umgekehrt Sfce surjektiv, dann folgt mit Hilfe von

-~ (2), Satz 1:.

£ £ A
c

Eoe(alV(iy(a)))) = &,

= a( L e(V(i,(8))))2 &L e(a(V(i, (A)))) = L L A

= a(V(L e(i,(A)))) = &£ & A

= LAl = £ LA

~

>

wobei V{ ) wie {Ublich die lineare HUlle»bezeichnet.
Also liegt jA(A) dicht in éfcéﬁcA.vNach Lemma 6 ist

'jA ein Homdomorphismus von A auf jA(A).

i
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Ist A abgeschlossen, so ist A vollsténdig, also auch

‘vjA(A). Daher ist jA(A) in BﬁcsﬁCA:abgeschlossen,_Also 

2]

Lt

ist jA bijektiv, und daher ist A nach Lemma 7 ein

c-reflexiver Limesvektorraum.

' Wendén wir uns nun dem Problem der Charaktergruppen zu,
so kdnnen wir feststellen, daB sich die meisten Ergeb-
nisse ﬁbeftragen lassen. Da die Beweise 4hnlich sind,

~wollen wir sie Ubergehen. Es gelten:

Lemma 9 |

Es sei1 T eine Limesgruppe, U<ST einé'Untergruppe und

'VF U die natiirliche Projektion von T auf T/U. Dann ist
, . : B

’ chF,U : GC(T/U)—>GCI‘

- ein Hombomorphismus auf

U = {x e G T| x(8) = {1}}

Die Umkehrabbildung <ist

. - ‘
lI',U U —s GC(F/U)

definiert durch

1p OO (IE1) = x(£)  fur alle x e U’

und alle f eT.
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Lemma 10 o

Es seien T und U wie in Lemma 9 und

mF,U GEF/U'—”"—*(SCU

definiert durch:

mF,U([X])(f) = y(f) fir alle ¥ e(BCF

und alle feU ,

so 18t das folgende Diagramm Kommutativ:

. e /v ;
acF/U GCGC(GCF/U )
Mr U checr,u*)
L G K
GU -« ¢ Y G (U™T)
c c
“ Dabetl szt
Ry ¢ U——U""
definiert durch:
- KU(f) :_KF(f> fiir alle f €U

Lapt sich nun jeder stetige Charakter auf U zu einem

stetigen Charakter auf I fortsetzen und ist « ein

U

Hombomorphismus, so ist (BCU homdomorph zu GxCI‘/U—r mit

der von -induzierten Limitierung.

Ko~ T
GbF/U
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Lemma 11
Reflexive Untergruppen von hausdorffschen Limesgruppen

-

sind abgeschlossen.

Lemma 12

Ist K, eitn Homdomorphismus und ist mp surjektiv, so

U » s
is? Ky ein Hombomorphismus. N E .
Zum AbschluB wollen wir daran érihnern, da® nach Kapi—
--tel 3, Satz 2 ein ausgeglichenev Limesvektorraum A ge-
nau dann in natirlicher Weisé zZu CECCSCA hom&omorph
ist, wenn er c-reflexiv ist. Also l#ft sich fir ausge-

‘glichene Unterridume c-reflexiver Limesvektorrdume die

Theorie des 1. Teils dieses Kapitels anwsnden.
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