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Einleitung

Für einen "IR -Limesvektorraum E bezeichne ;L E den Raum

alle4 linearen, stetigen,reellwertig;m Fun::ionale auf E,

verse~en mit der Limitierung der stetigen Konvergenz.
\

Der Raum Eheißt c-reflexiv, wenn E in natürlicher Weise
!

zu oe. CI:. E isomorph und homöomorph ist. Wir werden be-c c
weisen, daß-C' (X) - also der Raum aller stetigen, reell-e -

~ertigen Funktionen auf X, versehen mit der Limitierung

---d-er--s-te-ti-gen--KoHver-genz-----f-ür--j-ed-en---L-im-esra-um--Xein

f I. L' .c-re lex~ver 1ruesvektorraum 1st.

Für e'ine abelsche Limesgruppe A bezeichne G A die Menge
c

aller stetigen Charaktere auf A, versehen mit der Limi-

tierung der stetigen Konvergenz. Im 2. Teil dieser Arbeit

-'werden wir zeigen, daß die Limesgruppe -e(X) für jedenc
Limesraum X in natürlicher Weise zu G G -e (X) homöo-c c c
morph und isomorph ist.

____Im .einzelnen werden wir in der__fGlgenden Weise vorgehen:

~n Kapitel 0 werden die Definitionen und Sätze auS der

------Theorie-der-Limesräume-zusammengestellt, die zum Ver-

ständnis der Arbeit notwendig sind.

In Kapitel 1 untersuchen wir einige funktionalanalyti-

sche Eigenschaften von -e (X): Wir zeigen, daß fürc
c-einbettbare Limesräume X die zur Limitierung der ste-

tigen Konvergenz auf-~(X) assoziierte lokalkonvexe

Topologie die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf

kompakten Teilmengen von X ist. Daraus leiten wir dann
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her, daß ~ich ln diesem Falle jedes lineare, stetige

Funktional auf ~ (X) als Integral über eine kompaktec ,........•
Menge bezüglich eines Borelmaßes darstellen läßt.

In Kapitel 2 werden wir.die c-Reflexivität von

für jeden Limesraum X beweisen.

-e (X) ,
c

In Kapitel 3 werden wir das Pontrjaginsche Dualitäts-

theorem ausdehnen: Es sei reine abelsche Limesgruppe

und G r die Charaktergruppe von r - also die Gruppec
aller stetigen Gruppenhomomorphismen von r in den Ein-

Limitierung der stetigen Konvergenz. Ist rlokalkompakt

und topologisch, so fallen die Limitierungen der steti-

gen Konvergenz auf Grund G Gcr mit den kompakt-

offenen Topologien auf G r bzw. Gi G r zusammen. Dasc
Pontrjaginsche Duaiitätstheorem besagt dann, daß eine

lokalkompakte, topologische Gruppe r in natürlicher"Weise

zu <5 G r homöomorph und isomorph ist. Wir werden die-
c' c

'ses-Theorem auf eine Klasse von Limesgruppen ausdehnen,

der -e (X) für jeden Limesraum X angehört: Wir werdenc
nämlich beweisen', daß .;;::E und G E in natürlicher Weisec c
isomorph und homöomorph sind, wenn E ein ausgeglichener

Limesvektorraum ist, d.h. wenn in E mit jedem Filter G

auch [-1,1}G gegen 0 konvergiert. Aus diesem Ergebnis

folgt dann, daß ein c-reflexiver, ausgeglichener Limes-

vektorraum E in natürlicher Weise zu G G E homöomorphc c
ist.

In Kapitel 4 werden wir die Dualräume und Charakter-
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gruppen von Unterräumen und Quotientenräumenbzw. von
Untergruppen und Quotientengruppen untersuchen. DabeI

, "~.~

wird sich herausstellen, daß ein Unterraum einesI _

c-retlexiven, lokalkonvexen, topolog~s~hen Vektorraumes
gena~ dann c-reflexiv ist, wenn er abgeschlossen ist.

i.Also 'sind für einen lokalkompakten Limesraum X die
I .

c-reflexiven Unterräume von --e (X) genau die abgeschlos-c
senen.
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(0) Einführung

, •••. , ..• ,;.,(0

In diesem Kapitel sollen die Definitionen und Sätze aus
der TheJrie der Limesräume zusammengestell,t, w~;~en, die zum
Verständnis der Arbeit notwendig sind. Beweise sollen nicht

i
\geführt ~erden, sie sind alle in den Arbeiten von E. Binz/
i

H.H. Kelier und E. Binz ([2], [3], [4), [5]) ~nthalten.

(0.1) Limesräume
..Es_sei X eine Menge, und für_.jedes x E. X sei 1\(x) eine Fami-
lie von Fil~ern auf X, die den Bedingungen genügt:

I

(i) der von x erzeugte Ultrafilter gehört
zu 1\(x), d.h. x€. 1\(x) für alle x €. X

(ii )-q:>€. A(x), .-Il! €. 1\(x) =:, <p" \j! €. 1\(x)

(iii) Il! 2 <p, <p €.1\(x) =1 Il! €. 1\(x)

für alle Filter Il! auf X

Definiert man
A = {A(x)lx€.X},

so heißt das Paar (X,1\) Limesraum. Für <p E. 1\(x) sagt man
- - -~.

auch, <P konvergiere gegen x, oder in Zeichen:

oder kurz

Schließlich werden wir für <P €. 1\ (x) auch die Ausdrucksweise
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"(x ,1» ist zu1ässige s Paara uf (X ,11.)'"ben utzen.
Ordnet man jedem Punkt x €. X eines topologischen Raumes
(X,O() das System 11.oe (x) aller gegen x konvergenten'Fil ter,
d.h. al~er Filter, die den Umgebungsfilter vo~~"~ umfassen,
zu so 8ildet das Paar (X,1I.ae), wobei 11.71:.= {11.oe(x) Ix e.X}, \
gesetzt worden ist; einen Limesraum. Also ist jeder töpolo-
gische R~um in natürlicher Weise ein Limesraum. Gibt es um-
gekehrt zu einem Limesraum (X,1I.)einen topologischen Raum
(X, oe) so, daß für alle x E. X gilt:

1I.(x)= 1I.ae.(x) ,

so soll (X,~) topologisch heißen.
Für eine Teilmenge A f X eines Limesraumes (X,lI.)definiert
man die Adhärenz a(A) durch:

xe a(A) (=> es gibt ein zulässiges Paar (x,1» auf (X,1I.),
für das gilt:
1>besitzt eine Sp,lr auf A, d.h.
F" At(/) für 'a11e F E. 1>.

A ~X heißt abgeschlossen in (X,1I.),wenn a(A) = A gilt urid
offen, wenn X'A abg~schlossen ist, was äquivalent ist zu
der Aussage:

der gegen einen Punkt aus U konvergiert, wenn also
XE.U, 1>E.1I.(x)~ UE.1>

gilt. Man beachte, daß der Adhärenzoperator i.a. nicht idem-
'potent ist, i.a. ist a(A)~ a(a(A», jedoch bildet das Sy-



8

stern ~A der in (X,A) offenen Mengen elne Topologie auf X,
deren induzierte Limitierung A~ mehr konvergente Filter

A """',.enthält als A. Mari nennt (X,eJA) den zu (X,A) assoziierten
topologischen Raum.

,Es seien (X,A) und (Xl,A') Limesräume. Eine Abbildung
f : X -'-+ X'

heißt genau dann (A-A'-) stetig, wenn q,E.A(x) stets
f(q,)€ A(f(x)) für alle XE: X impliziert, wobei f(q,) der von

{f(F) IFE: q,}

._erzeugte Filter ist.
Um die Schreibweise zu vereinfachen, werden wir häufiger
~inen Limesraum mit demselben Symbol bezeichnen wie die un-
terliegende Menge und eine Abbildung einfach "stetig" nen-
nen, ohne die Limitierungen anzugeben.

- (0.2) Spezielle Limesräume
--Die folgenden Definitionen sind Übertragungen aus der To-

__. . .P9Jggieund.fallen im topologischen Fall mit den üblichen
Begriffen zusammen:
Ein Limesraum (X,A)"heißt

__CtLh_au.sd()rJfsch, wenn gilt
A(x) '"A(y) t 0

(ii) regulär, wenn gilt

für x :f y .

q,E. A(x) =) a(q,)E. A(x) für alle x €. X,
dabei sei a (q,)der von {a (F) IF €. q,}erzeugte Filter.
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(iii) quasikompakt, wenn jeder Ultrafilter in X konver-

-giert, d.h.\venn-es zu jedem Ultrafilter <p inX ein
"> ..,.

X £ X mi t <p E: 11. ( x) gibt .

(iv) kompakt, wenn er quasikompakt und hausdorffsch ist.

Um den Begriff der Quasikompaktheit anders zu beschreiben,

brauchen wie die folgende

Definition

Ein System Ln.. f 'd2(X) von Teilmengen eines Limesraumes (X,A)
----heißt~berdeckungssystem (-kurz-:-üs-)--von-X, wenn es zu jederr

X E:. X und zu jedem <p E: A.(x) ein U £. lJl.x,<P gibt mit x E: Ux, <p

und U ,.,€. <P.X,'i'
Damit können Wlr den folgenden Satz formulieren (s. [18]):

Satz

Ein Limesraum (X,A) ist genau dann quasikompakt, wenn es

zu jedem Überdeckungssystem U von X ein endliches Teilsy-

stern m' s-m gibt, dessen Elemente X überdecken.

(O.3).Jnduzierte Limitierungen

Man nennt eine Limitierung 11. auf einer Menge X feiner als

eine Limitierung 11.', wenn 11.(x) s 11.' (x) für alle XE: X gilt.

Man sagt aUch, 11.' sei gröber als 11..

Ebenso wie im topologischen Fall kann man die initiale und

die finale Limitierung bezüglich einer Familie von Abbil~

dungen definieren:

Es seien X eine Menge, (X~,A.~)~eI eine Familie von Limes-
räumen und für jedes ~ £ I sei f :X~X eine Abbildung.~ ~
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Dann gibt es in der Menge der 'Limitierungen auf X, für

die alle f stetig sind, eine gröbste A. Man nennt A die
0:

initiale Limitierung bezüglich der Familie (f ) oder die
0:

von ~f ) induzierte Limitierung, und .(X,A)l~sitzt die

Ubli~: universelle Eigenschaft. In analoger Weise ist die

.fina~e Limitierung definiert. Die wichtigsten Beispiel~. ,
\ :

induzierter Limitierungen sind:

i) Versieht man eine Teilmenge U ~ X eines Limesraumes
I

(X,A) mit der von der Inklusionsabbildung induzier-

te~ Limitierung AU' so heißt (U,AU) Unterraum ~on

(X'f) .

ii) Es seien (X A) eine Familie von Limesräumen.0:' 0: o:eI

Die auf dem kartesischen Produkt \I_X von den
0:".1 0:

Projektionen (p ) induzierte Limitierung-I-I A
0: . lXEI a;

....-heißtdieProduktlimi tierung auf -,-,X .
0:

0: EI
iii) Es seien (X,A) ein Limesraum, Y eine Menge und

v:X~Y elne Surjektion. Man nennt Y, versehen

,_ ,. .._mit der von v induzierten L~mi tierung Quotienten-
raum von (X,A).

Falls nicht anders bemerkt, sollen Teilmengen, karte-

sische Produkte und Quotienten stets die induzierte
"'- Limitierung tragen.

"~ür zwei Filter ~l und ~2 auf zwei Mengen Xl bzw. ,X2
bezeichne ~lx~2 den von

{FlxF21 F1E:. ~l' F2€ ~2}
auf XlxX2 erzeugten Filter.
Es seien (Xl,Al) und (X2,A2) zwel Limesräume,
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(x1,X2)E: X1xX2 und GE: (A1X1\2)(x1;x2).
p.(G) gegen x., und es gilt:
l l

Dann konvergieren

P1 (G)xP2(G) f, G

Sind umgekehrt (x. ,~.) zulässige Paare auf (X. ,1\.), so
l l l l

gilt:

Pi(~1x~2).? ~i'
also konvergiert ~1x~2 gegen (x1,x2).
Damit kBnnen wir sagen: Ist h eine Abbildung von X1xX2
in einen weiteren Limesraum Y, so isth genau dann stetig,
wenn für alle zulässigen Paare(x.,~.) auf X. folgt, daß

.L .ll

h(~1x~2) gegen h(x1,x2) konvergiert.

(0.4) Die Limitierung'der stetigen Konvergenz
.Es seien (X,1\) und (X',1\') zwei Limesräume, dann bezeichne
_:-:t'C(X,1\).,(X'.,1\')Joder kürzer -C(X,Y) die Menge aller ste-
tigen Abbildungen von X in Y. Eine l,imitierung f auf
-e(X,Y) heiße zulässig, wenn die Auswertungsabbildung

Wy -.Y--:--e' (X;Y )xX ~Y
.,,

definiert durch:

für alle f E: -e (X,Y)
und alle x e. X

fX1\-1\'-stetig ist. Man kann nun fragen, ob es auf 'e(X,Y)
eine grBbste zulässige Limitierung gibt. Diese Limitierung
existiert in der Tat und heißt Limitierung der stetigen
Konvergenz. Versieht man --e(X,Y) mit dieser Lirnitierung,
so nennt man diesen Limesraum ~ (X,Y).. c
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Ein Paar (f,G) ist genau dann zulässig auf '-t' (X~Y), wennc

Wx y(G~~) für alle zulässigen Paare (x,~) auf X gegeb fex),
konvergiert, oder kurz:

G~J E: Y: (X) ~'>\0 c

Es ist nun klar, daß

...

( ~ ---4X € X ='7Wx Y ( 8 x~ ) ~ f (x) ),

eine Abbildung h von einem Limes~
I

raum Z ih ~ (X,Y) genau dann stetig ist, wenn die Kompo-c
sitionsabbildung Wx yO(hxidX) stetig ist.Daraus folgt nun,
weiter, daß eine Abbildung h von einem Limesraum Z in elnen
Unterraum U ~ If (X) genau dann stetig ist, wenn die Abbil-c

dung WX,ylpxXO(hxidX) stetig ist. Daher nennen wir die
Unterraumlimitierung auf U wiederum die Limitierung der
stetigen Konvergenz.
Im Falle Y = 'IR schreibt man für --e (l ,Y) kurz -e (X) und ent-
s.prechend -Cc(X) für 't"c(X,1R)und nennt '-G'(x:) die Funkti-
onenalgebra von X. Bezeichnet -ek(X) die Menge X, versehen
mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz aufkompak-
ten Teilmengen von X, so ist

für jeden Limesraum X stetig und ein Homöomorphismus, wenn
X lokalkompakt ist.
Ist X :t 0, so wird --e(X) durch punktweise definierte Ope-
rationen zu einer Algebra mit Einselement. Definiert man
für f £.. --e (X,Y) die Abbildung

-e (f)c -e (Y) ~ -e (X)c c
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durch:

Yff (f)(g) = gof
c für alle g E. --e (Y) ,

so wird -e mit diesen Definitionen zu einern Funktorc
von der Kategorie der Limesräume in sich.

In --e(X) wollen wir noch die folgenden Bezeichnungen

benutzen:

Für a E.1R. definieren WlT'

durch:

Durch

~(f) = a

f!:: g <~ fex) S: g(x)

für alle fE:. -e (X) .

für alle x E. X

(f,g aus '-C(X»

.---wird auf-t'(X) eine Halbordnung eingeführt, deren posi-

tiven Kegel ( = {f £ ---e (X) f~2) ) wir 'f-+ (X) nennen.

Au,fler.der",ßefinier.en wir. fllr f. u,nd.g. aus ----e (X) die Funk-

tionen f v g und fA g durch:

und

(f' v g) (x) = s up {f (x), g (x) }

(f Ag) (x) = inf{f(x), g(x)}

für alle x € X

für alle x € X.

Schließlich sei '-C°(X) die Menge aller beschränkten Funk-

tionen aus -e (X) .

t. -----;;
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(0.5) c-einbettbare Limesräume

Bekanntlich reicht ~s~um Studium der algebraisch~nEigen~
,-'-, ...•.~

schaften der Funktionenalgebra eines topologiq"cben Raumes

aus, dil eines reellkompakten Raumes zu~untersuchen und'

UmgekehJt ist ein reellkompakter Raum durch seine Funkti-
i

onenalge:bra bestimmt (s. [12J). Nun gibt es eine Klasse von

Limesräumen, die analoge Eigenschaften bezüglich der mit

der Limitierung der stetigen Konvergenz versehenen Funk-

tionenalgebren besitzen, die c-einbettbaren Räume.

---E ss ei-13-cine-('1R...-)-A I-gebra-und--f\.~-eine--L-imiti.e-rungauf B .
I

Das Paar (B,f\.)heißt Limesalgebra, wenn die Algebrenopera-

tionen stetig sind. Besitzt B ein Einselem~nt, so bezeich~

ne OC'om B die Menge aller stetigen, unitären Aigebrenhomo-

morphismen von B in 1R und ct:'omB die mit der Limi tierungc
der stetigen Konvergenz versehene Menge Geom B. Für jeden

--nicht-leeren Limesraum X ist nach [:2]der Raum -~ (X) einec
Limesalgebra, und es gelten die folgenden Aussagen (s.[5J):

(i) Die Abbi ldung

d : .-~ (X) -~) --e (a::' om -e (X»c c c c

d(f)(1jJ)= 1jJ(f) für alle fe: -e(X)

und alle 1jJE. ceom C (X)c

ist ein Isomorphismus und ein Homöomorphismus.
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ii) Die Abbildung

X ----+) oe om --e (X)
c c

definiert durch:

für alle p E. X

.und alle f €. -e (X)

ist stetig und surjektiv.

111) i ist ein Homöomorphismus.- --:oe om-e (X)
c c

Die Aussage (i) zeigt, daß man -e (X) und -e (at'om -e (X))c c c c
algebraisch und topologisch nicht unterscheiden kann.

Definiert man nun

Definition

Ein Limesraum X heißt c-einbettbar, wenn

i :X-~) 'Oeom --e (X)X c c '

ein Homöomorphismus ist ,

so ist ein c-einbettbarer Raum X eindeutig durch ~ (X) be-c
stimmt. Nach (iii)" ist Cleom -e(X) für jeden LimesraumXc c

___.__~=~tnpettbar, so daß man die Diskussion der limitierten

Funktionenalgebren von Limesräumen auf die c-einbettbarer

beschränken kann.

Schließlich wollen W1r noch bemerken, daß eln Unterraum

eines c-einbettbaren Limesraumes c-einbettbar ist (s~ [4],
Kor. 22).
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(0.6) Der assoziierte vollständig reguläre Raum

Manchmal erweist es sich als günstig, zu einem Limesraum X

einen vollständig regulären Raum zu konstruieren, d€iten

Funktionenalgebra zu -e(X) isomorph ist und dessen unterlie-

gende Menge mit X eng zusammenhängt, ln vielen Fällen sogar

übereinstimmt.

Notwendig dafür, daß auf einem Limesraum X eine vollstän-

dig reguläre Topologie existiert, deren Funktionenalgebra

mit -e(X) übereinstimmt, ist, daß 'e(X) die Punkte von X

trennt, d.h. daß es zu jedem Paar (x,y)~ XxX eine stetige

Funktion f f: '-G'(X) gibt, für die fex) ~ f(y) gilt.

Daher definieren wir auf einem Limesraum X eine Äquivalenz-

relation TI durch:

XTIY (.=) f (x) = f (y )

Es bezeichne

für alle f E '(; (X) (x,y€:.X)

v : X----+X/ir

die natürliche Projektion, und X/TI trage die von v indu-

zierte Limitierung~ ..Dann ist

--e'(v) '-G'(X/TI)--7 '"G'(X)

ein Isomorphismus. Versieht man nun X/TI mit der von -e(X/TI)
induzierten Topologie, so erhält man einen vollständig regu-

lären Raum, den zu X assoziierten vollständig regulären

Raum. Es ist klar, daß die von '-f%(X/TI) auf X/TI induzierte

Topologie gröber ist als die Quotiententopologie.

.1".

\.> .••
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Trennt nun -e(X) die Punkte von X, so ist TI die Gleich-

heit und --e(v) die Identität. In diesem Falle ist also der
.-.. , ..•....

zu X assoziierte vollständig reguläre Raum di~ Menge X,

versehe~ mit der von ----e (X).induzierten. TOPOlO~~:.

Zum AbSC\hlUß sei noch bemerkt, daß die von ix induzierte

Abbildun~ Ix; die das folgende Diagramm kommutativ macht:
i

,iX
X ---~) 'Oeom -e (X)

~ ~xs C

..... XITI.

ein Homöomorphismus zwischen dem zu X assoziierten voll-

st}:i.ndig regulären Raum und 'Oeoms~C (X) ist, wenn X :f: (/)

gilt. Dabei bezeichne Cleoms --Cc(X) die mit der Topologie

--der punktweisenKonvergenz versehene Mengedeom --e (X).C .



(1) Darstellung linearer, stetiger Funktionale auf -e (X)---------'"~-----"------=-----------~c--
'....'..;.f

In diesem Kapitel werden wir zeigen, daß sich für jeden
c-einbettbaren Limesraum X jedes lineare, 'stetige Funk-
tional auf -Cc(X) al$ Integral bezüglich eines Borelmaßes
auf einer kompakten Teilmenge von X darstellen läßt. Wesent-
lich beim Beweis dieses Satzes werden wir benutzen, daß der
zu -e (X) assoziierte lokalkonvexe Vektorrq.um im c-einbett-c
baren Fall -ek(X) ist, was wir daher zunächst beweisen wol-

-"-len.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wollen ~ir im folgenderl
Limesräume stets als nicht-leer voraussetzen.

--Es sei (E,A) ein Limesvektorraum und P die Menge aller ste-
tigen Halbnormen auf (E,A). Die Menge P induziert auf E
eine lokalkonvexe Topologie T, die gröber als A ist. In
der Tat ist T die feinste lokalkonvexe Topologie auf E, die
gröber ist als A, und daher soll (E,T) als der zu (E,A)
-assoziierte -lökalkonvexe-Vektorraum bezeichnet werden.
Für (E,A) = -e (X) soll er -e (X) genannt werden. Es istc TC-

.....

klar, daß TC feine-r-ist_als die Topologie der gleichmäßi-
gen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von X. Es soll nun
gezeigt werden, daß für einen c-einbettbaren Raum X die Iden-
tität von --eTC(X) in --ek(X) ein Homöomorphismus ist, d.h.
in diesem Falle ist der zu -e (X) assoziierte lokalkon-c
vexe Vektorraum -ek(X).
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Es sei X ein. Limesraum und K S X kompakt. Definiert man

-e (X)~1Rc .

durch
PK(f) = sup If(x) I • für alle fc --e (X),

x€K
so ist PK eine stetige Halbnorm auf ~c(X). Weiterhin

erzeugt das System

{PK IK S X, K kompakt}

die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf kompakten

Mengen auf -e(X). Es bezeichne P wiederum die Menge der

stetigen Halbnormen auf -e (X), dann ist die Homöomorphiec

.von
id : -e (X)-~) -ek(x)TC

äquivalent zu der Aussage:

Zu j edemp E: P existieren eine kompakte Menge K <;, X und eine

reelle Zahl a) 0 mit der Eigenschaft:

Es sei P die Menge aller Halbnormen p e:. P, für die gilt:

(i)
"':.",;

p (r) = p ( I f I ) für alle fE: -e (X)

- --{3:i) ----pff) ~ p (g) für alle fund gaus
-e+(X) mit f~g

Wir werden zunächst zeigen, daß die von P und P erzeug-

ten Topologien übereinstimmen.

Aus technischen Gründen beweisen wir die beiden folgenden

Lemmata:

t.



20

Lemma 1

Es sei X e~n Limesraum. Definiert man für eine beliebige
''''".,..."

Tei lmenge F s --e (X)

'lF = {f (--e(X) I es existiert ein g f F mit Irl ~ Igl} ,

so gi lt für jeden Fi lter 8 auf --e (X):
C

8----70 (=) 'l8 ~O

dabei sei 'l0 der von {'1 F I F € 0} erzeugte Filter.

Beweis
~s konvergiere 8 gegen Q. Es sei (x,~) zulässiges Paar
auf X und s eine positive reelle Zahl. Nach Voraussetzung
existieren dann Mengen U ~ und F 0 mit:s,x,~ s,x~~

I fex) I <: s

____Jr(x) I < s

für alle xe.U s,x,~ und
für alle fE.F s,x,~

für a:Lle XE.U s,x;~ und
für alle fc:1F s,x,~ ,

also konvergiert mit 8 auch 10 gegen Q, die Umkehrung
____5J,L klar.

Lemma 2
.Es sei ~ e~ne positiv homogene~ ~n Q stetige Abbildung von

-e(X) in '1R ~ dann ist ~ beschränk-t~ d.h. für jedes f €. 'C+(X). . 0

ist die Menge

beschränkt.

~{fE. c(X)! -f f: f ~f }o 0
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Beweis

mit:eine Funktion g e. Afn 0

= {fE:-((X)1 -f ~f~f}.o 0 ,",.

beschränkt ist, dann gibt es
Af

o
Nehmen wir an, daß ~(Af ) nicht

o
zu jeder natürlichen Zahl n €. IN

Es sei f € l:+(X) undo

also

Andererseits gilt aber

-f S g ~ fo n 0
für alle ~ E.. IN

-_.(=)
f o <-
n

f o
n für alle nE. IN ,

..__woraus

folgt. Da ~ stetig ist, erhalten wir daraus

gn
'''( __ )~O
't'.n '

,
also einen Widerspruch zu

Nun definieren wir für jedes pE. P

•..•.
p -e (X) -~>1R.c

durch:
p(f ) = sup {p(f) I f E. --e (X), I f I !; I f I}o 0

für alle f E. ~(X)o
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Nach Lemma 2 ist ~ wohldefiniert, im folgenden soll ge-
zeigt werden, daß 15 eine stetige Halbnorm auf -e (X) ist:c

".'"'.~.'f

(i) P (f) = p( Ifl) für alle f E:'C(X)

p(f)~ p(g) für ' + mitalle f, g aus<: (X) f ~ g
'p(f)~ p(f) für alle fE:-e(X)

p(af) = ap(f) für alle fE. 'C(X)

und alle aE.1R mit a ~ 0
Alle vier Aussagen folgen direkt aus der Definition
von p.

(ii) p(af) = lalp(f) für alle fE: --e(X) und alle af.1R
p(af) = p(lallfl) = lalp(lfl) = !alp(f)

(iii) P ist subadditiv:
Seien fo' go aus tex) und hf. --e(X) mit
Ih! ~ Ifo+gol = fo+go' dann gilt:

I (h A f ) v (- f ) I ~ 'fo Io 0

und

woraus folgt::.,

P((h"f ) v (-f )) ~ ~p(f )o 0 . 0

und

P.(h - (h A f ) v (-f )) ~p (g )o 0 . 0

und daher:

~ "'p(f) + "'p(g)
. 0 . 0

.,...
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woraus

13 (f +g ) ~ p (f ) + p (g ). 000 0

für alle f 0 und go aus -C+(X) folgt. ,

Für beliebige fund gaus -C(X) erhalten wir:o 0

p(f +g ) = p(lf +g 1)5p(lf l+jg I)o 0 0 0 0.0

< 15 ( 1f 0 I) + P ( 1go I )
= p(fo) + 15(go)

(iv) j).ist.stetig:

Es sei (Q.,e) zulässiges Paar auf -Ccun, dann folgt:

'l e ---+ 0 E -Ce (X) .

Da p stetig ist, existiert zu jeder positiven reellen

--Zahl (-ein F E. e mit den Eigenschaften:
(

F = 'lF
( (

und

p(F ) S (-(,d .
(

Sei f 6: F u.rid If I ~ If I, dann gilt f € F und daher0(0 (

p(f) < ( ,

woraus wir

erhalten.

Also gilt:

p(F ) ~ [-(,(] .
(



Daher gibt es -zu jeder stetigen Halbnorm. pE. P eine stetige
,...,

Halbnorm p( P mit der Eigenschaft:

p ~ p

woraus folgt, daß P und P ln der Tat dieselbe Topologie auf
--e(X) erzeugen.
Das folgende, sehr einfach zu beweisende Lemma bildet den
Schlüssel des Beweises:

Lemma 3

Für jedes pE. P ist der Kern von p ein abgeschlossenes Ideal

in --e (X).
c

Beweis
.Der Kern jeder stetigen Halbnorm auf -Cc(X) ist ein abge-
schlossener Unterraum von -e (X), al.so bleibt zu zeigen,c
daß Ker p gegen Multiplikation mit Elementen aus ~(X)
abgeschlossen ist.

-Sei also pE. P, f f. Ker p und g ~ -t'(X). Definiert man für nE:.No

.._----- .. s6--köriVe rgiert--die-P alge -Cg-)--gegen--g--und-di.ePoTge----("g-f-)
n n 0

gegen gf . Weiterhin gilt:o

If g I:: nlf Io n' 0-
für alle n ~ IN

::::)p (f g ) ~ p (nf ) = np (f ) = 0on. 0 0 •

Also liegen alle f g im Kern von p. Da p stetig ist, folgt,o n
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daß f g E. Ker p gilt.o
Unser Ziel ist es nun, für jeden c-einbettbaren Raum zu

,', ...."..•.
beweisen, daß N(Ker p) für alle pE.P kompakt ist und daß

p!::PC.~)J\PN(Kerp) gilt. Zum Beweis der Kömpakti~:it brau-
chen wi \ ein vorbereitendes Lemma:

\

Lemma :4

Es sei. X ein c-einbettbarer Limesraum und (X,~) der asso-

ziierte vollständig reguläre Raum. Weiter sei Ln ein Uber-

deckungs system von X. Dann gibt e~ ein Uberdeckungssystem

10 von X mi~ den Eigenschaften:
!

(i) 10 ist Verfeinerung von UZ

(ii) Vf 10 ~ X'V E. 7i

.Beweis

Es seien (xo'~) zulässiges Paar auf X, (2,8) zulässiges
Paar auf -e (X) und f E:.-e(X) = -e(X,dC), dann gilt:c 0

w(8+f x~ )--) f (x )000

also existieren zu:jeder positiven reellen Zahl E stets

Mengen F f 8+f und U E. ~ mit:
E 0 E

-=)

f (U ) S f (x ) + (- E, E)
E 0 0

f(U-) s f (x ) + [-E E]
E 0 0 . ,

für alle f E. F
E

für alle fE.F ,
E

wobei U- die abgeschlossene Hülle von U in (X,X ) bezeich-
E E

net.
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{U- I U E: ~}

f ( ~e(X)
o

erzeugte Filter, dann

und alle gegen 0 konver-
'-0.,0'''.<1-

genten Filter 8 gezeigt:

Da aber X ein c-einbettbarer Raum ist, folgt daraus:

Sei nun Ln eln überdeckungssystem von X, dann gibt es

zu jedem zulässigen Paar (x,~) auf X ein U ~E: ~- mit:
X,'l.'

nach der Definition von ~- existieren dann V € ~ mit:x,~

wählt man

V = V- ~ Ux,~ x,~ x,<lJ ,

')Q = {Vx,~v{x} I (x,~) zulässiges Paar auf X} ,

so ist ~ ein üs, das den BedinGungen (i) und (ii) genügt.

Nun können wir d~e Kompaktheit ven N(Ker p) im c-einbett-

baren Fall beweisen:

Lemma 5
Es sei X ein c-einbettbarer Limesraum, p €. P und

K = N(Ker p) = {x E Xl fex) = 0 für alle fE Ker p},

dann ist K kompakt.
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Beweis

OBdA sei K t 0. Nach (0.2) reicht es, zu zeigen, daß

jedes Überdeckungssystem von K eine endliche Teilü,ber-

decktng besitzt. Sei also

SCh11ssen ist, bildet das

\

U ein üs von K. 'Da K abge-
,.r .'

System

ein üs für X, denn sei (x,~)zul~ssiges Paar auf X, so

gibt es drei Fälle:

Ca) x E:" X, K

Da ~'K offen ist, gilt:

also gilt:

wobei U E. U beliebig ist; es folgt:

X E. (X'K)uU E. U .

(b) xe.K, ~ besitzt eine Spur auf K

Es sei

Es gilt:

.-.o(

~K~ XE. K

~
da 1.J1."einÜs von K ist, existiert eln Ue.~ mit:

X E. U ...•K E: 1)1. ,
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aus

folgt:
X € (Ur>K) ...,(X, K) €. <1>"U

.'

(c) XE. K, es gibt ein U E. <1>mit U "K = (/)o 0

Wir erhalten:

also auch:
U ~ (X'K)...,V ,o ..' 0

~
wobei V € m" x beliebig gewählt ist, daher isto

X €. (X"'K)uV €. <1>"U. •o

Sei nun 10 ein üs von X, für das die Bedingungen (i)
und (ii) des Lemmas 4 gelten.
Für jedes V€. ')Q und jede pos itive ree 11e Zahl I:: de-
finier.e man:

F = {f E: '-t' (X) I f (V) S (-I:: , I:: )}
V,I::

Es gilt 0 E. FV . für alle VE.lO und alle I:: ) 0, also ist
,1::

{ FV,I:: I V€.'\O, I:: €. 1K , I:: '> O}

eine Filtersubbasis, der erzeugte Filter heiße e. Da ~
ein üs von X ist, konvergiert e gegen Q und wegen der
Stetigkeit von p konvergiert pOO) gegen O. Aiso gibt es
Mengen V. E: 10 (i = 1, ... ,n) und eine reelle Zahl I:: > 0 mit: .

1
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p (FV " . • .'" FV ) f [ -1 , 1] •1,E n,E

Nun ~ollen wir zelgen, daß

gilt\ Nehmen
\
I

Da!alle V. ,in dem zu X assoziierten vollst~ndig regulä-
1

ren Raum abgeschlossen sind, existiert eine stetige

Funktion f E:. --((X), für die gilt:o

- ----f---(-U-V. )-= {O}o 1

und

Es folgt:

a.lso

kf E. FVo . , E:
1

für i= 1, ...,n

und alle k t:: IN

p -(kf -)~l---'----fUralle -k-e. INo

=";;> - -_ p (f ) = 0 .---, 0

Da Ker p ein abgeschlossenes Ideal ist, gilt nach

[ 3], Thm 2:

fE: Ker p (=> f(N(Ker p)J = {O} .

Da f (K) = {O} gilt, ist aber f ~ Ker p. Dieser Wider-o 0

spruch zeigt, daß in der Tat
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n
K SU V.

i=1 l

gilt. ,-,' •...~..

Da. 10
1
~~ne Verf'einerung vonV! ist, gibt oe,s El~mente

Ui '1-1, ... ,) aus U mit:

.. n
! KSUU. ,i=1 l

woraus folgt, daß VI. eine endliche Teilüberdeckung von

K enthält.

Damit haben wir gezeigt, daß K kompakt ist. Das folgen-

de Lemma beschließt diesen Teil des 1. Kapitels:
I

i

Lemma 6
~

Es sei X e-z.,n c-einbettbarer Raum, p E. P und K wie oben.

Danngi'lt:

Zunächst bemerken wir, daß K nach Lemma 5 kompakt ist .
. .

Nun sei fE. --((X.) und f(K) 5 [-1,1]. Definiert man

g'-= ..( f-Ä-1. )-'vi -1. ) ,

so folgt

(f-g)(K) = {O}

und

Erneut zeigt [3], Thm 2, daß p{f-g) = 0 gilt, wir

erhaltEm:



.-31

p(f) S p(f-g) + p(g) s pUJ .

Gilt nun PK(f) .~ 0, so folgt: .-." ... ~'f

1

und damit:

Da p(f) = 0 äquivalent zu PK{f) = 0 ist, ist damit die

Behauptung bewiesen.

-ZUsammenfassend können Wlr also sagen:

Satz 1

Es sei X ein c-einbettbarer Limesraum~ dann ist der zu

-Cc(X) assoziierte ZokaZkonvexe Vektorraum iCk(X).

Beweis

Für p E.. P definiere man p und K durch:

p(r ) =.'sup{p(f)If E: --G'(X), Ifl ~ If I}o _ . . 0

für alle f ~ ~(X)o
und

K = N(Ker 13) .
-Nach den obigen Erläuterunge~ ist p eine stetige Halb-

norm auf -Cc(X), die Menge K kompakt und es gilt:
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Nun kBnnen wir das Darstellungsproblem in einfacher,.
----Weiseauf den kompakten Fall zurückführen und lBsen:

Satz 2

Es sei X e&n c-einbettbarer Raum und ~ ein lineares~

stetiges Funktional auf ~ (X). Dann gibt es eine kom-.c

pakte .('!;opologischeJMenge K~ ~ X und zwei nichtnegative~

endliche~regulare Borelmaße ~1 und ~2 auf K~ so~ daß

gilt:

---FüY'---jedes-ff..oe~~pist f IK~ integrabel bezüglich ~1-~2

und

~(f) = f flK~ d(~1-~2) .
K~

Beweis

Aus der Vpraussetzung folgt, daß !~[eine stetige Halb-
r---

norm auf -Cc(X) ist. Sei p = I~! und K~= N(Ker p). Nach

Satz 1 istK~ kompakt und die folgende Ungleichung ist

richtig:
./

----Defi-n-ini-ertman-nun

durch
für alle f € --e(K~) ,

Awobei f eine beliebige Fortsetzung von f auf X ist,

so sieht man leicht, daß X wohldefiniert ist.
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Wegen
Po

IX(f) I = 11jJ(f)I ~ p(~) PK (f) = pU) sup If(xrr
1jJ XE: K1jJ

ist X stetig bezüglich der Supremumsnorm auf --e (K1jJ)'
Da K1jJals Unterraum eines c-einbettbaren Limesraumes
wieder c-einbettbar ist, ist K1jJnach [3J, ~atz 4 topo-
logisch. Wir haben also für X die bekannten Darstellungs-
sätze (s. "z.B. [10J und [13J) zur Verfügung. Es gibt
also Maße ~1 und ~2 auf K1jJ'die den Bedingungen des

--Sätzes-genügen und für die gilt:
Jedes f£ ~(K ) ist integrierbar bezüglich ~1-~2 und

X(f) = )f d(~1-~2)
K1jJ

Aus der Definition von X folgt nun sofort, daß sich 1jJ
in der behaupteten Weise darstelJen läßt.
Zum Abschluß wollen wir noch einige Bemerkungen anfügen,
die in 0.iesem Zusammenhang nützlich sind:

(~) Ist 1jJnichtnegativ, so ist ~2 = Q, d.h. 1jJläßt
,

sich durch ein nichtnegatives Maß darstellen.

---"t2)-Die-Abbildungen 1jJbzw. 1jJ definiert durch:
+ -

1jJ+(f)= I flK1jJd~1
K1jJ

und

1jJ_(f)= f flK1jJd~2
K1jJ

~".\.. ,~
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sind nichtnegative, lineare, stetige Funktionale auf
~ (X) und es gilt:c '-"'-'1",,-

Also läßt sich jedes lineare, stetige Funktional auf
~ (X) in die Differenz zweier nichtnegativer Funkti-c
anale derselben Art zerlegen.

(3) Es sei ~ nichtnegativ und K~ wie oben, dann gilt für
alle fE: 't+ (X) :

Beweis
Aus f(K~) * {O} folgt p(f)) 0, also gibt es eine Funk-
tion g E: --e (X) mi t :

und

11/J(lgI)1= 1/JClgl»O,
al.so gilt:

,

-da ~ nichtnegativ ist.
Die Umkehrung der Aussage folgt aus der Darstellung von
1/Jals Integral über K1/J'

(4) Ist 1/Jnichtnegativ, so ist K1/Jeine minimale kompakte
Menge, über die sich 1/J als Integral darstellen läßt.
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Beweis

Sei K <::: K1jJeine kompakte Menge in X und v ein 'M-aß auf
K so, daß f IK für alle f E:. '"C(X) bezüglich v integra-

"bel ist und daß gilt:

1jJ(f)= J flK dv
K

für alle f e ""C(X)

Nehmen wir an, es gebe ein XoE: K1jJ'K.Da K kompakt
ist, ist K in dem zu X assoziierten vollständig regu-
-lären -Raum -abgesc-hlossen.Da X ein c-einbet-tbarer
Ra~m ist, trennt ~(X) die Punkte von X, also gibt
es eine stetige Funktion f E: ~(X), für die gilt:o

f (K) = {O}o

und
f (x ) = 1 .o 0

Aus der Darstellungvori 1jJals Integral über K

1jJ(f) = 0 ,o

was jedoch (3) widerspricht, da fo auf K1jJnicht
--- ---- v-er-s-chwind e t .

'," ..L !"
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(2) Die c-Reflexivität von -e (X)----------.----c--

Ein Vektorraum heiße Limesvektorraum, wenn er eine
"'Limitierung trägt, bezüglich derer Addition und Ska-

larmultiplikation stetig sind.
Für einen (~-) Limesvektorraum E bezeichne er E diec

Menge aller linearen, stetigen Funktionale auf E, ver-
sehen mit der Limitierung der stetigen Konvergenz.

""Nach l 2J, Satz 15 ist 'cL E ebenfalls ein Limesvektorraum,c
...-so daß der Raum ""<:£ d:... Ewohldefiniert ist. Nun gibt esc c
einen stetigen Homomorphismus von E in ~ JL E, dessenc c
Existenz wir in dem folgenden Lemma etablieren wollen:

Lemma 1
Für jeden Limesvektorraum E ist die Abbildung

E~~ ;L Ec c

d-efiniert durch:

".:" .. für alle f E.. E
und alle ljJ E:.. 'cLEc

ein.stetiger Homomorphismus.

Beweis
Es sei f E:. E und (Q., <j» zulässiges Paar auf 'cL E. Dannc
konvergiert EwXI 'ci cEXE) (<j>x f) gegen O. Das heißt aber,
daß jE(f) stetig ist.
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jE ist genau dann stetig, wenn die Abbildung

(~--d.. EI'cLc'cl:cEx;LcE)o(jEXid~ E)
i c c

. ste1 ist, wasjedochdirekt aus der :::::~~ion 'd::f)
steti~en Konvergenz folgt.

Die Homomorphiebeweise lassen sich durch einfaches

Ausrechnen führen und sollen daher übergangen werden.

Wie üblich definiert man nun:

i
Definitiion

Ein Limesvektorraum E heißt c~refZexiv, wenn ~E ein

Hom8omorphismus ist.

In diesem Kapitel soll gezeigt we~den, daß für jeden

Limesraum X der Limesvektorraum ~ (X) ein c-reflexiverc
Raum ist. Dazu betrachten wir zunächst die Abbildung

x--);;l -e (X)
C. C

".:" ..

definiert durch:

=-f(p) für alle f E:. '"G' (X)

und alle p E. X •

Aus der Definition der stetigen Konvergenz folgt

sofort, daß ix wohldefiniert und stetig ist.

Es gilt nun der folgende Satz:
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Satz 1

Für jeden Limesraum X liegt die lineare Hülle des Bil-

des von iX dicht in ~ "e(X).
c c

.' ..••• 1'.•

.Der Beweis zerfällt ln zwel Teile:

(1) Der Raum X sei c-einbettbar
Aus der Bemerkung 2 in Kapitel 1, Satz 2 können wir
schließen, daß wir uns darauf beschränken können, nicht-
negative, lineare, stetige Funktionale zu approxirnieren.
Sei nun 1);€. ;;t:.e (X) ein riic.htnE~ativesFunktional undc
es gelte

1);{~1 CJ.€.1R} = {a} ,

dann verschwindet 1);auf --{J (X) und da für jedes f €. '-t'(X)

die Folge. (fn)n elNdefiniert.durch:

= (C -n) v f) /\ n für alle n E. IN

_....gegen f_konv.ergiert, folgt aus d.er Stetigkeit von ~},
daß 1);identisch 0 ist. Aus diesen Erwägungen heraus sei
im folgenden 1);-,E. 'c£--e.(X)

.0 --c ein nichtnegatives Funktional
mit 1);(1) = 1. Nach' Kapitel 1, Satz 2 existiert danno -

maß YK auf K, für das gilt:
Für alle f E. '-C(X) ist f'K integrabel bezüglich YK und

1);o(f)= )flK dYK
K
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Es ist yK(K) = 1, da ~o(l) = 1 gilt. Es sei

(12. ( X ) = { f -1({x E: 1R \ x., O} ) 1ft: .ce ( X ) }

dann definieren wir eine Indexmenge r durch:
.~ .

P.E:.d!-(X)
l . für i=1, ... ,n

und U
i=1

P. 2. K
l

I wird geordnet, indem wir für zwei Elemente
{~1' ... ,Pn} und {~1' ... ,Q.m}aus I definieren:

< ~ zu jedem i e: { 1, ... ,n} gibt es ein
ji E: {1, ... ,m} mit P. ~ Q.

l J .
l

Man ~ieht leicht, daß I mit diesen Definitionen ein
gerichtetes System ist.
Nun werden wir zu jedem a E I eln 1J! aus der linearena
Hülle von iX(X) ko-nstruieren:.
Sei a= {p l' ... ,Pn} e: I, dann gibt es (wie wir gleich

..'~"
zeigen werden) Börelmengen Q1(a), ... ,Qm (a)mit:

a

..---ciJQ. (ars.p ..
l Ji .für i=1, ... ,m

a

(ii) Q. (a)"Q. (a) = (/; für i 4: J
l J

m
(iv) U Q.(a)2-K

i=1 l.
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(Man erhält die Q.(a) z.B. dadurch, daß man
l

P.' UP.
l i'>j J

setzt und die P.,die Knicht schneiden, wegläßt.)
l

Nun seien für jedes a E. I das System Q1 (a), ...,Qm (a)

und x (a)6.Q (a),...K('J=1, ..• ,mrv) fest gewählt. Dann
'J 'J u.

definiere man:

Es sei ~ der von der Moore-Smith-Folge (~) I er-a a~

zeugte Filter.

Behauptung:

Beweis: .

Es sei (f ,8) zulässiges Paar a~f ~ (X). Sei weiter-o . c

bin E ~ine-positive reelle Zahl, dann muß gezeigt wer-

den:

Es existieren a E. I und F E. 8 mit:£ £

11j; (f) -1j;:Cr )1<£a 00'

Nun gilt:

(i)

für alle a >r a
£

und alle f E. F .
£

8-4f E:-e (X)o c
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also existiert eine Menge F1 E. 8 mit:

If(x) f (x) I € für alle fE.F1- < Ti .'".~
!

0

Cii\
und alle )'('''"E:' K .

-'

8 ~f E. --e (X)
0 c

\

ljJ (8) >ljJ (f ) E.1R ?0 -0 0

also existiert eine Menge F2 E. 0 mit:

I~ (f) - ljJ (f ) I < ~000 '-t
für alle f E F2 .

(iii) E~ ist f f. --e(X) und K f: Y kompakt, also existiert
i 0

ein ao = {P~, ... ,P~} E I mit:

fo(P~L'",K) - f'o(P'i"K} £ ( -t ' % )
für i= 1, ... ,m .

-Sei -a = {p1" .. ,Pnl-'trao' dann gilt:

für k= 1, ..• , n

und

für i =1,' ... ,ma

Also gibt es zu jedem i f. {1, ... ,ma} ein s. ( {1, ... ,m}
1

mit:

Q. (a) S p'
1 S .

1

Ais (iii) folgt dann für i~{1, ... ,m }:a

f (Q. (a) K) f (Q. (a) K) ~ ( € € )- -11 , Ti .o 1 o 1
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Definiert man nun FE = F1"F2 ' so gilt fUr alle

a.~(a. , alle f€.F und jedes x€.Q.(a.),..,K:o E l ,.....•

If(x) - f(xi (a.)) I < !f(x) - fü(x) I
,.I ,

nach (i) und den obigen Erörterungen, da

nach De~inition gilt.
i

Also gilt für alle a. >;. a und alle f E Fo E

(Es wird stets von i=l bis m summiert :)a.

Il/J (f) - l/J (f)1a. ('

x. (0:) £ Q. (a.)"K
l l

= I f f IK dYK - (LYK(K"Qi (a.)) iX(xi (a.))) (f) I
K

=l~ J f IK dYK - L YK(K"~i (a.))f(~~i (a.)) I
K"Q. (a.)

l

--~_. ~ -- .-f- -I (TI'X - -f (x. (a.) ) ) IdY
KL- -l---

K"Q. (a.)
l

- 3E- 4"

Schließlich erhalten wir fUr alle f € F und alle a. ~ a. :
E 0



!l/J(f)- l/Jo(fo)I :::. Il/J(f)- l/J(f) I + Il/J(f) -l/J (f )1o . 0 o. 0

< ~E:+ % = E:

nach (ii).
Damit ist der Satz im c-einbettbaren Fall b~wiesen.

Bevor wir uns dem allgemeinen Fall zuwenden, bemerken
wir das Folgende:

-Sind E und F Limesvektorräume und istf eine lineare,
stetige Abbildung von E in F, so gilt:

-C (f)(d:' F) f ~ E
ce. c

Definieren wir daher

durch:
'-J:. f

c ';;L F -~) ';;L Ec c

(';;[f)(l/J)= (e; f)(l/J)c c für alle l/JE: "öl: F,c

so wird ';[c einPunktor von der K2.tegorie der Limes-
vektorräume in sich •.

(2) Für elnen beliebigen Limesraum X ist oe om G (X)c c
c-einbettbar, und das folgende Diagramm ist kommutativ:
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ic:e om G (X)c c

x

oe. om G (X)c c

(Zur Definition von iX s. (0.6).)

Nun ist 'clc Gc(ix) eln Homöomorphismus und ix surjektiv
(s. (0.6) ). Bezeichnet man mit V( ) die lineare Hülle
-ünasetzt zur Aokürzung
man:

i = ~.G (ix'), so erhältc c

a(V(iX(X») = i-1(i(aV(ix(X»»

= i-1(aV(i(ix(X»»

= i-1(aV (iae om G (X)(oe omcGc(X))))
c c

= i -1(d. (; (de Ol:l G (X) ) )c c c c.

~.,'öL G (X),
c c

Mit Hilfe des Satzes 1 können wir nun die c-Reflexivität
von ~ (X) leicht beweisen:c
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Satz 2

---Für --Jede-n LimesraumX ist die Abbi-Zdung
•....... ,."(

,

\ j Cf (X) : --Ce(X) , ?£.e '";£eGe (X) "~,~.

ein ~omöomor:hismus mit der Inversen
\

G (i';v) I 'ct:.. Cf G (X), d. h . 'C (X ) ist e -1~e f lex i 7).
e "'- e e e e

Beweis

Wir setzen
.)f<
l = --e (iX) 1;;[ 'Ot. G (X), dann gilte e e e

---fürcalle f-c.-'&'(X) -und-al-le--x-E: X:
i

t¥(j (f)(x) =
- b'e(X) j 'C,(X)(f) (iX(x))

e

= fex) ,
es folgt:

.:>K •

l 0 J '-(;e (X) = id G (X)
e

Für T (, £. ;;[ G (X) und x 15:. X erhc,l ten Wlr:e e e

j'b' (~)(i)«(T))(ix(x)) = ix(x)(i>K(T))
e

>/(---- -= ,i-~ -T..} (x )

also stimmen j --c (X) (i-Y (T)) und Tauf ix(X)
e

.überein. Da beide Abbildungen linear und stetig sind,

'"folgt aus Satz 1, daß j -e (X) (i (T)) und T über-
e
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einstimmen. Es gilt also:

---- --------_ .. - -

.,;', :;.. ..~.:... ..: ""''''0:0:..:,.';£'",'.,.".; _ ,',,,'- _••.••••:....,...;;.~......,...:... .,• .,~~ .•.:J.I.~~~':j,.,;,;;".,.:'><,_,<,j:.~,L,:':;'':J..,;..",...;,.,~,' ..~,':""""•.~••.•,.,;.t._.".,,, .....•.J"''''',~.•..._''~,~._,,,;.. ;.,J;: .•..-{:',J;.:.,;...,.,~

und daher

für alle T c: 'cL Cf:. .~ (X)c c c
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(3) D u a 1 i t ä t

.- •••••• io' ••••

'"Für eine lokalkompakte, abelsche Gruppe r sei r die

Charaktergruppe von r, d.h. die Grupp~ a~ler stetigen

Gruppenhomomorphismen von r in den Einheitskreis ID

( = {ZE:a::: I 12';1 = 1} ). Versieht man r mit der kompakt-

offenen Topologie, so erhält man wiederum ~ine lokalkom-

pakte, abelsche Gruppe, deren Charaktergruppe wir mit
~r bezeichnen. Nun besagt das Pontrjagin~che Dualitäts-

1::--theorem, daß r in natürlicher Weise zu r isomorph und

homöomcrph ist. Diese Theorie soll in diesem Kapitel

in der folgenden Weise ausgedehnt werden:

Es sei E ein Limesvektorraum und G E die Gruppe derc
stetigen Gruppenhomomorphismen von d~r E unterliegen-

den Limesgruppe in ID, versehen mit der Limitierung

der stetigen Konvergenz. Weiterhi~ sel G G E diec c

Charaktergruppe von GE, jedoch mit der stetigen Kon--c
----vergenzversehen. Ist-dann E ausgeglichen (d.h. kon-

vergiert mit jedem Filter 8 auf E, der gegen 0 konver-

giert, auch [-i;~'8gegen 0) und c-reflexiv, so ist

die kanonische Einbettung von E in G G E ein Homöomor-c c
phismus (und also auch ein Gruppenisomorphismus). Aus

Kapitel-2 folgt dann leicht, daß

Limesraum X in natürlicher Weise

G G --e (X) für jedenc c c
zu ~ (X) homöomorphc
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Definition

FUr eine abelsche Limesgruppe A sei GA die Menge

aller stetigen Gruppenhomomorphismen von A in de;.~

V

E""e':hsJe\""h'etnSkmr:""t'sdlDe:und G cA bezeichne die, Men';;;'G A,~.J v ~ Limitierung der stetigen Konvergenz.

i

Zusamfuen mit der punktweisen Multiplikation wird GA

zu einer abelschen Gruppe und G A zu einer Limesgruppec
(s. (2), Satz 13).

Zunächst wollen wir die Existenz eines Morphismus

von A iniG G A zeigen:
I c c

Lemma 1

FUr Jede abelsche Limesgruppe A ist die kanonische

...Abbi ldung

A----7 G C Ac c

für alle fE A
'.:"-

und alle X c GA

Der Beweis der Stetigkeit von KA(f) und KA folgt di-

rekt aus der Definitiön der stetigen Konvergenz, die

Homomorphieeigenschaften sind trivial.



Um weitere Aussagen zu gewinnen, werden Wlr im folgen-
den den Fall betrachten, daß die abelsche Gruppe die
einem 'IR. -Limesvektorraum unterliegende Gruppe isf': Um

die \ezeiChnungsweise zu

Definition

vereinfachen, definieren wir:
,9 ;

i

Für Jinen 1R -Limesvektorraum E sei

G E = {\jJ(.--e (E ,D) I \jJ(f + g) = \jJ(f).\jJ(g )c

für alle fund gaus E}

Ein wicitiges Hilfsmittel bei ~nserer Untersuchung
stellt die Reflexivitätstheorie dar. Die Verbindung
"liefert die Abbildung

r;.
-=-E

definiert durch

;;e E--> G Ec c

_ (T \jJ)(f)= ei\jJ(f)---_.. . --__~ ., --- .E - .- _ für alle \jJE:. oe.E
und alle f E:. E .

-,-

.Es ist k.lar, daß TE\jJfür alle \jJE: ;;;e E ein Gruppenhomo-
.~o~p~ismus ist. Die Stetigkeit von TE\jJsieht man so ein:

e~fE. E

für all e \jJc..<£ E

für alle \jJE.£E,

also ist TE\jJfür alle ljJ £. ~ E stetig.
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TE i~t Gruppenhomomorphismus, wie man leicht sieht

und stetig:
• ".~.'I'

Wie üblich verifiziert man, daß TE genau dann stetig
,~':i:~"'"",

ist, wenn die Abbildung

p 'öC ExE~IDc

definiert durch:

für alle 1jJ E.E

und alle f €. E

stetig i~t. P ist jedoch nichts anderes als
i

wobei

h : 1R--t lD

durch

definiert ist.

h(t) it= e fUr alle t E. 1R

Also ist P als ~omposition stetiger Abbildungen stetig.

Außerdem ist TE injektiv, denn sei 1jJ c ~cE und

so erhalten wir:

für alle fE.E,

also

1jJ (f) = 2hf1T
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Gil t nun hf :\:0 für ein fEE, dann erhalten wir:

........•

-also einen Widerspruch. Es folgt ~ = 0: Damit haben

wir das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 2

Es sei E ein Limesvektorraum. Dann ist TE ein injek-

tiver, stetiger Gruppenhomomorphismus.

_____Wir wer-den nun zeigen, daß dieser Homomoi"phismus für

eine große Klasse von Limesvektorräumen ein Homöomor-

phismus ist:

Definition

Ein ~ -Limesvektorraum E heißt ausgeglichen, wenn mit

jedem Filter 8 in E, der gegen 0 konvergiert, auch

[-1,1]-8 gegen 0 konvergiert.

Es gilt der folgende

Satz 1
-< ------- ._-- .-._-------

FUr einen ausgeglichenen Limesvektorraum E ist TE ein

Homöomorphismus und also auch ein Isomorphismus.

Zum Beweis werden wir die Umkehrabbildung konstruieren.

Seien

D 1 = {z E. ID I Iar c z I < ~}
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X E: G E und fEE. Die Folge

gegen 0, also auch der von

Cl f) konvergiert in E
n n€.1N :

1I al < n } für n E. IN

, ,

erzeugte Filter. Da X stetig ist und da ID1 eine Umge-

bung von X(O) = 1 ist, gibt es eine natürliche Zahl n1
mit der Eigenschaft:

(i)

--Unser Ziel ist-es nun, zu beweisen, daß die-Abbildung

GE-~)cLEc c

definiert durch:

wobei nf die minimale natürliche Zahl ist, die Ci)

genügt, wohldefiniert und stetig ist. Dazu wollen wir

zunächst zeigen, daß

Wahl von nf nicht abhängt:

Es sei fE.E und für mund n aus IN gelte:-,-

1
m

und
1-n

dann folgt

n arc xC.l f) = m arc xCl f) .n m
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Beweis
Für 'VE. {1, ... ,n} gilt: •...... ;.'f,

also
Im~1

1
~ m '

x (~~) = ( X (m~ )) \> ~ JD1

und damit

also

nfarc X (mn) =
. f narc(X(-)) =mn

.. fn arc X (mn) ,

.--~--arc-~x{£) =--D-- arc- X{~) ,m . mn

schließlich erhalten wir:

f fm arc X(m:) = mnarc X(mn)

Da die Voraussetzungen in mund n symmetrisch sind,
folgt die Behauptung.
Damit k6nnen wir uns von der speziellen Wahl von nf
l6sen und sagen:

wobei n eine natürliche Zahl ist, die der Bedingung

genügt.
Nun wollen wir die Eigenschaften von SEX verifizieren:
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(1) SEX ist linear:
Beweis

fund -gaus E und nE:IN so gewählt ~",,.9.aß
" ,

{ x(af) E. ID2 {ZE.])! lare zi Ir }= < -"4
1

==1n
x(ag)f. ID2

dann folgt:

x(a(f + g» = x(af + ag) = x(af)x(ag)£ D1

für alle lai

Insgesamt erhalten_ wir damit:

1
~ n

f + g= n are X (---=)
n

f g= n are(x(-)x(-»-n n

= n are xC!) + n are X(~)n n

(2) SEX ist stetig:
'-------Es--rei-cht,---zu-z-eigen-,üaßS X stetig in 8E-E-ist. -_ E

Beweis
Es sei 8 Filter in E, 8 konvergiere gegen 0, dann muß
gezeigt werden, daß

gilt.
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Es sei E > 0 vorgegeben, dann gibt es eln 8 > 0 mit:

Izi <.8 =) larc zl < E

OBdA sel

für alle z E: D:'

Aus

folgt

t -1 , 118 --) 0 E. E

-.-..-'und' daher

x n-1 , 118 ) --) 1 E: ID ,

also gibt es eln F E 8 mit:
E

(a)

und
F = [-1 1lF

E ' E

Nach (a) wissen wir:

für alle fE.F ,
E

(b) liefert dann:

für alle fE..F
E

Damit haben wir gezeigt, daß SEX für jedes XE.G E ein

additives, stetiges Funktional ist. Also ist SEX auch

homogen.
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Nun soll noch die Stetigkeit von SE bewiesen werd~n,

die äquivalent ist zur Stetigkeit der Abbildung

P G ExE--+ 1Rc

definiert durch:

für a~le X E:. GE

und alle f E. E

Der Beweis zerfällt ln zwei Teile:

(a) Für jedes zulässige Paar (\jJ ,<I» auf G E und füro c
jedes fE. E gilt:o

p(<I>x f )~P(\jJ ,f )t:1R.
000

(b) Für jedes zulässige Paar (\jJ ,<I» ar,f G E und jedeso c

zulässige Paar (0,6) auf E gilt:

Eine leichte Rechnung zeigt, daß (a) und (b) hinrei-

ch~ndfür die Stetigkeit von P sind, da E eine Lirnes-- .. ,'

gruppe ist.

Beweis von (a)

Es sei (1J;0,<I» zulässiges Paar auf G cE und foE.E. Für
den Umgebungsfilter V von 0 in 'IRgilt:

\V.f ---)O€.E,o .

also folgt:
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w(q,x\Y-f) )1,
o

daher gibt es ein n1E: IN und ein FA e: q, mit:
..!.

, ,.('

für alle 10.1 < 1 und alle \jJE. F1n1

OBdA gelte

\jJ (af )£ D1 für alle 10.1 < 1o 0 n1
dann wissen wir:

P
.1.

= n1 are r~nO) ."für alleiJ; E.-F1
1

und

Zu (>0 gibt es ein 0>0 mit:

lz-z' 1<0 ~ lare z - are 'z'l < (n1

für alle z und z' aus ID1 "

-Da -((jJ;.;-q,-)-zulässiges Paar-ist; ToTgt:

1 " f
w(q,?< (- . f )) ----t \jJ (-.£)
.. n1 0 0 n1

also gibt es ein !2E. q, mit:

f f
1\jJ(-.£) - \jJ (-.£) I < 0
. n1 0 n1

,

für alle \jJE F2"
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Beweis von (b)

Es seien (l/Jo,<I» und (0,8) zulässige Paare auf GeE
.......,...•.

bzw. auf E.Zu "jedem E>O gibt es ein 8>0 mit:

Iz-11<8 ~ lare zl < E

OBdA sei

für alle z €. JD1 .

Aus

folgt

[-1,1]-8 ~ 0 E. E

und daher:

w ( <I>x [-1 , 1]"8 ) -~) 1 c JD ,

-also gibt es Mengen U E. <I>und F .~ Ei mit:E E

F = [-1,1]FE E
und

Es folgt:

.~;.-

..
Il/J(f) - 11 < 8 für alle l/J€.. U

E

und alle f E. F
E

und daher:

Il/J(af) - 11 < 8 für_.alle ,I, E. U alle f E. F
'f' E' E

. und alle laI s 1

und

I are l/J(f) I < E für alle l/JE. U
E

und alle f E. F
E
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woraus

für alle \fJc: U
E: •......t..•.

und alle fE.F
E:

folgt, wai zu beweisen war.

Zum Abschluß wollen wir zeigen, daß

gilt. Da TE nach Lemma 2 injektiv ist, folgt dann,

daß TE-ein Hom50mofphismus mit ~er Inversen SE ist.

Sei \fJ ~ G E und fEE, dann erhalten wir, wenn Wlrc

setzen:

exp (z) = eZ für alle z t. ID

für eine geeignete natürliche Zahl n, es folgt:

also folgt in der Tat:
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Für elnen Limesvektorraum E sei K = K-E E , wobei
N- E die E unterliegende abelsche Limesgruppe bezeichnet.

Bevor wir nun beweisen, daß KE ein Homöomorphismus ist,

wenn E ausgeglichen und c-reflexiv isb, bemerken wir das

Folgende:

Definiert man für einen stetigen Gruppenhom?morphismus f

von der abelschen Limesgruppe A in die abelsche Limes-

gruppe B die Abbildung

-G fc

durch:

(G f)(X) = Xofc für alle X€. GB,

so wird c; mit diesen Definitionen zu einern Funktor
c

der Kategorie.der abelschen Limesgruppen in sich.

Für einen beliebigen Limesvektorraum E ist das fol-

gende Diagramm kommutativ:

T 0( E
c

., G; G E
ce

1GcTE
__lG-£ E

c c

Der Beweis erfolgt durch einfaches Ausrechnen.

Ist E ausgeglichen, so ist TE und daher GcTE eln

Homöomorphismus. In diesem Falle ist KE genau dann ein

Homöomorphismus, wenn jE ein Homöomorphismus ist. Da-

mit haben wir den folgenden Satz bewiesen:
-,
'-



ist. Da
sofort,
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Satz 2
Es sei E ein ausgeglichener Limesvektorraum. Dann ist

-"'"-:l.f"

die kanonische Abbildung

",' I.

I

genau\dann e~n Homöomorphismus~ wenn E ein c-reflexi-

ver Limesvektorraum ist.

Aus der Definition der stetigen Konvergenz folgt
daß --e (X) für jeden Limesraum X ausgeglichen. c
Ir-e (X) nach Satz 2 in Kapitel 2 stetsc

c-reflexiv ist, folgt aus Satz 2:

Korollar
Für jeden Limesraum X ist die Abbildung

K -'-C -( X)
c
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(4) Reflexivitäts- und Dualitätstheorie von Unter-

und Quotientenräumen
....."...

In diesem Kapitel wollen wir die Dualräume ':<~nUnter-.

und ~uotientenräumen von Limesvektorräumen untersuchen.
\

Davon ausgehend werden wir die c-Reflexivität bestimm-
I ,

ter Unterräume von c-reflexiven Limesvektorräumen be-

weisen. Den Abschluß bilden einige Bemerkungen über die

Charaktergruppen von Unter- und Quotientengruppen von

.-f.:J-imesgruppen.

Zunächs~ jedoch wollen wir kur? Annihilatoren von Un-
I

terräumen betrach~en:

Im folgenden sei E stets ein LimesvektQrraum und ASE

ein Unter(vektor)raum. Dann definiert man:

-Definition
--Unter dem Aimihilator Aj. von A versteht man die Menge

A"- = {l/J € ~EI l/J(A) = {O}}

AJ. ist ein Unte.r+aum von c';t'.E, wir setzen

--A~"'-= -"CA J..t . =-{ T-Ec-~.CicEI--T-C.A .1-.) .- -{-.O.}} •

Es ist klar, daß

also

gilt. Wir können j~1CA~~) exakt berechnen:
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Lemma 1

Es 8ei E e~n c-reflexiver Limesvektorraum und (E,T) der
." . '.~."*

zu E: assoz iierte lo ka lkonvexe Ve ktorraum. Q,r;];?:1-ngi lt:

wobe~ A- die abgeschlossene Hülle von A in (E,T) be-
I

zeichnet.

,

Beweis

----Zunächst bemerken -wir, daß

__~gilt,-denn sei l/JE: eX.E, dann ist !l/JI eine stetige Halb-

norm auf E, also ist l/J stetig auf (E,T). Weiterhin gilt:

und da

gilt, ist j~1(A~~) eine T-abgeschlossene Menge.

Aus der c-Reflexivität von E folgt, daß (E,T) haus-

dorffsch ist. Nehmen wir nun an, es existiere ein

so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein Funktional
l/J E: ~E, für das
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1jJ(f)= 1

und
~ '.' • "# ••,.

1jJ(A)= {O} iI,&.~':'"""

gilt Dann folgt aber:

Dieser Widerspruch vervollständigt den Beweis.
,Definiert man nun:

durch:
für alle f E. A ,

so ist jA ein Homöomorphismus, wenn A eine T-abgeschlos-
sene,_,Teilmenge,des c-reflexiven Limesvel<:torraumes Eist.
Nun können wir zunächst den Dualraum des Quotienten~
raumes bestimmen:

Lemma 2
Es sei 'VE A die ,natürliche Projektion von E auf E/A.,
Dann ist

,;;t (E/A)-~) 2£ E
c c

ein Homöomorphismus auf A~.

Zum Beweis werden wir die Umkehrabbildung zu ::t:..c'VE,A
konstruieren:
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Man definiere

A

durc\ E,A
: A.J- ~;;[ (E/A)

c

AE A ( ljJ ) ( [f J) = ljJ ( f), für alle ljJ E. AJ...

und alle fE: E

dabei bezeichnen wir für alle f E:. E mit [f) die Neben-

klasse, iti der fliegt, d.h. es ist [ f ] = vE A ( f) ;,
ist für alle ljJ (': A wohldefiniert und linear.AE A ( 1/1),

----Wir-wollen nun-die-Steti-gkeit -von AE A(ljJ) und von AE A
I "

zeigen, ~abei setzen wir zur Ab~ürzung A = AE A und,

\ -

Es sei ([O],~)eln zuläSsiges Paar auf E/A, dann gibt

und

Aus
.:'-

'8.----4f.
1 1

für i = 1 , ... , n

folgt

für i = 1 , ... , n
und daher

also
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Daher gibt "es zu jeder reellen Zahl E > 0 Mengen

F.€ e. so, daß gilt:
1 1

, .•- ...."..

\f!(F1u ••• uF )S(-E,E)n .

=)

~ '""also gibt es zu jedem E > 0 ein F € e mit:
E

woraus
für alle [fJ E:. F

E

folgt ..

Um die Stetigkeit von A nachzuweisen, müssen wir zei-

gen, daß die Abbildung

A.L xE/A~1R

stetig ist. Seien also (\f!o,lfi)bzw. ([fo] ,8) zulässige

Paare auf A~ bzw. E/A. Dann gibt es wiederum zulässige

und

Es folgt:

[f.J=[f]
1 0 für i=l, ...,n

w(lfixe.)~ \f! (f.) - \f!o(fo)101 für i:: 1, ... ,n

L. :~
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also gibt es zu jedem E: > o Mengen U.c. <P und F. e- 8.
1 1 '1

mit: ..•
11jJ(f) - 1jJo(fo)I < E: für alle 1jJE. U.

1

und alle f € F.
1

=i!:? !;\(1jJ)([f])- ;\(1jJ)([f)) J<E: für alle \jJ E. U .o 0 1

und alle Jf] E. v(Fi) ."

Definiert man nun:
n

U:= nU.€.<p
i=1 1

und
~ n
F: = U v (F. ) E. V ( 81 )" ... ",v ( 8n) £ G,

'1 11=

so erhält man:

für alle \jJ E. U
und alle tfJ €. F ..

Man rechnet leicht nach, daß die folgenden Gleichun-
gen richtig sind:

für alle \jJ €. cL (E/A)c

für alle \jJ E:. A J,..

Dies schließt den Beweis des Lemmas 2 ab.

Die Bestimmung des Dualraumes von A gestaltet sich we-
gen des Fehlens eines geeigneten Fortsetzungssatzes
schwieriger. Es gilt das

t.. '1l
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Lemma 3

Definiert man

für alle "tjJ €. cL E
c

)JE A,
durch

ot:. EI AJ.. __ >.;[. A
C C

und alle f €. A ,

, so ist das folgende Diagramm kommutativ:

£. Ac

Zum Beweis setzen wir J = j;;L EiA
c

und A = A~ E/A '
c

dann gilt für alle ljJ€. Of:- E und Q.lle f E A:c

cL JA ( ;;L .At j (["tjJ J) ) ) ( f) = (j ( [ "tjJ J ) 0 A 0 jA) ( f )ce.

= ljJ(f)

t..
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,"." ..~~.'(.

lineare, stetige
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Also ist V ein stetiger Homomorp6ismus. Man siehtE,A
leicht; daß ~E A injektiv ist. Nun,
.ein Isomorphismus, wenn sich jedes

Funktional auf A linear und stetig auf E fortsetzen

läßt. Deshalb definieren wir:

Definition

Es sei E ein Limesvektorraum und AsE ein Unterraum.

Dann besitzt A die Hahn-Banach Eigenschaft (kurz HBE)

.._._.Q~zü,glichE., lJJennsich. jedes lJneo,re.,.stetige Punk-

tional auf A zu einem linearen., stetigen Funktional

auf E fortsetzen läßt.

Ist E eln c-reflexiver Limesvektorraum und A in CE,T)

abgeschlossen, so ist ~ cjA ein Homöomorphismus und da-
her £. A homöomorph zu ;:;(;;(Cd:-E/AJ-). Besitzt A außer-c c c c
-dem die HBE bezüglich E, so .ist .-2£ A homöomorph zu £ E/A..1-. C C

.t d . . d . t. T" t ..-IDl ...er von J '2fE/A..L...lDuz.ler ..en ...ulml-lerung.-
c

Bei der Betrac~tung c-reflexiver Limesvektorräume er-

weist sich das Konzept der Vollständigkeit als sehr

nützlich. Ein Filter 8 in einem Limesvektorraum E

heißt Cauchy-Filter, wenn der von

{F - F' I F E: 8, F' € 8}

erzeugte Filter 8 - 8 gegen 0 konvergiert. Man nennt

einen Limesvektorraum vollständig, wenn in ihm jeder

.,
\ ..
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Cauchy-Filter konvergiert. Wie üblich ist ein voll-

~~ändiger Unterraum eines hausdorffs~henLimesvektor-
... "~ ...

raumes abgeschlossen und ein abgeschlossenE;;J',Unterraum

eine\ vollständigen Limesvektorraumes vollständig. Nach

[7], Thm 2 ist .-e (X) für jeden Limesraum X vollständig.
\ c

Als abgeschlossener Unterraum von ~(~cE) ist also

;r. .;;[. E für jeden Limesvektorrau.!TIE vollständig. Da,
c c

lineare Hom6omorphismen die Vollständigkeit erhalten,

folgt daher das

Lemma Lr!

Wen~ ein Limesvektorraum c-reflexiv ist, dann ist er

-vollständig" also sind c-reflexive Unterräume von

hausdorffschen Limesvektorräumen abgeschlossen.

Leider k6nnen wir nur die c-Refl2xivität spezieller"

abgeschlossener Unterräume von c-reflexiven Limesvek-

--_ ..----torräumen "beweisen . Bevor-wir- dieses Problem näher

studieren, wollen wir einige Beispiele c-reflexiver
,.:.~

Limesvektorräurn~ v6rausschicken:

Lemma 5
Es sei jE(E) f. ~c.;;t'cE dicht" dann ist J;;e. E ein

c

Homöomorphismus. Die inverse Abbildung ist ;;t;cjE'

Der Beweis erfolgt durch einfaches Ausrechnen.
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Lemma 6
Es sei X e"n Limesraum und A .s. -e (X) ein Unterraum.c

Dann ist JA ein Hom6omorphismus auf jA(A).

BeweL - ,
\

M
I ••. an deflnlere

i

durch
l X-~);;;[ A

c

i(x)(f) = fex) für alle x E. X
und alle f €. A

Man verifiziert leicht, daß i wohldefiniert ist.
Sei TE. jA (A), dann gibt es ein f £ A mit:

=) T( i (x)) = jA (f) (i (x) )

~ Toi = fE. A

für alle XE. X

Damit ist das folgende Diagramm sinnvoll:

• >t:

d.. ~ A l__ ~~-Cc (X)

cr ~. 1
jACA)- __ l__ ~ A

Dabei seien:
'I:i = -CCi)I;;Z:OCAc c c

/\

i*CT) = i~(T) für alle T € jA (A)
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72

/'

Eine leichte Rechnung zeigt, daß i* und jA in der Tat

invers zueinander sind.
, •••.•. ".'(0

iDarT
Lemma 7
Es' sei,iX ein __Limesraum und A ~ --Ce (X) ein lf.nterraum,

.
für den jA bijektiv ist. Dann ist A ein c-refZexiver

Limesvektorraum.

Lemma 8----i
i

Es sei X et-n Limesraum und A ~ -e (X) eine k-abgeschlos-

sene UnteraZgebra. Dann ist A ein c-refZexiver Limes-

vektorraum.

Beweis

Man definiere

-.------.d:---A--~) --e (:oe-OIJ1 A)c c
dupch

und

durch:

i

d(f)(l/J) = l/J(f)

X---) Ofom A
c

i(x)(f) = fex)

für alle f E. A

und alle l/J E:. ot::omA

für alle x E: X

und alle f E. A ,
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dann ist d ein stetiger Homomorphismus, i stetig

und das folgende Diagramm kommutativ:

A d__ --") Gk ( oe om~A)

~

Aus der Kommutativität folgt:

't'k (~)-1(Gk (i )(d(A ))) '= 'Ck(i)-1(A )
I

Nach [18] ist i aber surjektiv, -ek(i) 8.1so injektiv

-und daher gilt:

dCA) =

Also ist dCA) eine punktetrennenJe, abgeschlossene

Unteralgebra von ~k(aeomcA). Dann folgt aber aus dem

gilt. (Man beweist diese Form des Satzes von W-S

z.B. dadurch, daß man zum assoziierten vollständig

regulären Raum übergeht und Thm 1-aus [16L ~17 anwendet.)

Es folgt nun:

<i ~ 'C (i) (--C (-ae om A» ~ Ac c c
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Aus diesen Ergebnissen folgt sofort, daß dein Homöo-
morphismus von A auf --e (oe om A) ist. Das folgendec c ..~

ist kommutativ:

d

£. £ Ac c

-e (oe om A)c c .

lj--e (a:: om A)
c c

cL ~ d .
c c );;[ ;;[ .'e (OC:om A)c c c c

ein Homöomorphismus, also ist auch jA

Nacn-cen -vOrherigen Erörterungen sind d und d-aher
i;;l.;;e d!Homöomo:,phismen. Nach Fapite12, Satz 2 istc c

j -e (oe om A)
c c

--einHomöomorphismus , A also c-reflexiv.

Bemerkung
Der Bev.!eisdes Lemmas 8 zeigt, d8.ß jede Unteralgebra
A <.; --e (X), für die die Abbildungc

d A --) 'C (ot'om f~)c c

ein HomöomorphIsmus ist, c-reflexiv ist.

Sei E ein c-reflexiver Limesvektorraum, dann können wir
eine notwendige und hinreichende Bedingung für die
c-Reflexivität T-abgeschlossener Unterräume angeben:
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Lemma 8
Es sei A e~n T-abgeschZossener Unterraum e~nes c~refZexi-

," "'.l'

ven Limesvektorraumes E. Der Raum A ist dann und nur

dann c-refZexiv~ w~nn

Limesvektorraum ist.

Beweis

'cf:. (£.. EI A.J...) e~n c-refZexiver
c c

Das folgende Diagramm ist kommutativ:

A _J_'A A:.J.,;:L __ --_A___ £. (£ E/A )

1 C C

"'- j~ A_£_C_£_'_C_j_A_.J~":u_cL_c_~_L;t £ cL-: £ E/A")
c c c c c c c c

Dabeihaben wir zur Abkürzung

J =

und

__ A = A'of.. E/A.J..
C

gesetzt.
""-'---_.-Äus.d-er V-0rau-sse"tzung. folgt, -.daßj A und-daher auch

d:. cf'- JA Homöomorphismen sind. Nach Lemma 2 ist A einc c
Homöomorphismus) also auch £. c £.CA. Daher ist jA genau

dann ein Homöomorphismus, wenn J::J:.. (£. EI A.J-) ein
c c

Homöomorphismus ist.



in 'cl 2t (£.. E/AJ..) dicht liegt. Ist ASE einc c c

.,
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Im folgenden wollen wir eine hinreichende Bedingung
dafür angeben, daß ;;C (;;[ E/A.J...) ein c-reflexiver "Raum

c c .. ~
ist, wenn E ein c-reflexiver Limesvektorraum ist. Nach

Lemma 5 reicht es dazu, ..zu zeigen, daß das Bild von

j';f EIK
c

T-abgeschlossener Unterraum und ist E ein c-reflexiver

Limesvektorraum, so ist jA ein Homaomorphi~mus, also

müssen wir nach Lemma 2 beweisen, daß

£Ac

gilt, Das folgende Diagramm ist kommutativ:

ct:. i
.;cE cE,A )~A

C~E/:<':
c

Dabei seien v die natürliche Projektion und

- i .. :._ft.---> EE,A

di'e Einbettung '.

Da v surjektiv ist, stimmen die Bilder von ~E A und,
von d( i überein. Damit. haben wir gezeigt:c E,A
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Satz 1

Es se" E e"n c-reflexiver Limesv ek torraum und A£. E ein

in dem zu E assoziierten lokalkonvexen Vektorraum ab-

geS'\lossener Untepraum. Die Abbildung

P5LciE,A ~cE );t..cA

definiert durch

für alle "l/J E. c'LcE

-----bi-l--d-e--.;=(_ E auf -e-i-n-en--ti-'/;c-ht-en-Hn t-erraum-v-on-~ -A -ab.c c

Dann isJ A e"n c-reflexiver Limesvektorraum.
i

___Aus Satz 1 fo_lgt unmittelbar:

Korollar 1

Es seien E ein c-reflexiver Lime'Jvektorraum und ASE

ein T-abgeschlossener Unterraum~ der bezüglich E die

--------------HBE-besi-tz-t.--Dan n -ist A -ein- -c - r eI lexiv er-L im esv ek-

torraum.

Aus Lemma 4, Satz 1 und dem Satz von Hahn-Banach er-
halten wir:

Korollar 2

Ein Unterraum eines c-reflexiven~ lokalkonvexen~ topo-

logischen Vektorraumes ist genau dann c-reflexiv~ wenn

er abgeschlossen ist.
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Wenn -e (X) für einen Limesraum X topologisch ist,c
dann ist -e (X) nach [18] ein lol-calkonvexer, topol..ogi-c
scher Vektorraum. Daher folgt aus Korollar 2:

Korollar 3

Es sei X ein Limesraum, für den -e (X) topo~ogisch ist.c .
Dann istein Unterraum von --e (X) genau dann c-ref~exiv,c
wenn er abgesch~ossen ist.

Bemerkung

M. Schroder konnte in [18Jzeigen, daß -r: (X) topo-c.

logisch ist, wenn X ein lokalkompakter Lirnesraum ist

und daß umgekehrt der zu X asso~iierte c-einbettbare

Limesraum oe om --e (X) lokalkompakt ist, wenn -e (X)c c c
topologisch ist. (Ein Limesr~um X heißt lokalkompakt,

wenn es ein Überdeckungssystem von X gibt, das aus

quasikompakten Mengen besteht.) •

Zum Abschluß wollen wir noch ein weiteres Kriterium

für die c~Reflexivität von Unterräumen von Funktionen-

_....-a.lgebren..angeben:

Satz 2

Es sei X ein Limesraum. Ein Unterraum A ~ -e (X) istc
genau dann c-ref~exiv, wenn er abge8ch~ossen ist und

wenn sich jedes lineare, stetige flunktionaZ.auf cf.. Ac

stetig und ~inear auf -e (A) fortsetzen ~äßt.c
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Zum Bewei~ betrachten wir das folgende kommutative

Diagramm:

£. Cf. A
c c

Dabei sel e die Einbettung von cL A in -e CA) undc c
i-wIe-in Kapitel 2 definiert.

A

Nach Lemma 4 ist A abgeschlossen, wenn A ein c-reflexi-

-ver Limesvektorraum ist. cL e ist außerdem surjektiv,c
wenn jA ein Homöomorphismus ist, da das obige Dia-

gramm kommutiert.

Ist umgekehrt ~ e surjektiv, dann folgt mit Hilfe vonc
(2), Satz 1:

~

?;>

a(V(£ e(iA(A)))) = ~ £- Ac c c

a(jA(A)) = cL ;;L Ac c

wobei V( ) wie üblich die lineare Hülle bezeichnet.

Also liegt jA(A) dicht in c£ £ A. Nach Lemma 6 istc c
jA ein Homöomorphismus von A auf jA(A).

t. .~
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Ist A abgeschlossen, so ist A vollständig, also auch

.jA (A). Daher ist jA (A') in Cf- 2t.A- abgeschlossen. Also
c c.~

ist JA bijektiv, und daher ist A nach Lemm~.,,,,7eln

c-re\leXiver Limesvektorraum.

Wenden Wlr uns nun dem Problem der Charaktergruppen zu,

so kannen wir feststellen, daß sich die meisten Ergeb-

nisse übertragen lassen. Da die Beweise ähnlich sind,

wollen wir sie übergehen. Es gelten:

Lemma 9 I
Es sei reine Limesgruppe, U s r el:ne Untergruppe und

vr:~-die nd~UrZiche Projektion von Tauf r/u. Dann ist

G c (r IU)-~) G cr

ein Homäomorphismus auf

UT = {X~ G rl X(A) {l}}c

Diß UmkehrabbiZdung ist

definiert durch

Ir U(X)([f]) = x(f), für alle X <:: uT

und alle f E. r.
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Lemma 10

Es seien rund U wie &n Lemma 9 und
'."Jf

G r/U ---) G U
c c

definiert durch:

für alle X €. G rc
und alle f E. U ,

so ist das fo~gende Diagramm kommutativ:

...,.
G Uc

Dabei Si3&

) G G CG r IU')c .c c

lGe (1 Gef ,U,)
G CU")c

U --4.) U.•'T

definiert durch:

für allef €. U .

Läßt sich nun jeder stetige Charakter auf U zu einern

stetigen Charakter auf r fortsetzen und ist KU ein

Homöomorphismus, so ist G U homöornorph zu G r IUT mitc c

der von KG flUT induzierten Limitierung.
c
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Lemma 11
Reflexive Untergruppen von hausdorffschen Limesgruppen

•• > •••.•• _1'

sind abgeschlossen.

Lemma 12
Ist KU ein Homöomorphismus und ist mr U surjektiv~ so,
ist KU e~n Homöomorphismus.

Zum Abschluß wollen wir daran erinnern, daß nach Kapi-
--tel 3, Satz 2 ein ausgeglichene~ Limesvektorraum A ge-
nau dann in natürlicher Weise zu G G A homöomorphc c
ist, wenn er c-reflexiv ist. Also läßt sich für ausge-
glichene Unterräume c-reflexiver Limesvektorräume die
Theorie des 1. Teils dieses Kapitels anwenden.
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