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Bemerkungen Uber unendlichdimensionale,separierte Limes-

vektorriume und Limesgruppen.

von Kurt Kutzler

| R
Im PFblgenden sei K steté der Kbrpeé def reellen oder
der Homplexen Zahlen. Die Dimension eines Vektorrauﬁés
v luﬁer K sei definiert durch die Kardinalzahl einer
(Hémél—) Basis von V |
Fﬁf zwel Limitierungen T Qnd Ty ’_auf einervMenge E

gelte

2T genau dann, wenn die identische Abbildung
idE:(E’Ti) —-—~—>(E,T2) stetig ist. T heift feiner
als T2! bzw. 1, heiBt gréber als T, -

Das erste Ziel dieser Arbeit ist es, auf jedem unendlich-

‘dimensionalen - K-Vektorraum V eine beziliglich >  nach

unten gerichtete Familie von lokalkonvexen, separierten
Vektorraumtopologien auf V éu konstruieren, deren Michtig-
keit abz&hlbar ist und die zudem die Eigenschaft.beéitzt,

daﬁ 'eine Vektorraumtopologie auf V, ob lokalkonvex oder
nicht , die gréber als jede Topologie der Familie ist, die
indiskrete Topologie auf V seinvmuﬁ. In anderen Worten:

Zu V wird ein ;“L L _wh;'induktives_System lokalkon-

vexer, separierter, topologischer Vektorriume mit den

folgenden Eigenschaften konstruiert:

(a) Fir jedes Element des induktiven Systems ist der
~unterliegende Vektorraum mit V identisch.
- (b) Die Michtigkeit des induktiven Systems ist abzihlbar.

(c) Der induktive Limes dieses Systems.in der Kategorie
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der topologischen und somit erst recht in der Kate-
gorie der lokallkonvexen, topologischen Vektorrdume
, _

\ ist V versehen mit der indiskretens%fopologle. In

der Kategorie der Limesvektorriume hingegen ist der

| induktive Limes dieses Systems separiert.

Ein w@iteres Ziel dieser Arbeit ist es; die Richtigkeit

des Satzes von Fischer ({3] , p. 294 , Satz 6 ) ,

dah auf jeder Limesgruppe die zur Gruppenlimitiérung nidchst-
gr&bere Topologie mit der Gruppenstruktur Veftréglich sei,

zﬁ iberprifen. Es waren von Frdlicher und Bucher [u] Zwei~

fel Uber die Richtigkeit des Satzes angedeutet worden. Bucher
wies in[g} nach, daB der Beweis von Fischer falsch ist.

Es sollvhier nun auch nachgewiesen werden, daR deriSatZ

selbsﬁ falsch“ist.Dies wird mit Hilfe der oben angedeutetén
Mittel geschehen.

Beachtet man, daRk der ﬁach (é)‘— (¢) 2u definiereﬁde Limes-
vektorraum ein Marinescu-Raum im Sinne von H. Jarchow ([5] [6])
ist, so erhilt man gleichzeitig ein sehr pathologisches Beispiel
fiir eine Marine§gurLimitierung auf eilnem beliebigen unendlich-
‘dimensionalen Vektorraum.

Es war vom Verf. in einer friiheren Note [8]' gezeigt worden,
dap die endlichdimensionalen Vektorriume die Eigenéchaft
besitzen, nur eine separierte Vektofraumlimitierung zuzulassen,
ndmlich die-natiirliche Topologie. In diesem Zﬁsammenhang er-
-kenﬁf man, daf diese Eigenschaft flir endlichdimensionale

K-Vektorridume charakteristisch ist. Flir separierte, topclo-
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gische Vektorridume charakterisiert die Lokalkompaktheit
des Vektorraumes auch dessen endliche Dimension,”ghh., die
endlichdim=nsionalen, separierten topologigghen Vektbrrﬁume
stimpen genau mit den 1oka1kompakteﬁ, separierten, topo;
logigchen Vektorriumen Uberein. Nun ist der Begriff der

! ) .
Lokahkompaktheit im Zusammehhang mit Untersuchungen Uber
Aléebren stetiger, reellwertiger Funktioneﬁ auf Limesriumen
von F.T.M.Schroder fir Limesréume'verallgemeinért worden.
In diesem Zusammenhang ist es von Interessé Zu wissen,
ob dés Analogon des soeben zitilerten Chafakterisierungs»

satzes éndlichdimensionaler, separierter, topologischer

Vektorrdume auch f&r separierte Limesvektorriume oder

Wenigstens fir Marinescu~Rdume gilt. Wiederum wird anhand

»eiher speziellen Marinescu-Limitierung gezeigt werden,

daBAauf jedem unendlichdimensionalen Vektorraum V eine

. _ Limitierung T derart existiert, daR (V,T ) ein
separierter, lokalkompakter Marine;cu—ﬁaum ist. Das
bedeutet, dak diese Chafakterisieruﬁg endlichdimansionaler
Vektérrﬁume kaum zu verallgemeinern ist.

1. Begriffe.

- Im Folgenden selen:
(1.1) L .die Kategorie der Limesriume mit den stetigen Ab-
bildungen als Morphismen. |
(1.2) T die Kategorie der topologischen Riume mit den

stetigen Abbildungen als Morphismen.

. , Bemerkung: T ist aufgrund der Axiomatik der Limesriume

eine volle Unterkategorie von L .
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(1.3) Fs sei LV die Kategorie der Limesvekbtorriume
Uber dem Kbrper K . , g
. (1.4) TY sei die Kategorie der topologischen Vektorriu-

- me Uber K
(1.5) Ky sel die Kategorie der lokalkonvexen, topQloe
— ‘
gischen Vektorriume lUber K
In diesen Kategorien selen jeweils dile stetigen, linearen
Abbildungen die Morphismen.
Bemerkung: TV und KV sind Volie Unterkategorien von LV
"Von Fischer [}] wurden die Begriffe der ndchstgrdberen
Topologie flr eine Limitierung und der nichstgroberen
iokalkbvexen Topologie flir eine Vektérraumlimitierung
eingefuhrt: | ;
. o (1.6) Sei (E,T1) ein Limesraum. Dann gibt es eine eindeu-
tig besﬁimmte Topologie wT auf E aeraft, daf flr

jeden topologischen Raum (F,A) und jede stetige Abbildung

£:(E,1) >(F,A) das folgende Diagramm in L kommutiert:
(E,1) ———(E, wt )
o ~ f
-« - f\ ‘\» . \,
-

- T(FL,A)
WwT vird die zu T néchstgrbﬁere Topologie genannt. Ist
f:(E,T)_—~———>(F,T') ein Morphismus aus L , so ist
£:(E, wr ) ———>(F, wt') aus T . Man kann demnach
die-Operation ® , die Jeder Limitieruhg die ndchstgrdbere
Topologie zuordnet, als einen Funktor Wil ———————>T

interpretieren, der definiert ist durch

w(E,t) = (B, wt )
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flr jeden Limesraum (E,T) und

w(f: (B, 1) ——>(F,1")) = £:(E,ur) —=>(F,wt")

fir jeden Morphismus’' f£:(E,t1) ———>(F,1") aus L

. Bemerkung: Fischer [B“E”hat bewiesen, dafk 1t genau dann

dem ersten Trennungsaxiom genligh, wenn die Topologle QT..,.dem
ersten Trennungsaxiom genilgt.

(1.7) Sei (E,t) ein Limesvektorraum. Dann gibt es eine

- (eindeutig bestimmte) lokalkonvexe Topologie wof auf

~

E dergestalt, daf fiir jeden lokalkonvexen, topologischen
Vektorraum (F,A) und flr jede stetige,lineare Abbildung

£:(E, 1) ——>(F, ) das folgende Diagramm in LV kommutiert :

ldE

(E, 1) ————>(E, ¢’ 1)
S~ |
T (F\:_I‘Q

-

Sind (E, 1) und (F, ') zwei Limesvektorriume und ist

f: (_E.s T)

Abbildung f:(E, ¢ 1

>(F, ') 1linear und stetig, so ist auch die

%F\Jf'ﬂ) linear und stetig. Dics
gibt AnlaR zur Definition eines Funktors
| 2y O LW s KV

der definiert ist durch: 7 |
PED = (E P

fir jeden Limesvektorraum (E;r ) und

G (Eg) ——F, 1)) = £:(E, § 9 > (7, 1)

fiir jeden Morphismus fé(E;r) —-—-Xﬁ, ﬂ). aus LV

(1.8) Man kann nun noch zusétzlich'den Funktor der nédchstgré-
beren Velktorraumtopologie ¢ auf LV mit Bild in TV

einfithren:

Fir einen Limesvektorraum (E,T sei ot gie (eindeutig
3
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bestimmte) lineare ( d.h.: mit der Linearstruktur von E
vertrigliche) Topologie auf E , so daB fiir jeden topolo-

gischen Vektorraum (F,A)  und jede stetige, lineare Abbildung

Cfi(E,T) - X{F,4) das‘folgende Diagramm in LV = kommu-
tiert: V .
| 1@E o
(E,r) —————>(E,0 1)
| s(Fy0)

Die Topologie 0o wird wie folgt konstruiert:

Sei Q = { A | A lineare Topologie auf E ,so daB

idg:(E,1) >(E,p ) stetig).

Es gilt stets Q # @ , denn wie man sofort sieht, ist die

indiskrete Topologie stets in @ enthalten. Man bilde nun
das topologische Produkt T (E,N) und betrachte die
' A e
Diagonalabbildung A:E ————» J (E,A) , die durch
AeQ '
A{x) = (XA)AEQ mit xA = x flir x aus E definiert

Cdist. o't definiere man nun als die von der linearen und
injektiven Abbildung A und dem Produkt m (E,A) auf

' : ' v AeQ
E induzierte ;Ihitialtgpologie, die linear ist, und rechnet

nach:

. o)
1) o1 € Q

ii) Fir A aus @ ist idE:(E,(f D XE;A> stetig.
iii) Wenn fUr einen topologischen Vektorraum (F, A') die
lineare Abbildung f:(E, 1) ——»(F, A') stetig ist und
Wenn | Ap die (lineare) 1Initialtopologie der Abbildung
f:E ——>(F, A') ist, so folgt aus der Charakterisierung

einer Initialtopologie die Stebigkeit von idE:(E,r) ~~ﬂ>(E,Af

[OSEREE——

).
. -8
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-und mithin A € £ . Demnach ist id.:(F,w 1)

stetig, und man erhilt die Stetigkeit von g

_f:(E,wOT)

>(F,h)

. 8ind nun (E,Tt) und (F,t') zweil Limesvektorriume und ist

£ (E,1) >(I',1') sowochl stetig als auch linear, so ist

auch fr(E,wOT) >(F,wor‘) ‘stetig undllihear. Das gibt
AnlaB zuf Definition des Funktors der nichstgrdberen linearen
Topologie‘ Wi LV ——s TU,-der bestimmt wird durch:

| W, = (E,0°7)
- flir jeden Limesvektorraum (E,T) und

wc(f:kE,T)

>(F,t')) = f:(E,wOT) ~*~—~>(F,wOT')

fir jeden Morphismus f:(E,1) >(FP,t') aus LV

Bemerkuhgen: Die Einschrinkungen der sceben eingefiihrten Funk-
toren auf die Bildkategorien, die ja volle Unterkategorienr
der Definitionsbereiche der Funktoren sind, ergibt stets
‘den identischen Funktor der Bildkategorie. bas bedeutet:
Fir jeden topologischen Raum (E.A) gilt stets:

COW(ELA) = (ELM) |
Anélog ergibt der Funktor w ‘angewendet auf eine:stetige
Abbildung eineé-ﬁopologis@heh Raumes.in einen anderen topolé—
“gischen Raum wieder dieselbe Abbildung mit derselben Quelle
~und demselben Ziel. Dasselbe gilt {lir den Funktor ;f
angewandt auf topologische Vektorriume und stetige, lineare
'Abbilduhgen zwischen topologischen Vektorréumen sowie flr den

Funktor wo angewandt auf lokalkonvexe, topologische Vektor-

rdume und stetige, lineare Abbildungen zwischen R&umen
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dieser Kategorie. Es werde noch erwihnt - was aus (1.7)
und (1.8) unmittelbar ersichtlich ist - , dak fir jeden

Limesvektorraum (E,1 )_ stets on:’:‘wo(on) gilt und

>(E,¢OT) stetlig ist.

(1.9) Induktive Limites:

Ein induktives System von Limesréuﬁen werde ﬁie folgt
definiert: Sei 1 ein bezuglich einer Ordnung nach oben
gerichtetes Indexsystem. (Ei)iEI sei ein entsprechend der

Ordnung von I gerichtetes Mengensystem, d.h.,'fﬁr i

1
und i, aus I mit i‘li i, .sei J. . :E. >E.
2 _ 1 =72 1112 14 ;2
die Inklusionsabbildung. Flr jeden Index 1 aus I *
seil Ty eine Limitierung auf Ei derart, dap fir 11; i2
die Abbildung Je o (E. ,T. ) — >(E. ,1. ) stetig ist.
it e 4 t2n 1o
Ferner sei E = U Ei der mengentheoretische induktive
iel ‘

Limes des.vorgegebenen induktiven Systems. Flir jeden Index

i aus I sei J.:E. - >E - + die Einbettungs-

1 1

abbildung. Fischer [3] hat bewiesen, daf eg.auf "E eilne eih—

deutig bestimmte-Limitlerung - 1t ... -gibt die man auch mit
] 3

ind T4 bezeichinét, so daR flir Jjeden Limesraum (F,t')

I r
und jedes System von stetigen Abbildungen

fi{(Ei,Ti) e >(F,t') , wo 1 aus I sei, das fir

i,< i, den Bedingungen fi1 = figajili?' genligt, genau
eine stetige Abbildung  f£:(E,7) ——— > (TN existiert,
so dafy das folgende Diagramm %n L kommutiert
(5,75) J_i‘ > (B, 1) ~
£, T A (‘ieI)

~——

. 1

e _A‘x;,-‘
TS (F 1)
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Fischer hat gezeigt: Wenn die <Ei’Ti) zusdtzlich Limesvektor-
réume sind, so ist auch , wenn man E = U E:xw mit der
il

in natirlicher Weise definierten Vektorraufstruktur ver-

- sieht, (E, ind Ts ) ebenfalls ein Limesvektorraum. Die
N I '
ExiSQenz ~on induktiven Limites in L impliziert also automatisch

. . . . L . .
die EXlstenz von induktiven Limites-in LV . Ferner ist

(E, ind Ti) genau dann separiert, wenn jeder der Limes-
: I :
vektorridume (Ei,Ti)‘ separiert ist. Um einen induktiven

Limes in der Kategorie LV zu bilden, braucht man ‘ihn also
hur in der Kategorie L zu berechnen. Im IFolgenden werden
der in der Kategorie LV gebildete induktive Limes eines

induktiven Systems ((Ei,ri),ji ) aus LV mit

i
_ 172 A
ind(LV)(Ei,Ti) und die induktive Limitierung des Mengenlimes
I :

mit ind(LV) T, bezeichnet. T .

I ’ ' |
Sei nun ((E.,A.) , J. : ) ein induktives System topologi-
‘ Rt i1, o

scher Vektorrdume. Dann kann 'indCLV)(Ei,Ai) =
= (U E. ind(LV) Ai) gebildet werden. Sei . nun (F,A'")

cdel I - . : -
ein topologischer Vektorraum ,Flir 4 aus I seien lineare

und stetige Abbi;duhgen fi:(Ei,Ai) ——>(F,A') gegeben, die
den Bedilngungen fi1 = fi; Jili? > WO 1, < 12 gelte,

genllgen. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Abbildung.

© O fi(E, ind(LV) Ai) >(F,AYY so daf das Diagramm
I : ,

Ji ‘
. I
i ~_ !
"\(F,/\-' )
fir jeden Index 1 aus I in LV ~kommutiert. Hierbeil
wurde E = L/ Ei gesetzt. Die Anwendung des Funktors

iel
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(@] Nere . N ~ . . . i . .
W finrt diese kommutativen Diagramme in kommutative Diagram-
[ me Qi
. A, e
(B hy)

>(E°wo(ind<LV)Ai) )3@%

) e ? gyt :
B U N I (ie I )
1 S v . .
» . » . ..."_ - T
in der Hatgeorie TV Uber. ( Man beachte, daR 'wOAi = by

und wOA' = A' nach den Voraussetzungen gilt.) Nach der
“allgemeinen Definition des induktiven Limes folgt dann
aber, dak (E,wo(ind(Lv)Ai) Y die Eigenschaften eines
I : v

induktiven Limes in der Kategorie Ty Dbesitzt.

Analog zeigt man: Ist ((E.,A.), J: = ) ein induktives

3 1’71 13,
System 1lokalkonvexer, topologischer Vektorridume, so ist

(E,wo(ind(LV)Ai) ) der induktive Limes dieses Systems
I

in der Kategoriev Ky der.lokalkonvexen,,topologischen

Vektorrdume. Ferner gilt in der Kategorie der Limes-
v vi.'vektorréume das folgende Diagramm:
idE o) | idF ' 0
(E,ind(Lv)ny) ——>(E,0 (ind(Ly)A,)) - (E,p (ind(LVIA;))
I ’ ' -

<

.QQEin Lemma Uber schwache Topologien.

(2.1) Lemma: Seien E ein Vektorraum lber X , ¢ eine

schwache Topologie und A eine lineare Topologie auf

E  dersrt, dag id;:(E, o) —— 5(E, A). stetig ist.

Dann ist auch A eine schwache Topologie auf E . ( Hierbei

~werde unter einer schwachen Topologie auf E die Tnitialtopo-

logie von E bezliglich eines Teilraums des Dualraums von

E verstanden. )

Beweis: Sei (E, o0 )' = E' der Dualraum von (E,q ). Es gilt

o = o(E,E'), wobei o(E,I') die von der Duvalitit (E,E')
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auf E erzeugte wchwache Topologie bedeute. Um zu zeigen,
dafh p eine schwache Topologie.ist, genlgt es zu.beweisen,

15
aus (E,A)"'und 5> 0 derart gibt, daB fir. x aus

dapk es zu jeder A-Nullumgebung U 'Funktionale e! ...,eﬁ

e - e

E , das den Relationen |<x,ei > < 8 flr 1 = 1,..71
‘-genUgt, stets  x e U folgt.

Da-jeder topologische Vektorraum regulidr ist, kann man zu
U stets ‘eine A-Nullumgebung V finden, so dah ihre

abgeséblossene Hiille V  ( bezliglich A ' ) die Relation

V. +V ¢ U erflillt. Wegen der Stetigkeit von

idE:(E,o) >(E,A)  ist die A- Nullumgebung V auch

eine 0~Nullﬁmgebung. Da ¢ eine schwache Topologie auf ‘
E ist, gibt es einen Unterraum F von E s der endliche
Kodimension besitzt uﬁd fUP den F«z V gilt. Insbeson-
deré liegﬁ dénn wegen V' € U auch die abgeschlqssene
Hille F~ ( bezliglich A ! ) ~wvon Fin U . Es sei nun

(E/F", A,) der endlichdimensionale Quotientenraum von E

nach ¥ mit der linearen Quotiententopologie A_ , die

Q

durch ‘den naturlichen Homomorphizmus v:(E,N) > E/F

induziert wird. Da F  abgeschlossen ist, ist A . sepa-

riert. Da E/F  endlichdimensional ist, stimmt A

Q

nach dem Satz von Tychonoff mit der natirlichen Topologie

A ¢ von E/F Uberein. Ferner ist v(U) Nullumgebung

in (E/P, Anat)’ denn V(U) umfapt V(V ), und es ist
u—l(u(Vﬂ))_= V'+ P eine Nullumgebung bezliglich .
Sei nun dimK(E/F—) = n . Dann gibt es , da E/F  die

natirliche Topologie trigt, n lincar unabhingige Funktionale

.5f5 auf E/F und § > 0O derart, daf fUr jedes
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Element z aus LE/F , das fir i = 1,...,n den Relationen
|<z,f} >| < & genligt, folgt, dah =z e v(V ) gilt. Man be-

trachte nun die stetigen, linearen Funktionale e! = fl.ov

i
] ] i i
auf E . Flir alle x aus E , die die Beziehungen
|<X,ej>| <6, wo 1 =1,...,n , erfillen, folgt nach
Konstruktion der f! , daB u(x) £ v(VT) gelten muB.
Also ist X€ v_l(u(V—)) =V +F . Wegen V +F <&V + 7V ¢ U
folgt also x ¢ U . Damit ist bewiesen, da® A eine schwache

Topolcgie ist.

3. Induktive Systeme schwacher Topologien.

Im folgenden Abschnitt soll nun das in der Einleitung er-
wdhnte induktive System lokalkonvexer Topologien,“aessen induk-
tiver Limes sowohl in der Kategorie der topologiscﬁen Vektor-
rdume als auch in_dgr Kategorie der lokalkonvexen, topologi-
schen Vektorrdume die indiskrete Topologie ist)konsfruiefﬁ

und das gesuchte Gegenbeispiel zum erwidhnten Satz von Fischer

angegeben werden.

(3.1)Lemma: Sei B eine Menge, deren Kardinalzahl - grober

D

als é?o seli "( Cz B > 550) . Dann existiert eine Parti-

tion <Cj)je 7 (, wo J eine Indexmenge sei, ) von B
derart, dap fir alle J aus J gilt Cz C; = A
Das bedeutet: Die Menge B 14Rt sich in ein System von

paarweise disjunkten Teillmengen zerlegen, die alle von abzihl-

barer Michtigkeit sind.

Bewelis: Man definiere eine Klasse 3 von Mengensystemen
wie folgt:

s bestehe aus allen Systemen ¥ von Teillmengen von B,



Dann ist (C.).

die folgenden Eédingungen géhorchen:
a) Jedes Eicﬁént von N ist von abzihlbarer Mig@tigkeiﬁ.
b) Je zwel verschiedene Elemente aus N sind disjunkt.
Die Klasse Y ist nicht leer, dénn ﬁach'Voraussetzung
ist Cz B > §?O.'Wie aus der Mengenlehre bekannt ist, ent-
hidlt B eine abzdhlbare Teilménge ‘Bi . Dann ist abér
{Bl} aus I . Definlert man nun auf I eine Ordnung
durch die Inklusion der Elemente aus L , so beweist man
leicht, dak I induktiv geordnet ist. Beziiglich dieser
Ordnung existieren nach dem~Zornschen Lemma maximale Ele—
mente in I . Sei M ein maximales Element.Es verde
angenommen, daf M von der Form M = {le j e J}
ist, wo J eine Indexmenge sei. Dann muf 7
Cz (BN ( Lf'Bj)) < ééo gelten. Wire dies nimlich nicht

jed
der Fall, so lieRe sich eine abzihlbare Teilmenge B' aus

BN (W Bj) auswidhlen. Dann wiirde das System Mo {B']
‘ jed : ‘
in £  liegen und M umfassen, was ein Widerspruch zur.,

Maximelitdt von M  wire. Folglich mup fir jedes maximale

.System = { Bj | J € J )} die obige Relation gelten. Mit

Hilfe eines maximalen Systems M wird die gesuchte

Partition konstruiert. Hierzu wihle man einen festen

‘Index aus J und definiere C. = B.&,(Bi ( W B.))
| * Ji jed
sowie" Cj = Bj fir alle j aus J mit J # J, .

o eine Partition von B , die das CGewlnschte

leistet.

Im Folgenden sei PO der Raum aller Polynome,zufgefait
; . ' " i . e

als Funktionen auf dem Intervall 0,14 , mit Koeffizicn-

ten in K und verschwindendem konstanten Term .
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. . no - S
Poo= { £ | (0,1l kK, £(x) = § a;xt ofir xe [0,1]5.

Ferner definiere man {iir eine natirliche Zahl k :
| .

P {g | 8:.0,1]

| |
K >K o, g(x) = _2~k a;x" , ase K,

3 | m> 2%, xe [0,1]} .

Fﬁf jede natlrliche Zahl k singd Pk und’ PO Vektorriume

iber X , die, versehen mit der Topologie der gleichmifigen

A 4 . 9 ; .
Konvergenz auf LO,lJ,zu normierten Riumen werden. Dabel

\J

gilt stets  dim, P, = dimP = &O
(3.2)Satz: Jeder Raum Pk ist dicht in PO (k= 0,1,... ).
Ferner ist _ f\ Pk = :{O }

' k=0 o

Beweis: Es genﬁgt zu zeigen, dafk flir k = 0,1,... rder Raum

Pk+1 dicht 1in Pk ist. Sei [ aus Pk von der Form
i
X

;m
£f(x) = ) K 5%
i=2"

( x eib;lj )
Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit werde éngenommenj daR

mo > 2K+1 gilt. Nach dem Approximationssatz von Weierstrass
existiert eine Folge (gn) von Polynomen auf [0,1; ,

“die die Funktion X r~——~—>x1/2 'gleichméﬁig approximiert.

Hierbei kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit angenommen
- werden, daB die Folge (gn) in PO' liegt. Definiert

man {Ur natlrliche Zahlen n und 1 das Polynom g

ni
als Funktion auf }pélj durch g _.(x) = gn(XZi) , SO
impliziert dies, daR die Folge (gﬁi>n€N auf {O,l} gleich-
mikig die Funktion X > Xi .approximiert. Da flr alle
8, die konstanten'Koéffizienten verschwindén, folgt, daB®

fir die B “die Koeffizienten aller Terme vom Grade

J < 2i verschwinden milssen. Insbesondere folgt flir jede
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natlirliche Zahl ¥ und -ibi 27 ¢ Die Polynome B4

liegen alle in Pk+1 und approximieren gleichmaﬁgg die
Funktion x ———>x . Man definiere fiir jede natiirliche

Zahl n nun ein Polynom‘ f aus D - durch .

n k+1
’ HKFL '
c o=l m 3 - .
F 00 = ilok sl (0 o1 2% ( xel0,1])

Man erkennt nun, daf die Folge (fn) gleichmdfig das

Polynom f auf 20,1} approximiert. Infolgedessen ist

Pk+1 dicht in 'Pk und somit die erste Behauptung des

Satzes bewiesen. Die zweite Behauptung zu verifizieren ist

trivial.

(3.3) Definition: Fiir einen K-Vektorraum E sei. E*

der Raum aller K-linearen Funktionale auf E . Ein Unterraum

‘M von E* heife total, wenn aus den Relationen x e E

und <x,m> = O filir alle m aus M folgt: x = o

(Aquivalent zur Totalit#t des Raumes M ist die Separiert-

heit der von M auf E induzierten schwachen Topologie
G (E,M) L) L
Auf Po'x PO werde ein bilineares Funktional b(.,.)

definiert durch™

| b(f,g) = S fGOgtOax  ( (fe) £ P x E ) |
Dann ist die Abbiidung I?PO ' >Pi definiert durch
i(g) = b(.,g) (g e PO ) , Wie man sich sofort Uberlegt,
eine Einbettung von PO in Pi , die die félgenden Eigen-
schaften besitzt: |
a) Sie ist linear und injektiv.
b) Jeder bezliglich der'SupremumsnOfm auf {O,l@ dichte Unter-

S raum I von PO wird auf einen totalen Unterraum von

p¥ abgebildet; denn ist f aus P_ , sc auch T
o o
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( Hierbei seil f =T , falls K der Korper der rellen
Zahlen ist. Falls K der Kbrper der komplexen Zahlen ist,
sei T die zu f konjuglert komplexe Funktion.) Dann

aber gibt es eine Folge -(hn) éﬁs ‘F, die gleichmiPig

gegen K konvergiert. Daraus folgt aber, daR

P _ 1, '
| b(f,hn) = é ﬁ(x)hn(x)dx
gegen ‘
b(£,F) = sY |r(x)|%ax
O .

konvergiert. Nun gilt b(f,f) = O genau dann, wenn
f =o0 gilt. Aus f ¢ Po und b{f,h) = 0 fir alle

h aus F folgt somit wegen der Dichte von F in Pos

_déﬁ f = o gelten muR, daB also I(F) 'totai/ist.
Es werden also die Riume P, durch die Abbildung I auf
totale Unterriume Pi = I(Pk) von Do abgebildet. Wegen

der Injektivitdt von I gilt:
1 1 J -
| Pra & Pl und ;:E Py = {o}
Das Ergebnis dieser Betrachtung kann zu folgendem Korollar

zusammengefaRt werden:

(3.4) Korollar:"Es existiert eine Folge (Pi) totaler Unter-

7

ridume von Po ~derart, daR gilt:

a) P! . P

k+1l = "k
b) A Pl = {0}
k=1
. . . . . 5
Ist nun E ein beliebiger X-Velktorraum mit dlmiE = f‘o,
: . e \ . . . .
‘80 exlistiert wegen dle PO = $o ein K-Isomorphismus
. . _ .

Is:E > PO . Die adjunglerte Abbildung

} J - .
(IS)*:PEY SET ist dann ebenfalls ein Isomorphismus.

Durch (Is)* werden totale Unterriume aufl totale Unter-
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y ) - : oS - B! . . e . >. e
riume abgebildet. Da (Is)T bijektiv ist, erhdlt man,

wenn man E& = (Is)%(Pi) setzt ( k = 0,1,0.. )
- . ; , . - N . (A3
- (3.5) Korollar: Zu jedem K-Vektorraum ‘E mit dim, £ =

existiert eine Folge (E&)' totaler Unterriwne von E

mit den folgenden EBigenschaften:
! N T ( k =. . .
a) Bret = P (=01, )
P ] -
1_?), k=1 E . {o}

1 Kk
Dieses Efgebnis'soll nun auf unendlichdimensionale K- Vek-

torrdume beliebiger Dimension Ubertragen werden:

(%3.6) Satz: Sei E ein beliebiger K-Vektorraum mit

. \ . L. . .
dlmK E > é‘o . Dann existiert eine Folge (h&) ‘totaler

Unterréume.von' E*, so daB die folgenden Bedingungen er-

fillt singd: .

a) B! ¢ E

' B
re1 € F ( k = 0,1,... )
: b) A EL = o)
k=1 :
. NN . ’ i o ' ) . .
Bevweis: Flr den Fall dlm‘K E = éo - stimmt die Aussage

(3.6) mit der von (3.5) lberein. Es genlgt also, den

K
von E . Dann ist Cz B = dim, E . Ferner sei (B.).
K J'ded

eine Partition dieser Basis in abzihlbare Teilmengen, die

Fall dim, E Z\<§O zu betrachten. Sei B eine Basis

-

nach (3.1) existiert. Es sei flr jeden Index J aus J

stets Ej der von Bj in E aufgespannte Unterraum.

K

als_ direkte Summe der Ej darstellen:

P . \ . .
Es gilt dim Ej = é‘o . Dann 18/t sich E wilie folgt

N ‘ R ) E_: @ I‘:- o-
. | jeJ !
1 ) [ &) 'rs"_‘: - BIBR DR n _. DB
Nach (3.;) existiert fix FJ eine TFolge <LJ5n)nEN
*

totaler Unterriume von Ej

, die den Bedingungen (a) und




(b) ‘von (3.5) geniligt

Nach bekannten Sitzen aus der linearen Algebra 148% sich

der Dualraum E*« von E als direktes.Produkt der Dual-
¥ 3 -
- rdume Ej von Ej darstellen:
¥ - §. gl
jed
Fir k = 0,1,.... definiere man nun Unterriume E& von
E* ~durch:
E' = @1 | E!
k jed J,sK o
Da nach Wahl der Riume Ej " jeder dieser REume total
3 . .
. S . S .
in Ej ist, folgt, dab E& fir k = 0,1,... total in
E* sein muR. Aus der Konstruktion der Riume E& folgt
nun_unmittelbaf, daR flir k = 0,1,... gelten mup:
A\ ~ Al
ket & By .
Ferner folgt aus fgi E! = {0} flr jeden Index J aus

k=1 Ik
J nach Konstruktion der Riume Eﬁ

Aufgrund diesesuSatzes ist nun jedem unendlichdimensionalen

K-Vektorraum E eine Folge' (Eﬂ) totaler Unterriume

von E)|< so zugeordnet, dak die Bedingungen (a) und (b)
in (3.6) erflillt sind. .. -.
Jeder der Dualitidten (E,E&) ( k= 0,1,... ) entspricht

nun in eindeutiger Weise eine schwache Topologie

dy = O(E,E;) ; die wegen der Totalitdt von E!  in g¥

¥

k

separiert ist. Fir natiirliche Zahlen k und k° mit

k « k¥ gilt Ei, ¢ E; . hufgrund der Eigenschaft einer
- { < .

schwachen Topologie, Initialtopologie zu sein, folgt
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die Stetighkeilt der Abbildung idy, (B0, ) £,
doa Fas
Damit ist el induktives System ((E,Gk), idF) "definiert.
DiesTs System ist abzihlbar. ) e
. Sei run (E,tp) = ind(LV)(E,0 )
Nach jder Bemerkung in (1.9) ist (E,t,) ein separierter

t
Limesvektorraum ( Marinescu-Raum ), von dem nun gezeigt

1 . o : o .
werden soll, dak sowcochl w'T als auch Yt die indiskre-

E E

tezTopologie'auf E sind.
Flir jede natirliche Zahl k ist die Abbildung
. . ] . ? . ’ O
ldE'(L’Gk> —>(E ,w TE) ‘
stetig. Da die Vektorraumtopologien O schwache Topologien

~>(E,ol ) ‘.
i
|
|

sind, folgt ﬁach (2.15 , dal auch I eine schwache

E

Topolégie und somit lokalkonvex sein muf. Hieraus folgt

‘nach (1;9) , dah 0° = ¢OTE gelten mupk . Es bleibt

B0

also zu Zeigen, dak wor die indiskrete Topologie auf E

E
ist. Hierbel werde beriicksichtigt, daR nach soeben durchge-
fihrtem Schlub wOTF eine schwache Topologie ist.

Um die Behauptung zu beweisen, genligt es zu zeigen, dah

’ S

das Nuilfunktional o das einzige bezliglich wOTE stetige,
lineare Funktiénél ist )

Wegen der Stetigkeit von .idE:(E”0;> -—————>(E,¢OTE)

fir jede natiirliche Zanl k  ( siehe . (1.9) ) folgt

wegen Ei = (E,ok)' fir jedes stefige,lineare

Funktional e’ aﬁs (E,wOTE)‘ auch e'e E&

Also gilt e'e /ﬁ\ Ei = {o} und folglich e' = 0

k=1 :
Aus den soeben angestellten Betrachtungen ergibt sich dann

das folgende Ergebnis:

(3.7) Satz: Sei FE ein unendlichdimensionaler K-Vektorraurm.
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™

Dann existiert auf I eine separierte, mit der Linear-

struktur von E kompstible Limitierung T

0 derart, dab

die nichstgrdhere mit der Vektorraumstruktur von E vertrig-

liche Topologie von L ‘die indiskrete Topologie ist.

I, Gegenbeispiel zu einem Satz von FiScher;

Im Folgenden sei E ein unendlichdimensionaler K-Vektorraunm.
T
E,
tionsverfahren gewonnene separierte Vektorraumlimitierung
auf E . Betrachtet man E nur mit der additiven Struktur

als einziger algebraischer Struktur, so ist (E,TF) eine

limitierte Gruppe . Es soll nun bewiesen werden:

(4.1) Satz: (E,wTE) ist keine topologische Gruppe, da
die Addition nicht bezlglich Wip

Beweis: Hierzu wird das folgende Lemma benttigt:

stetig ist,

(4.2) Lemma: Sei (E,1) ein Limesvektorraum. Die Addition

auf E seil bezliglich wt stetig. Dann ist die abgeschlossene

sei eine nach dem im Abschnitt 3 angegebenen Konstruk-

Hille F~  eines Unterraumes Fvon E Dbezlglich der

Topologie wt wieder ein Unterraum von E.

Beweis: Sei A aus K . x sei aus F . Fir x =0
folgt Aex e Foc F . Fir » £ O ,ist die Homothetie

sz X > Aex auf Grund der Stetigkeit der Skalar-
multiplikation ein Homdomorphismus Dbezliglich 1 . Nach
(1.6) folgt, daB jx auch beiﬂglich WT ein Homdomor-
phismus von E auf sich selbst sein muB. Da F ein
liﬁearer Raumn isf, gilt jA(F) =, Dann folgt wegen der
Homéomorphieeigenschaft von jk :

a
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| }\“‘F - J>\(I' ) »: J}\(J_!) =he [t .
Demnach gilt fir x aus F~ stets AeX o€ P
Insbésondere ist dile Abbildung J 1t y|“__jl> -x  ( x e E)

- beziglich wt stetig . Interpretiert man nun E als abel-.
\ . .
AschelGruppe so ist  (E,wt) nach der Voraussetzung Uber
_dJe btetlgkelt der Addition bezliglich wt .eine topologi-

sche,abelsche Gruppe. Da F als linearer Unterraum von

E . eine Untefgruppe ist, ist - wie aus der Theorie der
“topologischen Gruppen bekannt - die abgeschlossenc Hiille
F von | F beziglich wT wieder eine'Untergruppe von

E. Fir Fx .und y ausv F gilt also stets X + Yy € F
‘Aus dleoen Betrachtungen folgt aber, daﬁ F  ein linearer
Unterraum von E ist. |

Es werde ﬁun (4.1) Dbpewiesen. Hierzu werde gngeﬁommen, dak
‘die Addition auf’ E Dbezliglich wTE i

Annahme zu einem W1de“°pruch geflihrt. Da (E,T

stetig sei,und diese

E> separiert

.ist, genligt WwT ( siehe (1.5) ) dem ersten Trennungs-

E

axiom. Da die Addition auf E mit 'wTE nach Veoraussetzung

kompatibel séi@*sollte, folgt aus der Bewelsflhrung zu
(4.2) ,bdaﬁ (E, wTE) eine topologisché Gruppe ist. UNach
bekannten Sat/eq aus der Theorie der topologischen Qrupoen
ist dann aber (E,wTE) separiert.

Sei nun k eine beliebige natiirliche Zahl. Nach der

Konstruktion von im Abschnitt 3 und néch (1.6)

T
E

sowie . (1.9) ist idg: (E,0,) -~-——>(E,@fE) stetig

Da jede topologische Gruppe reguldr ist, kann mapn pun -eine

SRR DIGPIRTUVERTITS SR LIS SR IS 3 P SR : U AP UEEL PPN s s e PR
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"Hiille F_ von F beziiglich ot

R et e it * ey & Temrd A AR E AT ot A bR e Ly DA S ST P s

Wty ~ Nullumgebung U widhlen, so daR die abgeschlossene

~
5
]

Hille U von U bveziliglich Wt die Bedingung U #

—
I
2

erfiillt. Dann ist U auch Nullumgebung bezlglich jedér

i ¢+ WO Kk eine beliebige natirliche Zahl

sei. Demnach muplk U einen Unterraum F von endlicher

Kodimension enthalten. Nach (4.2) ist die abgeschlossene

I ein echter linearer

Unterraum von E . Wiederum wegen der Stetigkeit von

idE:(E,ok) - >(E,wIF) fir jede natiirliche Zahl k

folgt;fdaﬁ F~  auch bezliglich jeder der Topologien 0y
abgeschlossen ist. Dann ist fiur k zus N der Quotien-

tenraum -(E/Ff,(ck)Q) ‘ein endlichdimensionaler, séeparierter

_tOpolbgiSchef" Vektorraum . - - Da nach dem Satz von

Tychonoff auf - E/F  aber nur eine separierte, kompatible

Topologie Anat» existieren kann, folgt fir jedes k ,
dah (ok)Q = Anat gllt. Bezcichnet man deﬁ natirlichen
Homomorphismus E —— >E/F - mit v , so folgt fir jede

natiirliche Zahl k die Stetigkeit der Abbildung
)

Y ein topologischer Vektorraum ist, folgt

vi(E,0,) >(E/F, A

_ nat
Da (E/F s Mo
nach der Charakterisierung des induktiven Limes in (1.9)

die Stetigkeit der Abbildung

>(E/F L0 )

U:<E,‘wOTE) = &(ind(Lv)(E,ok')) —

N

Wegen der Endlichdimensionalitidt von E/F—v-und wegen

E/F £ {o} folgt, dap mindestens ein nichtverschwindendes
(SR ] 3

stetiges, lineares Funktional v aufl (E/F ’Anwt
. Ll
Da w surjektiv und stetig ist, ist dann aber f'vu ein

nichtverschwindendes, stetiges, lineares Funktional

) existiert.
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auf ind(LV)(E,ck) . Da dieser Raum aber, wie im Abschnitt
. N v - .

3 gezeigt worden war, keine stetigen linearen Furiktionale,
‘die nicht identisch Null sind, besitzt, ergibt sich der
gewlinschte VWiderspruch.

Berlcksichtigt man, daf flr jeden endlichdimensionalen,
separierten Limesvektorraum (E,t) die Limitierung +t schon
eine Topologie ist, d.h., dakh wt = 7 gilt ( siehe |8 ] ),

so erhdlt man zusammen mit (4.1) die folgende Charakteri-

sierung von endlichdimensionalen Vektorridumen iliber K :

(U.3) Der K-Vektorraum . E ist genau dann endlichdimensional,

wenn fiir jede separierte, kompatible Limitierung = auf

E der Raum (E,wt) ein topologischer Vektorraum ist.

Mit (3.7) erhdlt man:

(4.4) Der K-Vektorraum E ist genau dann endlichdimensional

3

wenn fir jede separierte, kompatible Limitierung 1. auf E

die Topologien w°t  und WOT separiert éind.

5. Lokalkompakte Limesvekbtorriume.

Sei E eine Menge, E # © . B. seil eine Filterbasis in E ;
Dann Werdq der von B erzeugte Filter mit fB] bezeichnet;
Seien E und F nichtleere Mengen, f:E — > F eine
Abbilduhg; ©® ein Filter auf. E . Dann sei der Bildfilter
£(0) ‘von © unter f éuf P definiert durch:

£e) = [{ry | T e 0} .
Lokalkompalkte ,topologische Riume lassen sich durch ihre

Algebren stetiger, reellwertiger Funktionen wie folgt R N
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charakterisieren: Ein topologischer Raum (E,n) ist
genau dann lcokalkompakt, wenn die R-Algebra C((E,r),R)

rallepr stetigen Funktionen auf (E,A) . mit Werten in R

eine |grobste Topologie Moo besitzt, so dap die Evaluations-

~2bbildung w:(c<<E’A)’H)’Aco)’<(EPA) —_— S R

stétié ist. Diese Topologie ist die Topologie der gleich-

i

.

méﬁigen Konvergenz. auf kompakten Teilmengen von (E,A)
Ein%Limesraum fE,T ) heiRe kompakt ( siehe Fischer [3] ),
wenﬁ jeder‘Ultrafilter auf E bezliglich 1 konvergiert‘
Eine Teiﬁmenge M eines iimesraums (E, 1) " heiﬁe kompakt ,
.wenn. M' ‘versehen mit der Reléti&limitierung_ ﬁﬁ bezugf
lich ¢ kompakt ist.

Bei Uﬁtersuchungen Ubef die stetige Konvergenz auf den Al-
gebren stetiger reellwertiger Funktionen, die auf Limesriumen
definiertvsiﬁd ( siehe Bingz [jl ) entdeckte Schroder,
daB es auch Limesriume gebén-kann, die keine ﬁopologischen

. Rdume sind,_so daf die stetige Kcnvergenz auf,def Algebra.
der stetigen, reellwertigen Funktionen dieser Limesriume

eiﬂe Topologie ist. Dies veranlafte Schroder zur Definition
des lokalkompakten Limesfaumes, die nun angegeben werde:

(5.1) Definition: Ein Limesraum (E, ©) heife lokalkompakt

2

wenn jeder in E, v konvergente Filter-eine_kompakte Menge:
enthilt, |

Wie man sofort erkennt, stimmt diese Definiﬁion im Falle
eines topologischen Raumes mit der ublichen_Definitionieines
lokalkompakten,topologischen Raumes ubereih.

In der Kategorie der Limesrﬁume lassen, sich nun  die foigenden

beiden Sitze beweisen, dic in der Kategorie der topologischen
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Riume nicht gelten:

(5.2) Satz: Sei ((Ei’Tﬁ))jgt ( I eine nichtleere Index-

.menge ) eine Familie von lokalkompakten Liffesriumen. E  sei

¢ e

eine Menge mit E # ¢ . Ferner sei zu jedem Index 1

aus (I eine Abbildung fi:E:.L ———> B pegeben, so daR

giltﬁ‘ L fi(Ei) = E . Die VFinallimitierung,
: iel _ '
die von den Limesréumen_,(Ei,Ti) und den Abbildungen fi

auf E induziert wird, werde mit < bezeichnet.

Behauptung: (E,t) ist lokalkompakt.

Beweis:  Sei y aus E . Ein Filter o auf E konverglert
|
. bezliglich 1 gegen y ( siehe Fischer [3] ),

wenn es Indizes i

1,...,irl aus 1 , Elemente X aus
. Tk
E. ( wo k =1,...,n ) und Filter o aus T, (x:')
Tk - . Tk 'k Yk
derart gibt, daf gilt: ‘
‘ . | n
f. (x. ) =y und /M £ (e, ) £ 0
Tk ko k=1 'k "k :
T ist charakterisiert als die feinste Limitierung auf

E mit der Eigenschaft, daf die Abbildungen f. ,wo i aus

Ti
I beliebig seil, stetig sind.

- Daijeder Raum (Ei,ri)‘ lokalkompakt ist, gibt es kompakte

Teilmengen 'Ki von (Ei ,T: ) mit Ki‘ € ®j
e x Tk k s
Nun ist

n

N £ (e, ) = {TU .. uT | T
k=1 lk 1 1 n

Wegen der Stetigkelt der Abbildungen fi sind die Mengen

K € fi (@i )} ¢ o0

fi (Ki )  kompakte Teilmengen von (E,t) . Da die Vereini-
k Kk v '
gung von endlich vielen kompalkten Mengen wileder kompakt
n
ist, ist U fi (Ki ) eine kompakte Teilmenge von (E,t)
k=1 K ko '

3
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die im Filtecr ©6 enthalten ist. Da O ein beliebiger
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konvergenter Filter aus (E,r) war, folgt, daR .{E,1)

.lokalkompakt sein mul.

Betrachtet man induktive Systeme lokalkompakter Limesriume
( definiert nach (1.9) ), so ergibt sich hieraus unmittelbar:

(5.3) Korollar: Der induktive Limes von lokalkompakten

1
Limesrdumen igt lokalkompakt.

Weiter erh8lt man allgemein:

(5.4) Satz: Jeder lokalkompakte Limesraum 188t sich als in-

duktiver Limes seiner kompakten Teilmengen, versehen mit der

Relativlimitierung, darstellen.

Beweis: Sei (E,t) ein lokalkompakter Limesraum. Definiere:

K = { K | K¢ E , K kompakte Teilmenge von (E,t) ¥ .
Da die endliche Vereinigung von kompakten Mengen wiederum
kompakt ist und da jeder Punkt des Limesraumes (E,t) kom-

pakt ist, foigt, dap K ein bezliglich der Inklusion gerich-

tetes Uberdeckungssystem von E 1ist. Folglich karn man

K zusammen mit den in natilrlicher Weise gegebenen Inklusions-

abbildungen als.ein induktives System kompakter Limesriume

betrachten. Der mengentheoretische induktive Limes dieses

Systems ist E . Flr K aus K sel 1 die von 1 auf
K  induzierte Relativliimitierung; jFZ(K,TK) > (B, T)

'sel die Einbettungsabbildung. Bezeichnet man die Limitierung

aufr E , die durch das induktive System als Limitierung
des induktiven Limes definiert ist, mit 1', so folgt
unmittelbar die Stetigkeit der Abbildung

idEZ(E,T') v—f~——_> (E,1) .

o -~

Sei nun x aus B . 0 sel aus 1t(x) . Da (E,1)



lokalkompakt war, gibt es eine kompakte Menge K- in (E,v)
die -x : entba;t und die in 0 enthalteﬁ ist. Es.sel @K
die Spur ven 0 auf K . Nach Definition der Relativlimi-
tierung konvefgjert Qk. in (K;TK)- gegen X . Dg"(K,TK)
ein Element des betrachteten induktiven Systems iét, folgt

nach Definition des induktiven Limes, daB der Filter

- -

jK(GK) = LOKj-» © in (E,t') gegen x konyergiert.

Da pe aué E und 0 aué ,T(x)' belieblg waren, ist damit

die Stetigkeit von idEZ(E,T) ——> (E,t') Dbewiesen.

Zusammen mit dem zu Beginn Gezeigten folgt nun T = TV .
Sei nun (E,r) ein beliebiger Limesvektorraum iber

dem Korper K . Ferner sel F ein endlichdimensionaler

Unterraum von E . Tp

von 1 auf F induziert wird. Wie =us [8j} hervorgeht,

sel die Relativliimitierung, die

hen Topologie. Zusammen mit den Inklusionsabbildungen

C ) ) ! 5
erhdlt man so ein induktives System von lokalkonvexen,
topoclogischen Vektorrdumen, dessen induktiver Limes in der

Kategorie der Limesvektorriume (E,TO) ist, wobei 1

die durch das induktive System aufl E erzeugle Vektorraumlinmi-

ist Tp stets gféber als die natiirliche Topologig Anat s
die = F als endlichdimensionaler Vektorraum trigt. Folglich
‘ist die Einbettungsabbildung jF:(F,Anat) ———> (B, T)
stetig, - |

Sei nun F das  System aller endlichdimensionalen Unterrdume
Vén E . Zusamﬁeﬁ mit den Inklusionsabbildungen ist dieses
System ein induktives System von Vektorriumen, dessen induk-
tiver Limes in der Kategorie der K-Vektorridume E ist.

Man versehe nun jeden Vektorraum F aus F mit der natirli-



- 28 -

tierung ist. (E,TO) besitzt die {olgende charakteristische
‘Eigehschaft : : B
‘Fﬁr-neden Limesvektorraum (E',1')  und fﬁ?*jede lineare
Abbi\Ldung CPE e B! ist f_:(E,i-(')) M_>(E,,'T,)
stetig. Das bedeutet: To ist die,feinsté Vektorraumlimitie-
. - T e
rubg; die E tragen kann. ( Als induktiver Limes von lokal-
kohvexen,»topologiscben Vektorrdumen ist (E,TO) ein Mari-
neécu-Raum.) Da es nun gleichgliltig ist, ob der induktive
Limes in der Kategorie der Limesriume oder in der Kategorie

der'Limgsvektorréume berechnet wird ( siehe (1.9) ) und
! .

a

da jedef endlichdimensionale Vektorraum,versehen mit der
natiirlichen Topologie,lokalkompakt ist, folgt nach (5.3) ,
dafh '(E,TO) lokalkompakt sein muf. Man erhdlt also:

(5.5) Satz: Sei E ein beliebiger K-Vektorraum. v

0

sei die feinste Vektorraumlimitierung, die E Dbesitzt.

Dann igg_‘(E,Té) 1oka1kompakt.

Bemerkung: Die hier betrachtete feinste Limitierung eines
Vektorraumes tritt, wenn auch urbenannt, in Arbeiten von.
F;E.Browder et~al. bel der Definition von endlichstetigen
Operatoren auf. Die endlichstetigen Operatoren sind in
reflexiven Banach-Riumen definiérte Operatoren, die étetig
‘sind, wenn man den Definitionsbereich mit der von der
feinsten Vektorraumlimitierung induzierten Konvergenzstruktur‘
und den Bildbereich mit der von der schwachen Topologie
induzierten Topologie versieht.

(5.6) Bemerkung: Man kdnnte nun vermuten, dab die Limitie-

rung To die einzige separierte Vektorraumlimitierung

auf einem unendlichdimensionalen Vektorraum ist, mit der
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der Vektorraum lokallkempakt ist. Ein hier nur angedeutetes
Beispiel zgigt, daP es noch weitere lokalkompakte Vektorraum-
limitierungen auf unendlichdimensionalen Vektorriumen gibt:

Sei (B,

<] ) ein unendlichdimensionaler, reflexiver

.Banach-Raum. Fir jede natirliche Zahl n sei S(o,n]

|

die abgeschlossene Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius n .

i -

o sel die schwache Topologie von £ bezliglich '(E,]o

Dai (E, ) reflexiv ist, ist v(S(o,nJ, OS(o,n]) ein
kompakter, topologischer Raum. Es ist unmittelbar ersicht-
lich, daf® zusammen mit den in natiirlicher Weise gegebenen
_,. - S 1] 2 &2 ] 1 ]'li Qf N . .
Einbettungsabbildungen d1¢ Familie ( (o\O,nJ, oS(o,nJ> )nEN
ein induktives System kompakter, topolugischer Riume bildet.
Mengentheoretisch ist der induktive Limes dieses Systems der
: . Sei T, = i 1,
Vektplraum E ei (E,1) 1§d(L)(S(p,nJ, OS(o,nJ)
Dann ist nach (5.3) (E,<) ein lokalkompakter Limesraun.

Man rechnet nun'leicht die folgende Hquivalente Definition

der Limitierung -t nach:

Ein Filter o auf’ E konvergiert genau dann beziliglich
T gegen ein Element x aus E , wenn er bezliglich ¢ gegen

X konvergiértfund zusidtzlich eine beschrinkte Menge enthidlt.
Diese Definition wiederum ermdglicht es, ohne Séhwierigkeiten
zu verifizieren, dahk <t eine Vektorraumlimitierung ist.

(E, 1) ist also ein 1okalkompakte:'Limesvéktorraum. Da nach
Konstruktion 1 feiner als die separierte schwache Topolo--
gie o ist, folgt, dah (E, 1) separierf ist.Da ferner
Jeder bezﬁglichbder Norm konvergente Filter auf E auch

in der schwachen Topologie konvergiert und auﬁerdemvstgﬁs
beschrinkte Mengen enthilt, folgt, dap T  griber als die

Normtopologie sein muR. Da E  nach Voraussetzung unendlich-
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dimensional ist, ist dle Normtopologie stets echt gréber’
als die feinste Vektorraumljmitierung.voh. E , da-es be-
zliglich der Normtopologie unstetige 1ineare Funktionale gibt;
beZﬁglich der feinsten Véktorraumlimitierung muf abef nach
deren universeller Charakterisierung jedgs lineare Funktional
auf E stetig Sein. Folglich ist dile Normtopologie und
somit auch T echt gréber als die feinste Vektorraumlimi-

tierung.
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