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Im Fblgenden sei K stets der K5rper der reellen od~r

der ~omPlexen Zahlen. Die Dimension eines Vektorraumes
!

V über K sei definiert durch die Kardinalzahl einer

(Hamel-) Basis von V.

Für zwei Limitierungen Li und auf einer Menge E

genau dann, wenn die identische Abbildunggelte

>(E, L2) stetig ist.

L2 heißt gröber als

heißt feiner

Das erste Ziel dieser Arbeit ist es, a~f jedem unendlich-

dimensionalen K-Vektorraum V eine bezüglich > nach
unten gerichtete Familie von lokalkonvexen, separierten

Vektorraumtopologien auf V zu konstruieren, deren Mächtig-

keit abzählbar ist und die zudem die Eigenschaft besitzt,

daß eine Vektorraumtopologie auf V, ob lokalkonvex oder

nicht, di,e gröber als jede TopoJogie der Familie ist, die

indiskrete Topologie auf V sein muß. In anderen Worten:
Zu V wird ein , induktives System lokalkon-
vexer, separierter, topologischer Vektorräume mit den

folgenden Eigenschaften konstruiert:

- (a) Für jedes Element des induktiven Systems ist der

unterliegende Vektorraum mit V identisch.

(b) Die Mächtigkeit des induktiven Systems ist a.bzählbar.

(c) Der induktive Limes dieses Systems in der Kategorie
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der topologischen und somit erst recht in der Kate-

gorie der lokalkonvexen, topologischen VektQrräume

ist V versehen mit der indiskreten,,[:oDologie. In

der Kategorie der 'Limesvektorräume hingegen ist' der

induktive Limes dieses Systems separiert.

Ein \'J:eiteresZiel dieser Arbeit ist es; die Richtigkeit

des Satzes von Fischer ([3], p. 294 , Satz 6 ) ,
daß auf jeder Limesgruppe die zur Gruppenlimitierung nächst-

gröbere Topologie mit der Gruppenstruktur verträglich sei,

zu überprüfen. Es waren von Frölicher und Bucher [4] Zwei-
I .fel übet die Richtigkeit des Satzes angedeutet worden. Bucher

wies in [2 J nach, daß der BevJeis von Fischer falsch ist.

Es soll hier nun auch nachgewiesen werden, daß der Satz

selbst falsc~_ist.Dies wird mit Hilfe der oben angedeuteten

Mittel geschehen.

Beachtet man, daß der nach (a)- (c) zu definierende Limes-

vektorraum ein Marinescu-Raum im Sinne von H. Jarchow ([5J;~J)
ist, so erhält man gleichzeitig ein sehr pathologisches Beispiel

fU~ eine Marinescu~Limitierung auf einem beliebigen unendlich-
.

(dimensionalen Vektorraum.

Es war vom Verf. in einer früheren Note [S] gezeigt worden,

daß die endlichdimensionalen Vektorräume die Eigenschaft

besitzen, n~r eine separierte Vektorraumlimitierung zuzulassen,

nämlich die-natürliche Topologie. In diesem Zusammenhang er-

konnt man, daß diese Eigenschaft für endlichdimensionale

K-Vektorräume charak'teristisch ist. FUr separierte, topolo-
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gische Vektorräume charakterisiert die Lokalkompaktheit
des Vektorraumes auch dessen endliche Dimension~ d.h., die

, .. ' ...•...•.

endlichdi;;~c:nsionalen,separierten topologi ~,khen Vektorräume
stimI~en genau rnit den lokalkompakten , separierten, tüpo-
lOgi~Chen Vektorrii.umen überein. Nun ist der Begriff der

\

Lokal\kompakthei t im Zusammenhang mit Untersuchungen über
Algebren stetiger, reellwertiger Funktionen auf Limesräumen
von F.T.M.Schroder für Limesräume verallgemeinert worden.
In diesem Zusammenha~g ist es von Interesse zu wissen,
ob das Analogon des soeben zitierten Charakterisierungs-
satzes Jndlichdimensionaler, separierter, topologischer
Vektorräume auch für separierte Limesvektorräume oder
wenigstens für Marinescu-Räume gilt. Wiederum wird anhand
einer speziellen Marinescu-Limitierung gezeigt werden,
daß auf jedem unendlichdimensionalen Vektorraum V eine
Limitierung T derart existier't, daß (V,T) ein
separierter, lokalkompakter Marinescu-Raum ist. Das
bedeutet, daß diese Charakterisierung endlichdi::l,~nsionaler
Vektorräume kaum zu verallgemeinernCist.

1. Begriffe.
Im Folgenden seien:
(1.1) L die Kategorie der Limesräume mit den stetigen Ab-
bildungen als Morphismen.
(1. 2) T die Kategorie der topologischen Räume mit den
stetigen Abbildungen als Morphismen.
Bemerkung: T ist aufgrund der Axiomatik der Limesräume
eine voJ.le Unterkategorie von L



(:1..3) Es sel LV

über dem K6rper K
die Kategorie der Limesvektorräume

• "' .••• .l(

(:1..4) TV sel die Kategorie der topologischen Vektorrfiu-
me über K.
(:1..5) KV sei die Kategorie der lolcalkonvexen, topQ.lo;:-.-=-
gischen Vektorräume über K.
In diesen Kategorien seien jeweils die stetigen, linearen
Abbildungen die Morphismen.
Bemerkung: TV und KV sind volle Unterkategorien von LV

•.

Von Fischer (31 wurden die Begriffe der nächstgr6beren
Topologie für eine Limitierung und der nächstgr6beren
lokalkovexen Topologie für eine Vektorraumlimitierung
eingeführt:
(1.6) Sei (E,T) eln Limesraum. Dann gibt es elne eindeu-
tig bestimmte Topologie WT auf E derart, daß für
jeden topologischen Raum (F,I\) und jede stetige Abbild~~g

--->(1",1\) das folgende Diagramm in L
idE

(E,T) -------->(E, WT"-------~ I f
f (----. \'

------~( F , 1\ )

kommutiert:

WT wird die zu T nächstgr6bere Topologie gena~nt. Ist
f: (E,T) ----> CF,T ' ) ein r.10rphismusaus L , so ist
f: (E, WT) -------->(F, WT') aus T . Man kann demnach
die Operation W die jeder Limitierung die nächstgr6bere
Topologie zuordnet, als elnen Funktor
interpretieren, der definiert ist durch

w "CE , T ) = CE, (ll T )

w:L ->T

\.



fUr jeden Limesraum (E,T) und
W( f : CE, T) --- > (P , T'» = f: CE, iJH) ~>'(F, iJH I )

fUr jeden Morphismus' f:(E,T) --- ..>(F,T') aus L

Bemerkunß: Fischer [3] hat bewiesen, daß T genau dann
dem ersten rr:c(mnunG~)a.xiomgenügt, wenn die Topologie ~T_ .,...=4em
ersten Trennungsaxiom genUgt.
(1.7) Sei (E,T) e1n Limesvektorraum. Dann gibt es eine
(eindeutig bestimmte) lokalkonvexe Topologie 1);0 Tauf

kommutiert:

E dergestalt, daß fUr jeden lokalkonvexen, topologischen
Vektorraum (F,A) und fUr jede stetige,lineare Abbildung
f: (E, T) -->CF, A) das. folgende Diagramm 1n LV

idE
(E,T) -----">(E, 1);0 T)

f~ Ir
~ (F;1\)

Sind (E, ~ und(F, Tl) zwei Limesvektorräume und ist
f: (E, T) -- >CF, Tl) linear und stetig, so ist auch die
Abbildung f: (E, ~?T) -- >(F5,1);0 T') linear und stetig. Dies
gibt Anlaß zur Definition eines Funktors

"", ,,,o. LV > KV'I' .• (

der definiert ist durch:

fUr jeden Limesvektorraum (E~) und
1);0 Cf: (E,T) -- >CF, T'» = f: (E, 1);0 T) ~ (F, ~?T' )

fUr jeden Morphismus f: (E,T ) -- >CF, T') aus LV

(1.8) Man kann nun noch zusätzlich den Funktor der nächstgrö-
beren Vektorraumtopoloiie
einfUhren:

lS'J auf LV mit Bild in TV

FUr einen Limesvektorraum (E~) sei ~[die (eindeutig



bestimmte) lineare
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d.h.: mit der Linearstruktur von E

verträgliche) Topologie auf E , so daß für jede~~~opolo-

gischen Vektorraum (F,!\.) und jede stetige, lineare Abbildung

f:(E,T) das folgende Diagramm in LV kommu-

tiert:

Die Topologie WOT wird Wle folgt konstruiert:

Sei n = { A /\ lineare Topologie auf E ,so daß

--? (E,II. ) stetig} .

Es gilt stets n # 0 , denn wie man sofort sieht, ist die

indiskrete Topologie stets in n enthalten. Man bilde nun

das topologische Produkt

--- i> J1 (E,/\) , die durch
l\.En

x
A

= x für x aus E definiert

DiagonaJabbildung !l:E
mit

TI (E,l\.)
1\ c n

und betrachte die

ist. oW T definiere man nun als die von der linearen und

injektiven Abbildung !l und dem Produkt J1 (E,A.) auf
. l\.~

E induzierte ~hitialtqpologie, die linear ist, und rechnet

nach:

i) oW T c n
ii) Für !\. aus n ist --->(E,I,,) stetig.

iii) Wenn für einen topologischen Vektorraum (F, 11.') die

lineare Abbildung ----->(F, A') stetig ist und

wenn die (lineare) Initialtopologie der Abbildung

f:E --->(1", A') ist, so folg~ aus der Charakterisierung

einer Irütialtopologie die Stetigkeit von ic1E:(E,T) --->(E,Af) t
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und mithin

stetig, und- ma:n erhält die Stetigkeit von """.'''.t' J

---> (F,A) .

Sind nun (E,T) und (li,T') zwei LimesvektorrEiume und ist

f:(E,1) -->(F,T') sowohl stetig als auch linear, so ist

auch f:(E,wOT) --->(11';woT') stetig und linear. Das gibt

Anlaß zur Definition des"11'unktors der nächstgröberen linearen

Topologie °w :LV ---------> TV, der bestimmt wird durch:

WO(E,T} = (E,WOT)

für jeden Limesvektorraum (E,T) und

wO(f:(E,T) -->(11',T'» = f:(E,woT) ---->(11',woT')

für jeden Morphismus f:(E,T) -->(11',T') aus LV

Bemerkungen: Die Einschränkungen der sOeben eingeführten Funk-

toren auf die Bildkategorien, die ja volle Unterkategorien

der Definitionsbereiche der 11'unktorensind, ~rgibt stets

den identischen 11'unktorder Bildkategorie. Das bedeutet:

Für jeden topologischen Raum (E~A) gilt stets:

w(E,A) = (E,A) .
Analog ergibt d~F' 11'unktor w angewendet auf eine stetig2

Abbildung eines topologisdhen Raumes in einen anderen topolo-

.gischen Raum wieder dieselbe Abbildung mit derselben Quelle

und demselben Ziel. Dasselbe gilt für den 11'unktor °w
angewandt auf topologische VektorrHume und stetige, lineare

Abbildungen zwischen topologischen Vektorräumen sowie für den

11'unktor ~o angewandt auf lokalkonvexe, topologische Vektor-

räume und stetige, lineare Abbildungen zwischen Räumen
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dieser Kategorie. Es werde noch erwähnt - was aus (1.7)
........•.•

und (1.8) un~ittelbar ersichtlich ist - , daß für jeden

Limesvektorraum (E,T) stets o 00)1jJT ,=' 1jJ(w T gil~ und
o--->(E,ljJ T) stetig ist.

(1.9) Induktive Limites:

Ei~ induktives System voti Limesräumen werde wie folgt

definiert: Sei I ein bezüglich einer Ordnung nach oben

gerichtetes Inde~system. (E.). I sei ein entsprechend der
1 1 E

Ordnung von I gerichtetes Mengensystem, d.h. , für i1
und i2 aus I mit 11 < i2 sei j. . :E. >E.- 1112 11 12
die Inklusionsabbildung. Für jeden Index 1 aus I

sei T.
1

eine Limitierung auf E.
1

derart, daß für

die Abbildung j .. :(E. ,T. ) --->(E. ,T.) stetig ist.1112 11 11 12 12
Ferner sei E = l) E. der mengentheoretische induktive

. I 11E ,
Limes des vorgegebenen induktiven Systems. Für 'jeden Ind~x

i aus I sei j. :E. ------> E
1 1

die Einbettungs-

abbildung. Fischer [3] hat bewiesen, daß G~,auf '-'Eeine ein-
deutig, bestimrnte.LiJil;LtierungT ,,-;gibt die man auch mit

ind T. bezeicUn~t, so daß für jeden Limesraum (F,T')
1I r

und jedes System von stetigen Abbildungen

f.: (E. ,'T.)---->(F,'T') , wo i aus I sei, das für
111

existiert,

kommutiertL

f. = f; 0 j.. genügt, genau
11 12, 1112

f: (E, T) > ( F , T , )

den Bedingungen

eine stetige Abbildung
so daß das folgende Diagramm in

j .
(E. , T.) 1 > (E, d

1 ,-:..1
--_______.. J

f. -___ 'if
1. -- -...-......... ,I.

-~(P' ,)~' , T

(i E: I )
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Fischer hat gezeigt: Wenn die (E. ,1') zusätzlich Limesvektor-
1 1

räume sind, so ist p,u.c11) wenn man E = Li Er" mit der
ie I

in natürliche)' \'!eü,edefinierten VelüorrauM:rtruktur ver-

.Sieh~, (E, i~d Ti) ebenfalls ein Limesvektorraum. Die
Ex'i-s~enz.von inc1ul-etiven Limi tes in L impliziert also automatis eh

I •die EXlstenz von induktiven Limites .in LV • Ferner ist
I I

. separiert ist. Um einen induktiven
genau dann separ~ert, wenn jeder der Limes-1. )

1

(E.,l.)
1 1

(E, ind
I

vektorräume
Limes in der Kategorie LV zu bilden, braucht man ihn also

(F,A')nun

mit

I. seien ::-ines.reaus

ein induktives ~ystem topologi-
incl(.LV)(E.,l\.) =

1 1

gebildet werden. Sei

L zu berechnen. Im Folgenden werden
LV gebildete induktive Limes eines

( (E. ,1 . ) ,j.. ) aü s L V11'1112
und die induktive Li~itierung des Mengenlimes

nur in der Kategorie
Ider in der Kategorie

induktiven Systems

= (U E. , ind (L V) A.)
. I 1 I 11£ .

ein topologischel' Vektorraum "Für

ind(LV) CE. ,1.)
111

mit ind(LV) 1. bezeichnet.
I 1

Sei nun ((E. , /\ .) , j.. )1 1 1112
scher Vektorräume. Dann kann

und stetige Abb~~dungen f. : (E. , A .) --> (F ) JI. ' )111 gegeben, die
den Bedingungen
genügen. Dann gibt

= f.Dj .. ,wo il~i2 gelte,12 1112
es eine eindeutig bestimmte Abbildung

f: (E,' ind(LV) A.)
I 1

--->(F,A') , so daß das Diagramm

A. )
1

für jeden Index i aus I in LV

ieI
wurde E =

,j E.
1

geset zt.
kommutiert. Hierbei

Die Anwendung des Funktors
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(' iE: I )f.
J.

führt diese, kommutativen, Diagramme 1n kOlnmutettiv(;Diagram--
j. ~
1 0 ."'

( E', :.f\ .) ----> (E , w Cl.nd ( LV) 1\.. ) )
1. 1. I 1

I I'-"~~ I
~'-.....~.. I f"'-...., +

""'(F,/\' )

o
w

me

in der !(atgeorie
nach den Vorausse~zungen gilt.) Nach de~

über. ( Man beachte, daßrv
A'olu A' =und

allgemeinen Definition des induktiven Limes folgt dann
aber, daß (E,wo(ind(LV)A,) ).die Eigenschaften e1nes

I 1

induktiven Limes in der Katego~ie rv besitzt.
Analog zeigt man: Ist «E.,I\.), j .. ) ein induktive3

'. 11 1112
System lokalkonvexer, topologischer Vektorräume, so ist
(E,~o(ind(LV)I\.» der induktive Limes dieses Systems

I 1

in der Kategorie KV der lokalkonvexen,. topologischen
Vektorräume . Ferner gilt in dei...Kategorie der Limes-
vektorräume das folgende Diagramm:

idE(E,ind(LV)/\.) ----->(E,wo(ind(LV)I\,»
I 1 1

.2..Ein Lemma über schwache Topo logien.

(2.1) Lemma: Seien E ein Vektorraum über K, 0 eine
schwache Topologie und eine lineare Topologie auf

Dann ist auch
idE :(E, 0") --- >( E, 1\) stet igis t .

1\ eine schv!ache Topologie auf E . ( Hierbei
werde unter einer schwachen Topologie auf E die InitiRltopo-
logie von E bezüglich eines rI'eilrcl.UlIlSdes Dualraums von
E verstanden. )
Be_v_'H_:d_.S_:Sei (E,a)' = E' der DualraulTIvon (E,a). Es [~j.lt
o = a(E.,E'), 'dobei a(E,E') die von der Dualität (E,E')
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auf E erzeugte ~chwache Topologie bedeute. Um zu zeigen,

daß 1\ eine schvICtcheTopologie. ist, genügt ef5ZU-,beweisen,

daß es zu jeder A-Nullurngebung U Punktionale e1, ... ,e~
,

aus (E,I\)I und 6 > 0 deratt gibt, daß für x aus

E , das den Relationen I<x,el >I < 6 für J. = :1,..:~-rl'-«=-
genügt, stets X E U folgt.

Da jeder topologische Vektorraum regulär ist, kann man zu

U stets eine I\-Nullumgebung V finden, so daß ihre

abgeschlossene Hülle V- (bezüglich 1\ ! ) die Relation
U erfüllt. Wegen Ger Stetigkeit von

idE: (E,o) --> CE,A) ist die 1\- NuJ.lumgebung V auch
elne o-Nullumgebung. Da 0 elne schwache Topologie auf

E ist, gibt es einen Unterraum F von E, der endliche

Kodimension besitzt und für den F-::,V gilt. lnsbeson-
dere liegt dann wegen V C U auch die abgeschlossene

Hülle F ( bezüglich 11. ! ) vsn F in U . Es sei nun
(ElF

nach F
I\Q) der endlichdimensionale Quotientenraum von E

mit der linearen Quotiententopologie I\Q' die
d~rch den natürlichen Homomorphismus. -{ U:(E,I\) --> ElF

induziert wird. Da F abgeschlossen ist, ist I\Q sepa-
riert. Da ElF endlichdimensional ist, stimmt

nach dem Satz von Tychonoff mit der natürlichen Topologie
1\ von ElFnat überein. Ferner ist u(U) Nullumgebung

in (E/F-, I\nat)' denn u(U) umfaßt u(V-), und es ist
u-:1(u(V-» = V-+ Feine Nullumgebung bezüglich 11.

Sei nun diffiK(E/F-) = n . Dann gibt es , da ElF die

natürliche Topologie trägt, n linear unabhängige Funktionale
auf ElF und 8 > 0 derart, daß fUr-jedes
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z aus E!l~ ~ das für i = :1.}•.. ,n den Helationen
l<z,f1 >1 < ~genügt, folgt, daß z E u(V-) gi~ t. P.1an be-

'!'.'f-

trachte nun die stetigen, linearen Funktionale
auf E . Für alle x aus E , die dle Beziehungen
l<x,e1>1 < 6, wo i = :1., ... ,n , erfüllen, folgt nach
Konstruktion der f! , daß u(x) E u(V-) gelten muß.

l

Also ist XE l,)-l(u(V-)) = V + P . Hegen V + F-~~V + V ':=:~ U
folgt also X EU. Damit ist bewiesen, daß A eine schwache
Topologie ist.

3. Induktive Systeme schwacher Topologien~
Im folgenden Abschnitt soll nun das in der Einleitu~g er-
wähnte induktive System lokalkonvexer Topologien, dessen induk-
tiver Limes sowohl inder Kategorie der topologischen Vektor-
räume als auch in der Kategorie der lokalkonvexen, topologi-
sehen Vektorräume die indiskrete Topologie ist)l.;:onstruiel."t
und das gesuchte Gegenbeispiel zum erwähnte~ Satz von Fischer
angegeben werden.
(3.:l)Lemma: Sei B eJ.ne Menge, deren Kardinalzahl größer
als Cz.B > ~\ ) . Dann existiert eine Parti-

0, ------------------

tion (Cj ) jE J (, wo J _e_i_n._e__I_n_d._e_)_:n_1e_n_g.:.,c..sei~ von B
derar~, daß für ;:1.11e j aus J Cz C.

J =
Das bedeutet: Die Men~e

. ~-

paarl,'leisedi~unkten Teilmengen zer~egen, die alle von abzähl-
b a Y' e )~ I'IF:; C 1'1t J' p- L- c> -i t. C l' 'I' d.. l,...•.~ , _Q!\, \"..• ..L ~.:> J. •

Beweis: Man definiere eine Klasse ~ von Mengensystemen
wie folgt:
~ bestehe aus allen Systemen H von Teilmengen von B,
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die folgenden Bedingungen gehorchen:

a) Jede s ElcJ:j::entvon N ist von abzählbarer M~cbtigkeit.

b) Je zwe1 verschiedene Elemente aus N sind disjunkt.

Die Klasse r ist nicht leer, denn nach Voraussetzurig

hält B

ist Cz B > ~~ .• \:lieaus der Flengcnlehre bekannt ist, ent--
o

eine abzählbare Teilmenge B1 . Dann ist aber

. Definiert man nun auf E eine Ordnung

durch die Inklusion der Elemente aus E , so beweist man

leicht, daß E induktiv geordnet ist. Bezüglich dieser

Ordnung existieren nach dem Zo~nschen Lemma maximale Ele-

mente in r . Sei M ein maximales Element.Es werde

angenommen, daß M von der Form M = {B.I J c J }
J

ist, ~o J e1ne Indexmenge sei. Dann muß

Cz (B\ ( U B.» < ~o gelten. Wäre dies nämlich nicht
j cJ J

der Fall, so ließe sich eine abzählbare Teilmenge BI aus

liegen und M umfassen, was ein Widerspruch zurJ

B \.: ( U
j cJ

in E
B. )

J
auswählen. Dann würde das System M v {B I}

Maximslität von M wäre. Folglich muß für jedes maximale

.System { B.
J

J E J } die obigp Relation gelten. Mit

Hilfe eines maximalen Systems wird die gesuchte

Partition konstruiert. Hierzu wähle man einen festen

Index j1

sowie C.
J

Dann ist

leistet.

aus J
:: B .

J

(C. ). JJ Je

und definiere C.Jl
für alle J aus J

eine Partition von

= B. L (B \ ( \~; B . ) )
J. j cJ J

mi t j ~ j 1

B , die das Gewünschte

Im PolGenden sei p
o der Raum aller Polynome,aufgefaßt

als Funktionen auf dem Intervall
:- ILO,lJ ~ mit Koeffizicn-

ten 1n Kund versc]yvJindendernkon::;taJltenTerm
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= { f I f: LO, 1}-----> K , f (x) ;: 1a.x
1

für ," '1':Xc L.O, 1.i .

--->K , g(x)

Ferner definiere man

Pk \ (g I g:[O,lJ

für eine natürliche Zahl k
c .•••••.•••

a. c K
1 '

Für jede natürliche Zahl k sind Pk und P Velüorräumeo
über K , die, versehen mit der Topologie der gleichmäßigen

Konvergenz auf [O,~ ,zu normierten Räumen werden. Däbei

gilt stets

(3.2)Saitz:

Ferner ist

Jede}.' Raum Pk ist: cH cht in-----
00

(\ Pk = ' t 0 :J
k=O

Beweis: Es genügt zu zeigen, daß für k = 0,1, ... der Raum

Pk+1 dicht in p. ist. Sei f aus Pk von der Forlnk m
fex) "L 1 ( C [0, 1J )= a.x x

i=21\. 1

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit werde angenommen, daß

m gilt. Nach dem Approximationssatz von Weierstras~

existiert eine Folge

die die FunktiQJ)

(gn) von Polynomen auf
1/2x r--'->X gleichmäßig

/". ..,
L0,1.; ,

approxirniert.

Hierbei kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit angenommen

werden, daß die Folge (ß )n in P liegt.o Definiert

man für natürliche Zahlen n und i das Polynom gni

als Funktion auf [0,1] durch g .(x) =
11J.

2ißn (x ) , so

impliziert dies, daß die Folfre (e: '.) )- auf \'0,11 g"leicll-. '-' '-"nJ. nc,\j ....1

mäßig die Funktion X 1--> xi approxirniert. Da für alle

gn die konstanten Koeffizienten verschwinden, folgt, daß

für di(~ g. die Koeffizienten aller Terme vorn Gradern

j < 2i verschwinden müssen. Insbesondere folgt für jede
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. 2k1 > Die Polynome

liegT,enalle in Pk+1
F 1 t. iun {'lon x ---> x

und approximieren gleichmäßig die
".'\'

Man definiere für jede natürliche

Zahl n nun ein Polynom f aus P .' durch
')k+1, n k+1
t: .,...! m

f (x) I a.g .(x) L 1 r ' ).- + a.x XE:LO,1.Jn . ')k 1 nJ. i::2k:+1 J.,_.
... - -=- '-

Man erkennt nun, daß die Folge (f) gleichmäßig dasn

Polynom f auf [0,1J approxirniert. Infolgedessen ist

dicht J.n P
k und somit die erste Behauptung des

Satzes bewiesen. Die zweite Behauptung zu verifizieren i3t

tri vial.

(3.3) Definition: Für einen K-Vektorraum Esel. Et

der Raum aller K-linearen Funktionale auf E 'H""-,ln Unterraum
.M von x E: E
und <x,rn> = ° für alle rn

. (Äquivalent zur Totalität des Rau.mes M ist die Separiert-
heit der von M auf E induzierten schvJachen 'TopologiE!.

a(E,Mi . )
Auf P x P werde ein bilineares Funktional b (.,.)0 0

definiert durch',

( (f, g ) E: P X pio 0
b(f,g) =

Dann ist die Abbildung

1
J f(x)g(x)dx
° :I:l:P __ >pi definiert durch

o 0

) .

l(g) = b(.,g) ( g E: P )
0

,
eJ.ne Einbettung von P ln

0

scharten besitzt:

wie man sich sofort überlegt,
~. ,

p.r die die folgenden Eigren-o '

a) Sie ist linear und injektiv.

b) Jeder bezüglich derSuprernumsnorrn auf dichte Unter-
ra.um F von P wird auf einen tota.len Unterraum vono

abgebildet; denn ist f aus' P , so aucho f .
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( Hie:cbei ~:)ei f = f , falls K der Körper der rellen
ZahJen ist. Falls K der Körper der komplex~n Zahlen ist,

,',t-

sei f die zu f konjugiert komplexe Punktion.) Dann
aber gibt es eine Folge (hn) aus F, die gleichmäßig
gegen

gegen

I konvergiert. Daraus folgt aber, daß
b(f h ) = J1 f(x)h (x)dx, n 0 . n

'-""'/".~

b(f,f) = J 1 I f (x) I 2dx
o

konvergiert. Nun gilt b (f, I) = 0 genau dann, wenn
f = 0 gilt. Aus f E: P und b (f,h) = 0 für alle0
h aus F folgt somit wegen der Dichte von F in P0'
daß f = 0 gelten muß, daß also I(F) total ist.

Es werden also die Räume Pk durch die Abbildung I auf
totale Unterräume P' = I(Pk) von p abgebildet. Wegenk 0

der Injektivität von I gilt:
00

P' C. P' und ,A pi = {}k+1 - k k o.k=l
Das Ergebnis dieser Betrachtung .kann zu folgendem Korol12r
zusammengefaßt werden:
(3.4) Korollar :>'Es existiert elne Folge (Pl~) totaler Unter:
räume von P derart, daß giJ.t:

0

a) Pk+l c p' .k
b)

00 pi {o}(-\ =
k=l k

Ist nun E ein beJ.iebiger K-Vel:torraum mit diml(E = 0"0'

so existiert wegen dirn'K P =\. 0 ein K-Isomorphismus
Is:E ---> P . Die adjungierte jl,bbildungo

J;
--->E I ist dann ebenfalls ein Isomorphismus.(Is)t:pt

o
Durch (16)* werden totale Unterräumeauf totale Unter-
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flräume abg~bildet. Da (Is) bijektiv ist, erh~lt man,

wen n !Tlan El~ = (Is )t- (Pl~) setzt } ( k :;O,:L,. ":.:
(7. r~) K (', Pol ] ., 1'" '7 \ 1 l' e. r1 p 1~1-2...:. ) ~....~~~ __ '_J ~_.L-:':::~":-2 I<: - Vel(torraum mit

a) EI .~ EI ( k =.0,1, .•. ), .k+1 - 00 k

b)
/---\ E' = {o }

k=1 k

-" .....•~

Dieses Ergebnis soll nun auf unendlichdimensionale

torräume beliebiger Dimension Ubertragen werden:

K- Vek-

(3.6) Satz: Sei E ein beliebiger K-Vektorraum mit

Unterräume von

füllt sind: .

Dann existiert eine Folge. (El~) .~otaler

E*, s6 daß die folgenden Be~ingungen er-

a) E' C E' ( k = 0) 1) ... )k+1 k
00

/

b) (\ EI = .{o}
k=1 k

Beweis: Für den Fall di.n1KE = ~~
0

stimmt die Aussage

(3.6) mit der von (3.5) übe:r'ein. Es genügt also, den

Fall zu betrachten. Sei 13 eine Basis

von E . Dann ist Cz 13 = dimK E . Ferner sei (13 . ). T
J J E.'V

eine Partition dieser Basis ln abzählbare Teilmengen, die

nach (3.1) existiert. Es sei für jeden Index J aus J

in E aufgespannte Unterraum.

Dann läßt sich E wie folgt

stets E. dervon
J

Es gilt dimK Ej
als direkte Summe

=

B.
J
So

der

E =

E.
J

@

j EJ

darstellen:

r~.
J

existiert fürNach

~otaler Unterr~urne von

E. eine Folge (E! )
J .J,n nEN

let: d' d 13 J' () d". . J,e .on )eC:Ll1gungen a UD A

J '
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(b) von (3.5) genügt.
Nach bekannten" Säti:en aus der linearen !ügebra läßt sich
der Dualraum" von E als direktes Produkt der Dual-
räume von E.

J
darstellen:

:k
EI = TI "

jeJ

;I:
EI.

J

Für k = 0, 1,....
E* durch:

defin{ere man nun Unterräume EI' von
.{

E'k = E!
J ,k

total ink := \J, 1, " ..P"~urE'kln

Da nach Wahl der Räume E! k J'eder dieser Räume total
J ,Et ist, folgt, daß

J
sein muß. Aus der Konstruktion der Räume E'k folgt

nun unmittelbar, daß für k = 0,1, ... gelten muß:
E' '-- E'k+1 k

00 {o} jeden jFerner folgt aus ,., ..., E! k = für Index ausI. ik=1 J ,
J nach Konstruktion der Räume E~

Aufgrund dieses Satzes ist nun jedem unendlichdimensionalen
~.,~

K-Vektorraum E eine Folge (E') totaler Unt~rräumek
j von so zu~eordnet, daß die Bedingungen (a) und (b)

in (3.6) erfüllt sind ... _ -
Jeder der Dualitäten (E E'), k (k"=0,1, ... ) entspricht
nun in eindeutiger Weise eine schwache Topologie
a = o(E,Ek) die \"Iegender 'l'otalität von EI in E'~
k , k

separiert ist. Pür natürliche Zanlen k und k ~ mit
k < k' gilt E' .' f~ 1

k'~:': :']{ . Aufgrund der Eigenschaft einer
schwachen 'Topologie, Initialtopologie zu sein, folgt
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die Stetigkeit der Abbildung

Damit ist eirr induktives System

Di~sls syste~ iS~
.SeI uun (~,TF)
.NaCh\der Bemerk~ng

abz~;.hlbar.

= irld ( LV) (E , a1 )N <:

in (1.9) ist (E,TE) ein separierter
ILime s'vektorra um, Marinescu-Raum ), von dem nun gezeigt

werden soll, daß sowohl a.ls auch die incliskre---

te Topologie auf E sind.

Für jede natürliche Zahl k ist die Abbildung

eine schvrache

schwache Topologiep

, daß auch(2. 1)sind, folgt nach

. i dJ~ : (E , a 1 )I c, <:

stetig. Da die Vektorraumtopologien

Topologie und somit lokalkonvex sein muß. Hieraus folgt

nach (1.9), daß

also zu zeigen, daß
= °~ TE gelten muß . Es bleibt

die indiskrete Topologie auf
I

E

ist. Hierbei werde berücksichtigt, daß nach soeben durchge-

führtem Schluß eine schwache Topologie ist.

Um die Behauptung zu beweisen~ gonügt es zu zeigen, daß

das Nullfunktion~l ° das einzige bezüglich °~ T stetige,E
lineare Funktional ist

/

Wegen der Stetigkeit von idE:(E,ok) ---->(E,'ljJ°TE)

füy jede natürliche Zahl k (siehe (1.9» folgt

° .e1 =

EI
k

eIE

E~ = (E,ok)1 für jedes stetige,lineare
e I aus (E,'ljJ°TE)I auch

00

eIE f\ EI = {o} und folglich
1{=1 k

den soeben angestellten Betrachtungen ergibt sich dannAus
Also gilt

Funktional

Hegen

das folgende Ergebnis:

el11 unendlichdimensionaler J(-Vektorrau!l!.
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Dann existiert auf._-' .._-_0

}~.GegenbeisJ?Jel zu einem Satz von Fi~che!",...:.

Im Folgenden sei E ein unendlichdimensionaler K-Vektorraum.

sei eine nachdem im Abschnitt 3 angegebenen Konstruk-'

tionsverfahren gewonnene separierte Vektorraumlimi tierlHi.g

auf E . Betrachtet man E nur mit der additiven Struktur

als einziger algebraischer Struktur, ~o ist (E,TE) eine

limitierte Gruppe . Es soll nun bewiesen werden:

(4.:1.) Satz: (E,L0TE) ist keine tOI?.-?J:.?gischeGruppe, da

die Addition nicht bezüglich unE stetig ist.

Beweis: Hierzu wird das folgende Lemma ben~tigt:

(4.2) Lemma: Sei (E,T) ein Limesvektorraum. Die Addition------
auf E sei bezüglic~1 L0T stetig. Dann ist die abgeschl()::)~en~

Hülle F eines Unterraumes F von E bezüglich der

Topologi~ WT ''liederein Unterraum von E.
; Beweis: Sei A aus K. x sei aus F Für >-- :: 0

folgt >--ex EFc..F Für A ~ 0 ist die Homothetie

auf Grund der Stetigkeit der Skalar-

multiplik~tion ein Homöomorphismus bezüglich T . Nach

(:1..6) folgt, daß JA auch bezüglich WT ein Homöonior-

phismus von E auf sich selbst sein muß. Da F ein

linearer HaUlllist, gilt j (F) :: F
A

. Dann folgt wegen der

Homöomorphieeigenschaft von jA
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= j (1")
A

Demnach gilt für x aus 1" stets A. X E:. F

( x E:.E )-x,'::i::t,.;~""""

j -1: x 1-.--->InSb!';sondere 1St die Abbildung

bezü~lich WT stetig. Interpretiert man nun E als abel-
\

sehe !Gruppe, so ist (E}uH) nach der Voraussetzung über
I
I

die stetigkeit der Addition bezüglich WT .eine topologi-

,sehe,abelsche Gruppe. Da F als linearer Unterraum von

E eine Untergruppe ist, ist - wie aus der Theorie der

topologischen Gruppen bekannt - die abgeschlossene Hülle

F von I F bezüglich WT wieder eine Untergruppe von

E. Für x und y aus F gilt also stets

Aus diesen Betrachtungen folgt aber, daß F ein linearer
Unterraum von Eist.

Es werde nun (4.1) bewiesen. Hierzu werde angenommen, daß

die Addition auf E bezüglich WTE stetig sei ,und dies2

Annahme zu eine~ Widerspruch geführt. Da (E,TE) separiert

ist, genügt WTE (siehe (1.5)) dem ersten Trennungs-

axiom. Da die Addition auf E mit WTE nach Voraussetzung

kompatibel sein'sollte, folgt aus der Beweisführung zu

I

(4.2) ,daß (E,WTE) eine topologische Gruppe ist. Nach

bekanntert Sätzen aus der Theorie der topologischen Grupperi

ist dann aber (E,WTE) separiert.

Sei nun k eine beliebige natürliche Zahl. Nach der

Konstrul<tion von ,TE im Abschnitt 3 und nach (1.6)

sowie (1.9) ist idE:(E,Ok) ---->(E,WTE) stetig.

Da jede topologische Gruppe reguHir ist, kann man nun-eine



W1E - Nullumgebung U wählen, so daß die abgeschlossene

Hülle u von U bezüglich (HE die Beding\-mg U J~'
,J

erfüllt. Dann

der 'ropologien

ist U auch

wo k

Nullumgebung bezüglich jeder

eine beliebige natürliche' Zahl

sei. Demnach muß U einen Unterraurn 11' von endlicher

Kodimension enthalten. Nach (4.2) ist die ab~eschlossene

Hülle 11' von 11' bezUglich ein echter linearer

Unterraum von E . Wiederum '\:legender Stetigkeit von

idE: (E,0k) >(E,w1E) für jede natürliche Zahl k

folgt; daß 11' auch bezüglich jeder der 'l'opologien °k
abgeschlossen ist. Dann ist für k &US N der Quotien-

tenraum (ElF , (0 k)Q) ein endli chdimensionaler :,separiert;er

töpoTogischer Vektorraum . Da nach dem Satz von

Tychonoff auf ElF aber nur eine separierte, kompatible

Topologie existieren kann, foigt für jedes k ,

.' da[~ = gilt. Bez~ichnet man den natürlicl~en

Homomorphismus E --->ElF mit 0 , so folgt für jede

/

natürliche Zahl k die Stetigkeit der Abbildung

0':(E,ok) :(E/F-, Anat)
"

Da (ElF, Ana;) , ein topologischer Vektorraumist, folgt

nach der Charakterisierung des induktiven Limes ln (1.9)

-------> (ElF A ), nat

die Stetigkeit der Abbildung

0: (E,w01E) = wO(ind( LV) (E,ok))
N

Wegen der Endlichdimensionalität von ElF und wegen

ElF ~ {o} folgt, daß mindestens eln nichtverschwindendes,

stetiges, lineareg Funktional f' ! auf (ElF - , An0,t ) existiert .

Da 0 surjektiv und stetig ist, ist dann aber f' ..0 ein

nichtverschwindendes, stetiges, lineares Furtktional
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auf ind (LV) (E,0).). Da d:i.C ;3er Hau 111 Clber, VIie im Absc11nittN <:

3 gezeigt worden war, keine stetigen linearen FG~kt:i.onale,

'die nicht identisch Null sind, besitzt, ergibt sich der

gewünschte Widerspruch.

Berücksichtigt man, daß fUr jeden endlichdimensionalen,

separierten Limesvektorraum (E,1) die Lirnitierung t schon

eirie Topologie ist, d.h., daß W1 = 1 gilt (siehe [s] ),
so erhält man zusa~nen mit (4.1) die folgende Charakteri-

sierung von endlichdirnensionalen Vektorräumen über K :

(4.3) Der K-Vektorraum E ist genau dann endlichdimensional~

wenn für jede separierte, kompatible ~~imitie~~.ß 1 auf

E der Raum (E,W1) ein topologischer Vektorraum ist.

Mit (3.7) erhält man:

(4.4) Der K-Vektorraum

wenn fUr jede sep,,?-rierte,kompati~le Limitierung 1. auf E

die Topologien oW T und 1);01 ~ariert sind.

/

5. Lok~lkompakte Limesvektorräume.

Sei E eine Menge, E ~ 0. B sei eine Filterbasis in E

Dann werde der von B erzeugte Filter mit [B] bezeichnet.

Seien E und F nichtleere Mengen, f:E ---> Feine

Abbildung, 8 ein Filter auf E . Dann sei der Bildfilter

f (0) von 8 unter f auf F definiert durch:

Lokalkompakte,topologische RUume lassen sich durch ihre

Algebren stetiger, reellwertiger Funktionen wie folgt



charakterisieren: Ein topologischer Raum (E,A) ist
genau cL.l.nn.1ol~~aH:ompakt,wenn die TI-Algebra d~1E,A),R)

'allet stetigen Funktionen auf (E,A) ~ mit Werten in R

eine\grÖbste Topologie Aco besitzt, so daß die Ev~luations~

2.bbili,dung w:(C((E,A),R),A) x (E~A) ---> R. co '
i

st~ti~ ist, Diese Topologie ist die Topologie der gleich-

mäßigen Konvergenz. auf kompakten 'l'eilmengenvon CE, 11) •

Ein Lirnesraum (E, T ) heiße kompakt ( siehe Fischer [3] ),
wenn jeder Ultrafilter auf E bezüglich T konvergiert.

,.,.bezüg.-Lr.']
mit der Relativlimitierung

e1nes Limesraums (E,T) heiße kompakt,
versehen

Eine Teirmenge
I

r.']wenn,

lich T kompakt ist .

Bei Untersuchungen über die stetige Konvergenz auf den Al-

- gebren stetiger reellwertigel' Funktionen, die auf Limesr~umen

definiert sind (siehe Binz [1] ) entdeckte Schroder,

daß es duch Limesräume geben kann, die keine topologischen

Räume sind, so daß die stetige Kcrrvergenz auf der Algebra.

der stetigen, reellwertigen Funktionen dieser Limesräume

eine Topologie ist. Dies veranlaßte Schroder zur Definition

des lokalkompakten Limesraumes, die nun angegeben werde:
(5.1) Definition: Ein Limesraum heiße lokall-compakt,----------_. -
wenn jeder in (E, J konvergente Filter eine kompakte Menge
enthält.

Wie man sofort erkennt, stimmt diese Definition im Falle

eines topologischen Raumes mit der Ublichen Definition eines
lokalkompakten,topologischen Raumes überein,

In der Kategorie der LiJlle::)r~:lumel<:lssen,sich nun die folgenden

beiden Stitze beweisen, die in der Kategorie der topologischen
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Räume nicht gelten:

.menge ).eine Familie von 10kalkornpaJcten Lifrre~sräumen. E sei1 . -----.------..----.:----- -
eine\Henge mit E ~ (/). Ferner sei'zu. j~dem Index i

.au~ \1 eine Abbildung fi :Ei ----> E £~geben,. so daß

f.
l

und den Abbildungen
Die Finallimitierung,E

(E.,T.)
l l

=f. (E. )
l l

\~,:
i€+

die von den Limesräumen

Igilt :1

auf E induzi~rt wiFd, werde mit T bezeichnet.
Behauptun~ (E,T) ist lokalkompakt.

E konvergiertE . Ein Filter 8 auf
gegen y (siehe Fischer

ausySei
i

~ b~züglich
Beweis:

l' . ( x . ) = y undlk lk
ist charakterisiert als die

E. (wo k = 1, ... ,n )lk
derart gibt, daß gilt:

t

wenn es Indizes

T

i1, ... ,in aus I, Elemente
und Filter <1).

lk

n
("'\ f. (<Pi) r:. 8
1(=1 lk k

feinste Limitierung auf
E mit der Eigenschaft, da~ die Abbildungen f. ;wo i

l
al.~S

I beliebig sei, stetig sind.
Da jeder Raum (E.,1".)

. 'l l lokalkompakt ist, gibt es kompakte
Teilmengen
Nun ist

von mit

n
/\
k=1 fl' (<IJl. )

. k 1, -(

= { ••• l./T
n

c 8

Wegen der Stetigkeit der Abbildungen f.
l

sind die r,1engen
kompakte Teilmengen von (E,T) . Da die Vereini-

kompakten Mengen wieder kompakt
f. oe )lk lk
gung von
ist, ist

endlich vielen
n
\../ f. (E. )

1(::1 lk lk eine 1zornpakteTeilrnenge von (E ~'l, l / ,
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enth.alten ist. Da G ein beliebiger

konvergenter Filter aus (E,T) war, folgt, daß.{E,T)

.lokalkompakt sein muß.

Betrachtet man induLti ve Systeme lokalkompakter Limes.räume

( definiert nach (1.,9)), so ergibt sich hieraus unmittelbar:

I

Limesräumen ist lolca)}cornpakt.

Weiter erhält man allgemein:

(5.4) Satz: Jeder lokalkompakte Limesraum läßt sich als in-

.d~l'Ctiver Lim~s se~n~r kompakten Teilmengen , versehen mit der

R I t' l' ',-'e a lV lml~lerung, darstellen.

Beweis: Sei (E,T) ein lokalkompakter Limesraum. Definiere:

K = { K I K SE, K komp~kte Teilmenge von (E,T)}

Da die endliche Vereinigung von kompa\:ten ]\lengenvJiederum

kompakt ist und da jeder Punkt des Limesraumes (E,T) kom-

pakt ist, folgt, daß K ein bezüglich der Inklusion gerich-

I ,.

tetes Uberdeckungssystem von E ist. Folglich kann man

K zusammen mit den in natürlicher Weise gegebenen Inklusions-

aQbildur.gen als..~in induktives System l-compakterLimesräume

betrachten. Der mengentheoretische induktive Limes dieses

Systems ist E. Für K aus f( sel TK die von Tauf

K induzierte Relativlimitierung; jK:(K,TK) >(E,T)

sei die Einbettungsabbildung. Bezeichnet man die Limitierung

auf E , die durch das induktive System als Limitierung

des induktiven Limes definiert ist, mit T', so folgt

unmittelbar die Stetigkeit der Abbildung

icl£: (£,T') -----> (£,T)

Sei nun x aus E , G sei aus T(X) Da (E,T)
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lokalkompakt war, gibt es eine kompakte Menge K in (E,T)

die x enttl~iltund die in ° enthalten i;:,t.Es,. sei oK
die Spur' von ° auf K . Nach Definition der Relativlimi-
tierung konvergiert

ein Elernent de s b(~trach tcten indukt iven Sys tcrns is t, folgt

nach Definition des induktiven Limes, daß der Filter

jK(OK) = [ °K) -- ° in (E,T') gegen x konvergiert.
Da x aus E und ° aus T(X) beliebig waren, ist damit
die Stetigkeit von idE:(E,T) ----> (E,TI) bewiesen.

Zusammen mit dem zu Beginn Gez0igten folgt nun T = T'

Sei nun (E,T) ein beliebiger Limesvektorraum über

dem Körper K. Ferner sei Fein endlichdimensionaler

Unterraum von E Tp sei die Relativlimitierung, die

von Tauf F induziert wird. Wie ~us [8J hervorgeht,
ist TF stets gröber als die natürliche Topologie 1\nat '
dieF als endlichdimensionaler Vektorraum trägt. Folglich

ist die Einbettungsabbildung

stetig ..
j11':(F,J\ t)• na ----> (E,T)

Sei nun F das System aller endlichdimensionalen Unterräume
von E

.
Zusammen mit den Inklusionsabbildungen ist dieses

System ein induktives System von Vektorräumen, dessen induk-

tiver Limes in der Kategorie der K-Vektorräume Eist.

Man versehe nun jeden Vektorraum F aus F rnit der naUirli-
~en Topologie. Zusammen mit den Inklusionsabbildungen

erhält man so ein induktives System von lokalkonvexen,

topologischen Vektorräumen, dessen induktiver Limes in der
1-. Kategorie der Limesvektorräume ist, \-lobei T o

die durch das induktive System auf er-zeugte Vektorraumlimi.:"
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tierung i:3t. (E T ) be sitz t eJie folgende eharakte ri~3tisehe, 0

Eigeh~-) eI1an~ : ,-.' ..... ;,-~

( Als induktiver Limes von lokal-

(1£1,1 I) und fttF jede lineare

--_ ..> (E' ,T')ist f: (E,T ), 0

Fur.reden Lim••vektorraum
Abbi\LdUng f: E -> EI

stetig. Das bedeutet: 10 ist dje feinste Vektorraumlimitie-
1'-""- - ,-"-"'---:-

, Iruhgj die E tragen kann.
-

konvexen, topologisehen Vektorräumen ist (E,10) ein Mari-

nescu-Raum.) Da es nun gleichgültig ist, ob der induktive

Limes in der Kategorie der Limesräume oder in der Kategorie

der Limesvektorräume berechnet wird (siehe (1.9» und
!
i

da jeder endlichdimensionale Vektorraum,versehen mit der

natürlichen Topologie,lokalkompakt ist, folgt nach (5.3) ,
daß (E,T

O
) lokalkompakt sein muß. Tv'Ianerhält also:

(5.5) Satz: Sei E ein beliebiger K-Vektorraum. 10

sei die feinste Vektorra~mlir~itierung2 die E besi tzt.

Dann ist (E,T) lokalkompakt.
------ , 0 --------"---

Bemerkung: Die hier betrachtete feinste Limitjerung eines

Vektorraumes tritt, wenn auch unbenannt, in Arbeiten von

F.E.Browder et'al. bei der Definition von endlichstetigen

Operatoren auf. Die endlichstetigen Operatoren sind ln

reflexiven Bane.eh-Räumen definierte Operatoren, die stetig

sind, wenn man den Definitionsbereich mit der vo~ der

feinsten Vektorraumlimitierung induzierten Konvergenzstruktur

und den Bildbereich mit der von der schwachen Topologie

induzierten Topologie versieht.

(5.6) Bem~~rl~_~ng: r'fjankönnte nun vermuten, daß die Limitie-

rung TO die einzige separierte Vektorraumlimitierung

auf einem unendlichdimensionalen Vektorr'aum ist, mit der
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derVektorraum lokalkompakt ist. Ein hier nur angedeutetes

Beispiel zeist, daß es noch vJC;i tere 10kalkompaki,;.E:LVektorraum--

1imi~tie~'unt~:nauf u:)(.:n~nichdime ~3i o~alel~.V,e.ktorrä um~n g~.bt:
SeJ, (I:', I, I ) eIn unendlJ_chdJ.mens.l.onaler,reflexIver

Bana h-Hm:m. Für jede natürliche Zahl n sei S(o,nJ
!

die ~bgeschlossene Kugel um den Nullpunkt mit dem Hadius n.

° sei die schwache Topologie von E bezüglich -(E, 1. I ) .
reflexiv ist, ist(E,I.I)Da (S(o,nJ, ase ]) eIn. o,n_

kompakter, topologischer Raum. Es ist unmittelbar ersicht-

lieh, daß zusan@en mit den in natürlicher Weise gegebenen
I. ( «' ( '] .Einbett0ngsabb~ldungen die Familie o,o,n , 0s(0,nJ) )neN

ein induktives System kompakter, topolugischer Räume bildet.

Mengentheoretisch ist der induktive Limes dieses Systems der

Vektorraum E

Dann ist nach

Sei (E, ,r)

(5.3) (E,d

= in d ( L) ( S ( 0 , n~I, Os ( J- )N ... o,n
ein lokalkompakter Limesraum.

I,

Man rechnet nun leicht die folgende äquivalente Definition

der Limitierung T nach:

Ein Filter 8 auf E konvergi.:;rtgenau dann bezüglicil

T gegen ein Element x aus E , wenn er bezüglich ° gegen
-,'.

x konvergiert und zusätzlich eine beschränkte Menge enthält.

Diese Definition wiederum erm6g1icht es, ohne Schwierigkeiten
zu verifizieren, daß T eine Vektorraumlimitierung ist.

(E,T) ist also ein lokalkompakter Limesvektorraum. Da nach

Konstruktion T feiner als die separierte schwache Topolo~

gie ° ist, folgt, daß (E,T) separiert ist.Da ferner

jeder bezüglich der Norm konvergente Filter auf auch

in der schwachen Topologie konvergiert und außerdem stets

beschränkte Mengen enthält, folgt, daß

Normtopologie sein muß. Da }~.
--' nach Voraussetzun~ unendli eh.-
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dimensional ist, ist die Normtopologie stets echt gröber
als die feinste Vekterraumlimitierung von E ,d~es be-
zUglich der Normtopologie unstetige ~ineare Funktionale gibt;
bezUglieh der feinsten Vektorraumlimitierung muß aber nach
deren universeller Charakterisierung jedes lineare Funktional
auf E stetig sein. Folglich ist die Nor~topologie und
somit auch
tierung.

1 echt gröber als die' feinste Vektorraumlimi-
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