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MONOTON-KONVEXE FUNKTIONEN - EINE BEMERKUNG ZUM SATZ VON BROWDER-MINTY

)

L%
W. Oettli

Der Satz von Browder-Minty iiber die L&sbarkeit monotoner Operatorgleichungen gilt
‘zu Recht als eindrucksvolles Beispiel fiir die Verbindung des Schénen mit dem Niitzlichen
in der Mathematik {[7]. In der Literatur wird dieser Satz in der Regel mit Argumenten
vom Fixpunkttyp bewiesen (Fixpunktsatz von Brouwer, KKM-Theorem). Hier soll ein Beweis
gegeben werden, der als einziges strukturelles Hilfsmittel den Trennsatz fiir konvexe
Mengen im R™ benutzt - genauer: eine fast offensichtliche Folgerung aus diesem Trenn-
satz, nimlich das sogenannte Lemma von Fan-Glicksberg-Hoffman [5]. Eine derartige Vor-
gehensweise kann einmal den Vorzug einer gewissen Okonomie der eingesetzten Hilfsmittel
geltend machen. Sie zeigt aber auch, daB das Existenzproblem fiir monotone Variationsun-
gleichungen sich adidquat behandeln 148t durch Untersuchung einer geeignet gewdhlten
Funktion @ : BxB-R. Diese Funktion ist konvex im zweiten Argument und erfiillt fermer
@(u,v) +@(v,u) <0 Yu,vEB sowie ©(u,u) =0 VYu€B. Wir nennen derartige Funktionen
monoton-konvex. Sie scl';einen uns fiir das vorliegende Problem besser geeignet zu sein als

 die konkav-konvexen Funktionen, die in [4] zum gleichen Zweck herangezogen wurden.
Das bereits erwihnte Lemma von Fan-Glicksberg-Hoffman besagt:

FGH-Lemma. Sei T eine beliebige konvexe Menge, seien fi :T->R (i=1,...,n) konvexe
Funktionen mit der Eigenschaft, daf max, fi(x) 20 Vx€T. Dann gibt es reelle Zahlen

. . - Culf. S
uiZO (i=1,...,n) mit Zi My 1, so daB Zl ulfl(x)_O ¥Yx€ET. .

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem Trennsatz im R": Nach Voraussetzung ist 0€R"
kein innerer Punkt der konvexen Menge D:= { zE]Rnf| zizfi(x) (i=1,...,n), x€T } . Daher
existiert im R" ein lineares Funktional <u,+> mit p#0, so daB <u,z>20 VYzED. Wegen
D+RICD folgt u20. Man normiert auf I, u =1 und wihlc als z€D die Punkte

z= (fl(x),...,fn(x)) mit x €T. Dies liefert die Aussage des Lemmas. O

Der Satz von Browder-Minty findet sich in der Literatur in verschiedenen Varianten.

Wir legen uns hier auf die folgende mengenwertige Fassung fest:

Satz | (Browder-Minty). Sei E ein reflexiver reeller Banach-Raum. Sei E¥*, sein topo-
logischer Dualraum, mit der schwachen* Topologie versehen. Sei B<E nichtleer, abge-
schlossen und konvex. Sei ¢ : B3 E* eine mengenwertige Abbildung mit ¢(u) #@ Vu€B,
die den folgenden Bedingungen geniigt: ]

(i) ¢ ist monotom, d.h. <u*-v*,u-v>20 VYu,vE€EB, Vu*€d(u), VVvFE(v);

(ii) ¢ ist hemistetig, d.h. die Abbildurfg s€[0,113 ¢(u+s(v~u)) ist oberhalbstetig
in s=0 Yu,vEB, und ¢(u) ist konvex und kompakt Vu€ B;

(iii) ¢ ist koerzitiv, d.h. 3IVEB, V¥€9(V), so daf <u*~v*,u-vw>2y(llu-v 1) -1l u-v |
Yu€B, Yu*€ d(u), wobei y(s) »=» fiir s,

Dann gibt es uOEB und u;€¢(uo), so dag Zu;,u—u°>20 Y u€B.

*
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Um den Satz zu beweisen, arbeitet man mit einer Funktion ¢ : BxB-R; dabei spielen
folgende Bedingungen eine Rolle:

(B1) ¢ ist konvex und unterhalbstetig im 2. Argument, und €s gilt Y(u,u) =0 Yu€B. i

(B2) @ ist monoton, d.h. @(u,v) +9w(v,u) S0 Vu,vEB, ) ’

(B3) @ ist radialstetig, d.h. die Abbildung s€ [O,Iv]"*w(u*-s(v-u),v) ist oberhalbstetig
in s=0 Yu,vEB, '

(BIA) @ ist koerzitiv, d.h. 3IC<B kompakt und konvex, mit coreBC$¢, so daB zu jedem
uEC\coreBC ein v€ coreBC existiert mit»tp(u,v) £0 (hierbei ist vE€ coreBC: a
VwEB 3A0>0, so daB v+ A(w-v) EC VAE [O,Ao]).

(B5) Fiir beliebiges uo€B gilt (p(uo,u) >0 Vu€B dann und nur dann, wenn ein Element

u* € d(u ) existiert, so da8 <u*,u-u >20 Vu€B.
o o o o

Hilfssatz 1. Seien die Voraussetzungen von Satz 1 erfiillt., Sei E mit der schwachen
Topologie versehen. Sei ¢ : BxB-R definiert durch ’
p(u,v):= sup <u*,v-u>. (1)
u*€d (u)
Dann erfiillt ¢ die Bedingungen (BI) bis (B5). E

Bewels.

(B1): Fiir festes u€B ist @(u,v) als Supremum einer Familie von in v konvexen und unter-

pre e

halbstetigen Funktionen selbst konvex und unterhalbstetig in v. Offensichtlich gilt
auch @(u,u) =0 Vu€B.

(B2): Wegen Eigenschaft (i) in Satz 1 gilt 02 <u*,v-u> + <v¥,u-v> Vu,vEB, Yu¥€ ¢(u),
Yv* € ¢(v) , also auch bei Supremumsbildung 02@(u,v) +9(v,u) Yu,vE€EB. Insbesondere
ist ¢ reellwertig.

(B3): Es gilt. @(u+s(v-u),v) = (1-s)+ sup <z,v-u>, wobei T(s) :=¢(u+s(v-u)). Die Ober-
z€r (s)
halbstetigkeit folgt dann aus dem Maximumtheorem von Berge [l] wegen Eigenschaft (ii)

in Satz 1.

(B4): Unter Verwendung von Eigenschaft (iii) in Satz 1 wdhle man R>0 so grof, daf

vy(R)2 Il v* I, und hierauf C:={u€B | 1u-vll<R}. Dann ist C konvex und schwach kom-

pakt, und VE core C. Sei u €C~coreyC. Dann ist {lu-v il =R, und es gilt fiir alle
u* € ¢(u), dag
<u* | T-u> = <u*~v*,v-u> + <v*¥ v-u>
S—y(u-viD-Nuv i+ Il u-vll
=R-(-y(R) + [ ¥* |I) 0.
-Durch Supremumsbildung folgt @(u,v) <0. Der Punkt VE coreBC hat also fir alle

u€ C\coreBC die geforderte Eigenschaft.

(BS): Aus <u;,u-uo>20 mit u;€ 4>(uo) folgt trivialerweise u)(uo,u) 2 0. Sei nun umgekehrt

q)(uo,u) >0 VYu€B. Angenommen, ‘es existiert kein u;€ ¢(uo) mit <u;‘,u—uo>20 Y u€B.

Dann hat die Familie der abgeschlossenen Mengen

Fu,e):={z€ ¢(uo) ] <z,u-uo>2 €} (WEB, £€>0)
leeren Durchschnitt iber ¢(u°). Da ¢(uo) als kompakt vorausgesetzt ist, gibt es dann
endlich viele ug €B, Ei>0 (i=1,...,n), so dag N, F(ui,ei) =@, Mic ¢ :=mini €; folgt

hieraus min; <z,ui—u°>$-3 Vz€&(u ). Aus dem FGH-Lemma ({ibertragen auf konkave Funk- ' '

tionen) folgt dann die Existenz von ui.>.0 (i=1,...,n) mit Zi ;= 1, so daf

Zi ui<z,ui—uo>S-E' Vz€¢(u°). Fiir —J:=Zi uiuiEB gilt also <z,ﬁ'—-uo>s—? _VzEé(uo),
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und damit auch (p(uo,ﬁ) <-¢. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung
Lp(uo,u)ZO Yu€B. o

Bemerkung. Es seil
azko(u,u) :={ fEE* [ @©(u,v) - (u,u) 2<f,v-u> YVvERB} (uEB),
Np(u):={ g €E¥ | <g,v-u>20 VvEB} (u€EB).

Ersetzt man ¢ durch ¢ - f, wobei f €EE*, so geht ®(u,v) gemﬁﬁ (1) iber in @(u,v) - <f,v-u>.
Die Voraussetzungen (i), (ii), (iii) von Satz 1 vererben sich auf ¢ - £f. Daher erhilt

man aus der Giiltigkeit von (B5) sofort die weitergehende Aussage, daf
(¢—NB) (u) = azto(u,u) Yu€B. )

Der Beweis von Satz ! ergibt sich nun sofort aus dem folgenden Satz 2 in Verbindung

mit Hilfssatz 1.

Satz 2. Sei B eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge in einem reellen topo-
logischen Vektorraum E. Sei ¢: BxB-R eine Funktion, die die Bedingungen (Bl1) - (B4)
erfiillt. Dann gibt es ein uOEB, so daB (p(uo,u) >0 Vu€B.

Beweis.

1. Sei C die Menge aus Voraussetzung (B4), und seien xiEC (i=1,...,n) beliebig gewidhlt.
Wir zeigen die Existenz von §€C, so da8 w(xi,s) <0 (i=1,...,n). Sei

M= (AER” [ 220, I, A, =1}. Fir i=1,...,n sei £, (1) :=w(xi,zj:l A% (ez™.

Die Funktiomnen fi(-) sind konvex und unterhalbstetig. Die unterhalbstetige Funktion
max, fi(k) nimmt ihr Minimum auf der kompakten, konvexen Menge b an, etwa in NEX".

: .= = mi - n
Sei dann a : max, inT) ilé;n max, fi()\). Wegen max (fi(k) a) 20 VAEXI folgt nach
dem FGH-Letma die Existenz von W€ Zn, so daf Zi Fifi(k) -—a20 V2 €Zn, insbesondere also
a<T, Tfifi(i). Es gilt aber wegen der Konvexitidt von ¢ und wegen (B2)
— — — —_— )
= <I. . PRENN . o) == PR
Zi_uifim b uiw(xi,ij ujxj) _Zl’J uluJ@(xl,xJ) 5 ZL,J

Uiij (‘D(xi:xj)W(xj’x'))so-
Somit ist a<0. Es folgt wegen max, fim=a, daB fim £0 (i=1,...,n), also

i

q)(xi,}:j zjj) <0 (i=l,...,n). Setzt man § :=Zj zjj’ so ist £ €C, und man hat

cp(xi,i) <0 (i=1,...,n).

2. Sei S(x):={E€C [ ©(x,£) <0} (x€C). Es wurde gezeigt, daB je endlich viele dieser
Mengen nichtleeren Durchschnitt haben. Weil die Mengen S(x) abgeschlossen in der ko‘mpak—
ten Menge C sind, hat dann die gesamte Familie nichtleeren Durchschnitt. Es gibt also
ein u°€C, so daR @(x,uo) <0 VxEC.

3. Wir zeigen nun, dafl mit diesem u  €C auch gilt tp(uo,u) 20 VYu€C. Sei u€C beliedbig,
x(t) :=uo+ c(u—uo), O<t<l. Es ist x(t) €C, und daher gilt, wie bereits gezeigt, )
cp(x(t),uo)so. Aus (Bl) folgt ferner @(x(t),x(t)) =0. Aus der Konvexitit von ¢ im 2. Ar-
gument folgt dann O=@(x(t),x(t)) £ t-0(x(t),u) + (1~-t) 'q)(x(t),uo) <te@(x(t),u). Division
durch t und t-0 liefert wegen (B3) Osw(uo,u). Somit gilt l,')(uo,u)ZO Yu€C.

4, Nun zeigen wir t{)(uo,u) 20 Vu€B. Angenommen, es gdbe ein u€B~C, so daR w(uo,u) <0.
Dann gibt es ein v°€coreBC, so daB cp(uo,vo) <0 (ist uoﬁcoreBC, so wihle man v_:=u_;

ist u°$core C, so ergibt sich v, aus (B4)). Es folgt, weil w(uo,-) konvex ist,

B
kp(uo,g) <0 Vg€ (vo,u]. Wegen v_ € coreyC ist aber CN (vo,u] +@. Somit gibe es auch ein
£EE€C mit w(uo,.‘,‘) <0. Dies ist ein Widerspruch zum bereits Bewiesenen. Es gilt also

tp(uo,u)zo Vu€B. Damit ist der Beweis vollstdndig. O
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Bemerkung. Seien B und E wie im Satz 2, und sei @ : BxB-R eine Funktion, die den
Bedingungen (Bl), (B2) geniigt. Dann ist jede der folgenden Bed‘ingungen (K1) bis (K&4)
hinreichend fiir die Giiltigkeit der Koerzitivititsbedingung (B4) (wobei wir bei (K1)
voraussetzen wollen, daB Vv nicht bereits der Folgerung von Satz 2 genﬁg.t:): :
(K1) Es existiere VE€B derart, daR die Menge K:={u€B | o(,u) <0} kompakt ist. '
(K2) Es sei E ein reflexiver Banach-Raum, und es existiere V€ B derart, daf
o, V) +toE,uw) <=y (llu~v II)-llu-vl VYu€B, wobei y(s)»o fiir s-rco,
(K3) Es sei E ein reflexiver Banéch-Raum, und es existiere V€ B derart, dag
inquB ©({F,u) >- und daB O(u,v) +O@V,u) <~y-llu-v |l Vu€B mit ||u-v |21, wobei
Y>0.
(K4) Eé sel E=1Rn; @ sei stetig in jedem der beiden Argumente, und es gelte
@u,u*A(v-u)) = A@(u,v) VYu,vEB, VYXA€[0,1]; ferner existiere V€ B derart, da8
inquB &D(?,u) > - und daB @(u,v) +9(v,u) <0 Vu€B, utv.

Beweis. Wir zeigen, daB jede dieser Bedingungen (B4) impliziert.

(K1): Falls w(v,u) 20 Yu€K, so liefert die Definit.ion von K, daB ¢(v,u)>20 Vu€B.
SchlieBt man diesen Fall aus, so gibt es also ein u*€K mit @(v,u*) <-¢<0. Man setzt
C:={u€B I @F,u) <1} . Dann ist C konvex und abgeschlossen. Ferner gilt

C-u*cel (1+€) - (K-u*); daher ist C kompakt. Wegen @(v,v) =0 ist V€ core,C. Dann gilt
©(u,v) £ 9{F,u) <0 fiir alle u€B mit @©(v,u) =1, mithin fiir alle u€C\coreBC. (B4) ist
erfille.

(K2): Wir kdnnen annehmen, daB E mit der schwachen Topologie versehen ist.

Sei a:=inf { ©(¥,u) |u€B, lu-v1<1}. Dann ist ~w<a<0, und es gilt fiir alle u€B

mit [Ju-v |[21, daR ©&,u) 2o-ll u-v || und damit auch @u,¥) < I} u=v l«(~a~y({l u=V [[)).

Man widhlt R2 1 so groB, daB -a-y(R) <O, und setzt C:={u€B | Hu-vII<R}. Es ist

vE core C, und es gilt ©(u,v) €0 fir alle u€B mit |l u-v |l =R, mithin fiir alle
uEC\coreBC. (B4) ist erfiillct.

(K3): Wegen ©(v,u) 2M Vu€B folgt fiir alle u€B mit |l u=v il 21, dag

@e(u,v) <-o(W,u) —y-llu-v [ £<-M-vy-ll u-v ||. Man wihlt R2> 1 so groR, daR -M-yR<O, und
C:={u€B| [lu-vII<R}. Dann ist wieder (B4) erfiillt.

(R4): Sei a:=max {@,v) +©&,u) |u€B, {lu-vil=1}. Es ist a<0, und fiir alle u€B

mit Bu-v 121 gilt dann @(u,v) +9©,u) €a- ]l u-v I|. Sei nimlich u€B mit k := || u-v || >1.
Setze w :=% u+l—‘i—]- V. Dann ist
k2 kz 1 ‘ k-1 — k
0'-"k—_T ©(w,w) ST ( M @(w,u) M w(w,v)) =T @(w,u) +ko(w,v) =: L. Wegen
v= u+kkT] (w-u), u=v+k(w-v), liw=v il =1 folgt dann ©(u,v) + ©,u) =I§T lu,w) + ko(V,w)

-fc—li—l 0(u,w) +ko(v,w) + L=£‘]— (9(u,w) +o(w,u)) +k(F,w) +0w,V)) <kOF,w) +©Ww,v))

In

A

ka. Damit befindet man sich wieder in der Situation vom (K3). o

Im Zusammenhang mit (K3) und (K4) verweisen wir auf den Fall, daB B ein konvexer Ke-
gel ist mit zugehdrigem Polarkegel B*:= { u¥ €E* | <u*,u>>0 Vu€B}, und
@(u,v) :=<d(u),v-u> (¢ : B> E*). In diesem Fall ist die Bedingung V€ B,
inf o 9(V,u) > -« Hquivalent zu VEB, ¢(v) € B¥, wihrend die Aussage u €8,
w(uo,u) 20 Yu€B (die in der Konklusion von Satz 2 auftritt) Hquivalent ist zu uOEB,

¢(uo) € B*, <9 (uo) ,u°> =0 (Komplementarititsbedingung).

Der folgende Satz kommt mit einer recht schwachen Koerzitivititsbedingung aus.




Satz 3. Sei E=E* aip Hilbert-Raum, sei BcE abgeschlossen, konvex, nichtleer.
¢ : BxB->R erfiille die Bedingungen (Bl), (B2), (B3) sowie
©(u,v) +@(v,u) < ~p (il u-v -l u-v ll2 Yu,vEB, wobei p(s)>0 fiir s>0 und monoton

nicht wachsend ist. Damn gibt es ein uOEB mit (p(uo,u) 20 VYue€aB.

Beweis. Sei fEE beliebig. Mit wf(u,v) :=@(u,v) +<u,v-u>-<f,v-u> gilt, dasg q;f die Vor-
aussetzungen (Bl1), (B2), (B3) erfiillt. Weiter gilt wf(u,v) +zpf(v,u) =@(u,v) +@(v,u) +
+ <u-v,v-ud> < -|| u-v ”2' Somit erfiillt lpf auch (K2) und damit (B4). Satz 2 ist auf wf

anwendbar und liefert ein u€B mit
ve(u,v) 20 VveB. ' (3)

u ist eindeutig. Sei T:E-B die Abbildung, die jedem f €E das u€B gemiR (3) zuordnet.
Ist u, = T(fl)’ uy = T(fz) » S0 gilt insbesondere

oswf (u},u,) + e (uz,ul) =®(ul,u2) *0(u,,u)) +<u]-u2,u2-u]>+ <fl-f2,ul—u >
1 2

2
< (-p(ll upu, 1D -l up=u, =l upmu, + IR PR IR upu, .

Hieraus folgt mit q(-) := (1 +p(-))—l, dag || u -y, iI<q(ll up-u, 1)y-1 fl—f2 Il. Wegen
q(-) <1 folgt hieraus || u -u, <l fl_-f2 Il, und weil q(+) monoton nicht fallend ist,
folgt dann || upu, Ih<qll £,-f, 1D £,-f, Il." Insgesamt gilt dann T(fl).—T(fz) i<
q(ll fl—f2 DRI fl_f2 I mit q(s) <1 fiir s>0. T: B—B geniligt also der abgeschwichten
Kontraktionsvoraussetzung des Fixpunktsatzes aus [2] und hat damit einen Fixpunkt

u°='r(uo). Mit u:=f£ =ul besagt (3) aber gerade (,o(uo,v)ZO VvEB. o

In Zusammenhang mit dem Satz von Browder-Minty wird hdufig anstelle der Hemistetig-

keit von ¢ maximale Monotonie vorausgesetzt. Wir gehen kurz auf diesen Fall ein.

Eine monotone Abbildung ¢ : B E* heiBt bekanntlich maximal monoton {iber B, wenn aus
VEB, V¥EE* und <u*-v¥ y~-v>>0 Vu€EB, VYu*€ ¢(u) folgt, daB v*€ ¢(v). Dies legt fiir
eine Funktion ¢ : BxB-R, die den Bedingungen (B1), (B2) genigt, die folgende Definition

nahe:

Die Funktion ©: BxB->R heiflt maximal monoton, wenn fir alle v€ B und v*¥ EE¥* aus

©(u,v) +<v* u-v><0 Vu€R folgt, daB ©(v,u) +<v¥ v-u>2>0 Yy€B.

Seien nun B und E wie im Satz 2, und ©: BxB -»R geniige den Bedingungen (B1), (B2). Wir
definieren T(p: B3 E* als Tw(u) i= ach(u,u) - Wegen ©(u,v) = <u*,v-u> Vue B, Vu* ETw(u)
folgt sofort, dag T(p monoton iiber B ist. Ist Tw maximal monoton {iber B, so ist © maxi-
mal monoton im Sinne der obigen Definition. In der Tat: Aus ©(u,v) +<v* u-v><0 Yu€EB
folgt <u*-v* u-v>20 Yu€B, Vu*ETLp(u), hieraus folgt dann v*ET@(v), und hieraus
©(v,u) + <v* v-u>20 Vu€EB. o

Ferner ist ¢ maximal monoton, wenn (B3) erfiillt ist. In der Tat: Die Bedingungen
(B1), (B2), (B3) vererben sich auf die Funktion t,(zv*(u,v) =9(u,v) +<v*,u~v>, und aus
lpv*(u,v) £0 VYu€B folgt dann wie im Schritt 3 des Beweises von Satz 2, daR

wv*(v,u) 20 Yu€B. o

Ist E=E* ein Hilbert-Raum, so sieht man auch leicht, daB aus (Bl), (B2), (B3) die

maximale Monotonie von T(p folgt. In der Tat: Sei VEB, V*€E so, daB
(*) <u*-v¥ y-v>>0 Yu€B, Vu*€T(p(u).

Setze f :=v+v*¥ und l{:f(u,w) = o(u,w) + <u,w-u> - <f,w-u> (u,w€EB). Es folgt wie im Beweis
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.zu Satz 3 - siehe (3) - die Existenz von u,€B, so das wf(uo,w) 20 YwEB, also
- > - X ew S>>
(**) w(uo,w) +<uo,w u°> <vHvE gy u°>_0 VwEB,

Hieraus folgt -u°+v+v*€T‘D(uo). Man wihlt in (*) u i=u_ und u* B=-u +VHVEET (u)
und erhilt 05<v-—u°,uo-—v>=- Il u v H® . Es ist also Up =V, und dies in (**) eingesetzt

ergibt @(v,w) = <v*,w-v>20 Vw€B, also v*ET(p(v). o
Es gilt nun die folgende Variante zu Satz 2.

Satz 4. Seien B und E wie im Satz 2. ©: BxB-R genlige den Bedingungen (Bl), (B2),
(K1), ferner sei ¢ maximal monoton. Dann gibt es ein uOEB, so daf
w(uo,u) 20 Yu€B,

Beweis. Wir erwihnen nur die Anderungen, die im Beweis zu Satz 2 vorgenommen werden
missen. Im Schritt | zeigt man jetzt, daB fir je endlich viele Punkte x; €B (i=l,...,n),
unter denen der Punkt V aus Voraussetzung (K!) enthalten sei, ein £€B existiert mit
w(xi,g) <0 (i=t,...,n). Aus @(+,£) <0 folgt insbesondere £ €K, K aus Voraussetzung (KI).
In Schritt 2 erhdlt man dann wegen der Kompaktheit von K ein uOEK, so daB w(x,uo) <0
Yx€B. Hieraus folgt im Schritt 3 unmittelbar ,w(uo,u) 20 Yu€B aufgrund der maximalen

Monotonie von @. Schritt 4 entfillt. o

Seien schlieBlich B und E wie im Satz 1. Sei ¢ : BJE* eine Abbildung mit ¢(u) + ¢
Yu€B, die der Bedingung (i) aus Satz | geniligt. Sei ¢B(u) H ((b-NB) (u) fir ueB,
@ : BxB-R sei durch (1) definiert, T(‘p wie zuvor. Man sieht unmittelbar, daB dann auch

el,v) = sup <u¥*,v-u>, und d?B(u)c'I‘w(u). Ferner ist TlD monoton, weil ¢ die Bedip-
u*E¢B(u)

gungen (Bl), (B2) erfiillt.

Es gilt nun: Wenn ¢ der Bedingung (ii) aus Satz | geniligt, oder wenn ¢B maximal mono-
ton iber B ist, dann ist ¢B(u) = Tw(u) VuE_B, und T(p ist maximal monoton iiber B (insbe-
sondere also ¢ maximal monoton). Beweis. Wenn ¢ der Bedingung (ii) geniigt, so geniigt ¢,
wie im Beweis von Hilfssatz | gezeigt, der Bedingung (B3), und es gilt die Aussage (2),
also ¢B(u) = T@(u) Yu€B. Un die maximale Monotonie von T

4]
mit <u*-v* u-v>20 Vu€B, Vu*ETw(u). Hieraus folgt, weil jetzt

zu zeigen, sei v€B, v¥€E*

wlu,v) = sup <u*,v-uw>, daf \pv*(u,v) 1= 0(u,v) +<v*¥,u-v><0 VYueB. Weil lpv* eben-
u*ET@(u)

falls der Bedingung (B3) geniigt, folgt wie im Schritt 3 des Beweises zu Satz 2, daB
dann auch wv*(v,u) =@(v,u) +<v¥,v-u>20 Vu€B. Somit ist v*ET@(v), und T&D ist maximal
monoton. Ist ¢B maximal monoton, so folgt die Behauptung sofort aus ¢B(u)CTw(u) und

der Monotonie von Tq). a

Minty [6] hat sein Resultat urspringlich mittels eines Satzes von Kirszbraun iiber
die Fortsetzbarkeit einer Lipschitz-stetigen Abbildung bewiesen. Der folgende Satz ent-
hidlt den Satz von Kirszbraun als Sonderfall und 138t sich ebenfalls mittels des FGH-

Lemmas beweisen. conv A bezeichne im folgenden die konvexe Hiille von A.

Satz 5. Sei X eine konvexe_ Untermenge eines reellen topologischen Vektorraums.

Seien X, €X (i=1,...,n). Seien @ : XxX-R und ¢ : XxX >R Funktionen mit folgenden
Eigenschaften: ¢ sei im 2. Argument konvex und unterhalbstetig; es gelte

(p(xi,xj) +(p(xj,xi) <0 (i,j=1,...,n); ¢ sei im 2. Argument konvex und unterhalbstetig

und im I. Argument konkav; es gelte ¥(x,x) <0 Vx€X. Dann existiert ein
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E;Econv{xl,...,xn} , so daB Lp(xi,i) 'NP(Xi,E) <0 (i=l,...,n).

Beweis. Sei I :i={ A€R" | x20, Zi )\i= 1}. Fir i=1,...,n definiert man auf I konvexe,
‘unterhalbstetige Funktionen f-i(A) :=cp(xi,zj )\jxj) +w(xi,2j ijj) (A €™ und hat dann
die Existenz von X € £ zu zeigen, so daf max, fim <0. Dies folgt aus dem FGH-Lemma
analog zum Schritt 1 des Beweises von Satz 2. Die hierbei bendtigte Ungleichung

Zi uifi(u) <0 fiir beliebiges u e ergibt sich jetzt folgendermaBen:

I, ”ifi(“) =z, uico(xi,)’-j ujxj) +E; uiw(xi,ij ujxj)s

< Zi,j uiujw(xi,xj) +¢(>:i “ixi’):j ujxj) =

= —;— Zi’j FLr (w(xi,xj) +w(xj,xi)) + ¢ (X, uyx;,E 1:x.)<0. o
Seien nun Y :=]Rk, Z :=]Rl, versehen mit der euklidischen Norm. Seien (yi,zi) €EYxZ

(i=l,...?n) und yOEY. Man setzt im vorangehenden Satz X:=Yx Z, X, = (yi,zi) €X

(i=1,...,n) und definiert mit x= (y,2) €X und £= (n,7) €X die Funktionen ¢ und ¥ auf

X x X folgendermaBen:

. 2
©(x,8) 1= Il z 12 = Il y 1% -<z,0> +<y,n>,
: 2
Y(x,8) :=il g II2—<z,;>—<y,n>+ 2<y,y >~ H'yo ine.

. 2 2
Dann ist @(x,£) +@(g,x) =l z=¢ U™ =1l y-n |7, @(x,&) +y(x,8) = || z-¢ “2_ IFy-y llz, ins-
2 2
besondere also (D(Xi,xj)."' @(xj’xi) = || zi—zj e - il }’l‘Yj I ’ ('D(xi,g) +\'r'(xi,€) =

= |j z,-% ”2_ it Y7V llz. Damit erhdlt man aus Satz 5 das folgende Resultat:

Fiir (yi,zi) €YxZ (i=1,...,n) gelte || zi—zj < vyi-yj N (i,j=1,...,n). Dann gibt

es zu jedem y_ €Y ein cEconv{zl,---,zn} , so daf || z;-¢ =il vy, I =1, ,0).

Dies ist der Satz von Kirszbraun iiber die Fortsetzbarkeit einer Lipschitz-stetigen Ab-

bildung. Man vergleiche hierzu auch [3].

Ist Z=Y*, und setzt man mit den gleichen Verabredungen wie zuvor
@(x,8) 1=~ <z-g,y>, $(x,8) :=<z-g,y >, so ist ©(x,§) +©(g,x) = - <z=g,y-n> und
O(x,E) +p(x,E) = - <z~c,y—yo>. Damit liefert Satz 5 das folgende Resultat:

Fiir (yi,zi)EYxY* (i=1,...,n) gelte <zi—zj,yi-yj>20 (i,j=1,...,n). Dann gibt es

zu jedem y°€Y ein £ € conv { zl,...,zn} , so daf <zi—c,yi—yo>20 (i=1,...,n).

Dies ist der Satz von Debrumner-Flor iber die Fortsetzbarkeit einer monotonen Abbildung.
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