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1. Einfihrung

Die empirische ldentifikation von arbitragefreien Modellen der Zinsstruktur' beinhaltet eine

spezifische Problematik. Die zentrale die Zinsstruktur treibende GroRe ist die Zinsintensi-

tat{R,} . Die Zinsintensitat als Grenzwert kurzfristiger Zinssétze ist nun aber keine am Markt

beobachtbare GroRe, sondern eine latente Variable. Bei den Standardansétzen zur ldentifika-
tion von Zinsstrukturmodellen wird daher die Zinsintensitat durch einen kurzfristigen Zins-
satz, etwa Zinssatzen auf Monatsbasis?, approximiert. Diese Vorgehensweise fiihrt notwendi-

gerweise zu Verzerrungen bei der statistischen Identifikation der Prozessparameter.

Eine Alternative hierzu bildet der State Space-Ansatz bzw. Kalman-Filter®, da dieser explizit

die Erfassung latenter Variablen mit stochastischer (linearer) Entwicklungsdynamik erlaubt.

Die Verwendung des Kalman-Filters auf die Identifikation von Zinsstrukturmodellen wurde

erstmals von PENNACCHI (1991) durchgefiihrt und hat in jiingerer Zeit* verstarkt Beachtung

gefunden. Der Kalman-Filter weist dabei eine Reihe von weiteren Vorziigen auf, die ihn —

gerade bei hoherdimensionalen Modellen — zu einem interessanten und wertvollen generellen

Ansatz zur Identifikation von Zinsstrukturmodellen machen:

e Durch seine rekursive Struktur ist ein stdndiges Update der Prognosen (Projektionen) der
Zinsstrukturkurve moglich, sowohl einstufig als auch mehrstufig.

e Die rekursive Struktur des Kalman-Filters erlaubt auch in einfacher und direkter Weise
die Bestimmung der Likelihood-Funktion als Basis einer Maximum Likelihood-

Schétzung.

Im ersten Teil der vorliegenden Ausarbeitung soll daher sowohl die allgemeine Systematik

des Kalman-Filters als auch dessen Anwendung auf Multifaktormodelle der Zinsstruktur dar-

1 Zu einem ersten Uberblick hierzu vgl. etwa ALBRECHT/MAURER (2005, Abschnitt 9.3 und Anhang 9E).

So verwenden etwa Fischer/May/Walther (2003) in ihrer aktuellen Arbeit zur Anpassung eines eindimensio-

nalen Cox/Ingersoll/Ross-Modells die Monatsdurchschnitte des Geldmarktsatzes fur Tagesgeld am Frankfur-

ter Bankenplatz.

Vgl. hierzu generell HAMILTON (1994, Kapitel 13) sowie HARVEY (1989, Kapitel 3).

* Vgl. etwa DUAN/SIMONATO (1999), GEYER/PICHLER (1999), DE JONG (2000), BELETSKI (2003), CHEN/SCOTT
(2003) sowie FISCHER/MAY/WALTHER (2004).



gestellt werden, wobei die Intention nicht die grofite mathematische Allgemeinheit und Kirze
ist, sondern der Focus auf einer nachvollziehbaren und verstandlichen Ausarbeitung liegt.® In
einem zweiten Teil soll dann die empirische Anwendung der hier entwickelten modelltheore-

tischen Grundlagen im Vordergrund stehen.

2. Allgemeine Systematik des Kalman-Filters

2.1 Ausgangspunkt

Ausgangspunkt der Analyse ist ein zeitdiskretes (lineares) stochastisches dynamisches Sys-
tem, dessen Entwicklung durch den (r,l) -Zufallsvektor X; (t=1,...,T), den Zustandvektor,
beschrieben wird. Der Zustandsvektor bestimmt den Zustand, den das System zum Zeitpunkt t
einnimmt. Das Besondere hierbei ist der Umstand, dass der Zustandsvektor eine latente Vari-
able ist (in unserer Anwendung wird dies im einfachsten Fall die Zinsintensitat sein), d.h.
nicht beobachtet werden kann. Damit ist auch nicht beobachtbar, in welchem Zustand sich das

System zum jetzigen (oder friiheren) Zeitpunkt(en) befindet. Allerdings existiert ein beobacht-

bares stochastisches dynamisches System, dessen Entwicklung durch den (n,l) -Zufallsvektor
Y; (t=1,...,T) beschrieben wird, der wiederum in einer bestimmten Weise von X, abhéangig

ist und damit (beobachtbare) Informationen tber X, enthalt.

Generell interessiert man sich flir den Zustand, den das System im néchsten Zeitpunkt (allge-
meiner: in einem kinftigen Zeitpunkt) annehmen wird und mdchte hierfur eine Vorhersage

(Forecast) bzw. Projektion durchfiihren. In unserer Anwendung geht es dartiber hinausgehend

darum, die ZufallsgesetzmaRigkeit der latenten Variablen {Xt} zu identifizieren, da von die-

ser wiederum die Zufallsgesetzmaligkeit unserer Beobachtungen (in unserer Anwendung: die

Zinsstruktur) abhangt. Unser Hauptinteresse in der Anwendung gilt der Identifikation der Zu-

fallsgesetzmaRigkeit von {Yt} und der Gewinnung einer Projektion vonY,,, jeweils gege-

ben eine Menge {yl,...,yt} von empirischen Beobachtungen. In der weiteren Darstellung

lehnen wir uns weitgehend an HAMILTON (1994, Kapitel 13) an.

> In den Abschnitten 3 bzw. 4 konzentrieren wir uns dabei auf Modelle mit 1 bzw. 2 bzw. 3 Faktoren des Vasi-
cek-Typus bzw. des Cox/Ingersoll/Ross-Typus. In Anhang A wird der allgemeine Fall dargestellt.



2.2 Systemgleichungen

Die Entwicklung der Zustandsvariablen wird fir t>1 beschrieben durch die folgende Zu-
standsgleichung (state equation), das lineare System
(21&) Xt+1 :f + Fxt +Vt+1'

Der Zustandsprozess ist damit ein autoregressiver Prozess 1. Ordnung (AR(1)-Prozess) und

insbesondere ein Markovprozess.

Teilweise wird die Zustandsgleichung in der Literatur auch in der alternativen (4quivalenten)
Version

notiert, vgl. etwa BELETSKI (2003, S. 22) oder FISCHER/MAY/WALTHER (2004, S. 373). Die

Varianz-/Kovarianzmatrix des Residuums hat dann die Gestalt Q" = WQW' und im Weite-

" - - *
ren ware jeweils Q durch Q zu ersetzen.

Die Entwicklung der Beobachtungsgrofie Y; wird fir t>1 beschrieben durch die folgende
Beobachtungsgleichung (observation equation, measurement equation), das lineare System
(2.2) Y; =h+HX; +¢.

Die Abhangigkeit zwischen der beobachtbaren Variable und der Zustandsvariable ist damit zu
jedem Zeitpunkt linear, allerdings tberlagert durch einen zufélligen Messfehler (Stérterm).

Die Storterme {e,} und {V,} sind vom White Noise-Typus, d.h. es gilt

~ T\ R t=r

(2.3a) E(e)=0, E(StST ) _{0 sonst
bzw.

Q t=r

2.3b E(V,)=0, E(VV)= :

(2.3b) (V) (t’) {o sonst

Die Messfehler treten somit im Zeitablauf unabhéngig auf und besitzen einen Erwartungs-
wertvektor null sowie eine Varianz-/Kovarianzmatrix R bzw. Q. Auch untereinander sind die

Storterme unkorreliert, d.h.

(2.3¢) E(eV7 )=0 furallet,r.



Der (nicht-beobachtbare) Startwert des Systems ist X;. Wir nehmen diesbezuglich des Weite-

ren an, dass die Storterme unkorreliert mit X; sind, d.h.

(2.4a) E(stxlT):O fiir alle t
(2.4b) E(VtxlT):O firallet.

Ziel des Kalman-Filters ist, gegeben die Informationsmenge I, ={Y;,Y,4,....Y;} zum Zeit-

punkt t, die Vorhersage von X;,; im Sinne der besten linearen Projektion (d.h., der Minimie-

rung des mittleren quadratischen Fehlers unter allen linearen Projektionsfunktio-

nenag+a,Y; +...+a,Y;). Generell notieren wir im Weiteren die beste lineare Projektion einer
Zufallsvariablen Z gegeben 1, durch das Symbol Zt = E(Z| It). 2t ist die orthogonale Pro-
jektion von Z auf den durch {1, Yl,...,Yt} aufgespannten Unterraum und erfillt die Norma-
len-Gleichungen (Y, =1)

E|(z-2)Y] |-0 furallej=01....t.
Unter Benutzung dieser Notation ist somit das Ziel des Kalman-Filters die Gewinnung der

Projektion )A(MJt :E(Xt+1| l,). Da die X, nicht beobachtbar sind, muss hierzu “indirekt"

unter Ausnutzung der Systemgleichungen (2.1) und (2.2) vorgegangen werden. Die besondere

Eigenschaft des Kalman-Filters ist dabei seine rekursive Struktur, d.h. die sukzessive Generie-

rung von )A(]JO,)A(ZH,... , die eine einfache Aktualisierung (Update) der Projektion zulésst, wenn

neue Informationen eingegangen sind.

Mit diesen Projektionen ist jeweils eine (r, r)-Mean Square Error-Matrix assoziiert:

(2.9) Pry=E [(Xtﬂ - >A(t+]Jt )(Xt+1 - >A(t+]Jt )T} :

Wir beschreiben im Weiteren zunéchst die einzelnen im Rahmen des Kalman-Filters zur Ge-

winnung der Projektion )A(t+14t durchzuftihrenden Schritte.

2.3 Start der Rekursion



Die Rekursion startet mit)?uo, intuitiv der Prognose von X; auf der Grundlage noch keiner
vorhandenen Beobachtung. )A(uo entspricht damit der unbedingten Erwartung
mit assoziierter MSE-Matrix

(2.6b) Pl:E[(Xl—E(Xl))(Xl—E(Xl))T}:2,

die mithin der Varianz-/Kovarianzmatrix ¥ = Cov(X;) von X, entspricht.

Geht man von der Standardannahme aus, dass {X,} eine stationére Folge von Zufallsvekto-

ren ist, so sind die folgenden Gleichungen gultig, vgl. etwa HAMILTON (1994, S. 378), deren
Losung auf E(X;) bzw. X fihrt:

(2.7a) (E-F)E(X,)=f
(2.7b) S=FSF +Q.

Dabei ist E die (r,r)-Einheitsmatrix.

In Abschnitt 3.1 werden wir jedoch noch einen alternativen Ansatzpunkt darstellen, um

E(X;) bzw. ¥ zu gewinnen.

Nachdem der Startwert der Rekursion somit feststeht, dokumentieren wir im Weiteren die fir

den Schritt von t—1 nach t durchzufiihrenden Einzelprojektionen.

2.4 Projektion von Y,

Gegeben ist Xy,_; und es gilt in diesem KontextE (X, | I;_y)=Xy;_;. Gesucht wird nun die
beste lineare Projektion von Y; auf der Basis der Informationsmenge I;_;. Aufgrund von (2.2)
gilt nun

(2.8a) Yiea=E(Yellg)=h+HXy ;.

Die zugehorige MSE-Matrix M; ist dann gegeben durch



A

(2.8b) M, = E[(Yt ~ Yy ) (Ve —\?ﬂt_l)T} =HPHT +R.

2.5 Aktualisierung von X;

Kommt nun noch die Beobachtung Y; hinzu, d.h. ist die Informationsmenge geben durch I,

so konnen wir den Prognosewert fiir X, aktualisieren und notieren diesen aktualisierten Wert
durch )A(t|t . Es gilt dann:

(2.92) Xy = E (X 1) = Xyeg + PHTME [ Ye == HX g |

>A<t|t wird auch als (auf Basis der Beobachtungen) gefilterter Schatzer fur X, bezeichnet. Fir

die zugehdrige (r,r)-MSE-Matrix N, gilt entsprechend

(2.9b) N, = E{(Xt ~ Xy ) (X~ Xy )T} =P, —PH"M{*HP,.

2.6 Projektion von X4

Damit sind wir nun in der Lage, das Ziel der Prozedur, die Gewinnung der Projektion

vonXy,;, gegeben die Beobachtungen{Y;,...,Y;}, d.h. der Informationsmengel,, zu errei-
chen. Generell gilt

(2.10a) Xeuqp = F+FXys.

Hieraus folgt nun aus (2.9a)

(2.10b) X = F + FXyeg + Ko Yy —h—HXy 4 ).

Dabei bezeichnet die (r, n) -Matrix K; die sogenannte Kalman Gain-Matrix und es gilt

(2.10c) K, =FP,H M .
Die Kalman Gain-Matrix spezifiziert, welches Gewicht dem aktuellen VVorhersagefehler ge-

geben werden soll. Flr die MSE-Matrix Py, gilt dann die Rekursionsgleichung

(2.10d) Pt+1:FNtFT+Q=F[Pt_PtHTMt_lHPt]FT+Q.



Die Projektion von Y,,; gegeben die Beobachtungsmenge {Y,,...,Y,} lautet entsprechend zu

(2.8a)
2.7 Zusammenfassung der Rekursion

Die Rekursion startet mit den unbedingten ersten beiden Momenten Xuo=E(X1) und

P, = Cov(X;) vonX;. Die Rekursion fiir die Projektion der Zustandsvariablen ist dann insge-

samt gegeben durch (2.10), d.h.

(2.12a) X = +FXyg + FRH M (Yt —h- Hktlt_l)
sowie
(2.12b) P1 =F| P, —PHTM;'HR, |FT +Q.

2.8 Maximum Likelihood-Schatzung

Die Projektionen )A(m_l bzw. \?t|t_1sind per Konstruktion die besten linearen Projektionen fiir

X, bzw. Y, gegeben die Beobachtungsmenge l,_y ={Y,..., Y4} .

Nimmt man dariiber hinaus fir X; sowie die Stérterme {,,V,;t=1,...,T} eine multivariate

Normalverteilung an, so liegt sogar die beste Projektion unter allen messbaren Funktionen

von Yi,..., Yy vor. Im betrachteten Fall ist auch Y; bedingt auf die Informationsmenge I, 4
multivariat normalverteilt und es gilt

(2.13a) Yellig = Ny (B, Z)

wobei gemald (2.8) gilt

(2.13b) Mg =E(Y¢[1g) = h+HXy g

(2.13c) T =Cov(Y|li1)=M;=HPH" +R.

Fir den Logarithmus der bedingten Dichte gilt damit (t=1,...,T)



(2148)  Infy, (y)= —%{n In(2)+ In [det (5, )]+ (v —me)" = (v -1

Da nlin(2x) nur ein additiver Niveauterm bzw. 1/2ein multiplikativer Niveauterm ist, und
beide keinen Einfluss auf die Lage des Optimums besitzen, reduziert sich (2.14a) auf

(2.14b) nfy (vi)= —{In [det(Z) ]+ (ye—me)" =t (v -1y )} .

Numerisch aufwendig bei der Auswertung von (2.14) ist dabei insbesondere die Invertierung
der (n,n)-Matrix £, = M, und die Berechnung ihrer Determinante. Da n in der Regel deut-

lich groRer als r ist, empfiehlt es sich, die folgenden Berechnungsformeln — vgl. LUND (1997,

S. 6), HARVEY (1989, S. 108) — zu verwenden, um die Auswertungseffizienz zu erhdhen:
(2.15a) sl= R—l—R—lH[P;HHTR—lHTl HTR

(2.15h) det (%) = det(R)-det (P, )-det(P* + H'R™'H).

Bei Vorliegen einer Menge {yl,...,yT} von Beobachtungen ergibt sich aufgrund der generel-
len Faktorisierung fy v =fy -fy v -...-fy v v, die Log-Likelihood-Funktion zu

.
Lo (Yo y7)= X Infyy, (Vi)
(2.16) .

- —é{ln[det(Zt)]+(yt )" Z (Ve )} :

wobei 6 den Vektor der offenen Parameter (in den Systemmatrizen) bezeichne. Zur Schat-

zung von 6 ist Le(yl,...,yT) numerisch zu optimieren. Damit werden Algorithmen zur nu-

merischen Optimierung relevant fir die Maximum Likelihood-Schétzung. In der Literatur
wird ferner ausgefihrt, dass hierfiir insbesondere der EM-Algorithmus geeignet ist.

2.9 Mehrstufige Projektion

Neben der Gewinnung einer Projektion \?tHJt von Y, gegeben die Informationsmenge
{Yl,...,Yt} sind wir darlber hinausgehend interessiert an der Gewinnung einer Projekti-

on Yy, - Dies gelingt wie folgt, zur Vorgehensweise vgl. HAMILTON (1994, S. 384 f.).

Aufgrund von (2.1a) erhalten wir durch Auflésung der Rekursion den Zusammenhang



X, = (E +F+F2 4+ + Fs‘l)f +PX + P WV + PV 4+ PV + Vs -
Hieraus ergibt sich
Xt+s|t = E(Xt+s | It)
(2.17) i
=(E+F+ .+ P+ Xy

Dies ist die Verallgemeinerung der Beziehung (2.10a).

Die entsprechende Projektion fir Y, lautet dann

(2.18) Yiosr =h+HX gy

Der Kalman-Filter ermdglicht damit eine Alternative zur tblichen VVorgehensweise, zundchst
die aktuelle Zinsstruktur (moglichst perfekt®) zu identifizieren und dann die weitere Prozess-

entwicklung auf der Basis einer Monte Carlo-Simulation zu generieren’.
3. Zinsstrukturmodelle des Vasicek-Typus
3.1 Voruberlegungen zur Gewinnung der Zustandsgleichung

Unter Ausnutzung der Eigenschaften der bedingten Erwartung l&sst sich die folgende generel-

le Darstellung von X, ; nachweisen, man vgl. etwa DUAN/SIMONATO (1999),

(3.1a) X =E (X1 | Xp)+ Vi,
wobei
(3.1b) E(v;l):o, COV(V§+1)=Cov(xt+l|xt).

Diese generelle Darstellung gilt zunéchst fir eine beliebige Folge {Xt} von ZufallsgroRen. In
aquivalenter Form lautet sie

2
(3.2) Xis1 = E(Xpq | X¢)+Cov(Xyy | Xt)]/ ARY

wobei  Z,,, ~N(0,E) ein multivariat standardnomalverteilter Zufallsvektor ist und

Cov (X | Xt)l/2 die Cholesky-Zerlegung der positiv definiten Matrix Cov (X3 | Xy).

® Vgl hierzu etwa ALBRECHT/MAURER (2005, S. 473 f.).
" Die im Wege der Simulation ermittelte weitere Prozessentwicklung besitzt zudem nicht die Optimalitatsei-
genschaften einer (linearen) Prozessprojektion.
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Unter Zugrundelegung der Zustandsgleichung (2.1a) gilt ferner
wir die generelle Eigenschaft E[h(x)|x} =h(X) der bedingten Erwartung, und, dass Vi,

unkorreliert ist mit X, vgl. zu Letzterem etwa HAMILTON (1994, S. 373).

Wir halten somit fest, dass bei Glltigkeit von (2.1a)

gilt. Fur die Residualvariable Vt*+1 gilt bereits E(vt*ﬂ):o, damit liegt gemal (3.1b) insge-
samt der White Noise-Fall vor, wenn Cov (X, |X;) eine deterministische Matrix ist. In die-

sem Falle sind V,,; gemaB (3.1a) und V,,; gemaB (2.1a) offenbar identisch, d.h. (3.1a) ist

eine aquivalente Darstellung der Zustandsgleichung (2.1a).

Allerdings ist Cov(Xy,|X;) nicht generell eine deterministische Matrix, dies gilt nur in

Spezialfallen. Ein zentraler Spezialfall ist der GauB-Fall, d.h. X;und die Residuen Vt* (und
damit alle X, ) sind jeweils multivariat normalverteilt. Im GauR-Fall ist somit (3.1a) eine dqui-

valente Darstellung von (2.1a) und (3.1a) kann als Ansatzpunkt genommen werden, um die

Zustandsgleichung zu spezifizieren.

Die in diesem Abschnitt betrachteten Zinsstrukturmodelle vom Vasicek-Typus sind jeweils
unter den Gaul-Fall subsumierbar, so dass auf dieser Grundlage die Zustandsgleichung in
einfacher Form abgeleitet werden kann. Die im ndchsten Abschnitt betrachteten Zinsstruk-

turmodelle vom Cox/Ingersoll/Ross-Typus sind hingegen nicht mehr unter den Gaul3-Fall

subsumierbar und in der Tat ist dann Cov(X.,; | X,) stochastisch, so dass eine alternative

Vorgehensweise gefunden werden muss, auf die wir zurickkommen werden.

Im Gauf3-Fall eréffnet sich dartiber hinaus ein einfacher Weg zur Identifikation der Startwerte

E(X;) bzw. Cov(X;). Aus (3.1a) folgt mit (3.3) zunachst E(Xy,;)=E[E(Xpq|Xy)]
=E(f +FX;)=f+FE(X;). Unter der Annahme der Stationaritét folgt hieraus insgesamt

(3.43) (E-F)E(X,)=f.
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Dies entspricht der Gleichung (2.7a). Weiter gilt Cov(Xy,)=E[Cov(Xpy|X;)]

+ CoV[ E(Xyy | X¢) |=E[ Cov(Xy,1| X ) ]+ FCov(X, ). Aus der Annahme der Stationaritat
folgt hieraus die Gleichung
(3.4b) (E=F)Cov(X;)=E[Cov(Xy, | X¢)].

Die Gleichungen (3.4a) und (3.4b) werden in Anhang B benutzt, um die Startwerte der Kal-

man-Rekursion zu bestimmen.

3.2 Einfaktormodell von Vasicek

Das Einfaktormodell von Vasicek beruht® auf der Annahme eines Ornstein/Uhlenbeck-

Prozesses fur die Entwicklung der Zinsintensitét{Rt}, tblicherweise geschrieben als sto-
chastische Differentialgleichung der Form

(3.5) dR; =a(pu—R)dt+odW,.

Dabei giltp =pp, d.h. der Prozess (3.5) wird im Weiteren unter dem physischen (beobachtba-

ren) Wahrscheinlichkeitsmal® P spezifiziert, nicht unter der risikoneutralen Wahrscheinlich-
keitsbelegung. Zur Gewinnung der Zustandsgleichung knlpfen wir an deren aquivalenter all-

gemeiner Form (3.1) an und benutzen die Ergebnisse in ALBRECHT/MAURER (2005, S. 168)

fir E(R;|R) bzw. Var(R;|Rg). Wir erhalten hieraus’

(3.6a) E(Rt+1|Rt):u(l—e‘“)+e‘°‘Rt
sowie
62 2

_ - _a o
(3.6h) Var(Ryq |Ry) = Za(l e?).
Die standardisierte Form (2.1a) der Zustandsgleichung ergibt sich damit im vorliegenden
Spezialfall zu
(378.) Rt+l:f+FRt+Vt+1’
wobei
(3.7b) f= u(l—e‘“)
(3.7¢) F=e .

& Vgl. etwa ALBRECHT/MAURER (2005, S. 167 ff.).
° Vgl. auch Anhang B.1.
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Die Varianz-/Kovarianzmatrix Q aus (2.3b) reduziert sich im eindimensionalen Fall

aufVar(V,,;)=Var(Ryy |Ry), d.h.

o2 (1_ p—2a )

(3.7d) Q=—_

Die beobachteten Zufallsvektoren Y, entsprechen im Anwendungsfall von Zinsstrukturmodel-
len den Spot Rates R(t,t+7;) zum Zeitpunkt t fiir ausgewahlte Restlaufzei-

ten0 <1y <...<1,, d.h. den internen Zinsfiiken der entsprechenden Einheitszerobonds. Nach

dem Vasicek-Zinsstrukturmodell gilt zun4chst allgemein:*® **
(3.82) R(tt+1)=-1A(1)-1B(0)R,,
T T
wobei
—OT
(3.8b) B(’E) _ e —1'
o
62 2
(3.8¢) A(Ti)Z—q[B(T)+T}—£B(r) ,
A ol
3.8d —pu4+2_2
( ) amer o 2q?

Der Termp+E, wobei A den "Marktpreis des Risikos" bezeichne, entspricht dabei der
(04

Drift des Prozesses (3.2) unter der risikoneutralen Wahrscheinlichkeitsbelegung* *2.

In Vektorform gilt somitY, =(Ry,...,Ry, )T, wobeiRy; =R (t,t+71;). Da bei einer empiri-

schen Identifikation Ublicherweise die Anzahl der Beobachtungen (deutlich) gréRer als die
Anzahl der Parameter ist, wird eine exakte empirische Erfillung von (3.8a) nicht méglich
sein, d.h. die theoretische Zinsstrukturkurve kann die Datenlage nicht vollstandig erklaren.

19 vgl. etwa ALBRECHT/MAURER (2005, S. 490).

" Die Darstellung der Spot Rates geméB (3.8d) beruht auf der Spezifikation B(t,t+1)= exp[A(r)+ B(r)Rt]
der Zerobondpreise einer affinen Zinsstruktur. Daneben sind in der Literatur auch die Spezifikationen
B(t,t+1)=exp| A(t)-B(1)R, | sowie B(t,t+1)=exp[-A(1)-B(t)R, ] zufinden.

12 vgl. allgemein in Anhang A.2.

3 Dabei wurde, im Unterschied etwa zu Kwok (1998, S. 323) der iiberwiegenden Vorgehensweise in der Litera-
tur gefolgt, vgl. etwa BELETSKI (2003, S. 87), und A durch —X ersetzt. Dies sichert eine positive Risikopré-
mie bei positivem\ .
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Fur die empirische ldentifizierung ist es daher vorteilhaft, von einer gestorten (mit Messfeh-
lern beobachteten) Version von (3.8a) auszugehen, namlich
(3.80) R(Lt+7)=— S A(t) -~ B(1)Ry +eg.
T Ti
Dies ist die "statistische” Modellversion der Zinsstrukturkurve (3.8a). In Vektor-/Matrixform

ergibt sich daher

R(t,t+1) -An)/y -B(w)/n €1
(3.9a) : = : + : Ry+| :
R(t,t+1,) —A(r, )/rn -B(t, )/rn €
bzw. in kompakter Form
(3.9b) Y; =h+HR +¢,

- T T
d.h. es gilth =(—A(rl)/rl,...,—A(rn )/’Cn) , H :(—B(rl)/rl,...,—B(rn )/rn) So-
wiee, = (g1 € )T. Damit ist auch die Beobachtungsgleichung gemaR Abschnitt 2 in ihrer

standardisierten Form festgelegt. Offen ist nur noch die Spezifikation der Varianz-

/Kovarianzmatrix der Storterme, d.h.R = Cov(g). In der Literatur zur Anwendung des Kal-

man-Filters auf die ldentifikation von Zinsstrukturmodellen werden hierzu unterschiedliche

Spezifikationen vorgeschlagen. Die einfachste Variante ist'
(3.10a) R=0c%E,,
wobei E, die (n,n)-Einheitsmatrix bezeichne. Die Messfehler haben hier eine identische

Varianz fir alle Laufzeiten und sind untereinander unkorreliert (cross-sectionally uncorrela-
ted). Eine Alternative ware™

(3.10b) R =DE,,

wobei D =diag(dy....,d, ) eine Diagonalmatrix mit d; = Var(g;) ist. Die Messfehler waren

dann nach wie vor untereinander unkorreliert.

Ein solcher Ansatz ist allerdings nicht invariant gegeniiber linearen Datentransformationen.
DEe JONG (2000) empfiehlt daher die Spezifikation

(3.10c) R=LDL'.

¥ Vgl. zu einer entsprechenden Spezifikation etwa JEGADEESH/PENNACCHI (1996, S. 432), LUND (1997, S. 18)
sowie (in einem Cox/Ingersoll/Ross-Kontext) FISCHER/MAY/WALTHER (2004, S. 378).

> Zu einer entsprechenden Vorgehensweise vgl. BABBS/NOWMAN (1999, S. 124), BELETSKI (2003, S. 69) und
DUAN/SIMONATO (1999).



14

Dabei ist D =diag(d,,...,d,) eine Diagonalmatrix (die d; entsprechen den Eigenwerten von

R) und L ist eine untere Dreiecksmatrix der Form

1
L, 1 0
In1 In2 Inn—l 1

Durch diese Parametrisierung wird insbesondere gewahrleistet, dass R positiv definit ist.

In den folgenden Auswertungen beschranken wir uns allerdings zur Reduktion der traktablen
Parameteranzahl auf die Variante (3.10a), um die Probleme bei der praktischen Implementie-

rung des Modells zu verringern. Zur Durchfiihrung der Rekursionen des Kalman-Filters ge-

mal Abschnitt 2 sind nun nur noch die Startwerte ﬁuo = )A(uo und P, festzulegen. GemaR den

Ausfiihrungen in Abschnitt 2.3 gilt Ryy = E(R;) undP, = Var(R,). Auf der Basis der Uber-

legungen in Abschnitt 3.1 ergeben sich die Startwerte — man vgl. hierzu Anhang B.1 — zu

(3.11a) Ryo =1
und
2
(3.11b) P=2
200

Auf dieser Grundlage kénnen die linearen Projektionen Iitm :)A(MJt des Kalman-Filters

gemal (2.12a) sowie die damit assoziierten MSE-Matrizen P,,; gemal (2.12b) berechnet
werden. Der Parametervektor, beziglich dessen die Likelihood-Funktion (2.16) geméalR Ab-

schnitt 2.8 zu maximieren ist, lautetd =(p,o,0,2,0,), es sind damit fiinf Parameter zu

bestimmen.

Dartiber hinaus kdnnen, gegeben eine Zinsstrukturgeschichte {Yl,...,Yt} eine einstufige Pro-

jektion \A(Hm geméal (2.11) sowie mehrstufige Projektionen \?Hsu geméal (2.18) der Zins-

strukturkurve vorgenommen werden.

3.3 Zweifaktormodell des Vasicek-Typus
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Wir gehen aus von dem folgenden Modellansatz fiir die Zinsintensitat (ry € IR ):

Die Zinsintensitat ergibt sich damit als lineare Funktion der Faktoren X, (t) undX,(t), wo-

bei X :(Xl(t),Xz(t))T ein zweidimensionaler Ornstein/Uhlenbeck-Prozess mit der fol-

genden P-Dynamik ist:

W, = (Wl(t) , W, (t))T ist dabei ein zweidimensionaler Standard-Wienerprozess, insbesondere

sind W, (t) und W, (t) unabhéngige Prozesse. Weiter gilt

0
(3.12¢) o= (0‘1 j
0 0(,2
und
Gl 0
(3.12d) C =[ ]
[Sep) \/1—9202

Dabei ist C die Cholesky-Zerlegung der Varianz-/Kovarianzmatrix

2
O 010
2( 1 p 12 2}
o162 G2

d.h.==CC" . Diese Spezifikation' fiihrt zu einer Korrelation der beiden Faktoren X1 (t) und

X, (t) Im Fall p=0 fihrt dies zu unabhangigen Faktoren und damit zu einer direkten Ver-

allgemeinerung der Ergebnisse des Abschnitts 3.1. BELETSKI (2003) kommt aufgrund seiner
empirischen Analyse allerdings zum Schluss, dass im Kontext von Zweifaktormodellen des
Vasicek-Typus Modelle mit unabhangigen Faktoren den empirischen Daten (Varianz- und
Korrelationsstruktur) nicht hinreichend entsprechen. Auch De JONG (2000, S. 308) konstatiert
eine signifikante Korrelation zwischen den Faktoren. Daher ist die allgemeine Faktorstruktur

(3.12) vorzuziehen. Die Einzelgleichungen der Faktoren lauten dann:

(3.13b) dX; (t) = —0pX; (t)dt +po,dWi (1) ++/1-p?o,dWs (1)
bzw.

16 Zur grundsitzlichen Konstruktion (allerdings im Kontext der geometrischen Brownschen Bewegung) vgl.
etwa ALBRECHT/MAURER (2005, S. 184 f.).
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(3.13c) dX, (1) = —a, X, (1) dt+odW (1),
wobei W; (t)=pW, (t)++1-p®W, (t) wiederum ein Standard-Wienerprozess ist, allerdings

nun korreliert mit W, (t).

Im Unterschied zur Spezifikation (3.2) fallt dabei auf, dass in (3.13) die beiden Prozesse je-

weils ein Mean Reversion-Niveau von null besitzen. Dies liegt an der linearen Struktur von

(3.12a). Solange ry nicht restringiert wird, kann die Summe der Langfristmittel von Xl(t)
und X, (t) auf den Parameter r, reduziert werden®’. Der Parameter r, entspricht dann dem

Langfristmittel bzw. dem Mean Reversion-Niveau der ZinsintensitatR; .

Die Zustandsgleichung fir die Entwicklung des Vektors X; lasst sich nun auf der Basis von

(3.1) ableiten. Es gilt zunachst'®:

e ™ 0
E(X'H-llxt): ]Xt

0 g %2
(3.14a)
e "Xy (t)
e %X, (1)
0_12(1_6—2%) POz [y ()
(314b) _ 2(11 (11 + 0L2
- 2
pPO107 (1_ e_(a1+a2) ) G2 (l— e—zaz )
0(,1 + (12 2(12

Die Zustandsgleichung lautet somit
(3.158) (Xl(t +1)] _ ( eoclxl(t)]+vt+1
Xa(t+1)) | e %X, (1)
mit
(3.15b) Cov(V1)=Q.
Fir den Start der Rekursion werden die unbedingten Momente E(X;) und Cov(X;) bent-

tigt. Aus Anhang B.2 ergibt sich'®,

7 vgl. hierzu BELETSKI (2003, S. 58).
8 Man vgl. hierzu BELETSKI (2003, S. 66), DE JONG (2000, S. 312) und beachte die Normierung=0.

19 vgl. auch DE JoNG (2000, S. 312).
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0
(3.16a) Xﬂo = E(Xl) = (Oj
G12 PO107
2 +
(3.16D) P=Cov(X)=| “ 1 1T
PO107 G2
(11 + (12 2(12

Kommen wir damit zur Beobachtungsgleichung. Generell gilt hier

R(t,'F+tl) —A(‘l.fl)/’fl —Bl(.rl)/rl —Bz(.rl)/rl %, (1) 8.t1
(3.17a) : = : + : : (X (t)j-'_ :
R(t,t+rn) —A(rn)/rn —Bl(tn )/rn -B, (rn )/rn 2 €t
bzw. in kompakter Form
(3.17b) Y; =h+HX; +¢.
Weiter gilt*®:

-0 T —0l,T T
g -1 e 2 —1}

(3.18) B(t)=(By(1), Bz(r))T =( :

1 a2
__Moy_ of
(3.19) W= 20
(PMJF\/l—PZXz)Gz o2
(3.19b) Jp, =— -—5
(05)) 2&2
1 1
(3.19¢) Ap(r):%{a—l(Bl(r)+r)+a—2(Bz(r)+r)—Bl(r)Bz(r)}
2 2
(3.19d) A(r)= E{_qi [Bi(1)+ r]—% B, (T)Z}_ r+A, (1)

Bei der Spezifikation von R = Cov(s) gehen wir unverandert von (3.10a) aus. Damit sind die

Ausgangsdaten zur Anwendung der Kalman-Filter-Prozedur samtlich festgelegt. Der Parame-

tervektor bezlglich dessen die Likelihood-Funktion (2.16) gemal? Abschnitt 2.8 zu maximie-
ren ist, lautet hierbei 6=(ry,0,,01,61,6,,p,A1,15,6,), es sind damit neun Parameter zu

bestimmen.

20 v/gl. BELETSKI 2003, S. 57.
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34 Dreifaktormodell des Vasicek-Typus
Die Zinsintensitat sei gegeben durch

(3.20a) Ry =1+ X (1) +X, (1) +X3(t).

Dabei ist x(t)=(x1(t),x2(t),x3(t))T ein dreidimensionaler Ornstein/Uhlenbeck-Prozess

mit der P-Dynamik

Dabei ist W(t):(Wl(t),W2(t),W3(t))T ein dreidimensionaler Standard-Wienerprozess.

Weiter gilt:
o 0 0
(3.20c) a=0 a, O
0 0 O3
sowie

(320d) C = (52[312 02\'1— pfz 0
2 2 2
P23 —P12P13 - \/ 1-pi2 — P13 — P23 + 2P12P13P23

G3P13 O3 3
\/1—9122 \ll—P122

Dabei ist wiederum C eine Cholesky-Zerlegung, hier der Varianz-/Kovarianz-Matrix X mit

2
61 P1201062 130103
_ 2
X =| p120107 G3 P230203 |-
2
P130103  P230203 G3

Wie im Falle n =2 wurde ferner die Normierung p =0 gewadhit.

Die Zustandsgleichung l&sst sich nun wiederum auf der Basis von (3.1) ableiten. In Verallge-
meinerung von (3.14a) gilt zunéchst:

e X (1)
(3.21a) E(Xpa | X¢)=] e %X, (t)

e % X;(t)

In Verallgemeinerung von (3.14b) gilt des Weiteren
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(321b) Q:: COV(XH-].'Xt):qij

mit (pii =1 fir i:1,2,3)

(3.21c) " =m[1_e—(ai+%)]

. (li+0tj

Die Zustandsgleichung lautet somit

X, (t+1)) [ € “Xq(t)
(3.22a) Xp (t+1) |=| €% X, (1) |+ Ve
X3(t+l) e_(x3X3(t)
mit
(3.22b) Cov(Vy)=Q.

Fur den Start der Rekursion ergibt sich in Verallgemeinerung von (3.16):

0
0
mit (pii =1 fir i:1,2,3)
PijoiO]
3.23c Cov(Xy)., =—.
(3.23c) (X1); P

]

Kommen wir damit zur Beobachtungsgleichung. Generell gilt hier

R(t,t.+1:1) _A(T_l)/Tl

R(t,t.+rn) —A(T.n)/’tn

—Bl(rl)/rl —B2(rl)/rl —B3(1:1)/11 Xy (1) ey
+ : : : X, (t) |+ ¢

By(t)ft By(ea)ftn Ba(n)fen )\ Xa(t)) Le

(3.24a)

bzw. in kompakter Form

Fiir die beteiligten Funktionen gilt nun* (i=1,2,3, pii =1 fur 1=12,3),

21 vgl. hierzu BELETSKI (2003, S. 59; Appendix 1) sowie Anhang A.2.
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(3.252) B;(1)=

(3250)  Ay(x) —m{i[ai (x)+ 5]+ —[Bj(x)+7]-Bi(v)B; (r)},

o + 0

j QA aj
for 1<i,j<3
(3.25¢) A(r)=-2TCTa [B(x)+E, |-rr+= 3 Ay(7),

1<ij<3

wobei E, die (r,r)-Einheitsmatrix bezeichne.

Bei der Spezifikation von R = Cov(s) gehen wir unveréndert von (3.10a) aus. Damit sind die

Ausgangsdaten zur Anwendung der Kalman-Filter-Prozedur samtlich festgelegt. Der Parame-
tervektor, beziiglich dessen die Likelihood-Funktion (2.16) gemal? Abschnitt 2.8 zu maximie-

ren ist, lautet hierbei 6=(ry, 0,05, 03,067,69,63,P12,P13:P23. M, Ao, A3, 0, ), €5 sind damit

vierzehn Parameter zu bestimmen.

4. Zinsstrukturmodelle des Cox/Ingersoll/Ross (CIR)-Typus
4.1 Voruberlegungen zur Gewinnung der Zustandsgleichung

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist wiederum die generelle Faktorisierung (3.1).
Im Unterschied zum GauB-Fall ist in den folgenden Fallen Cov(X4,;|X;) aber nicht mehr
deterministisch, sondern eine Funktion von Xy, d.h. Cov(Xy,; | X;)=h(X,). Aus dieser Tat-

sache ergeben sich mehrere Probleme. Zunéchst ist (3.1) nun keine dquivalente Darstellung
von (2.1a) mehr. Es liegt nicht mehr der Fall des Standard-Kalman-Filters, sondern eines ver-
allgemeinerten Kalman-Filters vor, vgl. hierzu etwa HARVEY (1990, S. 156 f.). Zum anderen

ist X; nach wie vor nicht beobachtbar. Ein auf DUAN/SIMONATO (1999) zurlickgehender Vor-
schlag besteht nun darin, X;durch )A(t|t zu ersetzen, die lineare Projektion von X; auf

{LY,,..., Y}, diese wird ja durch den Kalman-Filter generiert.

Die Problematik pflanzt sich des Weiteren fort in die Thematik der Maximum Likelihood-

Schatzung. Das Residuum V;,; aus (3.1a) ist nun nicht mehr normalverteilt, die Likelihood-



21

Funktionen aus (2.14b) bzw. (2.16) sind nicht mehr korrekt. Die Beibehaltung dieser Likeli-
hood-Funktionen (d.h., der Approximation der wahren Dichte durch eine normalverteilte

Dichte) flihrt auf die sogenannte Quasi-Likelihood-Methode. Da im Weiteren aber X; durch

Xy ersetzt wird, resultiert aus dieser Vorgehensweise insgesamt nur eine approximative Va-

riante der Quasi-Likelihood-Methode. Dieser Problemkreis wird in der Literatur ausfiihrlich
diskutiert, insbesondere in DE JONG (2002), DUAN/SIMONATO (1999) und LUND (1997). Die in
diesem Zusammenhang durchgefiihrten empirischen Simulationen deuten darauf hin, dass der
aus der dargestellten VVorgehensweise resultierende Bias gering ist. Im Weiteren schlieRen wir
uns daher der Vorgehensweise von DUAN/SIMONATO (1999) an, wie zuvor schon BELETSKI
(2003), DE JONG (2000) und FISCHER/MAY/WALTHER (2004).

4.2 Einfaktormodell von CIR

Das Einfaktormodell von Cox/Ingersoll/Ross (CIR) beruht” auf der Annahme eines Quad-
ratwurzelprozesses fiir die Entwicklung der Zinsintensitat{R,} , tblicherweise geschrieben als
stochastische Diffferentialgleichung der Form

(4.1) dR; = a(p—Ry)dt+oy R dW, .

Dabei gilt ao=ap undp=pp, d.h. der Prozess wird unter dem physischen Wahrscheinlich-

keitsmal} P spezifiziert. Dabei ist 2ap > o2 voraus zu setzen, damit der Prozess im positiven

Bereich bleibt.

Zur Gewinnung der Zustandsgleichung knupfen wir unter Beriicksichtigung der Diskussion in
Abschnitt 4.1 an (3.1) an und benutzen die Ergebnisse in ALBRECHT/MAURER (2005, S. 170)

fur E(R,|Rs) bzw.Var(Ry|R;). Wir erhalten hieraus

(4.2a) E(Rea|R)=p(l-e™)+e R,
o’ —a\? c* -0 _ 20
(4.2b) Var(RHlRt):pZ(l—e )+;(e —e )R,

Aufgrund der Abhangigkeit von R, ist Var(R,;|R;) damit insbesondere nicht mehr — im

Gegensatz zum Vasicek-Fall — deterministisch.

22 \/gl. etwa ALBRECHT/MAURER (2005, S. 169 f.).
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Die entsprechende Version der Zustandsgleichung (2.1a) lautet somit:

wobei
(4.3b) f= u(l—e‘“)
(4.3c) F=e .

Die Parameter f und F sind somit identisch im Vergleich zum Vasicek-Fall. Die Varianz-
/Kovarianz-Matrix von V,; lautet hingegen

e e e Ry,

(4.3d) Q=Q(R¢)=p
Bei der Implementierung des Kalman-Filters ist dabei fir t=1,2,... die Zinsintensitat R,

durch ﬁam gemal (2.9a) zu ersetzen. Ifzmgreift dabei insbesondere auf den Startwert ﬁuo der

Kalman-Rekursion zuriick.

Die Abhangigkeit der Varianz-/Kovarianzmatrix Q von R, zieht ein weiteres Problem nach
sich, das — beim Einsatz des Kalman-Filters — bei allen Zinsstrukturmodellen vom CIR-Typus
auftritt. Ein negativer Projektionswert von Iim (bzw. allgemein 5(t|t) ist nicht zuldssig und
kann des Weiteren zu einer Matrix Q fuihren, die nicht mehr positiv definit ist. CHEN/ScOTT
(2003, S. 149) schlagen in diesem Zusammenhang vor, einen negativen Projektionswert F}tlt

(bzw. negative Komponenten von 5(t|t) durch null zu ersetzen, um die Restriktion R; >0

(bzw. X; (t)>0 fir alle i) zu wahren.”®

Der Startwert FAQ]JO =E(R;) und die assoziierte GréRe P, = Var(R;) ergeben sich** zu

A

(4.43) Ryp =1
und
2
(4.4b) P = “g_ .
o

 Dieses Censoring der Projektionswerte der Zustandsvariablen ist zwar notwendig, filhrt aber moglicherweise
zu zusétzlichen Verzerrungen beim Schéatzprozess, vgl. etwa LUND (1997, S. 10).
% \gl. Anhang C.1 oder DE JONG (2000, S. 312).
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Die Spot Rates R(t,t+ri) sind wie im Vasicek-Fall strukturell gegeben durch (3.9a), aller-
dings mit unterschiedlichen Werten fiir die Funktionen B(t) sowieA(t). Es gilt”
mity = (a+k)2+202:

(a+r+y)T/2

201 2ve
(4.5a) A(t)= In
(%) o? (0L+k+y)(eyT —1)+2y

2(eyt —1)

4.5b B(t)= .
(450) ) (oc+7»+y)(eyr —1)+2y

Bei der Spezifikation von R = Cov(s) gehen wir unveréndert von (3.10a) aus. Damit sind die

Ausgangsdaten zur Anwendung der Kalman-Filter-Prozedur samtlich festgelegt. Der Parame-
tervektor, beziiglich dessen die (Quasi-)Likelihood-Funktion (2.16) gemaR Abschnitt 2.8 zu

maximieren ist, lautet hierbei 6 =(p,a, 0,1, ), es sind damit fiinf Parameter zu bestimmen.

4.3 Zweifaktormodell des CIR-Typus: Unabhangige Faktoren
Das Zweifaktormodell des CIR-Typus, wobei die beiden Faktoren als unabhangig vorausge-
setzt werden, wird wie im Weiteren dargestellt spezifiziert. Wir gehen zunédchst aus von dem

folgenden Modell fur die Zinsintensitat:

(4.6) Ry =X (1)+X,(t).

Dabei ist X; :(Xl(t),Xz(t))T ein zweidimensionaler Quadratwurzelprozess mit der P-
Dynamik

(4.7a) dX; = o (n— X )dt+CyX dW, .

Dabei ist die symbolisch mit /X, bezeichnete Matrix gegeben durch

X (t 0
(4.7b) X = 1(1) .
0 Xz (t)

Aufgrund der Unabhangigkeit der Faktoren X, (t) und X, (t) reduziert sich die Cholesky-

Matrix C gemal (3.12d) zu

% Dabei wurde der iiberwiegenden Vorgehensweise in der Literatur gefolgt und die Risikopramie pro Einheit
Risiko ausgedriickt, d.h. A durch 7\./(5 ersetzt. Im Unterschied hierzu vgl. etwa Kwok (1998, S. 325).
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0
(4.7¢) C- [61 j
0 (52
und mit
0
(4.7d) o= [al j
0 (12
sowie
(4.7¢) n= (“ 1]
Ho

lasst sich (4.7a) wie folgt in die &quivalente Dynamik der eindimensionalen Prozesse Xl(t)

und X, (t) zerlegen:
(4.8a) dXy (t) = o (g — X (1)) dt+6,/Xq ()W (t)
(4.8b) dX; (t) =0y (n2 =X, (t))dt+021/X2 (t)dW, (t)

Um die Positivitat von {R} zu garantieren, muss dabei 2o, >o? fir i=1,2 gelten.

Anzumerken ist schliel3lich, dass es — im Unterschied zum Vasicek-Fall des Kapitels 3 — im
Fall eines mehrdimensionalen Quadratwurzelprozesses nicht zuldssig ist, unter der P-

Dynamik p =0 zu setzen und in einem einzigen Parameter r, zu kondensieren®.

Aufgrund der angenommenen Unabhangigkeit der Faktoren kénnen die Resultate des Ab-

schnitts 4.2 direkt auf den zweidimensionalen Fall Gbertragen werden.

Die Zustandsgleichung lautet

.9 (Xl(t+1)j: u1(1—e—°‘1) {e—% 0 J(Xl(t)]+vt+l'

Xy (t+1) oy (l—e‘%) 0 e*

Dabei ist Q = Cov (X, | X;) eine Diagonalmatrix mit (i=1,2)

2

(4.95) [Q] =ni %(l—e_“' )2 +%(e_°" —e72) X5 (1)

% \gl. hierzu BELETSKI (2003, S. 61) sowie DAI/SINGLETON (2000, S. 1949 und S. 1973). Abweichend hiervon
arbeitet DE JONG (2000) generell mit der Annahme pp =0.
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Im Rahmen der Kalman-Rekursion ist gemal3 der Vorbemerkungen in Abschnitt 4.1 dabei
Xi =(X; (1), X, (t))T zu ersetzen durch Xy .

Die Startwerte der Rekursion ergeben sich durch

(4.10a) Xy = [“ 1}
Ha
und
2
u12<5_1 0
o
(4.10b) P, = !
2
0 Hy—2
2(12

Kommen wir damit zur Spezifikation der Beobachtungsgleichung. Grundsatzlich gilt hier
unveréandert die Darstellung (3.17a) des zweidimensionalen Vasicek-Falles. Die Funktionen A

und B ergeben sich geméaR

(4.118) A(t)=A(1)+A; (1)
(4.11b) B(t)=(By(x),B, (1)),
wobei (i=1,2)

(4.110) = +14) +207

(o +2+y,)1/2

206 i 2vie
(4.11d) A (1) = Z%ii |y | <
I G|2 ((li “r}\,i +'Yi )(eyi‘E —l)

2(e"" —1)
(o + 2 +7i )(eyit —1)+2yi .

(4.11e) B;(1)=

Bei der Spezifikation von R = Cov(s) gehen wir unveréndert von (3.10a) aus. Damit sind die

Ausgangsdaten zur Anwendung der Kalman-Filter-Prozedur samtlich festgelegt. Der Parame-

tervektor, bezuglich dessen die (Quasi-)Likelihood-Funktion zu maximieren ist, lautet

0= (1, 1y, 0g,0p,61,02,A1, 49,6, ), €s sind damit neun Parameter zu bestimmen.

4.4 Dreifaktormodell des CIR-Typus: Unabhangige Faktoren
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Die Ergebnisse des Abschnitts 4.3 kénnen aufgrund der Unabhéngigkeit der Faktoren direkt

auf den dreidimensionalen Fall verallgemeinert werden. Es gilt:

(4.12) Ry =Xg (1)+X;(t)+X3(t).

Die P-Dynamik von X, =(X,(t),X, (t),,X3(t))T ist gegeben durch

(4.13) dX; = o (=X ) dt+Cy X dW,.

Dabei sind o, C und \/XT Diagonalmatrizen mit o = diag (o, a,,03), C=diag(o;,0,,03)
und /X =diag (X, (t),X,(t),X3(t)) und es gilt w=(py,1p,p1)" . Dabei ist 2a;u; > c?

(i=1,2,3) zu fordern, damit die Positivitat von {R} gewahrleistet ist.

Die Zustandsgleichung lautet
_pa % _
Xy (t+1) Ml(l i ) e™ 0 0 1 Xq(t)

(4.14a) Xp(t+1) |=| mp(1-e7) [+| 0 e 0 || Xp(t) |+ Ve
Xa(t+1 _

Dabei ist Q = Cov (X, | X;) eine Diagonalmatrix mit (i=1,2,3)
(4.14b) [Q]: = G—iz(l—e‘“i )2 +G—i2(e‘°‘i —g2 )x. (1)
. n I ZOLi O ! .
Im Rahmen der Kalman-Rekursion ist dabei gemaR den Voruberlegungen in Abschnitt 4.1
Xy = (X (1), X, (t),Xg(t))T zu ersetzen durch Xy .

Die Startwerte der Rekursion ergeben sich durch

A M
(4.15a) Xyo =| H2
U3
und
of
(415b) [Pl]ii = Mi 2—%

Fur die Beobachtungsgleichung gilt wie im Vasicek-Fall grundsatzlich die Darstellung (3.24

a). Die Funktionen A und B ergeben sich gemaR
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(4.16a) A(T)=A1(1)+A2 (r)+A3 (r)

(4.16b) B(x)=(By(),B2(x).B5(x))',

wobei (i=1,2,3)

(4.16c) Vi = \/(ai + A )2 +207
(o2 +7,)T/2

(4.16d) A (1) = Zag“i n|_2ne" :

o (o +2 -i-yi)(eyiT —1)

Z(eyi"' —1)
(o + 2 +7i )(eyit —1)+2yi .

(4168) Bi ('C) =

Bei der Spezifikation von R = Cov(s) gehen wir unverandert von (3.10a) aus. Damit sind die

Ausgangsdaten zur Anwendung der Kalman-Filter-Prozedur samtlich festgelegt. Der Parame-

tervektor, bezlglich dessen die (Quasi-)Likelihood-Funktion zu maximieren ist, lautet
0= (1, 1y, 13,04, 0p,03,61,02,63,A1, Ao, A3,0, ), €5 sind damit dreizehn Parameter zu

bestimmen.

4.5 Mehrfaktormodell des CIR-Typus: Korrelierte Faktoren
Im Falle abhéngiger Faktoren lautet, ausgehend von einer Zinsintensitat der Form

(4.17) R, =Y X (1),
die P-Dynamik der Faktoren X, =(X,(t)...., X, (t))T

(4.18) dX = o (p— X ) dt+Cy X dW.

Dabei sind o und /X; Diagonalmatrizen”” mit o =diag(oy,...,c;) und

X =diag (X (t),.., X, (1)) FUr wogilt w=(uyooootr) und C st die Cholesky-

Zerlegung einer Varianz-/Kovarianzmatrix.

7 Wie in Anhang A.1 angemerkt, beinhaltet die Wahl von o als Diagonalmatrix im Grunde eine Uberidentifi-
zierung der Parameter und eine untere Dreiecksmatrix wére vorzuziehen. Anhang A.1 enthalt ebenfalls eine

allgemeinere Version von /X, .



28

Mehrfaktormodelle des CIR-Typus sind im Falle korrelierter Faktoren mit einer Reihe von

Problemen verbunden. Zunéchst ergeben sich, wie in Anhang A.1 ausgefiihrt, eine Reihe von

Restriktionen, um die Positivitat von {R,} zu gewahrleisten sowie eine Reihe von Normie-

rungen, um die eindeutige ldentifizierbarkeit der Parameter sicherzustellen. Eine weitere

Problematik besteht darin, dass das Differentialgleichungssystem (A.9) bzw. (A.10) zur Ge-

winnung der Funktionen A(t) und B(t) im Gegensatz zu den bisher betrachteten Fallen nur

noch numerisch zu ldsen ist.

Eine Anwendung des Kalman-Filters auf Mehrfaktormodelle des CIR-Typus mit korrelierten
Faktoren erfolgt unseres Wissens bisher nur in DE JONG (2000). DE JONG arbeitet allerdings

einheitlich mit der Restriktion pup =0, die — wie bereits in Abschnitt 4.3 angesprochen - prob-

lematisch ist.

DAI/SINGLETON (2000, S. 1970) kommen dariber hinaus zum Schluss, dass auf der einen Sei-
te nur nicht-negative Korrelationen zwischen den Faktoren zu einem zuléassigen Modell fiih-
ren und auf der anderen Seite die empirischen Daten eher flr eine negative Korrelation der
Faktoren sprechen. Durch eine Zulassung (notwendigerweise positiver) Korrelation wére da-
mit im Vergleich zum unkorrelierten Fall nichts gewonnen. Wie schon BELETSKI (2003) ver-
zichten wir daher auf die empirische Identifizierung von multifaktoriellen CIR-Modellen mit

korrelierten Faktoren.
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Anhang A: Allgemeine Zinsstrukturmodelle

Al Das allgemeine affine Modell

Im Weiteren gehen wir auf zentrale strukturelle Resultate fir den Fall eines allgemeinen
mehrdimensionalen Zinsstrukturmodells der affinen Form ein, man vgl. hierzu DUFFIE/KAN
(1996) sowie CAIRNS (2004, S. 102 ff.).

Die Zinsintensitat R, ist gegeben durch die Spezifikation

r
(A1) Ri=rh+YXi(t)=r+e'X,.
i=1

Dabei ist e IR, e=(1...,))" und X, =(Xy(t),..., X, (t))" ein r-dimensionaler Diffusi-

onsprozess.

Ziel ist die Ableitung eines Ausdrucks fiir die Zerobondpreise der Form

B(t,t+7)= EQ {exp(—t? R (s)dsﬂ

(A.2)

A(x)+ 3 B;(1)X; (t)} —exp[ A(1)+B(1) X, |,

!

=exp

einer sogenannten zeithomogenen affinen Zinsstruktur.
Die Spot Rates sind in diesem Falle gegeben durch (t>0)
(A3) R(t,t+r):—1[A(r)+ B()' X |
T
Der folgende allgemeine r-dimensionale Diffusionsprozess flhrt auf eine zeithomogene affine
Zinsstruktur und umfasst zahlreiche in der Literatur vertretene Spezialfélle:

(A.43) dX; = pp (X )dt+o (X, )dWp (t),
wobei

(A.4b) mp (X¢)=ap (Hp —X;)

und

(A.4c) 5(X()=CyS; .

Dabei ist anzumerken, dass der Diffusionsprozess unter dem physischen (beobachtbaren)
Wahrscheinlichkeitsmal} P spezifiziert wurde. Auf die Représentation unter dem risikoneutra-

len Wahrscheinlichkeitsmal wird im Weiteren noch eingegangen.
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Die Matrix op ist eine reellwertige (r,r)-DiagonaImatrixZB, aP:diag(af,...,arP). Der

Vektor up =(up(1),...,up(r))T ein reellwertiger (r,1)-Vektor. Die Matrix C=35%? ist die
Cholesky-Zerlegung einer Varianz-/Kovarianzmatrix % = (o; ). Insbesondere ist C eine unte-

re Dreiecksmatrix. Die symbolisch mit \/§ bezeichnete Matrix ist eine (r,r)-

Diagonalmatrix, deren i-tes Diagonalelement gegeben ist durch

(A4.d) (V8¢ | =ai+bX,

die Skalare a; und die (r,1)-Vektoren b; sind dabei jeweils reellwertig.

Fir weitergehende Zwecke fassen wir noch die Skalare a; in einem (r,1)-Vektor

a =(a1,...,ar)T zusammen und die Vektoren b; in eine (r,r)-Matrix B=(by,...,b,).

Ist B=0, so fuhrt die Spezifikation (A.4) auf einen r-dimensionalen GauB-Prozess und es

treten keine Zulassigkeitsprobleme auf. Im Allgemeinen ist der Modellansatz (A.4) nur zulas-

sig (admissible), wenn [ /S |

>0 fur i=1,...,r. Im Allgemeinen sind daher Restriktionen
1

an die Parameter notwendig, um die Zulassigkeit zu sichern. Im Allgemeinen existiert dartber
hinaus ein Identifizierungsproblem, da nicht alle Parameter isoliert zu identifizieren sind, bei-

spielsweise ist nur die Produktmatrix ClaC identifizierbar. Dies macht eine Reihe von Nor-
mierungen der in das Modell (A.4) eingehenden Matrizen bzw. Vektoren notwendig. Zur aus-
fihrlichen Diskussion der Problemkreise "Zulassigkeit" und "Identifizierung” bzw. "Normie-

rung" verweisen wir auf DUFFIE/KAN (1996), DAI/SINGLETON (2000) und DE JONG (2000).

Kommen wir nun auf die Zusammenhénge zwischen der Spezifikation des Prozesses {Xt}

unter Q auf der einen Seite und unter dem physischen (beobachtbaren) Wahrscheinlichkeits-

mafR P auf der anderen. Hierzu betrachten wir einen Vektor k(t):(xl(t),...,kr(t))T von

8 Wie DAI/SINGLETON (2000, S. 1995) anmerken, fihrt die Annahme einer Diagonalmatrix zu einer Uberidenti-
fizierung der Parameter. Im allgemeinen ist a, als untere Dreiecksmatrix zu wahlen, deren Werte auBerhalb

der Diagonale nur kleiner oder gleich null sind. Wir folgen trotzdem der lblichen Vorgehensweise, o als

Diagonalmatrix zu postulieren, um die Anzahl der offenen — und damit empirisch zu identifizierenden Para-
meter — unter Kontrolle zu halten.
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Marktpreisen des Risikos. Unter Q gelten dann flr Drift und Diffusion des Prozesses die all-

gemeinen Beziehungen
(A.52) Mo (X¢) = e (X¢)=o(X¢)A(1)
(A.5b) oo (X¢)=0(Xy),

d.h. nur die Drift &ndert sich bei Betrachtung des Prozesses unter Q.

Im Kontext der fir diese Ausarbeitung relevanten Modelle wird nun die folgende Annahme
fir die Struktur der Marktpreise des Risikos getroffen, wobei A := (xl,...,xr)T ;

(A.6) (1) =/Sh.

In diesem Falle geht (A.5a) zunéchst Gber in

(A.7a) o (X¢)=wp(X;)-CSih,

wobei S, eine Diagonalmatrix mit [ﬁ} —a; +b! X, ist. Die Beziehung (A.7a) lasst sich

i
daher in disaggregierter Form schreiben als

(A.7b) Mo (Xi)=pe (X¢)-Cy-CoX,
wobei y ein (r,1)-Vektor \y:(\yl,...,\yr)T mit y; =2;a; ist und @ eine (r,r)-Matrix, de-

ren i-te Zeile gegen ist durch ;b , d.h.

Asb]
o= :

Abf
Notieren wir nun noch pq (X ) in der Form
(A7c) ho (X¢) =ag (g ~X¢).
so gelten die Zusammenhange
(A.83a) ap =o0g—CO
und
(A.8b) Oplp = Oghg +Cy
bzw.

(A.8¢) Up = 0(51 |:O(QMQ + C\u] :
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Die eindimensionale reelle Funktion A(r) und die vektorwertige reelle Funktion

B(t)=(Bl(t),...,Br(r))T genligen nun dem folgenden System von (gewohnlichen) Diffe-

rentialgleichungen, vgl. etwa DAI/SINGLETON (2000, S. 1947) oder BELETSKI (2003, S. 55):
18T 2
EZ[C B('C):|iai—r0

(A.9a) (v)/de = (oquq) B(7)+ ~

(A.9b) dB(<)/dx =—aQB(r)+%i[CTB(T)Kbi —e.
i=1

Dabei bedeute generell [A]. die i-te Zeile der Matrix A.

Die folgende alternative Darstellung bietet De JONG (2000, S. 301):

(A.10a) dA(r)/dr:(anQ) B(1)+ ZZB() i(t)ay -1

(A.10b) dB(x)/dt = —aQB(r)+%ZZBi (1)B;(t)b; e,
]

wobei die Skalare a;; und die Vektoren b;; der Gleichung
(A.10¢) aij+b§x=[c diag(a+BTx)CT]
]

genugen.

Das Differentialgleichungssystem (A.9) bzw. (A.10) ist in einigen zentralen Fallen explizit

l6sbar, im Allgemeinen — vgl. etwa DAI/SINGLETON (2000, S. 1947) — jedoch durch numeri-

sche Integration unter Zugrundelegung der Startbedingungen A(0)=0 und B(0)=0.
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A2 Das verallgemeinerte Vasicek-Modell

Das verallgemeinerte Vasicek-Modell gewinnt man, indem man im Rahmen von (A.4) jeweils

b; =0 (bzw. B=0 bzw. ®=0) und a; =1 (bzw. a =e) setzt.

Die allgemeine stochastische Differentialgleichung (A.4) besitzt dann die Form

(A.11) dX; = op (np —X; ) dt+ CdWp (t).

Die Zusammenhdnge (A.8) hinsichtlich des Zusammenhangs der Parameter o und p lauten
dann (man beachte Cy =CA\L)

(A.12a) op =0qg =0

(A.12b) Mp =Hg +0 Ch.

In dem im Haupttext relevanten Fall up =0 folgt hieraus

(A.12c) no=a"'Ch,

wobei — der Majoritat der Literatur (iber GauRsche affine Zinsstrukturmodelle folgend®, A

durch —A ersetzt wird.

Das Differentialgleichungssystem (A.9) lautet hiermit (man beachte ccl = %)

(A.13a) dAd—(T) = XTCTB(I)+%B(I)T =B(1)- 1o
T
(A.13b) dB(x) _ —aB(t)-e.
T

Da o eine Diagonalmatrix ist, kann (A.13b) relativ einfach gelost werden und man erhélt

insbesondere

(A.14) B(x)=(By(x),....B; (7)) {e

Zur Bestimmung von (A.13a) vgl. im Detail BELETSKI (2003, S. 87).

2 Vgl. etwa BELETSKI (2003, S. 87).
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A3 Das verallgemeinerte CIR-Modell

Das verallgemeinerte CIR-Modell gewinnt man, indem man generell a; =0 (bzw. a=0) so-
wie by =1 fir j=i und b;; =0 fur j=i setzt. Die allgemeine stochastische Differentialglei-
chung (A.4) besitzt dann die Form

X (t) 0

Die Zusammenhénge (A.8) hinsichtlich der Parameter oo und p lauten dann (man beachte
v =0 und ® =diag(2y,....A,))

(AlGa) Op = (X.Q -CA

(A.16b) Up = aﬁlaQuQ .
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Anhang B: Ermittlung der Startwerte bei Modellen des Vasicek-Typus
B.1 Einfaktormodell

GemaR ALBRECHT/MAURER (2005, S. 168) gilt zun&chst

(B.1) E(Rt+h|Rt):H+e_ah(Rt_H)
sowie

2
(B.2) Var(Ry.p | Ry) =g—a(1—e—20‘“).

Hieraus folgt zunéchst
(B.3) E(Rt+h)=E[E(Rt+h|Rt)}=M+e_ah[E(Rt)_H]

und damit unter Annahme der Stationaritat, d.h. E(R,,)=E(Ry)

(B.4) E(R)-n=e"""[E(Ry)-n].
Da exp(—ah)> 0 folgt hieraus
(B.5) E(R)=n.

Des Weiteren folgt
Var(Ry,p, ) =E[ Var(Ry [Ry) |+ Var| E(Ryp [Ry) |

(B.6)

2
_9 (1_p-20h)_ ,-2ah
_Za(l e )+e Var(Ry)

und damit unter Annahme der Stationaritat

2
—20h)_9O (1 _-20h
(B.7) Var(Rt)<1—e )_Za(l e )
Insgesamt folgt damit
2
B.8 Var(R,)=——.
(B8) ar(Ry)=>-

Ein entsprechendes Ergebnis erhélt man aus der AR(1)-Eigenschaft vonR;, wenn man von

einem "eingeschwungenen" Prozess ausgeht. Ansonsten sind (B.5) und (B.8) als approximati-

ve Beziehungen anzusehen.
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B.2 Zweifaktormodell

Aus (3.14a) folgt aus E(X,)= E[E(Xt+l|Xt)] und der Beachtung der Stationaritat zu-

néchst komponentenweise (i=1,2) E[ X; (t)]=e %E[ X;(t) Jund damitE[ X; (t)]=0.

Hinsichtlich der Kovarianzmatrix giltCov(X,,;)=E[ Cov (X, | X;) |+ Cov| E(Xy, | X;)].
Es gilt dann unter Annahme der Stationaritat komponentenweise (p =pyy =1)

Pijoi0j e—((xi+(xj) N e—(ai-t-aj)

(Bg) COVij = COVij
oF + (X,j
und damit
Telle)
(B.10) Covy; = 21201



Anhang C: Ermittlung der Startwerte bei Modellen des Cox/Ingersoll/Ross-Typus

GemaR ALBRECHT/MAURER (2005, S. 170) gilt zunéchst

(C.1) E(Ren IR =Re™ " +p(1-e™")
sowie

02 —ah —20h 02 —oh 2
(C.2) Var(Rt+h|Rt)=Rt£(e —e )+u£(l—e ).

Hieraus folgt zunéchst

(C.3) E(Ren) =E[E(Ren IR)] =6 "E(Ry)+u(1-e")
und damit unter Annahme der Stationaritat

(C.4) E(Ry)(1-e")=p(1-e"),

d.h., insgesamt

(C.5) E(R)=p.

Des Weiteren folgt
Var(Ry,p ) =E[ Var(Ry.y [Ry) |+ Var[E(Ryp |Ry) ]

(C5) 6° [ _ah  ._2ah G’ h\? 20h
:E(Rt)g(e‘“ -~ )+u£(l—e‘°‘ ) +Var(Ry)e ™"

Unter der Annahme der Stationariat folgt hieraus

2 2
(¢) _ _ (¢)
(e och_e 20Lh)_|_;/L

o 20 (l_ e )2 '

(C.7) Var(Rt)(l—e‘Zo‘h ) -

Insgesamt ergibt sich hieraus:

2

(C.8) Var(Rt):ug—a.
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