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1. Einfuhrung

Unter die Kategorie der Marktrisiken einer bestimmten Finanzposition subsumieren wir allgemein
ale Risiken, die aus der Veranderung des Mar ktpreises dieser Position Uber eine bestimmte Zeitpe-
riode resultieren. Die Finanzposition kann dabel ein einzelner Finanztitel, eine Klasse von Finanzti-
teln (z.B. Aktien) oder aber ein beliebiges Portefeuille aus Finanztiteln sein. Entsprechend der be-
trachteten Klasse von Finanztiteln kann man etwa Aktienkursdnderungsrisiken, Zinsénderungsrisi-
ken, Wahrungsrisiken sowie Risiken aus derivativen Instrumenten (Forwards/Futures, Optionen,
Swaps) unterscheiden. Die resultierenden Risiken hangen dabei von dem Unternehmen/der Institu-
tion ab, die die Finanzposition erworben (oder aber |eerverkauft) hat, z.B. kann man die Marktrisi-
ken im Handelsbereich einer Bank betrachten, Marktrisiken im Finanzbereich eines Industrieunter-

nehmens, oder aber Marktrisiken im Kapitalanlagebereich eines Versicherungsunternehmens.
Kennzeichnet V; die Hohe des Marktwertes der Finanzposition zum Zeitpunkt t, so beschreibt
AV, =V —V, (1a)
die entsprechende Marktwertdnderung Uber das Zeitintervall (Haltedauer) [t, t+h], wobe der
Marktwert zum Zeitpunkt t als bekannt angenommen werde. Da Verlustrisiken im Vordergrund des
Interesses stehen, betrachtet man alternativ den potentiellen Periodenverlust (auf Marktwertbasis)
L, =-AV, =V, -V, (1b)

der Finanzposition Uber die betrachtete Haltedauer.

Die mathematische Modellierung von Marktrisiken umfaldt im Kern drel Problemkreise:

: Ausarbeitung fur das DAV -Seminar ,, Spezialwissen Finanzmathematik”, Mannheim, 12./13. Oktober 2001.



1) Die Spezfikation eines (diskreten oder zeitstetigen) stochastischen Prozesses fur die
Marktwertentwicklung der Finanzposition wahrend der betrachteten Zeitperiode oder ver-
einfachend die Spezfikation einer Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die Anderung des

Marktwertes Uber die betrachtete Zeitperiode

2) Die Spezifikation eines Risikomalies, einer Mef3grofie fur das Ausmal3 des resultierenden
(Markt)-Risikos.

3) Die Risikoevaluation, gegeben die Spezifikation des Risikomales und der Zufallsgesetzmé-
Bigkeit der Marktwertentwicklung der Finanzposition.

Im weiteren soll zunachst ein (jeweils sehr knapper) Uberblick Uber die vorstehend genannten
Problemkreise gegeben werden. Anschlief3end steht die Standard-V aue-at-Risk-Methodologie im
Zentrum der Ausfihrungen.

2. Spezifikation der Zufallsgesetzmaliigkeit der M ar ktwer tentwicklung

Wir wenden uns zunéchst dem Gebiet der Modellierung von Aktienkursen V¢ im Zeitablauf zu. Zur
Analyse der Wertdnderungen (1a) bzw. (1b) geht man dabel von einer Modellierung der Rendite-
entwicklung oder aber der absoluten Kursentwicklung aus. Dabel stellt im Rahmen von Ein-
Periodenmodellen die Normalverteilung die Basis-Zufall sgesetzméliigkeit fir diskrete Renditen

Ry = Vern = Vo) 1V ~ N(1,0%) (29)

bzw. analog fir zeitstetige Renditen dar
R, =In(V,./v,). (2b)
Die absoluten Kurse V sind entsprechend normal- bzw. logarithmisch normalverteilt. Allgemeinere

Ein-Periodenmodelle versuchen primér, die Abweichungen empirischer Aktienrenditen von der

Normalverteilung (z.B. , fat tails*) zu erfassen.

Im Rahmen von diskreten stochastischen Prozessen (Zeitreithen) ist das Standardmodell der Ran-

dom Walk, angewendet entweder auf die absoluten Preisdifferenzen V.-V oder die logarithmier-



ten Preise. Der Random Walk beinhaltet in seiner Basisform unabhéngig und identisch verteilte
Anderungen der (logarithmierten) Kurse und wird oftmals mit einer Normalverteilungsannahme
verbunden. Entsprechend konzentrieren sich Verallgemeinerungen auf die Verteilungsannahme, die
Annahme der Stationaritét (z.B. Mean Reversion) sowie die Modellierung der Volatilitéts- und Au-
tokorrelationsentwicklung (z.B. ARCH-, GARCH-Modelle).

Im Rahmen von zeitstetigen Modellen sind die arithmetische bzw. geometrische Brownsche Bewe-
gung (Wiener Prozef3) die Standardmodelle, die wiederum auf unabhangige und identisch normal-
verteilte (logarithmierte) Kurszuwéachse fuhren. Entsprechende Verallgemeinerungen bestehen im
Ansatz allgemeinerer Diffusionsprozesse (insbesondere beinhaltet dies stetige Pfade), z.B.
Ornstein-Uhlenbeck-Prozesse, oder von Lévy-Prozessen (nicht-stetige Pfade).

Neben eine direkte Modellierung von Aktienkursen treten Moglichkeiten der Modellierung der Ein-

flusse von erklarenden Variablen auf die Kurse (Sngle-/Multi-lndexmodelle, Multifaktormodelle).

Schliefdich gelangt man durch die Verbindung der Spezifikation der Zufallsgesetzmaliigkeit von
Aktienrenditen mit Annahmen eines Kapitalmarkts im Gleichgewicht (Gleichgewichtsmodelle, No
Arbitrage-Ansatze) Uber die rein mathematisch/stati stisch/6konometrische Modellierung von Akti-
enkursverlaufen hinaus zu 6konomisch/kapital markttheoretisch basierten Modellen (CAPM, Arbit-

rage Pricing Theorie) von Aktienkursverlaufen.

Wenden wir uns nun dem Bereich der Modellierung von Zinstiteln zu. Hier steht das Barwertkon-
zept zur Bestimmung von Marktpreisen im Vordergrund. Auf der Grundlage von deterministisch
oder stochastisch modellierten Entwicklungen der fristigkeitsabhangigen Zinssétze (Spot Rates),
d.h. der Modellierung der Zinsstruktur und ihrer zeitlichen Entwicklung, kann man entsprechend
die Kursentwicklung von Zinstiteln/Zinstitel portefeuilles ableiten. Eine zentrale Rolle spielt in die-
sem Bereich die Analyse von Zinsanderungsrisiken, d.h. die Auswirkungen der Anderungen der
Zinsstruktur auf die Bar- und Endwerte von Zinstiteln. Im Bereich der deterministischen Modellie-
rung der Zinsstruktur fuhrt dies insbesondere zu linearen bzw. quadratischen Approximationen der
Barwertéanderung auf der Basis von Durations- bzw. Konvexitatsanalysen. Wie im Falle von Akti-
enkursentwicklungen lassen sich auch die Entwicklung der Preise von Zinstiteln bzw. der Zins-
strukturkurve auf die Entwicklung von exogenen Einfluf3grofden zurtckfihren (z.B.: Faktormodel-
le).

AbschliefRend gehen wir noch kurz auf den Bereich der Derivate ein. Hier 183 sich die Preisbildung
auf die Kursentwicklung der zugrunde liegenden Basistitel zurtickfuhren (Cost-of-Carry-Ansatz fir
Forwards/Futures, Optionspreistheorie fir Optionen, Bewertung von Swaps analog zu der Bewer-

tung von Zinstiteln). Entsprechend lassen sich Preisdnderungen bel Derivaten bei gegebenem Be-



wertungsmodell auf die Preisdnderungen des Basistitels sowie weiterer preisbeeinflussender Fakto-

ren zurickfihren.

3. Spezifikation eines Risikomales

Das zentrale Riskomald zur Quantifizierung von Marktrisiken im Rahmen der Value-at-Risk-
Methodologie stellt der Value-at-Risk (VaR) dar. Formal ist der Vaue-at-Risk einer Finanzposition

zum Konfidenzniveau O<o<1 Uber einen Zeitraum der Lange h definiert durch

P(L,2VaR ) =0 . 3)

Der Vaue-at-Risk zum Konfidenzniveau o ist somit digenige Auspragung der Verlusthdhe, die
mit der vorgegebenen Wahrscheinlichkeit nicht Uberschritten wird. Interpretiert man den VaR als
Hohe eines den eingegangenen Risiken zu unterlegenden Kapitals, dann besagt (3), dal3 die Wahr-
scheinlichkeit der Aufzehrung dieses Kapitals durch ein negatives Investmentergebnis kontrolliert
kleinist.

Des weiteren entspricht der VaR gerade dem (1-o)-Quantil der Verteilung der potentiellen Verlust-
héhe Ly = vi — Vi formal VaRy, = Fny(1-0), wobei F, die Verteilungsfunktion von Ly, bezeichnet.
Nachfolgende Abbildung illustriert diesen Sachverhalt.

{ >
VaR Vi - Vien

Abbildung: Vaue-at-Risk als (1-a)-Quantil der Verteilung der Verlusththe



Des weiteren besteht eine Dualitét’ zwischen der Shortfall-Wahrscheinlichkeit P(X < z) relativ zu
einem bestimmten Target und dem VaR. Bel der Shortfallwahrscheinlichkeit wird das Target vor-
gegeben und die Hohe der Shortfallwahrscheinlichkeit bestimmt. Beim Vaue-at-Risk wird die Ho-
he der Shortfallwahrscheinlichkeit vorgegeben und das Target fur die Zufallsgrofde Vi bzw. AV
bestimmt. Es gilt z = v; - VaRy bzw. z = -VaR;,. Entsprechend |1&(% sich eine VaR-Restriktion immer

in eine entsprechende Shortfall-Restriktion transformieren und vice versa.

Im folgenden soll der Vaue-at-Risk quantifiziert werden, wenn von der Annahme ausgegangen
wird, dald die Rendite R, = (Vh - Vi)/Vv; einer Normalverteilung mit Parametern folgt, die proportio-
nal zum betrachteten Zeitraum sind, d.h. R, ~ N(uh, 6°h). Die explizite Berechnung des VaR kann
dann auf der Basis der folgenden Uberlegung erfolgen. Zunéchst beachten wir, dass das (1-o)-

Quantil einer beliebigen normalverteilten Zufallsvariable X den Wert N, ,o(X)+ E(X) annimmt,

wobel N1y das (1-o)-Quantil der Standard-Normalverteilung bezeichne. Dies liegt darin begriin-
det, dass [X-E(X)]/o(X) einer Standard-Normalverteilung folgt. Unter den getroffenen Annahmen

fir Ry gilt desweiteren L, =V, —V,,, = —V,R, ~ N(=v,zh, v/ o*h). Insgesamt folgt damit:

VaR, =N_,o(L,)+E(L,)
(4)

=V,N, ,ovh-v,uh
Nimmt man an, dal3 die mittlere Rendite ph Uber das betrachtete Zeitintervall approximativ gleich
null ist (was vor allem fur kurze Zeitintervalle, etwa ein Tag, eine Woche, in praxi as erflllt ange-
sehen werden kann), so verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite der Beziehung (4) und
der Value-at-Risk wird damit proportional zur Standardabweichung. Diese Variante unterstreicht

den Charakter des Value-at-Risk als Risikomal3.

Beispid: Vaue-at-Risk bel Normalverteilungsannahme

Nehmen wir an, der heutige Kurs eines getétigten Finanzinvestments betrage v; = 100. Uber
den Zeitraum des néchsten Tages gehen wir von einer Normalverteilung mit Mittelwert 3%
und Standardabweichung 5% aus. Wie hoch ist der Vaue-at-Risk bei einem Konfidenzniveau
in Hohe von o = 1%7? (Hinweis: Ng.gg = 2.33).

Gemdl3 (4) ergibt sich der Vaue-at-Risk fur die betrachtete Halteperiode von einem Tag in der
angenommenen Konstellation zu VaR = 100(2,33 - 0,05 — 0,03) = 8,65. Die Wahrscheinlich-
keit, dal3 ein hoherer Kursverlust als 8,65 eintritt, d.h. der Kurs am néchsten Tag unter 91,35

1

Vgl. hierzu allgemein auch Portmann/Wegmann (1998).



sinkt, ist dann gleich dem gewahlten Konfidenzniveau von o = 1%. Bildet der Investor eine
Kapitalreserve in Hohe von 8,65, dann kann der aus dem Finanzinvestment resultierende po-
tentielle Verlust am néchsten Tag mit einer Wahrscheinlichkeit von 99% aufgefangen werden.

Offenkundig hangt die Hohe des Vaue-at-Risk von der getroffenen Verteilungsannahme ab. Um
dies zu illustrieren, betrachten wir alternativ den Fall, dald der Kursprozef3 einer geometrischen

Brownschen Bewegungen mit Drift g und Diffusion o folgt. Es gilt dann In(Vn/vi) ~ N(mh,o®h),
wobei m:ﬂ—%az. In diesem Fall ist X, =[In(V,,,/v,) —mh]/c+/h standardnormalverteilt. Da-
mit gilt:

o =P(X,<-N_,)=P(InV,,/v,) <mh-N, o+h) =PV, <v,exp(mh—-N, o+/h))=

P(v, —V,,, 2 V[1-exp(mh— N,_, o+/h)]). Aufgrund der Definition des VaR folgt hieraus insge-

samt:

VaR, =V[1-exp(mh—N,_,c/n)]. (5)

Unter der Vornahme der Approximation € = 1 + x reduziert sich dieser Ausdruck auf einen zu (4)

identischen.

Das geméal3 (3) definierte Rislkomald VaRy, unterliegt der Kritik aus entscheidungstheoretischer
Sicht. Zum einen ist es nicht konsistent zur Bernoulli-Nutzentheorie?, zum anderen besitzt es nicht
generell —wohl aber im Normalvertellungsfall fir a < %2 — die Eigenschaft der Sub-Additivitét. Es
lassen sich damit Konstellationen konstruieren®, in denen der Value-at-Risk einer aus zwei Einzel-
positionen kombinierten Finanzposition hoher ist, als die Summe der Vaue-at-Risks der Einzelpo-
sitionen. Dies widerspricht einer von dem Diversifikationsgedanken geprégten Intuition®.

Auf der Basis einer axiomatischen Vorgehensweise stellen Artzner et al. (1999) Bedingungen an
ein Risikomal3 mit wiinschenswerten Eigenschaften (, kohérentes Risikomal3*), darunter die Subad-
ditivitat®. Ein Spezialfall ist von besonderem Interesse: Ist V; eine stetige Zufallsvariable® (Existenz
einer Dichtefunktion) mit bekannter Verteilung, so ist der bedingte Value-at-Risk oder Tail-VaR

2 Vgl. hierzu etwa Guthoff/Pfingsten/Wolf (1998).

3 Vgl. etwa Artzner et al. (1999, S. 216) oder Wirch (1999, S. 107 ff.).

4 Ausfuhrlich zur praktischen Relevanz und Wiinschbarkeit der Subaddititivitatsei genschaft vgl. Artzner et al.
(1999).

Allgemein ist im Rahmen der Verteilungsklasse der elliptischen Verteilungen der VaR fir 0 < o < 0.5 ein
kohérentes Risikomal3, vgl. Embrechts/McNeil/Straumann (1999, S. 12).



CVaR, = E(L, |L, >VaR,) ©
=VaR, + E(L-VaR, |L, 2VaR,)

ein koharentes Risikomal3. Aus dem letzten Term von (6) wird deutlich, dal? der bedingte Vaue-at-

Risk stets ein htheres Risiko aufweist (bzw. zu einer hdheren Kapitalunterlegung fuhrt) als der Va-

lue-at-Risk. Der CVaR besitzt zudem die Eigenschaft, dal3 er nicht nur die Verlustwahrscheinlich-

keit berticksichtigt, sondern auch die Verlusthbhe, wenn ein solcher Verlust eintreten sollte. Trotz

dieser theoretischen Vorzige des CVaR ist der Value-at-Risk nach wie vor der gultige Standard in

der Investmentpraxis, so dal3 wir uns im folgenden hierauf beschranken werden.

Die bislang diskutierten Risikomal3e waren statistische Risikomalie in dem Sinne, dai in ihre Be-
rechnung sowohl Eintrittshéhen as auch Eintrittswahrscheinlichkeiten der zugrunde liegenden
Wertentwicklung eingehen. Alternativ bzw. erganzend kann man Risikomal3e betrachten, die auf
unter der Annahme bestimmter besonders ungiinstiger Szenarien’ (Worst-Case-Szenarien, Stress-

Szenarien) resultierenden Wertentwicklungen beruhen.

4. Verfahren der Risikkoevaluation

Unter Vorgabe eines Risikomal3es und einer vollstéandigen Spezifikation der Zufall sgesetzméaldigkeit
der Wertentwicklung (inkl. der Bestimmung der Parameter auf der Basis empirischer Daten) kann
zunachst versucht werden, die numerische Auspragung des Risikomal3es in analytisch geschlosse-
ner Form exakt oder unter Verwendung analytischer Approximationsverfahren approximativ zu
berechnen. Ist dies nicht moglich, so kann man aternativ auf der Grundlage einer vollsténdig spezi-
fizierten Zufallsgesetzmaliigkeit entsprechende Realisationen der betrachteten Wertentwicklung im
Wege einer Monte-Carlo-Smulation generieren und pro Simulation eine Auspragung des zu evalu-
ierenden Risikomal3es gewinnen. Auf der Basis , geniigend vieler* Simulationen [&8/3t sich so eine
durchschnittliche Auspragung gewinnen, die eine Approximation der gesuchten wahren Groéf3e dar-
stellt.

6 Im Falle einer beliebigen Verteilungsfunktion ist noch eine Modifikation durchzufiihren, vgl. Acerbi/Tasche
(2001).
Vgl. allgemein zu Scenario-Ansatzen sowie zu weiteren Verfahren des Stress-Testing Dowd (1998, Kapitel 6).



Analytische Evaluation und Monte Carlo-Simulation erfordern jewells eine vollstandige Spezifika-
tion der zugrunde liegenden Zufallsgesetzméaldigkeit (parametrischer Ansatz). Im Falle von Quantil-
berechnungen und damit auch dem Value-at-Risk ist nur der untere bzw. obere Randbereich der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von Bedeutung. Mit Verfahren der Extremwerttheorie 183 sich die-
ser Verteilungsbereich durch eine Grenzverteilung (z.B. verallgemeinerte Pareto-Verteilung) ap-

proximieren. und die entsprechende QuantilgréRe bestimmen (semi-parametrischer Ansatz)®.

Ganzlich ohne Annahmen Uber die zugrunde liegende Zufallsgesetzmaliigkeit kommt die ,, histori-
sche Smulation* aus, bel der die interessierenden Grof3en rein auf der Basis der in der Vergangen-
heit beobachteten Realisationen (die als aus einer unabhangig und identisch verteilten Zufallsge-
setzmal3igkeit entstammend angenommen werden) der betreffenden Finanzposition gewonnen wer-
den. Bei nicht gentigend vielen (unabhangigen) Realisationen eréffnet das Bootstrapping-Verfahren
eine Mdglichkeit der Erhohung des Stichprobenumfangs.

5. Anwendungen der VaR-Methodologie

Die Anwendungen des VaR-Ansatzes sind vidlfdtig. Im Hauptanwendungsfall, der Marktrisiko-
steuerung von Banken, wird der VaR zunéchst zur Bestimmung risikobasierter Eigenkapital anfor-
derungen auf der Basis von internen Risikomanagementmodellen eingesetzt. Neben der Kapitalun-
terlegung von Risiken kann auf VaR-Basis eine Risikokontrolle durchgefiihrt werden. Dies ge-
schieht entweder durch die Setzung von VaR-basierten Risikolimits oder durch ein risikokontrol-
liertes Portfoliomanagement unter Beachtung einer VaR-Restriktion oder durch Hedgestrategien
etwa mit dem Ziel der VaR-Minimierung. Schliefdlich kann auf der Basis der Kennzahl Return-on-
Risk-Adjusted-Capital (RORAC), auch als Return-on-Value-at-Risk bezeichnet,

Ergebnis
VaR

eine risikoorientierte Ergebnissteuerung durchgefihrt werden, etwa durch Vorgabe einer risikoad-
justierten Mindestprofitabilitét.

RORAC = (7)

Im Falle von Versicherungsunternehmen lassen sich Telle der VaR-Methodologie im Rahmen der

Steuerung des Kapital anlagebereiches anwenden, etwa zur Kontrolle von Verlust- bzw. Abschrei-

Man vgl. hierzu den Anhang.



bungsrisiken. Generell bestehen jedoch deutliche strukturelle Unterschiede (z.B. andere Fristigkeit
des Zeithorizonts, Nicht-Existenz eines Handel shestandes, Liability-Bezug) zum Bankenfall®. Kon-
zeptionell jedoch 147t sich die VaR-Methodologie tibertragen'® bis hin zur Risikokontrolle und ei-
ner risikobasierten Ergebnissteuerung (Risk Adjusted Performance Management, RAPM) auf Ge-
samtunternehmensebene. Begriindet liegt dies in der engen Verbindung zwischen dem VaR-Ansatz
und der Shortfallwahrscheinlichkeit (im Versicherungsfall: Verlust- bzw. Ruinwahrscheinlichkeit).

Hinsichtlich der Anwendungen der VaR-Methodologie im einzelnen sei auf die Literaturhinweise
des Abschnitts 7 verwiesen. Im folgenden konzentrieren wir uns auf spezifische Verfahren der (a-
nal ytischen) VaR-Bestimmung.

6. VaR-Berechnung
6.1 Risiko-Mapping

In praxi besteht die zu evaluierende Finanzposition zum einen aus einer Vielzahl von heterogenen
Einzelpositionen, deren Einfluf3 (inkl. Interaktionen) auf die Gesamtposition in expliziter Form er-
faldt werden soll. Dies gelingt problemlos und in einfacher Form (lineare Aggregation) nur unter
starken Restriktionen an die zugel assenen Zufallsgesetzméaldigkeiten, was in der Regel auf die Pos-
tulierung einer multivariaten Normalverteilung hinauslauft. Zum anderen bestehen Abhangigkeiten
Zu Basisgroflen des Finanzmarktes (Zinssdize, Wechelkurse), die sinnvollerweise explizit erfal’t

werden, um eine einheitliche Bewertung zu gewahrleisten.

Beide Gesichtspunkte werden im Rahmen des sog. Risiko-Mappings, dem zentralen Baustein der
Risk-Metrics-Methodik™ von J.P. Morgan, beriicksichtigt. Im Rahmen des Mappings werden diein
einem Portefeuille enthaltenen Finanztitel in ihre Grundbausteine zerlegt und diese dann mittels
Sensitivitdtsmal3en (dies beinhaltet insbesondere eine Linearisierung nicht-linearer Preisénderun-
gen) standardisierten Assets (Risikofaktoren) zugeordnet. Im folgenden soll zunéachst diese struktu-
relle Vorgehensweise dargestellt werden. Anschlief3end behandeln wir beispielhaft einzelne As-

setklassen zur Illustration der allgemeinen Vorgehenswelse.

o Vgl. hierzu etwa Albrecht/Bahrle/Konig (1997, S. 93 ff.).
10 Vgl. etwa Albrecht (1998) und Albrecht/K oryciorz (2000).
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Wir gehen aus von einem Bestand von n Finanztiteln mit Marktwertentwicklungen Vi(t), ..., Vi(t).
Diese Wertentwicklungen seien ihrerseits beeinflufdt von der Entwicklung der m Grofden (Risiko-
faktoren) Zi(t), ..., Zm(t). Entsprechend gibt es Funktionen vj(z, ..., Zm), j= 1, ..., n mit

Vi) =V (Z,(),-. Zn (1)) - 8

Wir nehmen nun eine Taylorapproximation 1. Ordnung fur die v; vor in der Form

Av; =V,(+Az,...,z,+Az,) - V(Z,.... Z,)

AN (©)
Tz a 0z, fm
dabei gilt z =z(t), Az =z(t+h)-z(t)
Damit gilt insgesamt — nun auf Ebene der Zufallsvariablen —
AV, = Zl“al AZ = Zl“dijAzi (10a)
mit d; = (dv,/dz) bzw. entsprechend in Vektorform
AV) =d] AZ (10b)

wobei d, = (d,;,...d,,)" und AZ = (AZ,,...,AZ,)".

Wir nehmen nun fir den Vektor AZ eine multivariate Normalverteilung an, dabei haben alle AZ,

den Erwartungswert 0 und es sei hoy =Cov(AZ;,AZ;), d.h. insgesamt AZ ~N(O,hZ) mit

2 =(o;). Damitist auch AV, normalverteilt mit E(AV,)) =0 und

1 Vgl. neben den Original dokumentationen (Technical Documents) von J.P. Morgan etwa Holtorf/Rudol f

(2000).
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n.n ov

Var(AV')—ZZaZ Sl ho
i=1 k=1

=h(d'=d,).

(11)

Entscheidend fur die Vorgehensweise ist damit neben der Annahme der multivariaten Normalver-

teilung fur die Anderung der Risikofaktoren die Linearisierung der Bewertungsfunktion der Fi-

nanztitel in bezug auf die Risikofaktoren (Sensitivitdten, Deltas).

Wir kommen nun zu der Analyse auf Portefeuilleebene. Essei x=(X,,...,X,)" der Vektor der abso-

luten Zahl der Finanztitel zum Zeitpunkt t im betrachteten Bestand. Fur die Marktwertentwicklung

V des Bestandes gilt damit V(t) = > XV, (t) =D_x,V,(Z,(t),...,
j=1 j=1

d” =9V /0z,i=1,...,m gilt damit
=Y x,(dv;/0z) =Y xd,
j=1 j=1

bzw. vektoriell mit d,, = (d;,...,d})":

Damit ist insgesamt AV, normalverteilt mit E(AV,)=0 und
Var (AV,) = h(d}Zd,).

Als Portfolio Vaue-at-Risk resultiert hieraus schliefdich

VaR® = N, /dI=d,v/h.

Z.(t)). Fur die ,Portfolio-Deltas’

(12a)

(12b)

(13)

(14)
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Im Falle der Normalverteilung (o < ¥2) weist der VaR die Subadditivitétseigenschaft auf, d.h. wenn
wir den isolierten Value-at-Risk VaR; des j-ten Finanztitels gemal (11) berechnen zu

VaR =N, ,./d=d vh, (15)
so gilt
VaR< > | x; |VaR, . (16)

j=1

Hinsichtlich der am VaR gemessenen Risikoposition bestehen somit Diversifikationseffekte im
Portefeuille.

Die vorstehend dargestellte Vorgehensweise wird as Delta-Normal-Methode (auf Titel- oder auf
Portfolioebene) bezeichnet, da sie charakterisiert ist durch eine Linearisierung der Wertfunktion in
Verbindung mit einer Normalverteilungsannahme. Die Problematik dieses Ansatzes besteht dem-
entsprechend in beiden dieser Annahmen. Die Normalverteilungsannahme impliziert, daf3 die Risi-
kofaktoren negative Werte annehmen konnen, dies ist problematisch z.B. wenn Zinssétze (Spot
Rates) als Risikofaktoren betrachtet werden. Die Linearisierung fuhrt zu einer Unterdriickung
nicht-linearer Preisrisiken, was z.B. im Falle von Optionen problematisch ist. Zudem wird bel der
Linearisierung eine lokale Approximation vorgenommen, d.h. der Approximationsfehler ist umso
groRer, je grolRer die Anderung der Risikofaktoren im Rahmen der Haltedauer ist.

Auf der anderen Seite weist die Delta-Normal-Methode eine Reihe von Vorzligen hinsichtlich ihres
praktischen Einsatzes auf. Zur Berechnung des Portfolio-VaR ist nur die Kenntnis der Vari-
anz/Kovarianz-Matrix*? der Veranderungen der Risikofaktoren notwendig. Wie wir gesehen haben,
lassen sich zudem die VaR-Beitrége von Teil-Portfolios (Assetklassen) in einfacher Form (Portfo-
lio-Deltas) aggregieren. Zudem existiert eine einfache Skalierungsbeziehung des VaR in bezug auf
unterschiedliche Haltedauern.

Zu einer teilweisen Verbesserung der geschilderten Problemlage kann aternativ mit einer Taylor-
approximation 2. Ordnung in bezug auf die Risikofaktoren gearbeitet werden (Delta-Gamma-
Methode)
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9V, 1 v, ov,
Av, =) —LAZ += ——(Az)(Az). 17
V=25, A5 Y g HAR)A ) (17)

Allerdings tritt hierbei nun die Problematik auf, dafd unter der Annahme einer multivariaten Nor-
malverteilung fir AZ,,..,AZ,_ die Werte AV.] bzw. AV, einer nicht bekannten Verteilung folgen™.
Ein einfacher Ausweg besteht dabel in der Durchfiihrung einer Monte-Carlo-Simulation auf der
Basis multivariat normalverteilter AZ, . Darliber hinaus sind eine Reihe von Approximationsme-

thoden fir diesen Fall entwickelt worden** *°.

6.2 VaR-Berechnung fur ein Aktienportfolio

Gehen wir aus von einem Markt(index)modell fur die Aktienrenditen Uber die betrachtete Zeitperi-
ode, d.h. R =a; + ;R +¢;, mit §, =Cov(R,R,)/Var(R,), so liegt bereits ein lineares Mo-
dell vor. Unter der Annahme einer zweidimensionalen Normalverteilung fur die Marktrendite und
das Residuum bestimmt sich der VaR auf Titelebene unter den Ublichen Annahmen aufgrund von

AV, =V)(a, + B R, +¢) zu*®

VaR; =N,/ /B2Var (R, ) +Var (e, ). (18)

Auf eine Aggregierung auf Portfolioebene verzichten wir an dieser Stelle.

In praxi wird dieser Ausdruck durch Vernachlassigung von Var(g;) z.T. weiter vereinfacht. Diese
einfache VaR-Berechnung auf der Basis der Betafaktoren der Aktien im betrachteten Bestand fuhrt

alerdings zu einer z.T. deutlichen Unterschatzung’ des VaR.

12

Zur Bestimmung dieser Matrix vgl. vertiefend Alexander/Leigh (1997).
13

Geht man von einem Risikofaktor, z.B. Aktienkurs, aus, dessen Logarithmus normalverteilt ist, so fuhrt die
Delta-Gamma-Approximation in spezifischen Konstellationen zu einer nicht-zentralen Chiquadrat-Verteilung,
vgl. etwa Britten-Jones/Schaefer (1999), Huschens (2000, S. 195) und Read (1998).

1 Vgl. etwa Wilson (1998, S. 86 ff.).

1 Dartiber hinaus besteht die Mdoglichkeit, bei Vorgabe der Momente unter Benutzung der Cornish-Fisher-
Entwicklung, vgl. Johnson/Kotz (1970, S. 33 f.), die Quantile und damit den VaR zu approximieren.

Dabei wurde wie Ublich E(R;) = 0 vorausgesetzt.

v Vgl. etwa Huschens (2000, S. 193 f.).

16
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Unterstellen wir ein Multifaktormodell der Form

R :a1' +QIF1+""+b|mFm+gi ' I ::I'I"'!n ) (19a)

bzw. in Matrixform

R=a+BF +¢ , (19b)

so gilt*® fiir ein Portfolio P die folgende Darstellung der Portfoliovarianz:

Var(R,) = X' BVar (F)B"x+ x'D,X, (20)

dabei ist D, =Var(e) eine Diagonalmatrix. Unter der Annahme einer multivariaten Normalvertei -

lung™ furr die Faktoren F und der Annahme E(Rp) = O gilt damit fiir den Portfolio-VaR:

VaR, = N, V¥,/x"BVar (F)B"x+ x'D,x.. (21)

Dabei ist v der (bekannte) Wert des Portfolios zum Zeitpunkt t.

6.3 VaR-Berechnung fur Zinstitel

Essai r, =r ein fristigkeitsunabhéngiger deterministischer Zinssatz und es gelte r,,, =r + Ar . Dann

folgt fur die Funktion P = P(r) = ZZt (1+r)" einesZingtitels aus der Taylorapproximation (9)

t=1
R R=-D,(NAr . (229)

Dabel ist DA(r) = -P{(r) die absolute Duration des Zinstitels ausgewertet in r, =r. Die Dura

tionsapproximation® ist damit zugleich ein einfaches Beispiel fiir die in Abschnitt 6.1 dargestellte

18 Vgl. Albrecht/Maurer (2001, Anhang 7A, Beziehung (7A.9b).
19 Auch die aternative Ananhme einer multivariaten Normalverteilung fur In F fihrt zu keinen neuen Problemen.
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Linearisierungstechnik. Unterstellt man nun, dafi3 die Zinsdnderung eine Zufallsvariable ist, so lau-

tet die Approximation
R =R ==Da()(R.n—1) (22b)

Unterstellen wir des weiteren unter Inkaufnahme negativer Zinsen eine Normalverteilung fur die
Zinsanderung, d.h. AR=R,, -1 ~N(0,hc®), so ergibt sich unter Anwendung der

Standardargumentation

VaR, =N, ,D,(r)ovh

23
:Nl—aDM(rt)Ro-\/ﬁ . *)

dabei ist D,, (r) = D,(r)/R(r) die modifizierte Duration.

Eine direkte Veralgemeinerung dieser Vorgehensweise kann auf der Basis der Key-Rate-
Durations” erfolgen. Seien dabei die ausgewahiten Restlaufzeiten 0 < t; < ... < t, und betrachten

wir einen Zinsgtitel, der nur zu den Zeitpunkten t + t;Zahlungen aufweist, so gilt approximativ

AP = - KRDAr, (24Q)

i=1

dabei sind KRD/(ry,...,r,) = oP(ry,...,r.)/or =—tZ(t)1+r) " /(1+r) die absoluten Key Rate-
Durationen und r, =r(t,t +t;) die Spot Ratesint mit Restlaufzeit t;. Unterstellen wir einen zufalls-
abhangigen Vektor AR=(AR,,...,AR,) von Zinsratendnderungen, so geht die Approximation (244a)

Uber in

AP = — y KRD” A
2 KRD™4R (24b)

=-KRD'AR

2 Der Unterschied zur traditionellen Durationsapproximation besteht darin, dass diese fir alternative Werte

I, =TI + Ar zum gleichen Zeitpunkt t durchgefihrt wird.
2 Vgl. Albrecht/Maurer (2001, Abschnitt 9.2.3).
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wobei KRD = (KRD;,...,KRD?)". Zur Gewinnung eines Vaue-at-Risk Wertes fir den betrachte-

ten Zinstitel bzw. ein Portefeuille aus Zinstiteln kommt man dann wieder standardméafdig unter An-
nahme einer multivariaten Normalverteilung® fiir AR, d.h. AR~ N(0,hX) .

6.4 VaR-Berechnung fur Optionen

Bezeichne C; = C(S) den Wert einer Call-Option zum Zeitpunkt t in Abhangigkeit vom Wert S
des Basistitels, so gilt die folgende Approximation (Delta-Approximation)

AC=Cppy =C = Ac (S — S)- (25)

Dabei ist A, (t) =dC/dS das Optionsdelta. Auch die Deltagpproximation besteht in einer (lokalen)

linearen Preisapproximation, intuitiv geht man dabel von dem in Einheiten des Basistitels umge-
rechneten Exposure der Optionsposition aus. Zu einem Value-at-Risk-Wert der Optionsposition

gelangt man wieder standardméfdig durch Annahme einer Normalverteilung fur AS=S,, - §
bzw.InAS. Eine verbesserte Approximation, die partiell auch nicht-lineare Preisanderungen be-

ricksichtigt, liefert die Delta-Gamma-Approximation®
AC = A, (1)AS+ %rc (t)(AS)?, (26)

dabei ist T, (t) = dC*/9S* = 9AC/9S das Optionsgamma.
Durch Einbeziehung weiterer Optionssensitivitaten® kann eine weitere Verbesserung der vorge-

nommenen Approximation erfolgen®.

2 Alternativ: Die Annahme einer multivariaten Normalverteilung fir INAR .

= Vgl. Albrecht/Maurer (2001, Abschnitt 11.3.2, Beziehung 11.49).

2 Vgl. Albrecht/Maurer (2001, Abschnitt 11.3.2).

» So weisen etwa Buhler/Korn/Schmidt (1998) darauf hin, dass bei der Evaluation von Optionspositionen die
Zeitwertanderung der Option Uber eine Theta-Approximation beriicksichtigt werden sollte.
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7. Literaturhinwese

Monographien zur Vaue-at-Risk-Thematik sind Dowd (1998) und Jorion (1997). Ausfihrliche
Ubersichten enthalten ferner Huschens (2000), Eisele/Knobloch (2000) und Wilson (1998), eine
vertiefende Ubersicht bieten Duffie/lPan (1997). Vielfétige Anwendungen der Value-at-Risk-
Methodologie sind dargestellt in Beeck/Johanning/Rudolph (1999), Chow/Kritzman (2001), El-
ler/Gruber/Reif (2001), Johanning (1998), Johanning/Rudolph (2000) und Kleeberg/Schienger
(2000). Zur Spezifikation der Zufallsgesetzméaldigkeit der Marktwertentwicklung vgl. vertiefend
Duffie/Pan (1997, S. 10ff). Nicht-normale Anderungen der Risikofaktoren behandeln Hull/White
(1998). Zu statistischen Methoden der Quantilschatzung vgl. Abberger/Feng/Heller (1998) und
Ridder (1998). Zu Anwendungen der Extremwerttheorie vgl. Borkovec/KlUppelberg (2000),
Embrechts et al. (1995), Jansen/Koedijk/de Vries (2000), McNeil/Frey (2000) sowie Neftci (2000).
Einen Vergleich der unterschiedlichen Ansétze der Risikoevaluation (Korrelationsansatz, Monte-
Carlo-Simulation, historische Simulation) bieten Buihler/Korn/Schmidt (1998).

Zum Mapping-Verfahren vgl. vertiefend Ridder/Stahl (2000).

Zur VaR-Berechnung von Aktienpositionen vgl. neben der bereits genannten Literatur Gaumert
(1997) und Neumann (2000).

Zur VaR-Berechnung von Zinspositionen vgl. vertiefend Ho/Chen/Eng (1996), Schween (1998),
Tobler/Walder (1998) und Zagst (1997).

Zur VaR-Berechnung von Optionspositionen vgl. des weitern Duffie/Pan (1997, S. 23ff.), El Jahel
et al. (1999), Klaus (1997) und Locar ek-Junge (1998).
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Anhang A: Extremwerttheorie und Value-at-Risk: Peaks over Threshold-Methode

Ausgangspunkt der weiteren Uberlegungen ist die verallgemeinerte Paretoverteilung (a> 0)
Xa\_1/a g
GP,,(x)=1-(1+ F) far x>0 . (A1)

Es sel u ein Schwellenwert (Threshold), unter bestimmten Bedingungen gilt dann die Grenzwert-

aussage

. X—-u _ -1/a
lim P( hw > X| X >uj_(1+ax) (A2)

U—oo

fUr eine geeignete Funktion h.

Mit F(x):=1-F(x) und F,(x) definiert durch

Fu+x)

F,()=P(X —u>x|X >x)=—== , (A3)
F(u)
kann man dann® die Approximation
F,() =1-GP, ) (%) (A4)

vornehmen, wobel der Parameter b = b(u) von dem gewahlten Schwellenwert abhangt.

Es s& nun F(Xx)=P(L, <Xx)=P(v, -V, <Xx) dieVerteilungsfunktion des Periodenverlustes Ly.
Fu+x)= P(L, >u+Xx) ist dann der Tail der Verteilung von L, im Bereich[u,). Gemal3 (A3)
gilt F(u+x) = F(u)F,(x). Fu(x) kann man gem&R (A4) approximieren, F(u)durch

=~ N

F(u)= et (A5)

» Die Skalenfunktion h(u) wird dabei als Parameter in die Grenzverteilung integriert.
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wobei N, die Anzahl der Uberschreitungen von Ly, Uber der Grenze u bei n Beobachtungen von Ly,
ist. Insgesamt ergibt sich als Tailschétzer

i N
Flu+x)= T”[l— GP,,(X)] (A6)

wobei noch die Parameter a und b = b(u) geeignet zu schétzen sind, etwa aufgrund einer Maximum
Likelihood-Schétzung. Durch Inversion erhélt man als Schatzgrol3e fur das (1- ) -Quantil von Ly,

und damit fur den Vaue-at-Risk

VaR:u+9{1(la)} 1}. (A7)
a|l N,

Ein zentrales Problem dieser Methode ist die Festlegung des Schwellenwertes u. Je grol3er u, desto
besser gilt die Approximation (A2), desto weniger aussagekraftig ist aber die empirische Schétz-
grofRe gemal3 (A5). Hier ist ein Trade-off durchzufiihren. Die Vorgehensweise verdeutlicht zudem
den Charakter der POT-Methode als semiparametrische Vorgehensweise, die zugrundeliegende
Verteilung bleibt dem Grunde nach unspezifiziert, es wird lediglich mit einer wahrscheinlichkeits-
theoretisch begrindeten asymptotischen (parametrischen) Verteilung fur den Tail gearbeitet.

Eine adternative Vorgehensweise auf der Basis des Hill-Schétzers fur 1/a findet man in Jan-
sen/Koedijk/de Vries (2000, S. 2531.).
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