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Abstract

The Skorokhod distance usually arises in the context of stochastic limits. A
formula for evaluating the distance of real-valued step-functions defined on
the unit interval is derived. Moreover, a polynomial time algorithm based
on this formula is developed as well as an approximation scheme in order
to approximate the Skorokhod distance of monotone cadlag-functions to an
arbitrary precision.

Zusammenfassung

Die Skorokhodmetrik steht iiblicherweise im Zusammenhang mit stochasti-
schen Grenzwerten. Eine Formel zur Auswertung der Skorokhodmetrik stiick-
weise konstanter Pfade auf dem Einheitsintervall wird hergeleitet. Basierend
auf dieser Formel wird ferner ein Algorithmus zur Auswertung in polynomi-
eller Zeit sowie ein Approximationsschema fiir den Skorokhodabstand mono-
toner cadlag-Funktionen mit beliebiger Genauigkeit entwickelt.
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Kapitel 1

Einfuhrung

In den letzten Jahren haben in der Wahrscheinlichkeitstheorie sogenannte
Lévyprozesse immer mehr an Bedeutung gewonnen. Dies sind stochastische
Prozesse mit unabhéngigen, stationaren Zuwachsen. Im Zusammenhang mit
der Simulation der Pfade solcher Prozesse kam die Frage auf, wie dhnlich
sich zwei solche Pfade sind. Pfade von Lévyprozessen weisen typischerweise
Spriinge auf. Die Frage kann man auch losgelost von jeglichen wahrschein-
lichkeitstheoretischen Uberlegungen stellen: Wie ist die Ahnlichkeit zweier
deterministischer Funktionen quantifizierbar? Ein bekannter Abstandsbegriff
zwischen stetigen Funktionen ist die von der Supremumsnorm induzierte Me-
trik. Fiir Funktionen mit Unstetigkeitsstellen ist diese Metrik jedoch vollig
ungeeignet. In diesem Zusammenhang hat A. Skorokhod mit dem Fokus auf
stochastische Grenzwertsitze in seinem Artikel ,Limit theorems for stocha-
stic processes” (siehe |1]) im Jahr 1956 mehrere Metriken vorgeschlagen. Der
von ihm urspriinglich als J1-Metrik bezeichnete Abstandsbegriff hat sich im
Laufe der Jahrzehnte durchgesetzt und ist mittlerweile als Skorokhodmetrik
bekannt.

Leider konnte auch nach intensiver Recherche mit Ausnahme der Masterar-
beit von L. Contreras (siche [2]) keine Literatur iiber die Auswertung der
Skorokhodmetrik gefunden werden.
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Kapitel 2

Skorokhodmetrik

2.1 cadlag-Funktionen

Wir beginnen mit der Definition einer weitreichenden Klasse von Funktio-
nen. Diese sogenannten cadlag-Funktionen (,continue & droite, pourvue de
limites & gauche“) spielen in der Wahrscheinlichkeitstheorie bei der Analyse
von Pfaden stochastischer Prozesse eine zentrale Rolle. Die Abschnitte 2.1-
2.2 dieser Arbeit basieren auf Kapitel 3, Abschnitt 12 des Buches von P.
Billingsley (siehe [3]).
Definition 2.1.1. Eine reellwertige Funktion f auf [0, 1] heift cadlag, falls
fir jedes t € (0,1] der Grenzwert

lim f(s) (2.1.1)

sTt

existiert (und endlich ist) sowie fiir jedes t € |0, 1)
ft) = ligl f(s) (2.1.2)

gilt.

Wie wir nun sehen werden, reichen (2.1.1) und (2.1.2) bereits aus, um viele
niitzliche Eigenschaften abzuleiten. Der linksseitige Grenzwert in (2.1.1) wird
fortan mit f(t—) und der rechtsseitige in (2.1.2) mit f(¢+) abgekiirzt. Wir
bezeichnen Af(t) = f(t)—f(t—) fiir t € (0, 1) als die Sprunghthe von f an der
Stelle ¢. Offensichtlich hat f genau dann eine Unstetigkeitsstelle in ¢, wenn
Af(t) # 0 gilt. Weiter sei D der Raum der reellwertigen cadlag-Funktionen
auf |0, 1]. Das folgende Lemma von P. Billingsley ist von zentraler Bedeutung
zur Herleitung wesentlicher Eigenschaften der Funktionen aus D.

3
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Lemma 2.1.2. Fiir jedes f € D und alle ¢ > 0 existieren endlich viele Punkte
O=ty<ti<...<ty=1,NeN mit

sup | f(u) — f(v)| <e, i=1,...,N. (2.1.3)

u,ve[ti,l 7ti)

Sei f € D und wir nehmen an, es gébe unendlich viele Unstetigkeitsstel-
len, an denen die absolute Sprunghdhe von f {iber einem vorgelegten £ > 0
liegt. Dann existiert eine Folge (s,,n € N) in [0, 1] mit s; # s; fiir alle 4, j
und |Af(s,)| = ¢ fiir alle n. Nach Lemma 2.1.2 muss jedoch eine endliche
Zerlegung des Einheitsintervalls mit (2.1.3) existieren. Also muss ein s, mit
sm # t; fiir alle 7 in einem der von den ¢; aufgespannten Intervalle liegen.
Fallt das Folgenglied in das j-te Intervall, d.h. s, € [t;_1,;), so folgt

sup  [f(u) = f(v)] = [Af(sm)| = ¢,

u,’UE[tj_l,tj)
was im direkten Widerspruch zu Lemma 2.1.2 steht. Folglich gilt
{t [1AF(@B)] > e} < o

fiir alle ¢ > 0 und wegen {t | Af(t) # 0} = U, ,enit | |Af(t)] > 1/m} ist die
Menge {t | Af(t) # 0} hochstens abzéhlbar.

Eine Funktion f bezeichnen wir als stiickweise konstant, wenn es endlich
viele Stellen ¢; mit 0 = ¢ty < t; < --- < ty = 1 derart gibt, dass f auf
den halboffenen Intervallen [t;_1,t;),1 < i < N konstant ist. Von nun an sei
D, die Teilmenge der stiickweise konstanten Funktionen in . Eine weitere
unmittelbare Konsequenz aus Lemma 2.1.2 ist, dass . beziiglich der Su-
premumsnorm dicht in D liegt. Diese Eigenschaften der cadlag-Funktionen
fassen wir zu einem Korollar zusammen:

Korollar 2.1.3. Fiir alle f € D gilt:

(1) f ist beschrinkt,
(ii) f besitzt hichstens abzdhlbar viele Sprungstellen,

(111) Es gibt nur endlich viele Sprungstellen t;, an denen die Sprunghdhe
|Af(t;)| ein vorgelegtes € > 0 dberschreitet,

(iv) f ist gleichmdfig durch stickweise konstante Funktionen approximier-
bar.
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2.2 Einfiihrung

Wir beginnen mit der Definition der Skorokhodmetrik.

Definition 2.2.1. A sei die Menge aller streng monoton wachsenden, steti-
gen Funktionen auf [0, 1], welche surjektiv nach [0, 1] abbilden. Dann ist die
Skorokhodmetrik definiert als

ds(f,9) = f { I\ = 1], v If = g Al } (2:21)

fur alle f,g e D.

A ist gerade die Menge aller wachsenden Homdomorphismen A : [0,1] —
[0,1]. Fiir jedes A € A ist A(0) = 0 und A(1) = 1. dg ist das Infimum aller
e > 0 fiir die ein A € A mit

sup |A(t) —t| <e
te[0,1]

und

sup |f(t) —goA(t)| <e
te[0,1]

existiert. Unmittelbar aus (2.2.1) ersichtlich sind

ds(f,9) < |f =9l (2.2.2)

und
ds(f,9) = ds(—=f,—g)- (2.2.3)
Fiir alle A € A gilt

[f = g0y = 17(0) = g(O)] v [ F(1) — g(1)]

und somit ist | f(0) — g(0)| v |f(1) — g(1)| eine untere Schranke fiir ds(f, g).
Satz 2.2.2. Die Skorokhodmetrik ist eine Metrik auf D.

Bewets. Die Positivitit von dg ist offensichtlich. Die Endlichkeit ist an der
Ungleichung (2.2.2) erkennbar, da die Identitdtsfunktion in A liegt und die
Differenz zweier cadlag-Funktion wieder cadlag und als solche nach Korol-
lar 2.1.3(i) beschréinkt ist. ds(f,g) = 0 impliziert die Existenz einer Folge
(An,n € N) in A derart, dass A, gleichmébig gegen die Identitétsfunktion und
g o A, gleichméfig gegen f konvergiert. An den Stetigkeitsstellen ¢ € (0,1)
von g stimmen f und g wegen ¢(t) = g(lim, A\, (t)) = lim,, g o A\, (t) = f(¢)
iiberein. Ist g jedoch nicht stetig in ¢, muss die reelle Folge (A, (), n € N) ent-
weder von unten oder von oben gegen ¢ konvergieren. Um dies einzusehen,
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nehme man zunéchst an, dass die Folge unendlich oft zwischen [0, ¢) und [t, 1]
oszilliert. Dann existieren fiir alle n € N ganze Zahlen ny,ns € N mit n; > n
und A, (t) < t und A\, (¢) = t. Da \,(t) —, t, gibt es (ebenfalls gegen t)
konvergierende Teilfolgen (A, (1), u € N), (A, (¢),v € N), welche respektive in
[0, 1) bzw. [t, 1] liegen. Folglich gilt goA,,, (t) —u g(t—) und go\,, (t) —, g(t).
Wegen g(t—) # g(t) steht dies im Widerspruch zu go\,(t) —, f(t). Fiir jede
Unstetigkeitsstelle ¢ von g muss daher entweder f(t) = g(t—) oder f(t) = g(t)
gelten. Zusammen mit der geforderten Rechtsstetigkeit von f miissen die bei-
den Funktionen auf |0, 1] iibereinstimmen. Fiir alle f, g,h € D, A\;, Ay € A ist

[f=goXoday, =|forst —go], (2.2.4)
<[ fort =h|, +lh=goNl,
<|[f=hoX|y, +[h—goAl,

sowie

A0 A2 = Id],, < A = Id|, + [A2 — 1d|, -
Da die Komposition von A\; und Ay wieder in A liegt, folgt

ds(f,9) < mE{JA —Td|, +[|f — g0 Ay}
eA

= (o de — Tl + I = g0 Ao o]}

< dS(hvg) + dS(fa h)

Wegen (2.2.4) und |A —Id||, = [|A! —Id]|, folgt die Symmetrie von dg aus
der Beobachtung, dass mit jedem A € A auch deren Umkehrfunktion wieder
in A liegt. [l

Lemma 2.2.3. Fine Folge von Funktionen (f,,n € N) in D konvergiert
genau dann gegen f € D im Sinne der Skorokhodmetrik, wenn in A eine
Folge (\,,n € N) derart existiert, dass (fn o A\n,n € N) gleichmafig gegen f
und (\,,n € N) gleichmaflig gegen Id konvergieren.

Geht man iiber zur Folge der Umkehrfunktionen (A\;',n € N) < A, so
wird klar, dass die Aussage in obigem Lemma &dquivalent zur Existenz ei-
ner weiteren Folge (v,,n € N) in A ist, fiir die ||f, — f ovn],, —n» 0 und
|y — Id||, —» 0 gilt. Wegen

[fn (@) = SO < [fu(t) = f o Aa(®)] + [f 0 Anlt) = f(D)]

impliziert die Konvergenz im Sinne der Skorokhodmetrik die punktweise Kon-
vergenz an allen Stetigkeitsstellen der Grenzfunktion sowie an den Réndern
des Intervalls [0, 1].
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Satz 2.2.4. Die Skorokhod-Metrik ist nicht vollstindig.

Beweis. Zum Beweis der Behauptung miissen wir eine Folge im metrischen
Raum (DD, dg) konstruieren, welche Cauchy ist, aber nicht in D konvergiert.
Fiir n,m € N definieren wir die Funktion f, : [0,1] — R durch f, = 11/
sowie eine weitere Funktion A, € A, welche auf den Intervallen [0, 1/2"] und
[1/2" 1] affin linear ist und A, (1/2") = 1/2™ erfiillt. Fiir jedes n,m € N gilt
dann f, = f,, o A, und

ds(fos fn) < | fo = o Al v [An = 1d],

R
Cam2n
<2—(n/\m).

Folglich existiert fiir jedes ¢ > 0 ein ng € N derart, dass dg(fn, fm) <
2-(nam) < 9 m0 < ¢ fiir alle n,m > ng erfiillt ist. Andererseits konvergiert
die Folge von Funktionen (f,) auf dem halboffenen Intervall (0,1] punkt-
weise gegen 0. Falls also eine Grenzfunktion f € D existiert, gegen die (f,)
im Sinne der Skorokhodmetrik konvergiert, so muss f wegen der angestreb-
ten Rechtsstetigkeit gleich der Nullfunktion sein. Aber fiir jedes n € N ist

ds(fn,()) = an”oo > 1. O

Es existiert eine Metrik, welche dieselbe Topologie erzeugt, aber vollstindig
ist (siehe [3] S. 125). Da diese jedoch deutlich umstédndlicher auszuwerten ist,
konzentrieren wir uns auf dg aus Definition 2.2.1.

Schlielich wollen wir noch ein einfaches Beispiel dafiir angeben, dass die
Skorokhodmetrik tatséchlich strikt kleiner als die von ||-||o, induzierte Metrik
sein kann. Sei hierzu ¢, € (0,1/3) und die Funktionen f, g € D definiert durch

0, t < to,
f() = =1+ t/ty, to<t< 2,
1, 2o =t
und
0, t < 2t,
g(t) = =2+ t/ty, 2ty <t < 3t

1, 3ty > t.
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Damit ist | f — g|,, = f(2to) — g(2ty) = 1. Weiter sei A € A gegeben durch

2t, t < th
A(t) = { to +t, to < t < 2to,
to/(1 — 2to) + (1 — 3t0)/(1 — 2t), 2ty > 1.

Da sowohl f als auch g o A auf den Intervallen [0,%y) und [2to, 1] konstant
sind, hat die Wahl von A € A auf diesen Intervallen keinerlei Auswirkungen
auf | f — g o A|,. Wéhlt man der Einfachheit halber die lineare Interpolation,
so gilt einerseits

A =1d||,, = sup |A(t) — | = max(A(ity) — ito) = to,
te[0,1 i=1,2

]

andererseits verschwindet |f —go \|,,, da f auf [to, 2¢y) mit g o A iiberein-
stimmt und wir erhalten

ds(f,9) < |A=Id|, v I[f—goA,=t <1

2.3 Skorokhodmetrik fiir stiickweise konstante
Funktionen

Im folgenden Abschnitt wollen wir eine Formel fiir den Skorokhodabstand
zweier Funktionen aus einer dichten Teilmenge von D herleiten. Fiir eine
Zahl a € R definieren wir ¢ = max(a,0) und a~ = —min(a,0). a™ und
a” heifen Positivteil und Negativteil von a. Fiir die folgenden Berechnungen
treffen wir die Konvention, dass das Maximum iiber eine leere Menge gleich
0 ist. Es sei daran erinnert, dass D, aller stiickweise konstanten, rechtssteti-
gen Funktionen auf [0, 1] enthélt. Der folgende Satz liefert eine Formel zur
Auswertung der Skorokhodmetrik in D..

Satz 2.3.1. Seien f,g € D. mit den Unstetigkeitsstellen 0 < 3{ < sg < e
<5{Vf<1,Nf>1, brw. 0 < 8] < 8§ < --- < sy <1, Ny =1, mit den

Konventionen sl = s§ = 0 und S{Vf_,’_l = s%,11 = 1. Dann ist der Abstand

der beiden Funktionen im Sinne der Skorokhodmetrik aus Definition 2.2.1

ds(f,g) = min[ max  dy;; vV max <As;ki v max di_Lj)

kek kaéjéNg 1€CQy i—1<j<k;
v min {max (di—1p, v Asfy 1) v max Aszrk,} :
ReP({1,...,N¢}), \ ieR B 1€CR B

(2.3.1)
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Hierber sei
K={ke{0,.... N | ki <ky<...<ky,} (2.3.2)

mit den Konventionen ko = 0 und ky,y1 = Ny + 1 und fir k € K sei die
Menge Q. gegeben durch

Qr ={1 <i< Ny| ki =k} (2.3.3)
Des Weiteren seien fir i€ {0,...,Ns},j€{0,..., Ny}

As;; = s 59 (2.3.4)

i —

sowie

diy = £(s1) — a(sD)] (23.5)

Diesen Satz wollen wir nun beweisen.
Lemma 2.3.2. Seien f,g wie in Satz 2.3.1. Dann gilt fir die in (2.2.1)
definierte Skorokhodmetrik

_ f
ds(f,g) = ;gg{Hx — st v oI Lt it

0<j<Ngy

mit C = {x e (0,1)™ |21 < ... <y} und den Konventionen xo = 0 und
Ty =1 firzeC.

Beweis. Die Intervalle \™'([s7,5%,,)),7 = 0,..., Ny, bilden eine disjunkte

Zerlegung von [0, 1), mit dessen Hilfe sich auch die Intervalle
[3{7 Szf+1) = [Szfa Szf+1) n[0,1)
Ng

= [s,sl,0) 0 A (s 5700))

Jj=0

([sf, sl1) 0 A ([, 941)))

+ &

0

J

fir i = 0,..., Ny weiter zerlegen lassen. Wir haben nun hinreichend kleine,

disjunkte Intervalle gefunden, auf denen sowohl f als auch g o A konstant

sind. Der Schnitt von [s/,s/,,) und A7 ([s7, 59,1)) ist genau dann nichtleer,
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wenn sowohl s < A(sl,,) als auch 89,1 > A(sT) ist. Somit ist fiir X e A

|f —g0oAl, = sup [£(t) — g(A(D))]

te[0,1)

= max sup |f(t) — g(A(D))|

SIS velsd sl )
= oI I8, Lt a1 102 0)
sup () — g(A®))]
te[s],s], )oA=1([s7,59,1))
_ X A g
= Oé?g]{,(ﬁ 1{s§<A(s{+l),.sg+1>A(s{)}|f(3i) 9(si)I; (2.3.6)
0<j<N,

da fiir jedes j die Komposition g o A auf dem Intervall A=([s7,s9,,)) den

Wert g(s7) hat. Sei nun A; die Menge aller stetigen und auf den Interval-

len [s{,ssz),i = 0,..., Ny affin linearen Funktionen h : [0,1] — [0, 1] mit

h(0) = 0 und h(1) = 1. Fiir vorgegebenes A € A kann man leicht ein X € A,
konstruieren, welches

sy =A(s!),  i=0,...,N;+1 (2.3.7)

erfiillt. In diesem Sinne kénnen wir A als lineare Approximation von \ auffas-
sen. Jede solche Approximation aus A; ist durch (2.3.7) eindeutig bestimmt.
Aus Gleichung (2.3.6) ist ersichtlich, dass fiir die Norm ||f — g o A||, die Wer-
te von A aufserhalb der Sprungstellen von f keine Rolle spielen. Die Norm
ist also invariant gegeniiber Verdnderungen von A auf den offenen Interval-
len (s!,s!,,). Wir werden X daher auf diesen Intervallen linear interpolieren.
Dariiber hinaus wird mit dieser linearen Interpolation der Abstand zur Iden-
titdtsfunktion minimiert, wie folgende Rechnung zeigt:

sup [A(t) —
te[0,1]

3 - 1d]
e ¢]

_ Nefy _ of

= max [A(s;) = s

_ AR

= max [A(s;) = s3]

< sup [A(t) — ¢
te[0,1]

= [A=1d]

Nun ist klar, dass wir uns bei der Auswertung der Skorokhodmetrik fiir Funk-
tionen aus D, auf die Menge A; © A zuriickziehen koénnen und erhalten mit
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Gleichung (2.3.6)

ds(f,g) = mf{ A =Td|, v |f = g0 Al }

{\ —Tal, v [ = g0}

L

max |M(s!) —s/|v
<Nf

= inf
AEA;

max 1{5 9<A(s z+1) +1>)‘(5{)}|f(85) B g(S§)|}

0<Z<Nf
0<j<N,
— _of i _ g
= inff mag fos = ol1 v Loty ol 51 9D}
0<]<Ng
(2.3.8)
wobei die Menge C' definiert ist durch
={ze(0,)Y |z <... <ap,}
mit den Konventionen zy = A(s{) = A(0) = 0 und TNyl = )\(S{Verl) =
A1) = 1. O

Lemma 2.3.2 besagt, dass man das Infimum nicht mehr iiber einen Funk-
tionenraum, sondern nur noch iiber eine Menge von Vektoren bilden muss,
die allesamt im offenen Ng-dimensionalen Einheitsquader liegen. Fiir & €
{0,..., N}V sei By, gegeben durch die Menge

Ny
— g g
By, = X [si,» st,+1)-
i=1
Fiir die weiteren Rechnungen werden wir fiir k € {0,..., N,}"V7 die Konven-

tionen kg = 0 und kaH = N, + 1 vereinbaren.
Lemma 2.3.3. Seien x € By, k € {0,...,N,}™r. Dann gilt fir alle i €
{O,...,Nf}7 j € {0,,Ng}

(i) x; < s, genau dann, wenn j = k;;

J+1

(i) wip1 > 8] genau dann, wenn j < ki1 v (j = kiy1 A Tig1 # Sim).

Beweis. Fiir i = 0 sind beide Seiten der Aquivalenz in Lemma 2.3.3(i)
trivialerweise erfiillt. Fiir strikt positive 7 ist nach Voraussetzung ; < sj,_; <
33(-’+1,“fallsj > k;und z; > sj. > s, andernfalls. Fiir i = Ny sind beide Seiten
der Aquivalenz in Lemma 2.3.3(ii) trivialerweise erfiillt. Fiir ¢ < Ny ist nach
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Voraussetzung ;.1 < siMH < s?, falls 7 > k;1; und z;.1 > sim > s?, falls
J < kiz1. Ist i = k;yq, so folgt x;,1 = SZM = s?. O
Mit Lemma 2.3.3 folgt sofort, dass (s§ < ziy1) A (55, > 7;) zu

(ki <kipi A ki < <kiv) v (i =kips Azig1 # 5], )

dquivalent ist und wir erhalten

max lywo_., .9 ad; s = max max d;_1.,v max d; 1, (2.3.9
0<i<Ny, {85 <wiv1,57,1>2i} ] 1<i<Np+1, ki <j<ki L 1<i<Nj, 1k ( )
0<j<Ny ki1 <k zi#sy,

3

wobei d; ; wie in (2.3.5) definiert ist. Man erkennt leicht, dass fiir ein vorge-
gebenes k € {0,..., N}/ die Menge Bj, n C genau dann nichtleer ist, wenn
k1 < ky < ... < ky, gilt. Sei daher C definiert wie in (2.3.2). Dann ist wegen
der Gleichungen (2.3.8) und (2.3.9)

dS(f7 g)

— _ fH o

- ;gé{Hx Sl P Ogilgj}v{f, 1{s§<xi+1,5§+1>xi}dm
0<j<Ng

= min inf {Hx — sfH v max liw9_. .9 ad; }
kek zeB,NC ©  0<i<Ny, {sj<mipisjpg >t
0<j<N,

= min( inf {Hx—sfH Vv max di,lki}v max max d;_i;j |.
keK \ zeB,nC O I<i<Ny, ’ 1<i<Np+1, ki1 <j<k; ’
T #Sy, ki—1<k;
1

(2.3.10)

Man sieht, dass die Zerlegung von C' in By n C' noch nicht hinreichend fein
ist. Um diese weiter zu verfeinern, definieren wir fiir R € P({1,..., N})
Ny
GR =X JE (2.3.11)
i=1
mit
JR _ {(Siia st.41), 1€ R,
’ {si.} sonst,
i=1,...,Ny.
Lemma 2.3.4. Sei k€ K,Re P({1,...,N;}), Qy wie in (2.3.3) und GE wie
in (2.3.11), dann ist

i Ny G,’f 8 ﬂ {r;io1 <z}, R > Q,
Gk M ﬂ{xi—l < ZEI} = €QKN(R+1)
i=1 o, sonst,
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mit der Konvention, dass der Schnitt iber die leere Menge gleich der Grund-
menge C' sei.

Beweis. Falls R nicht Obermenge von () ist, muss ein ¢ € )} derart exis-
tieren, dass ¢ nicht in R liegt. Somit ist z; 1 = s = s = w; fiir alle
r € GE. Wenden wir uns nun dem Fall R > @Q; zu und geben uns ein
i€ {1,..., Ny} vor. i ¢ Qy zieht wegen z;_; < s7_ ., < 57, < x; fiir alle
x € GE sofort GE < {x;,_; < x;} nach sich. Falls i € Q;\(R + 1), haben wir
Tio = sy = sp < x; fir alle € Gff, was ebenfalls Gff < {; 1 < z;}
impliziert. [

Da zy, < sﬁNfH < syy,11 = 1 fiir jedes x € By, gilt, folgt mit Lemma 2.3.4

Ny
Bk NnC = Bk M ﬂ{xi—l < {L‘Z}
i=1
Ny
= E‘J <GkR M ﬂ{l‘i,1 < Q?l})
ReP({1,...,N;}) i=1
= L‘!‘J GkR M ﬂ {xi—l < IL‘Z}
ReP({1,..,Nf}), i€Q(R+1)
RoQy
Nun definieren wir die Menge
U=Gin () f{o<az) (2.3.12)
iEQkﬁ(R+l)
und schreiben fiir den Vektor (s!,s], ... ,s{vf) kurz s/. Das folgende Lemma

zeigt, dass zf' die Funktion v — |v — s/|_ auf U minimiert.
Lemma 2.3.5. Sei k € K, Q; wie in (2.3.3), Re P({1,...,N¢}) mit R o
Qr, GF wie in (2.3.11) und U wie in (2.3.12). Dann ist

inf o =], == =57l

wobei 2 der Vektor sei, dessen i-te Komponente durch

shs i¢ R,
(=), = 55*‘;, z:e R, si <sp,
k s], i€ R, s € [Siwsiﬁl]’
Shoi1s i€R,s! > Sp i1

t=1,..., Ny, gegeben ist.
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Beweis. Es ist leicht nachzuweisen, dass fiir alle i € {1,..., N;},y € JF die
Ungleichung

(i = s

<ly-s!
erfiillt ist. Somit folgt

A "

fiir alle x € GI. Wegen der Stetigkeit der Norm miissen wir lediglich zeigen,
dass zf im Abschluss von U liegt. Offensichtlich gilt 2/ € G_kR = Xfiflj_ﬁ
sowie L
U = GkR M ﬂ {l’i—l < l‘l}
1€Qrn{(R+1)

Falls Qr n (R + 1) nichtleer ist, so sieht man mittels Fallunterscheidung, dass
wegen R S Q. die Ungleichung (2f); < (2¢")is1 fiir alle i € Qp n (R + 1)
erfiillt ist. Die Behauptung folgt mit der Stetigkeit der Norm. O

Mit (2.3.4) erhalten wir fiir alle i € {1,..., Ns}

f

g .
‘ski —-s;|, 1¢R,
g f : f g
(P — sf| = ok T 5 i€ R,s; < s,
e P i€ R, s >
7 ki+1° ’ % ki+1°
0, sonst,

o |A3i,ki 3 { ¢ R7
= B . _
As;p vVASH L, 1ER

und somit
R f - +
' — s = max |As; .| v max (As:, v As’,.
Jof = 57, = max || v e (As7y, v Asty)
= max Asjk_ v max As; . Vv max Asjk,ﬂ.
i€CR v Qg e iER e
Es bleibt
max As;, = maxAs;, (2.3.13)
1<’i<Nf [ 1€CQg e

zu zeigen. Wir nehmen an, es existiere ein m € Qp mit As_ , > 0. Andern-
falls ist (2.3.13) trivialerweise erfiillt. Dann muss aber k,, > ko = 0 sein und
somit ein r € (Q), mit r < m existieren. Wenn wir

| = max{r e LQy | r < m}
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setzen, gilt k; = k,, und wir erhalten As_ ;< As;; , womit (2.3.13) nach-
gewiesen ist.

Da z; = s fiirallex € GE i € CR gilt, folgt aus Gleichung (2.3.10) zusammen
mit den Lemmata 2.3.4 sowie 2.3.5

inf {Hx — sfHOO Vv max di,l,ki}

wEBkﬁC 1§i§Nf7
xﬁésii
= min inf{Hx — sfH Vv max di,lyki}
ReP({1,..,Ny}), zeU L 1<i<Ny,
RoQy, Ti#S]
7

= min {max di_1, v inf Hm - SfH }
ReP({1,..,Ns}), | i€R ’ xeU o

RDQk
= max As, .V min {max di—1k, v maxAs;, v max As;rk_H}
1€CQ e ReP({1,....,N¢}), L i€R €CR e i€R e
= max As;, Vv min {max (dic1g, v Asfy, 1) v max As;rk,} .
ieCQy, M ReP({1,..,Ns}), UieR i i€CR i
RoQy

Damit ist der Abstand von f und ¢ im Sinne der Skorokhodmetrik gleich

dS(fv g)

= min{ inf {Hx—sfH Vv max di_lki}\/ max max di_i;
keK \ zeBpnC O 1<i<Ny, ’ 1<i<Ng+1, ki1 <j<k; ’

Ti#s] ki_1<k;
k2

=min| max dy,;vmax|As , v max d;_1;
l I i€CQy, ( i,k; k ? )

kel | by, <j<Ng i—1<]<ki
i d; As’ AsF
vV min max i—1,k; A\ Si k41 VvV max Si ks s
ReP({1,..,.N;}), UieR i =) Wi
RoQy

womit Satz 2.3.1 bewiesen ist.

Aus der Formel in (2.3.1) kénnen wir zum einen

ds(f,g) = doo v dn;, N, (2.3.14)

ableiten, zum anderen wissen wir, dass fiir f,g € D, der Wert dg(f,g) in &

mit
= | tagbo U {asipo U {asi}

0<i<Ny, 1<i< Ny, 1<i< Ny,
0<j<Ny 1< <Ny 0<j<Nyg
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liegen muss. Hierbei ist zu berticksichtigen, dass As;, = ASZNg+1 = 0 fiir alle
1 < i < Ny gilt und ds(f,g9) = 0 wegen (2.3.14) nur dann erfiillt ist, wenn
auch dop = dn, n, = 0 gilt. Die Menge aller moglichen Ergebnisse &' lésst
sich jedoch wegen (2.3.14) noch weiter auf

E={re&|r=dyovdnn,} (2.3.15)

einschranken.

Im Fall Ny = N, =1 hat (2.3.1) die Gestalt

ds(f, g) = (do’o \4 dl,O \Y4 d1’1 Vv ASIl)

A(dop v dis v [Asya)
/\(do,o vdoi vdigv ASil)?

fir Ny = Ny, = 2 jedoch bereits

doo leo
doo \/dlo

doo \/dlo

Q.

00Vd10
d delo

doo\/dn

Q.

00Vdo1
dOOlel

doo Vd01

Q.

00\/d11

&

0\/d0,1
do OVd()l

doo Vd01

> > > > > > > > > > > >

= (
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

Hierbei ist zu beachten,

vidag Vv day vdao vAs11 vAszl)
\/dgl\/dgg VA811V|A821|)
vdiivda vdaa v Asll \/As21 \/A322)
vdivdas v Asl,l v |A3272|)
vdigvdigvdyy v Asy v Asgﬂ)

Viday vdag v [Asyy| v Asyy v Asy)
vdiivdy vdag v Asil v Asiz v Asil v Asiz)
v da 2 v |Asya| v |A82,2|)
vdigvdyo v Asp v ASIQ v |A52,2|)
Vdig Vvdag Vv [Asyy| v Asy,)
vdiivdigvds v Asl_’l v Asf’z v Asiz)
vdig Vvdas v |Asyo| v Asiz)

vdoaVvdigvdaav As i, v A852).

dass |As; ;| = v As, s gilt.



Kapitel 3

Auswertung der Skorokhodmetrik

3.1 Ein einfacher Algorithmus

Als Vorbetrachtung zur Herleitung eines Algorithmus zur Auswertung der
Skorokhodmetrik stellen wir (2.3.1) um. Wir definieren fiir M, N € N die
Menge

ICJ\N/[ :{kE{O,...,N}NI | ]{31 <k’2 < ... <k,’]\/[}

mit den Konventionen ky = 0 und ky;; = N + 1 und fiir k € K¥ die Mengen
M={l<i< M|k =k}

sowie

ZN ={(k,R)e KN xPu | R>Q}'}.

In Einklang mit der bisherigen Notation schreiben wir K fiir IC%f und Q

fiir Q7. N Des Weiteren kiirzen wir Zy f mit Z ab und bezeichnen mit Py die
Potenzmenge der Zahlen von 1 bis N N e N.

Seien &€ wie in (2.3.15) und die Funktion ¢: Z — & definiert durch

(k,R) — max de]vmaX(Ask\/ max  d;_ 1]>

k;Nf<]<Ng i€CQ ki_1<j<k;
vmax (d; 14 v As; v max As; 3.1.1
icR ( 1— ik; +1) iR i,k; ( )

dann hat (2.3.1) die Gestalt

ds(f,g) = mln o(k, R). (3.1.2)

(k,R)e

17
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Da |Z| mit Ny und N, exponentiell wichst, ist zu erwarten, dass man einen
Auswertungsalgorithmus exponentieller Komplexitét erhalt.

Zur Berechnung des Skorokhodabstands in (2.3.1) miissen wir k {iber al-
le Elemente von KX laufen lassen und fiir jedes k die Menge R € Py mit
R > Q) variieren. Fiir eine effiziente Auswertung muss sichergestellt werden,
dass kein Element mehrmals besucht wird. Wir wollen auferdem in der Lage
sein, fiir jedes Element aus KA/ bzw. Py ein eindeutiges ,niichstes* Element
zu berechnen. Somit bendtigen wir auf den Mengen KA/ und Py sogenann-
te Totalordnungen. Eine Einfiihrung in die Theorie der geordneten Mengen
findet der Leser in Anhang A. Wir wollen nun versuchen, im Rahmen die-
ser Theorie einen Algorithmus herzuleiten, welcher dieses eindeutige néchste
Element beziiglich einer vorher festgelegten Ordnung berechnet.

Seien (I, <) eine endliche, totalgeordnete Menge, (V;, <;)ies eine Familie von
abzaéhlbaren, totalgeordneten Mengen und V' = X, V;. Weiter nehmen wir
an, dass a,b,u € V existieren mit v < a und u < b. Dann ist {i € [ |
u; # a;} # & und wir bezeichnen das Minimum dieser Menge mit r. Falls
r <min{i € I | u; # b;}, so muss a; = b; = r fiir alle i < r sowie a, > b, = u,
gelten. Dann ist r = min{i € I | a; # b;} und daher nach Definition A.2.2
a > b.

Aus dieser Beobachtung kénnen wir umgehend ein Konstruktionsprinzip ab-
leiten: Sei b € V' vorgelegt. Falls ein u € V existiert mit u > b, so ist

a=min{ueV | u> b}

genau dann, wenn a, = min{j € V | u > b} und a, = b, fiir alle r < ¢ wobei
q das Maximum aller ¢ € I beziiglich der Relation < bezeichnet, fiir die ein
j € V; mit j > b; existiert. Damit haben wir gleichsam eine Anleitung fiir die
explizite Konstruktion des nichstgroferen Elements in einer totalgeordneten
Menge.

Wir versehen K mit der lexikographischen Ordnung und erhalten zusam-
men mit der oben hergeleiteten Konstruktion umgehend einen Algorithmus
zur Berechnung des nichstgroferen Elements der Menge KL

Lemma 3.1.1. Sei k € KV, k bezeichne den Vektor k vor der Ausfiihrung
von advance_k(k, M, N). Falls in KY ein weiteres Element existiert, welches
strikt grofser als k ist, so gilt nach Ausfihrung von advance_k(k, M, N)

kzmin{lelC%‘l>%}.

Andernfalls wird stop auf wahr gesetzt.
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Algorithmus 3.1 Berechnung des niichstgroReren Elementes von KA im
Sinne der lexikographischen Ordnung

1: procedure advance_k(k, M, N)
2: q— M
while ¢ > 0 and k, = N do
qge—q—1
end while
if ¢ > 0 then
kg« kg +1
k’i<—k’q, Z:q+1,7M
else
10: stop « true
11: end if
12: end procedure

Bewets. Der Algorithmus setzt zunéchst
g =max{i € {0,...,N¢} | ki < N,}. (3.1.3)

Wegen 0 = kg < N, ist die Menge in (3.1.3) nichtleer und das Maximum
existiert. ¢ ist genau dann gleich 0, wenn k = max K/ gilt. In diesem Fall
wird die boolesche Variable stop auf wahr gesetzt. Andernfalls zdhlen wir
k an dieser Position um 1 hoch und setzen alle weiteren Eintrige auf die
kleinstmoglichen Werte, so dass k wieder in KV liegt. ]

Durch leichte Modifikationen an Algorithmus 3.1 konnen wir eine (von der
lexikographische Ordnung abgeleitete) Totalordnung auch auf einer endlichen
Potenzmenge realisieren. Diese werden wir ebenfalls mit < bezeichnen.

Sei E = {eg,e9,...,ept < {l,...,N},N = 1mit e < ey < --- < eyp,0 <
M < N die aktuelle Teilmenge. Der Algorithmus advance_subset (E, N)
setzt E auf die néchste Teilmenge von {1,..., N}, indem die Elemente von
F #hnlich wie die Eintrige der Vektoren aus K3 modifiziert werden.
Lemma 3.1.2. Set E € Py, E bezeichne die Menge E wvor der Ausfiih-
rung des Algorithmus advance_subset(F, N). Falls in Py ein weiteres Ele-
ment existiert, welches strikt grofier als E ist, so gilt nach Ausfiihrung von
advance_subset(E, N)

E = min{W € PN‘W > E}

Andernfalls wird stop auf wahr gesetzt.
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Algorithmus 3.2 Berechnung der néchsten Teilmenge von {1,... N}, N >
1

1: procedure advance_subset(F, N)

22 q<|E|

3 while ¢ > 0 and ¢, = N — |E| + ¢ do
4 q—qg-—1

5: end while

6 if ¢ > 0 then

7 eq < €+ 1

8 ei—e 1+1, i=q+1,...,|E|
9: else

10: if |E| < N then

11: ei—1i, 1=1,...,|E|

12: M — |E|

13: E—Eu{M+1}

14: else

15: stop < true

16: end if

17: end if

18: end procedure

Bewets. Zunichst bestimmen wir den gréftmoglichen Index ¢ mit 1 < g <
M, fiir den sich das Element e, noch um mindestens 1 erhohen lasst. Falls ein
solcher Index existiert, gibt es eine weitere Teilmenge der Kardinalitdat M. e,
wird dann um 1 erhéht und allen Elementen mit hoherem Index werden die
kleinstmoglichen Werte zugewiesen. Falls kein solches e, existiert, ist ¢ gleich
0 und die vorliegende Teilmenge ist die letzte der Kardinalitdt M. Folglich
starten wir fiir M < N mit den Teilmengen der Gréke M + 1 und setzen
alle Elemente von E auf die kleinstmdoglichen Werte. Ist jedoch M = N,
so wurden alle Teilmengen der Kardinalitdat kleiner oder gleich N bereits
durchlaufen und der Algorithmus bricht ab. m

Wollen wir nun unsere Herangehensweise auf die Potenzmenge einer beliebi-
gen, endlichen Menge A < N ausdehnen, so konnen wir wie folgt vorgehen.
Sei A = {ay,as,...,any} < N die Menge, von der alle Teilmengen gebildet
werden sollen. Im Folgenden werden wir A als Grundmenge bezeichnen. Es
ist unerheblich, ob die Darstellung von A durch ihre Elemente geordnet ist.
Wir fiihren eine sogenannte Indexmenge I = {iy,is,... iy} < {1,..., N}
mit i1 < ip < --- <1ip,0 <M <N ein. Sie enthélt die Indizes der Elemente
der Grundmenge, welche sich in der aktuellen Teilmenge befinden. Statt der
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Algorithmus 3.3 Einfacher Algorithmus zur Berechnung von dg(f, g) fiir
[ 9€D,

1: function distance(f,g)
2: stop_k « false

3: stop_R « false

4: u «— max &

ot ]{3<—(0,...,0)

6: while —stop_k do

7 I —

8: C—{1,....,N;N\Qx

9: while —stop_R do

10 R«— Qrw{ci, ciyy...}
11: if ¢(k, R) < u then
12: u < ¢(k, R)

13: end if

14: advance_subset(/, |C])
15: end while

16: advance_k(k, Ny, N,)

17: end while

18: return u

19: end function

aktuellen Teilmenge F wird nun die Indexmenge hochgezédhlt. Die aktuelle
Teilmenge ergibt sich dann als F = {a;,,a;,...,a;,,}. Zum Berechnen der
nichsten Teilmenge muss man advance_subset(/, N) aufrufen.

Eine weitere Verallgemeinerung ist an dieser Stelle méglich. M6chte man alle
Teilmengen einer endlichen Menge A < N mit A > B berechnen, so ge-
hen wir vor wie im vorigen Abschnitt mit dem einzigen Unterschied, dass
wir nun als Grundmenge C' = {ci,¢,...,c} = A\B mit L = N — |B|
statt A verwenden. Die Indexmenge I = {iy,ds,...,ip} < {1,..., L} mit
I < dg < -+ < iy, 0 < M < L, bezieht sich nun nicht mehr auf die ge-
samte Grundmenge A, sondern lediglich auf C'. Die aktuelle Teilmenge von
A, welche B enthélt, ist die disjunkte Vereinigung von B und der Menge
{ci\, Ciyy ..., Ciy, }. advance_subset (], L) setzt die Indexmenge auf das néch-
ste Element.

Basierend auf den Algorithmen 3.1 und 3.2 erhalten wir einen einfachen Al-
gorithmus zur Berechnung von ds(f, g) fiir f, g € D..
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3.2 Ein Algorithmus mit polynomieller Lauf-
zeit

Wir werden nun sehen, wie man die Auswertung der Skorokhodmetrik im
Vergleich zum vorigen Abschnitt deutlich beschleunigen kann. Mit jeder Aus-
wertung von ¢ gewinnen wir zusédtzliche Informationen iiber das gesuchte Mi-
nimum, und zwar, dass es kleiner gleich dem aktuellen Minimum sein muss
und welche Elemente kiinftig ausgeschlossen werden konnen.

Sei ¥ # Z' < Z beliebig, aber fest. Wir wollen

(k%%gz' o(k, R) (3.2.1)

auswerten. Seien ferner (K', R') € Z',i € {0,...,N¢},7€{0,..., Ny} vorgelegt
und wir nehmen

ok R) < As; (3.2.2)

Sij
an. Dann gilt

min_ ¢(k, R) < ¢(K', R') < As;; (3.2.3)

S.
(k,R)eZ’ J

und all jene (k, R) € Z', fiir die As, ; in (3.1.1) vorkommt, erfiillen die Unglei-
chung ¢(k, R) = As; ;. Solche Tupel leisten also keinen Beitrag zur Berech-
nung des Minimums in (3.2.1). Es liegt nun nahe, ¢ fiir solche Tupel gar nicht
erst auszuwerten. Hierzu definieren wir fir m € {0,..., N¢},n € {0,..., Ny}
die Menge

G2 = {(k,R) € Z | m e Qs A n = k).

Wir kénnen an (2.3.1) ablesen, dass As,, , genau dann in der Formel fiir
¢(k, R) vorkommt, wenn (k,R) in G2% liegt. Man mache sich klar, dass
dies im Allgemeinen nicht dquivalent zu ¢(k, R) = As,,  ist. Falls Z\G2*"
nichtleer ist, haben wir

min k,R) = min ok, R).
(k,R)eZ’ (rb( ) (k,R)GZI\giA,jS7 ( )

Andernfalls gibt es keine weiteren Tupel (k, R) € Z, fiir die As;; in (3.1.1)
vorhanden ist und das Minimum in (3.2.1) ist gleich ¢(k', R'). Falls As; ; > 0,
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kénnen wir wegen

As;; = (s{ — sg)_
=57 — sif
<89 — s
~ (sh, )
= Asfn’n

fiir alle m <7 und n = j sogar alle Tupel aus

U ga (3.2.4)

m<t,

nzj
ausschlieften. Wir zeigen nun, dass die Elemente der Komplementirmenge
von (3.2.4) und damit auch die Elemente der Menge selbst recht einfach
charakterisierbar sind. Da As, ; strikt positiv ist, muss j > 0 gelten. Dann
ist aber

ﬁ\/(meCQk/\nzkm)

m<t,
n=j

dquivalent zu by < j A AL (kmo1 = kp v km < ), Was sofort zu k; < j

rzusammenfallt und damit gilt

2N\ gy =k, R) e 2’ | ki < j}.

Setzen wir Y = {(k, R) € Z' | k; < j}, so erhalten wir

o(K', R, Y =,
(k%122,¢(k ) = (knéll’ly ¢(k, R), sonst. (3.2.5)

Im Falle von As; ; = 0 ist aufgrund von (3.2.3) auch der Ausdruck in (3.2.1)
gleich 0. Dann gllt aber (3.2.5) erst recht.

Analog zu (],%f’n definieren wir fiir m € {0,..., Ns},ne {0,..., Ny}
Ga = {(k,R)€Z|(meRAN =Ky +1)v (m¢RAN=ky)}
sowie

Grn={k,R)€Z|(km <N <kpi1)v(m+1leRAn=ky)}
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Wir nehmen nun

oK' R') < Ast (3.2.6)

i3
an. Falls As/; > 0, kénnen wir uns wegen As;"; < As}  fiir alle m > i und
n < j bei der Auswertung von (3.2.1) auf die Menge

zZ\ | amn

mzt,
n<j

zuriickziehen. Die Aussage

\/[(meR/\nzkm—i—l)v(mgéRAn:km)]

mz=i,
n<yj

ist dquivalent zu

Ny

ki <jv k=3 A\ (km=jArméR)]. (3.2.7)

m=t

Setzen wir ¢ = min{r | k. = j}, so muss wegen k; = j und k € K, die
Gleichheit k,, = 7 fiir alle i < m < ¢ gelten. Dann ist aber erst recht
{i+1,...,q} € Qr = R. Somit ist der Ausdruck in der eckigen Klammer von
(3.2.7) genau dann erfiillt, wenn k; = j A ¢ ¢ R gilt und wir erhalten (3.2.5)
mit Y = {(k,R) € Z' | (ki = j) ~n [(ki = j) = (i€ R)]}.

Im Gegensatz zu (3.2.2) sowie (3.2.6) lassen sich aus der Kenntnis von
oK', R') < d;

lediglich diejenigen Tupel (k, R) ausschliefen, in denen d, ; in der Formel fiir
¢(k, R) vorkommt. Beriicksichtigt man, dass k; = k;;1 = n sofort i + 1 €
(Qr < R nach sich zieht, so kann man

zu
ki jnki<j=kiga<j)n(kin=j=i+1¢R)

umformen. Das bisher Gezeigte fassen wir nun in folgendem Lemma zusam-
men.
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Algorithmus 3.4 Erste Berechnung von ds(f, g) fiir f, g € D,
1: 2/« Z
2: v« 1+ max€&
3: while Z' # & do

4: Setze (k, R) auf ein beliebiges Element in Z’
a3 U <« gb(/f, R)
6: for all (a,i,j) € £ with u <a;; <v do
7 if a = As then
8: — Z'n ﬂ CQ
mz=i,
n<yj
9: else if a = As™ then
10: Z'—Z'n () CGns,
11: else if a = d then
12: Z'— ZN\GY ,
13: end if
14: end for
15: VU

16: end while
17: return u

Lemma 3.2.1. Seien f, g e D, (K,R') e Z2' < Z,1€{0,...,Ns}, j €
{0,..., Ny}
(i) Falls oK', R') < As,, gilt (3.2.5) mit

’L]7

Y ={(k,R)e Z' | k; < j}.

(i) Falls p(K', R') < As];, gilt (3.2.5) mit

(111) Falls o(K', R') < d; ;, gilt (3.2.5) mit

Y={(k,R)e Z' | ki #j A (ki <j= kis1 <))
A (ki =j=i+1¢R)}.

Die bisherigen Ausfithrungen zeigen, dass wir nicht nur den Wert, sondern
auch die Bezeichner sowie die Indizes beachten miissen. Fiir einen ersten Al-

gorithmus liegt es also nahe, die Elemente As;, As;. d;;,i € {0,..., N},

Zj’ ’L]’
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j € {0,...,N,} zu abstrahieren, indem wir die symbolischen Bezeichner
As~, Ast,d einfiihren. Damit konnen wir jedes der Elemente aus der For-
mel mit einem Tupel (a,,j) aus {As™, As™,d} x {0,...,N¢} x {0,..., Ny}
identifizieren und bezeichnen mit a; ; dessen Wert. Hierzu definieren wir

L ={(a,i,j)e {As™,As™ d} x {0,...,N¢} x {0,...,Ny}| a;; € E}

und erhalten einen ersten Algorithmus, welcher noch ohne Lemma 3.2.1 aus-
kommt.

Lemma 3.2.2. Seien f,g € D.. Dann liefert Algorithmus 3.4 den Abstand
der beiden Funktionen tm Sinne der Skorokhodmetrik, wobet die innere Schlei-
fe insgesamt O(N;N,) mal durchlaufen wird.

Beweis. Wir starten mit einem beliebigen Tupel (k, R) € Z’' und werten ¢
darauf aus. Nun kénnen wir Z’ geméf der Ausfiihrungen in diesem Abschnitt
anpassen, indem wir alle Elemente herausnehmen, die zur Berechnung des
Minimums keinen Beitrag leisten. In der inneren Schleife werden all jene Tu-
pel (K', R') aus Z’ entfernt, fiir die ¢(k’, R') = u gilt (und damit insbesondere
das aktuelle Tupel (k, R)). Folglich befinden sich nach dem Verlassen dieser
Schleife in Z’ ausschlieflich Tupel, fiir die ¢ einen Wert strikt unter dem
laufenden Minimum w liefert. Damit ist Z’ genau dann leer, wenn kein wei-
teres (k', R') € Z mit ¢(k’, R') < u existiert. v bezeichnet den vorigen Wert
des laufenden Minimums. Mit Hilfe dieser Variable stellen wir sicher, dass
die Operationen in der inneren Schleife nur fiir jene Elemente durchgefiihrt
werden, welche noch nicht abgearbeitet wurden. Somit bleibt die Gesamtan-
zahl der inneren Schleifendurchldufe auf |£| = O(N¢N,) beschrinkt. Haben
wir die innere Schleife verlassen, so kdnnen wir wieder von vorne beginnen,
sofern Z’ noch nicht leer ist. O

Gelingt es uns, in polynomieller Zeit ein Tupel (k, R) € Z’ zu finden, so
konnen wir wegen Lemma 3.2.2 mit Hilfe von Algorithmus 3.4 den Abstand
zweier stiickweise konstanter Funktionen im Sinne der Skorokhodmetrik in
polynomieller Zeit berechnen. Hierzu werden wir, anstatt die Menge der giil-
tigen Tupel immer weiter zu reduzieren, die Bedingungen an die kiinftigen
Tupel (k, R) schrittweise verschirfen. Um die Berechnung des néchsten Ele-
mentes zu vereinfachen, werden wir Z mit einer Ordnungsrelation versehen.
Anhand dieser werden wir das néchste Tupel berechnen, welches die bisher
akkumulierten Bedingungen allesamt erfiillt.

In Lemma 3.2.1 sind Bedingungen sperzifiziert, welche ein Tupel (k,R) € Z
erfiillen muss, um in der dynamischen Menge Z’ zu liegen. Diese Bedingungen
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setzen sich aus Aussagen der Form

km <n = kpyi1 <n
kn=n=meR

knm=n=m¢R

fir me {0,...,Ns}, ne {0,..., N,} zusammen.

Um die Zeitkomplexitéit des gewiinschten Algorithmus moglichst gering zu
halten, werden wir fiir die Bedingungen (3.2.11)—(3.2.13) boolesche Matrizen
statt Mengen verwenden. Wir definieren die booleschen Ny x N, -Matrizen
G, H' und H? folgendermaken. Soll ein Tupel (k,R) € Z der Bedingung
(3.2.11) fiir ein bestimmtes (m,n) mit m e {1,..., Ny —1}, ne {1,..., N}
geniigen, so wird G, ,, auf ,wahr* und andernfalls auf ,falsch gesetzt. Analog
gehen wir fiir die Bedingungen (3.2.12) und (3.2.13) mit den Matrizen H'
bzw. H? vor.

(3.2.12) ist genau dann fiir alle m,n mit H,, , wahr, wenn {m | H} , } c R
gilt. Analog ist (3.2.13) genau dann fiir alle m,n mit H?, , wahr, wenn R
{m | —H? . } gilt.

Weiter definieren wir eine boolesche Funktion ¢g auf K wie folgt. ¢ (k) soll
genau dann wahr sein, wenn (3.2.11) fiir all diejenigen m, n erfiillt ist, fiir die
G, Wahr ist.

Fir jedes m € {1,..., Ny} sei V,, eine beliebige, nichtleere Teilmenge von

{0,...,N,} und V das kartesische Produkt V = ng:l V... V., enthalte al-
le Werte n, welche k,, geméf der Bedingungen (3.2.9)-(3.2.10) annehmen
darf. Die Mengen V,, werden wir im Laufe der Auswertung immer weiter
verkleinern. Somit gilt fiir Z’ aus Algorithmus 3.4

2 = {(k,R) e (KnV)xPUL,...,N}) | aa(k)
A (Qk U {m | Hﬁn’km} c Rc{m| ﬁHg%km})}.

Fiir die kommenden Lemmata werden wir die Notierung etwas anpassen und

schreiben Y(V, G, H', H?) fiir Z'.

Bei der Umsetzung der Bedingungen (3.2.8)-(3.2.10) reicht es aus, die Menge
V,,, anzupassen. Wir wollen genauer untersuchen, wann Y(V, G, H', H?) leer



28 KAPITEL 3. AUSWERTUNG DER SKOROKHODMETRIK
ist und definieren
X={keKnV]qgsk)}

Falls X leer ist, gilt dies auch fiir Y(V, G, H', H?). Dass unter gewissen Vor-
aussetzungen auch die Umkehrung gilt, zeigt das folgende Lemma.
Lemma 3.2.3. Fir jedes m e {1,..., N¢} gelte

Vinc {n | —(H,,, ~ H )} (3.2.14)

sowie

Vier € {n | —=H?, .} (3.2.15)

mit der Konvention Vo = {0}. Dann existiert fir jedes k € K n'V mit qg(k)
ein Re P({1,...,N;}) mit (k,R) e Y(V,G, H', H?).

Beweis. Fiir k€ K n'V mit gg(k) setzen wir
R=Qru{m| H}mkm}.
(3.2.14) ist dquivalent zu
{m | Hy g, } = {m | =Hy )
fir alle k € V und (3.2.15) zieht
km1 =k = —H}

fiir alle & € V und alle m nach sich. Also liegt auch Q. ganz in {m | —=H?, ; }
und somit R. O]

Mit II; sei die Projektion auf die erste Komponente bezeichnet. Seien A, B,
C Mengen mit C' < Ax B, dann ist II; (C') definiert als die Menge aller a € A,
fiir die ein b € B mit (a,b) € C existiert.

Gehen wir bei der dynamischen Anpassung von V' geschickt vor, so reicht es
zur Priifung von Y(V, G, H', H?) = ¥ sogar aus, lediglich V' zu betrachten.
Aus Lemma 3.2.3 folgt aufserdem sofort

(ke KAV |qa(k)} =1L (Y (V.G,H', H?)).

Korollar 3.2.4. Die Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 seien erfillt und fir
V # & existiere stets ein k € KNV mit qa(k). Dann ist V' genau dann leer,
wenn Y (V,G, H*, H?) leer ist.
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Wir widmen uns nun der Umsetzung der Bedingungen (3.2.9)—(3.2.11) und
betrachten hierzu folgende Fragestellung: Sei V' = X,V mit V; < {0,..., Ny}
fiir alle 7 vorgelegt und V' = V. Wie miissen wir unter den Voraussetzungen

von Lemma 3.2.3 die Mengen V; modifizieren, damit fiir fest vorgegebene
me{l,...,N¢}, nef{0,...,N,} die Gleichung

{(k;, R ey (\7, G, Hl,H2> | ke = n} — Y (V,G,H' H?)  (3.2.16)

sowie

L (Y(V.G.H' H*)) =g =V =0 (3.2.17)

gelten? Da mit V' ohnehin nur die erste Komponente modifiziert wird, reicht
es aus, statt (3.2.16) lediglich

{rem (¥(V.6. 1" 1)) [k =0} =10 (0 (V.G H' H)) (32.18)

Zu zeigen.

Wie zu Beginn dieses Kapitels erwiahnt, versehen wir V' mit der lexikographi-
schen Ordnung. Dies ermoglicht uns, Minima und Maxima beliebiger Teil-
mengen von V' zu nutzen. Man mache sich klar, dass

min V' = (min Vi, min V5, ..., min Vy,)

gilt. (3.2.18) ist bereits erfiillt, wenn V,, < {j € Vi | 7 = n} sichergestellt
ist. Wir werden durch sukzessives Entfernen von Elementen der Mengen V;
das lexikographische Minimum von V' so weit erh6hen bis entweder V' leer

ist oder
minV eIl (¥ (V,G, H', H?)) (3.2.19)

gilt. Wir nehmen V,, # ¢ an. Handlungsbedarf besteht lediglich im Falle
von minV,, < n. Wir nehmen alle Elemente aus V,, heraus, welche echt
kleiner als n sind. Damit erhohen wir effektiv das Minimum von V,,,. Diese
Erhohung kann jedoch minV,, > min V,,;; und daher min V' ¢ K nach sich
ziehen. Folglich miissen wir nun V,,,; anheben, indem wir

Vini1 = {71 € Vi | 7 = min 'V, }

setzen. Es ist zu beachten, dass hiernach nicht zwingend min V,,, = min V,,,
gelten muss. Das ist beispielsweise der Fall, wenn min V,,, nicht in V,,,,; liegt.
Eine Erh6hung an der Stelle m + 1 kann wiederum zur Folge haben, dass ein
J existiert mit G, ; und minV,, < j < minV,,;; und somit die Bedingung
¢ (min V') nicht mehr erfiillt ist. Fiir das kleinste Element £’ € KNV, welches
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Algorithmus 3.5 Umsetzung der Bedingung k,,, > n

1: procedure set_lower_bound(m,n)

2 if V # ¢ and minV,, < n then

3 Vin < {i €V | j =n}

4: minV_changed < true

5: while V # ¢ and (minV ¢ K or —¢¢(minV)) do
6: if minV ¢ K then

7 Wihle ¢ mit min V; > min V;

8 Vigr = {j€ Vi1 | j = minVj}

9

: end if
10: if —¢c(minV’) then
11: Wihle 7, j mit minV; < j <minV;;; and G, ;
12: r—max{j | G;; A j <minV; 1}
13: Vie—{seVi|s>r}
14: end if
15: end while
16: end if

17: end procedure

k), <j= ki, <jerfiillt, muss daher k], > j gelten. Sollten mehrere solche
J existieren, so muss

k. = max{j | Gm; Aj<minVp,1} (3.2.20)

gelten. Folglich miissen wir minV,, auf das Maximum in (3.2.20) anheben,
was erneut minV,, > minV,,,; implizieren kann. Wir wiederholen diese
Schritte so lange, bis entweder V' leer ist oder sowohl min V' € K als auch
¢c(min V) gelten. Damit ist (3.2.17) und im Falle von V' # ¢ auch (3.2.19)
erfiillt. Diese wechselseitige Beeinflussung fiihrt nicht zu einer Endlosschleife,
da bei jeder Anpassung mindestens ein Element aus einer der Mengen V;
herausgenommen wird. Damit bleibt die Anzahl der Schleifendurchlaufe auf

77777

begrenzt.

Lemma 3.2.5. Seien m € {1,...,N;}, n € {0,..., Ny}, Vi, # & und die
Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 seien erfillt. Dann gilt nach der Ausfih-
rung von set_lower_bound(m,n)

{k; el (y (V,G, HI,H2>) | K > n} — 10, (Y (V,G, H', H?))
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wobei V' die Menge V' wvor der Ausfihrung des Algorithmus bezeichnet. Ist V
nichtleer, so ist (3.2.19) erfillt.

Durch die Festlegung auf min V' als dasjenige Element, welches wir spéter
auswerten wollen, haben wir am oberen Ende von V' etwas mehr Freiheiten.
Hier miissen wir nicht sicherstellen, dass maxV auch wirklich in C liegt.
Der Bedingung (3.2.9) tragen wir dadurch Rechnung, dass wir V,, auf die
Menge V,, n{j | j < n} einschrinken. Sofern nicht n strikt kleiner als min V/,
ist, bleibt (3.2.17) von dieser Festlegung unberiihrt. Andernfalls sind V,, und
damit auch V leer. Gehen wir davon aus, dass die Elemente der Mengen V;
geordnet vorliegen, ergibt sich eine Laufzeit von O(N;N,).

Lemma 3.2.6. Seien m € {1,...,Ns}, n € {0,...,N,} und die Vorausset-
zungen von Lemma 3.2.3 seien erfillt. Dann gilt nach der Ausfihrung von
erase(m,n)

{k el (y (f/, G,Hl,fﬁ)) | Koy # n} — 1, (Y (V,G, H', H?)),

wobei V' die Menge V' vor der Ausfihrung des Algorithmus bezeichnet. Ist V
nichtleer, so ist (3.2.19) erfillt.

Algorithmus 3.6 Umsetzung der Bedingung k,, # n

1: procedure erase(m,n)

2 if V # ¢J then

3 if n = minV,, then

4: set_lower_bound(m,n + 1)
5: else

6: Vin < Vi \{n}

7 end if

8 end if

9: end procedure

Lemma 3.2.7. Falls 0 = m < n oder
(1<m < Ny) A (maxV, <n)
gilt, ist (3.2.11) dquivalent zu ky,1 < n fir alle k € V. Falls m = Ny oder
(1<m < Ng)A(n<minV,iq)
gilt, ist (3.2.11) aquivalent zu k,, = n fir olle k € V. Falls m =n = 0 oder
(1<m < Ny) A ((minV,,1y <n<minV,,) v (maxV,,11 <n <maxV,,))

gilt, ist (3.2.11) bereits erfillt.
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Algorithmus 3.7 Umsetzung der Bedingung k,, <n = k11 <n

1: procedure adj_cond(m,n)
2 if V # ¢ then

3 if n <minV,,.; then

4: set_lower_bound(m,n)

5: else if maxV,, < n then

6 Vm+1(_{jevm+l|j<n}

7 else if minV,, <n < maxV,,,; then
8 G < true

9 end if

10: end if

11: end procedure

Im Hinblick auf set_lower_bound ist es aus Griinden der Effizienz sinnvoll,
G;; moglichst nur dann zu setzen, wenn sich die Bedingung nicht weiter
zerlegen lésst.

Lemma 3.2.8. Seien m € {1,..., Ny — 1}, n € {0,...,N,}, V # & und
die Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 sowie (3.2.19) seien erfillt. Dann gilt
nach der Ausfihrung von adj_cond(m,n)

{k; e Tl (y (f/, é,Hl,HQ)) | < 1= kst < n}
— 10, (Y (V. G, H', H?)) |

wobei V die Menge V' und G die boolesche N¢ x Ny Matriz G vor der Aus-
fiihrung des Algorithmus bezeichnet. Ist V' nichtleer, so ist (3.2.19) erfiillt.

Beweis. Falls n < minV,,;; gilt, so ist fiir alle k € V' die Aussage (3.2.11)
dquivalent zu k,, > n und wir kénnen set_lower_bound(m,n) nutzen. Die
Behauptung folgt mit Lemma 3.2.5. Andernfalls ist

minV,, <n=minV,,;; <n

erfiillt und wegen V' # ¢ und (3.2.19) nach Voraussetzung folgt mit Lemma
3.2.7 auch nach Ausfithrung des Algorithmus wieder (3.2.19). O

Lemma 3.2.9. Seien me {1,...,N¢}, ne{0,...,N;}, Se P({1,...,Ns}),
ae{l,2}, V # & und die Voraussetzungen von Lemma 3.2.3 sowie

(minV,8) e Y (V,G, H', H?) (3.2.21)
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Algorithmus 3.8 Umsetzung der Bedingungen k,, = n = m € R und
km=n=m¢R

1: procedure restr_cond(a,m,n)

2: if V # ¢ then

3: if 2% then

4: erase(m,n)

5: else

6: HE, , < true

7 if n = minV,, then
8: if a = 1 then

9: S — Su{m}
10: else

11: S — S\{m}
12: end if

13: end if

14: end if

15: end if

16: end procedure

seien erfillt. Nach der Ausfihrung von restr_cond(a,m,n) gilt fir den Pa-
rameter a = 1

{(k,R) ey (V,G,J?l,fﬂ) | km =n=me R} — Y (V.G H', H?)
und fir den Parameter a = 2

{(k,R)ey(V,G,Hl,Fﬁ) | ko :n:>m¢R} — Y (V.G H' H?)

wobei V die Menge V' und H1 sowie H? die booleschen Ny x N,-Matrizen H*
und H? vor der Ausfiihrung des Algorithmus bezeichnen. Die Voraussetzun-
gen von Lemma 3.2.83 sind weiterhin erfillt. Ist V nichtleer, so gilt (3.2.21)
falls min V = min V und (3.2.19) falls min V # min V.

Beweis. Wir zeigen nur den Fall a = 1, der andere funktioniert analog. Gilt
bereits H2 . so ist fiir alle (k,R) € Y (‘N/, G, H*, Hz) die neue Bedingung

(3.2.12) dquivalent zu (3.2.10) und die Behauptung folgt mit Lemma 3.2.6.
Andernfalls bleibt die Menge V unverdndert und wir stellen im Falle von n =

min V' durch die Modifikation von S sicher, dass (3.2.21) weiterhin gilt. [

Aus den bisher in diesem Abschnitt bewiesenen Lemmata und Algorithmen
erhalten wir folgenden Satz.
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Algorithmus 3.9 Berechnung von dg(f,g) fiir f, g € D. in polynomieller
Zeit

1: function distance_fast(f,g)
2: Vi={0,...,N,}, i=1,...,Ny

3: G « false

4: H' « false

5: H? « false

6: v« 1+ max&

7 minV_changed « true

8: while V # ¥ do

9: if minV_changed then S « Q, U {i | H} .} end if
10: u «— ¢(minV, S)

11: minV_changed « false

12: for all (a,7,j) € £ with u < a;; <v do
13: if a = As™ then

14: Vi—{seVi|s<j}

15: else if a = As™ then

16: set_lower_bound(i, j)

17: restr_cond(1,1, )

18: else

19: if i =0 then
20: if j =0 then
21: V<@
22: else
23: Vi—{seV|s<j}
24: restr_cond(2, 1, )
25: end if
26: else if ;i = Ny then
27: set_lower_bound(Ny,j + 1)
28: else
29: erase(i,j)
30: adj_cond(i, j)
31: restr_cond(2,i + 1, )
32: end if
33: end if
34: end for
35: VU
36: end while
37 return u

38: end function
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Satz 3.2.10. Algorithmus 3.9 berechnet den Abstand im Sinne der Skorok-
hodmetrik. Die Zeitkompleritit von distance_fast betrigt O(N;N;), der
Speicherplatzbedarf liegt bei O(NfN,).

3.3 Ein randomisierter Algorithmus

Um die Effizienzsteigerung durch Algorithmus 3.3 in Relation zu Algorith-
mus 3.9 besser einschétzen zu kdnnen, ist es hilfreich, einen randomisierten
Vergleichsalgorithmus zu haben. Einen solchen wollen wir nun schrittweise
entwickeln.

Offensichtlich miissen wir mehrere Tupel (k, R) € Z&  zufillig* ziehen und
anschliefsend ¢ fiir jedes dieser Tupel auswerten. Das Minimum aller so erhal-
tenen Werte wire dann der approximative Wert fiir den Abstand im Sinne
der Skorokhodmetrik.

Sofern nichts Genaueres iiber die Struktur der Funktionen, deren Abstand
man berechnen mdochte, bekannt ist, erscheint eine Gleichverteilung ange-
messen. Die Wahl einer optimalen Verteilung konnte Gegenstand weiterer
Untersuchungen sein. Doch wie erzeugt man Tupel, die auf Z¥ gleichverteilt
sind? Da es sich bei Z& um eine Teilmenge von K3 x Py handelt, werden
wir nun Methoden entwickeln mit deren Hilfe man zufillige Elemente aus
KA und aus Py ziehen kann.

3.3.1 Erzeugen von Samples aus KV

In diesem Abschnitt werden wir Methoden herleiten, mit deren Hilfe man
Vektoren generieren kann, die einer beliebigen, vorgelegten Verteilung auf
KA folgen. Zur Motivation wollen wir mit der Gleichverteilung auf X3/ be-
ginnen. Eine erste Idee ist die sogenannte Acceptance-Rejection Methode.
Sie ist besonders fiir Zufallsvektoren geeignet, welche in einer komplizierteren
Teilmenge A < R™ liegen sollen. Man gibt sich eine einfachere Grundmen-
ge B o A vor, auf der gleichverteilte Samples erzeugt werden kdnnen. Ein
solches Sample aus B wird verworfen, falls es nicht in der anvisierten Teil-
menge liegt. Da es wiinschenswert ist, den Ausschuss zu minimieren, sollte
man die Grundmenge méglichst klein wihlen. Algorithmus 3.10 greift diese
Idee auf. Fiir kleine M, N € N liefert dieser Algorithmus zufriedenstellende
Ergebnisse. Fiir grofere Werte ist diese Methode jedoch nicht mehr praktika-
bel. Der Grund dafiir ist die Tatsache, dass die Teilmenge KX < {0,..., N}M
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Algorithmus 3.10 Erzeugen eines Samples von U(KY) mit Hilfe von
Acceptance-Rejection

1: function generate_k_AR
2: v<—0, i=1,....M
3 while —(v; < vy < -+~ <wy) do

4: Erzeuge v; ~U({0,...,N}), i=1,....M
5: end while

6 return (vi,ve,...,0y)

7: end function

im Verhéltnis zur Grundmenge sehr schnell klein wird. Dies treibt die An-
zahl der Verwerfungen enorm in die Hohe, was wiederum den Algorithmus
ineffizienter werden lasst.

Sei X = (X1,..., X)) ein Zufallsvektor, wobei die X; unabhéngig und iden-
tisch verteilt sind (uiv) mit X; ~ U ({0,..., N}). Dann ist X auf {0,..., N}M
gleichverteilt und es gilt

KN (M4 N)!
PXCRN) = N5 = NN+ )7

Mit der Stirlingformel erhalten wir fiir den Fall N = M das asymptotische
Verhalten

AN
P(X e KY) ~ (-) : (3.3.1)

N
Bereits fiir N = 10 liegt die Wahrscheinlichkeit in (3.3.1) bei 7.1 x 107, Dies
bedeutet, dass man fiir eine Million erzeugte Zufallsvektoren in {0, ..., N}M

im Mittel 7 auf K& gleichverteilte Vektoren erhélt. Wir miissen also eine an-
dere Herangehensweise withlen. Da bei den Elementen aus K3 jeder Eintrag
direkt von dem vorherigen Fintrag abhingt, ist es naheliegend, mit bedingten
Verteilungen zu arbeiten.

Die Verteilung eines Zufallsvektors auf ! sei gegeben durch

D fk) e, (3.3.2)

kech!

mit der Dichte f: K¥ — [0, 1], wobei ¢; das Diracma® in k € KA/ bezeichnet.

Zur Anschauung betrachten wir kurz den Fall M = 2. Lisst man auch
Elemente zu, welche auerhalb von KV liegen und setzt f(k) = 0 fiir alle
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ke{0,...,N}\K¥, so wird f zu einer stochastischen (N + 1) x (N + 1)-
Matrix mit Dreiecksgestalt. Je nach Definition sind dann entweder die Zeilen-
oder die Spaltensummen gleich 1.

Sei X ein Zufallsvektor mit Verteilung wie in (3.3.2). Dann gilt fiir alle m € N
mit m < M und alle k € K

P(Xy =k, .o, X = k)

N N N
= Z Z Z f(k17‘~'7km7rla'"7T]Vf—m)
r1=km r2=r1 TM—m=TM-m—1
N—kyy, N—km N—FEm
=30 YD TR S (TP Y ST SRS
r1=0 ro=rp TM—-m=TM—-—m—1

= > fr Rk R ).
TEIC%__;Z

(3.3.3)

Insbesondere ist
P(X;=n)= Z fnyn+ry,. .. on+ry—1), n=0,...,N. (3.34)

reIC%I:l

Mit der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt aus (3.3.3) fiir alle
me{2,...,M—1}undalle k € K" mit P(X; = ki,..., Xpne1 = km_1) > 0,

P(Xm=n|X1 :kl,...,Xm_l :km—l)
Z f(kla"'7km—17n7n+rla"‘7n+T]V[—m)

TG’C]]\\/,I:,;”
— . (3.3.5)
Z f(kl,...7k3m_1,km_1+81,...,]€m_1+SM_m+1)

M—m+1
SE’CN—km,1

n = kp_1,...,N, sowie fiir alle k € KX ™' mit P(X; = ky,..., Xy_1 =
kM—l) > 07

f(kl, cey k’M,l,n)

N
Z f(klw"ukalaS)
s=ky—1
(3.3.6)

P(X]w :TZ|X1 :k17"'7XM—1 :kM—l) =

I

n = ]{?M_l,...,N.
Wir kommen nun wieder zuriick zur Gleichverteilung auf 3,

1
2w

kexcht N
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welche wir — in Einklang mit der iiblichen Notation — mit U (K3/) bezeichnen.
In diesem Fall liefert (3.3.3) fiir alle m € N mit m < M und alle k € L}

KN i ANk |

P(X1:k17"'7Xm:km)_ |ICM|

> 0. (3.3.7)
Folglich existieren die bedingten Wahrscheinlichkeiten in (3.3.5) und (3.3.6).
Des Weiteren ist ersichtlich, dass der Ausdruck auf der rechten Seite von
(3.3.7) nicht von ky, ..., k,—1 abhéingt. Somit erhalten wir aus (3.3.5)—(3.3.6)
fiir alle me {2,..., M} und alle [ € {0,..., N}

KN
P(Xm = n|Xm*1 = l) |ICM m+1
1

M—-—m+1 o
" M-m+1+N-n U

n=1,...,N.Daim Falle von n —[ > M —m in (3.3.8) einige Terme sowohl

im Zéhler als auch im Nenner auftreten, ist diese Wahrscheinlichkeit gleich
M—-—m+1 (nl)ﬁwm) N—-n+r

M-m+1+N-1 M—-m+1+N—-Il—r

r=1

Auf die gleiche Weise erhalten wir aus Gleichung (3.3.4)

KN
P(X, =n) = n
N
M TT N -7
M+ N-nllM+N-—v
nA(M-1)
M N—-—n+r
= - =0,...,N. 3.
ww L s =0 (3:3.9)

r=1
Das bisher Gezeigte halten wir in einem Satz fest.
Satz 3.3.1. Sei X ~U(KX). Dann ist fiir jedes m e {2,..., M} die beding-
te Verteilung von X,, unter Vorkenntnis von X,, 1 = | gegeben durch die
Familie von Verteilungen (u*,0 <1< N) mit

N (n—D)A{M—m)

MI_M—m+1+N—%Z M—-mt1+N—l—7r ™

(3.3.10)
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Die Verteilung von X ist gegeben durch

N na(M-1)

N—-n+r
M+NZ H M+N-—r™

Basierend auf Satz 3.3.1 konnen wir nun einen Zufallsvektor X ~ U(KY)
erzeugen, indem wir zundchst X; ~ p und dann sukzessiv alle weiteren Ein-
trige geméf der Verteilung in (3.3.10) generieren (siehe Algorithmus 3.11).
Samples einer diskreten Verteilung erhilt man unter anderem mit der inver-

Algorithmus 3.11 Erzeugen eines Samples k ~ U(KY)

1: function gen_uni_k

2 m <« 1

3 Erzeuge k1 ~ p

4 while m < M do

5: m«—m+1

6 Erzeuge k, ~ pg'
7 end while

8 return (ky,...,ky)

9: end function

sen Transformationsmethode. Ndhere Informationen hierzu findet der Leser
beispielsweise im Vorlesungsskript zur stochastischen Simulation von A. Lang
und J. Potthoff (siehe [4]).

Fiir eine effiziente Implementation bietet es sich an, die Wahrscheinlichkei-
ten anhand von (3.3.8) und (3.3.9) rekursiv zu berechnen. Dies motiviert
folgendes

Korollar 3.3.2. Sei X ~ U(KX). Dann gilt fir alle m € {2,..., M} und
alle 1 € {0,...,N — 1}

N —n
N—-—-n+M-m

n=1...,N—1, mit der Startwahrscheinlichkeit

PXp=n+1|Xpy=1)= P(Xp =n| X1 = 1),

M—-—m+1
M—-m+1+N-=-1

fir alle 1 € {0,..., N}. Fir die Verteilung von X gilt

P(Xp = 1| Xy = 1) =

N —n
N-—-n+M-1

PXi=n+1)= P(X,=n), n=0,...,N—1,
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mit der Startwahrscheinlichkeit

M

P(Xi=0) = 77—

Bevor wir uns mit einer weiteren Verteilung beschéftigen, filhren wir die
Funktionen

¢: N2 >N,
anb a b

(a,0) — > <U> <v> 2, (3.3.11)
v=0

und fiir a € Ny

oM NM — Ny,
M-1
k = ]l{k1>a} + Z ]l{ki<ki+1}7

i—1
ein. Offensichtlich ist ¢ symmetrisch, d.h. {(a,b) = (b, a), und fiir b > 0 gilt
C(a,b) = |2,

Unmittelbar aus der Definition von ¢ leiten sich die folgenden beiden Ei-
genschaften ab: Fiir alle W e {1,..., M — 1} gilt

My, Joar) = @ Ry, ) oY (s Rar), (33.12)
und fiir alle n € Ny
goﬁa(n + kl, o, + k]u) = gpiw(krl, ey ]CM) (3313)

Nun betrachten wir die Verteilung der Gestalt

206" (k)

2w

ke

(3.3.14)

welche wir mit 0 bezeichnen.

(3.3.3) liefert zusammen mit (3.3.12) und (3.3.13) fiir alle m € N mit m < M
und alle k e K}

2¢5" ()

P(Xlzkla---me:km):W

Soaw ), (3.3.15)

M—m
Te’CN—km



3.3. EIN RANDOMISIERTER ALGORITHMUS 41

Indem wir in (3.3.15) nicht mehr iiber die Elemente von Ky~ summieren,
sondern iiber die Werte von )’ ™™, erhalten wir

D G (G

TEIC%__IZLYL v=0
= ((N — kp, M —m).
Damit ist

C((N—=n,M—1)

P(X, = — 21{n>0}

n=0,...,N. (3.3.16)

Da der Ausdruck auf der rechten Seite von (3.3.15) strikt positiv ist, konnen
wir auch hier die bedingten Wahrscheinlichkeiten berechnen und erhalten aus
(3.3.5)(3.3.6) fiir alle m e {2,..., M} und alle k € K™

P(Xm :n|X1 = kla"'7Xm—1 = km—l)
(N —Fm o, M—m+ 1)

n = kp_1,...,N. Offensichtlich hat die Vorkenntnis von X1, ..., X,,_» keine
Auswirkung auf die bedingte Wahrscheinlichkeit in (3.3.17). Dies formulieren
wir in folgendem

Satz 3.3.3. Sei ( definiert wie in (3.3.11), 6 wie in (3.3.14), X ~ 0. Dann ist
fiir jedes m € {2,..., M} die bedingte Verteilung von X, unter Vorkenntnis
von X, 1 =l gegeben durch die Familie von Verteilungen (v]",0 < [ < N)
mat

= 21“?7”71 <n}

. (3.3.17)

N
C(N —n, M —m)
mo— N 9licny
g 7; CN—L,M—m+1)

€n.

Die Verteilung von X ist gegeben durch

N
B o ((N —n,M—1)
v = 2 N

€n.

n=0

Um eine Zufallsvariable nach der Verteilung /" zu erzeugen, ist es notwen-
dig, die Wahrscheinlichkeiten in (3.3.16) und (3.3.17) auszuwerten. Dafiir die
vorliegende Form zu verwenden, ist nicht ratsam. Da ((n,n) asymptotisch
mindestens wie 22" wichst, aber der Quotient in [0, 1] liegen muss, ist die-
ser Ausdruck fiir eine Auswertung ungeeignet. Wir bendtigen also eine etwas
robustere Form. Es ist moglich, wenn auch aufgrund der vielen Fallunter-
scheidungen ziemlich umsténdlich, einen robusten geschlossenen Ausdruck
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fiir (3.3.17) herzuleiten. Wir werden stattdessen die Wahrscheinlichkeiten re-
kursiv berechnen. Hierzu definieren wir die Funktion ¢ durch

5: N x Ny — [0, 1],
C(a—1,b)
¢(a,0) -

Man beachte, dass — im Gegensatz zu ¢ — die Funktion ¢ nicht symmetrisch
ist. Damit ist fiir alle m € {2,..., M} und alle [ € {0,..., N — 1}

(a,0) —

PX,=n+1|X,1=1)
_ gtumy SN == 1L, M = m)
= zﬂ{l:n}a(N —n,M —m) P(X,, =n| X1 =1),

P(Xm=n|Xm,1=l)

n=1[,...,N —1, und fiir die Startwahrscheinlichkeit gilt wegen der Symme-
trie von ( fiir alle [ € {0,..., N}

C(N —1,M —m)
C(N—1,M —m +1)
¢(M —m,N —1)
(M —m+1,N—1)
=6(M —m+1,N —1).

PX,=1l|Xp1=1)=

Das Auswerten der Wahrscheinlichkeiten in (3.3.16) und (3.3.17) wird durch
die rekursive Variante auf die Berechnung von ¢ reduziert.

Korollar 3.3.4. Sei X ~ 0. Dann gilt fir alle m € {2,..., M} und alle
le{0,...,N —1}

PXpm=n+1|Xp_1=10)=2"%=2§N—-n,M—m)P(X,, =n| X1 =1),
n=1...,N—1, mit der Startwahrscheinlichkeit
PX,=1l|Xp1=0)=06(M—-—m+1,N—1I)
fir alle 1 € {0,..., N}. Fir die Verteilung von X gilt
P(X;=n+1)=2-0§N —n,M—-1)P(X,=n), n=0,...,N—1,
mit der Startwahrscheinlichkeit

P(X; = 0) = 5(M, N).
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Wir miissen nun noch einen Weg finden, ¢ effizient auszuwerten. Fiir a €

N, b e N gilt
o L0 EO0)

a—1)Ab [ anb -1
Z <ng(v,w)> : (3.3.18)

wobei die Funktion 72 durch

72 {0,...,a—1} x {0,...,b} — (0, +o0),

QO ()

definiert ist. Werten wir 7%(v, w) weiter aus, so erhalten wir
1 o (g+1)?
= - a—v) 29| ————
; Z{ | (SrTTatis
anb ) -1
A )] }
<wv+1 q=v q + 1

Auch hier erscheint eine rekursive Variante schneller. Zur effizienteren Aus-
wertung von (3.3.18) verwenden wir eine ,zweidimensionale Rekursion®, bei
der zunéchst die erste Komponente und dann basierend darauf die zweite
jeweils rekursiv berechnet werden. Fiir alle v, w € Ny mit v < (e —1) A b und
w<aAbgilt

2(a (;ujr) (1’?); w) Vv, w), (3.3.19)

Vv, w+1) =

mit dem Startpunkt ~°(v,0). Dies ist die Rekursion in der zweiten, inne-
ren Komponente. Die Startwerte fiir diese innere Rekursion werden ebenfalls
rekursiv berechnet. Fiir alle v € Ny mit v < (a — 1) A b gilt

(v+1)?
2(a—v—=1)(b—v

72(”"’_170) = )72(”70)7

mit dem Startpunkt 72(0,0) = 1. Da der Koeffizient bei der inneren Rekursi-
on in (3.3.19) nicht von v abhéngt, ist es sinnvoll diesen einmal zu Beginn fiir
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Algorithmus 3.12 Berechnung von §(a, b) mittels Rekursion in ~?

1: function delta(a,b)

2 for w < 1toa A bdo

3 Cw —2(a—w+1)(b—w+1)/w?
4: end for

5: o« 0

6 T <1

7 forv—0to(a—1)Abdo
8 Y<«—2x

9: He—y

10: for w<—1toanbdo
11: Y — Y Cu

12: we—p+y

13: end for

14: end for

15: og—o+1/p

16: xe—zw+1)?/(2(a—v—1)(b-0))
17: return o

18: end function

alle w auszurechnen und dann die berechneten Werte innerhalb der inneren
Schleife wiederzuverwenden. Algorithmus 3.12 greift diese Herangehensweise
auf. Der Umstand, dass die beiden inneren Summen fiir kleine v extrem klein
und fiir grofe v extrem grofs sind, erschwert eine schnelle Berechnung von 9.
Dies erdffnet jedoch auch Spielrdume fiir Approximationen. Allerdings gilt es
dann auch zu untersuchen, inwiefern sich ein Approximationsfehler bei der
Berechnung von ¢ auf die Verteilung der Samples auswirkt.

3.3.2 Erzeugen von Samples aus Py

Wie erzeugt man zufillige Mengen, die einer beliebigen, vorgelegten Vertei-
lung auf einer endlichen Potenzmenge folgen? Zunéchst prézisieren wir, was
damit gemeint ist. Wir werden uns eine spezielle Konstruktion der Elemente
einer endlichen Potenzmenge zunutze machen, um das Problem auf die Erzeu-
gung von Zufallsvektoren in einer Teilmenge des R? zu iiberfiihren. Man kann
jede Menge mit einem geordneten Tupel assoziieren, indem man die Elemente
der Menge in geordneter Weise in einen Vektor schreibt. Auf dieser Grund-
lage werden wir einen Algorithmus entwickeln, welcher uns solche Mengen
liefert. Hierzu zerlegen wir die Potenzmenge in die einzelnen Komponenten
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und berechnen deren R%wertige Verteilungen. AnschlieRend zeigen wir, dass
man basierend auf den erzeugten Vektoren dieser Verteilungen Samples der
urspriinglich vorgelegten, mengenwertigen Verteilung konstruieren kann.

Wir fithren nun den Begriff endlicher Zufallsmengen ein. Sei hierzu eine endli-
che Menge F vorgelegt. Da die Potenzmenge einer endlichen Menge ebenfalls
endlich ist, konnen wir als o-Algebra iiber P(E) einfach die Potenzmen-
ge wihlen. Sie wird vom Banach-Tarski-Paradoxon nicht in Frage gestellt.
(P(E),P(P(F))) wird so zu einem messbaren Raum.

Definition 3.3.5. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E eine end-
liche Menge. Eine Abbildung X : Q — P(FE) heifit (endliche) Zufallsmenge,
falls

“({B}eA

fir alle B < FE gilt.

Eine Verteilung auf (P(E), P(P(E))) ist durch eine Funktion f: P(E) —
[0, 1] mit >} 4ep(py f(A) = 1 eindeutig festgelegt:

Z f(A
AeP(E
Ein solches f bezeichnen wir als (diskrete) Dichte.

Im Folgenden werden wir zufillige Mengen mit Werten in Py, N € N be-
trachten. Fiir M € Ny mit M < N definieren wir

={UePn||U| =M}
Offensichtlich ist Py gerade die disjunkte Vereinigung der P/

N
Py =H P¥
M=0

Oftmals (vor allem im Zusammenhang mit Algorithmen, die auf diesen Men-
gen operieren sollen) ist es sogar wiinschenswert die Elemente einer Menge
in geordneter Version vorliegen zu haben, im ungiinstigsten Fall ist es nicht
relevant. Algorithmen, welche auf Mengen operieren, sind meist wesentlich
schneller und effizienter, wenn die Elemente der Mengen geordnet sind. Durch
die Uberfiihrung auf Vektoren sollte es gelingen, die geordnete Version einer
Zufallsmenge direkt zu erzeugen.

Die Verteilung einer endlichen Zufallsmenge Y mit Werten in Py sei gegeben

durch
Z f(A) €A,

AEPN
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mit f: Py — [0,1] und 3, p. f(A) = 1. Dann ist die Verteilung von |Y|
gleich

und die bedingte Verteilung von Y unter Vorkenntnis von |Y'| = [ ist gegeben
durch die Familie von Verteilungen (7;,0 <! < N) auf (Pn, P(Py)), definiert

durch
f(B)
= ——€3B.
ZAGPJZV f(A)
Der folgende Satz zeigt, wie man eine Verteilung auf Py simuliert.

Satz 3.3.6. Sei « eine Verteilung auf P(Py), L eine reellwertige Zufallsva-
riable mit

(3.3.20)

T =
BeP),

L~ ZCK(P;V) €1,

=0

Y eine endliche Zufallsmenge mit Werten in Py gegeben durch die bedingte
Verteilung

A G

AePL @ (,P]%)

Dann qilt Y ~ a.

Beweis. Nach Konstruktion liegt [ € {0,..., N} genau dann auferhalb des
Triigers von P, wenn P4 eine a-Nullmenge ist. Somit gilt fiir beliebiges
B (@ PN

~

Py(B) = QPY\L(WvB) dP(w)

_ [ oBoPE)
Jo  a(Py)

[ a(BnPY)

= | =N gp(

JR a(P]lV) L()

= Z a(B nPY)
lesupp(Pr,)

= a(B).
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Um eine Menge der vorgelegten Verteilung a zu simulieren, kdnnen wir zu-
néichst dessen Lange L erzeugen und dann Y nach Py;. Das so erhaltene
Sample Z folgt dann der vorgelegten Verteilung.

Es bleibt noch zu zeigen, wie man eine Zufallsmenge mit fest vorgegebener
Kardinalitdt nach einer vorgelegten Verteilung erzeugt. Wir definieren fiir
1 < M < N die Menge

Vf‘f:{ve{l,...,]\f}M|v1<vg<---<vM}cRM,

Indem wir die Elemente einer jeden Menge A € P in einen Vektor der
Dimension M schreiben und seine Eintrige aufsteigend sortieren, erhalten
wir einen eindeutigen Vektor aus V4. Umgekehrt konnen wir jedem Vektor
v € V¥ eine eindeutige Menge in PA! zuordnen, deren Elemente aus den Ein-
tragen von v bestehen. Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion zwischen
PM und VY. Nun kénnen wir jedes Element der Potenzmenge mit einem Vek-

tor identifizieren. Fiir eine P¥ -wertige Zufallsmenge Y = {V1,Ys,..., Yy}
bezeichne (Y1), Y(2), ..., Y(a)) den zugehdrigen geordneten Zufallsvektor
aus VAl

Wenden wir uns nun der Gleichverteilung auf Py zu. Der Fall Y ~ U(Py)
ergibt wegen

Py
P(]Y]:l):ﬁ:(zl—]v), [=0,...,N,

die Verteilung
N
N
PN = 27NZ ( .>€j
j=o \J

fir die Kardinalitit einer Zufallsmenge aus U(Py). Die bedingten Verteilun-
gen aus (3.3.20) sind in diesem Fall geben durch (U(PY),0 <1 < N). Um die
geordnete Version einer zufilligen Menge aus U(Py) zu simulieren, miissen
wir nun ein Sample aus U (V};) fiir [ > 1 erzeugen.

Die Mengen K& und V¥ sind sich in ihrer Struktur so dhnlich, dass alles,
was wir in Abschnitt 3.3.1 bis einschlieklich der Gleichverteilung gezeigt ha-
ben, mit geringen Modifikationen ebenso fiir VA funktioniert. Man hat nur
zusatzlich zu beachten, dass aufgrund der Ungleichheit der Eintrége eines
beliebigen Vektors aus VA der m-te Eintrag zwischen m und N — M +m
liegen muss. Der folgende Satz ist das Analogon von Satz 3.3.1 fiir die Menge

P
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Satz 3.3.7. Seien M, N € N mit M < N, Y ~ U(PM). Falls M > 2, ist
fiir jedes m € {2,..., M} die bedingte Verteilung von Y,y unter Vorkenntnis
von Ym_1) = | gegeben durch die Familie von Verteilungen (n*,m —1 <1 <
N—-—M+m—1) mit

. M—m—i—leer(nl11)—A[(Mm)N—M+m—n+7"
= - €n~
. N -1 n=[l+1 r=1 N—l-r

Die Verteilung von Y1) ist gegeben durch

MNﬁ*l ”ﬁN—M—n+r
= — €n-
TN oo LTy

Algorithmus 3.13 Erzeugen eines Samples v ~ U(Py), N > 1

1: function gen_uni_set

2 Erzeuge M ~ p

3 if M =0 then

4 return ¢

5: else

6 m«— 1

7 Erzeuge v; ~ 1

8 while m < M do

9: m«—m+1

10: Erzeuge v, ~ ny" |
11: end while

12: return {vy,..., vy}
13: end if

14: end function

Korollar 3.3.8. Seien M, N € N mit M < N, Y ~ U(PY¥). Falls M > 2,
gilt fir alleme{2,..., M} und allele {m—1,..., N — M +m — 1}

N—n—M+m

P(¥imy = 1+ 1 Yino = 1) = = = P(¥my = 1| Yoy =)
n=I0l+1,...,N—M+m—1, mit der Startwahrscheinlichkeit

M—-m+1
Py = U4+ 1Yty = 1) = —%—7—.

Fiir die Verteilung von Y1) gilt

N—-n—M-+1

PYyy=n), n=1,...,N—-M,
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mat der Startwahrscheinlichkeit

3.3.3 Erzeugen von Samples aus ZY

In den Abschnitten 3.3.1-3.3.2 haben wir gezeigt, wie man Samples beliebiger
Verteilungen auf K sowie auf Py, generiert. Somit konnen wir zufillige
Elemente erzeugen, welche auf C) x P, gleichverteilt sind. Wir wollen eine
Gleichverteilung auf Z¥ nutzen, miissen aber die funktionelle Abhingigkeit
der zweiten Komponente von der ersten in Gestalt von QM beriicksichtigen.
In diesem Abschnitt werden wir uns mit Zufallsvariablen mit Werten in 3 x
Py auseinandersetzen. Da diese Menge diskret ist, werden wir auch hier als
o-Algebra die Potenzmenge wéhlen. Die Verteilung eines Zufallstupels (X, Y)
mit Werten in ¥ x Py, sei gegeben durch

> fk R en),

(k‘,R)GICAN/[ X P

mit f: Y x Py — [0,1] und Yo, Ryekclt xpy, f (K, 1) = 1. Dann st

P(X=k)=P(X=kYePy)= > f(kR)

RePs

sowie

f(k, R)
> f(k,S)

SePnr

Satz 3.3.9. Sei 8 eine Verteilung auf (KA x Pa, P(KX x Pyr)), X eine
Zufallsvariable mit

P(Y =R|X =k) =

N

X~ > Bk} < Pur) e,

keCh!

Y eine endliche Zufallsmenge mit Werten in Py gegeben durch die bedingte

Verteilung
oy BUGLA
= 2 B(XT < Pud

Dann gilt (X,Y) ~ B.
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Beweis. Nach Konstruktion von X ist Csupp(Pyx) x Py eine S-Nullmenge.
Somit gilt fiir beliebige A = K, B < Py

Prar(Ax B) = P(X € A,Y € B)
_ J Pyix(w, B) dP(w)
{XeA}

B{H{X(w)} x B)
- L@A} BUX @)} < Par)
B({k} x B)
B {k} X Par)
((A nsupp(Pyx)) x B)
= B(A x B).

(w)

dPX(k?)

Man beachte, dass P(K¥ x Py) = P(KN) @ P(Py) gilt. O

Sei nun (X,Y) ein Zufallstupel mit Werten in Z%. Dann hat die Verteilung
die Form

Z f(kv R) €(k,R)

(k‘,R)E]C% XPhur,
R:)Q]kw

mit der diskreten Dichte f. Somit ist

P(X=k)=P(X =kYe{RePy|R>Q\}) = > f(kR)

RePay,
RoQM

Algorithmus 3.14 Erzeugen eines Samples (k, R) von U(Z})

1: function gen_uni_Z

2 Erzeuge k ~ 6

3 R QY

4 if |R| < M then

5: C—{l,..., M}\R
6: Erzeuge I ~ U(P¢)
7 R—Rw C[

8 end if

9: return (k, R)

10: end function
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sowie

_JkR)
> [k, S)

SePyy,

SoQM
Mit Hilfe der in den Abschnitten 3.3.1-3.3.2 erworbenen Methoden kénnen
wir nun beliebige Verteilungen auf Z¥ generieren. Wir miissen zuerst X ~
Px und anschliefend Y ~ Py|x erzeugen. Fiir den Fall einer Gleichverteilung
auf Z3 d.h.

P(Y =R|X =k) =

f(k,R) = |ZM|7" fiir alle (k, R) € ZY,

erhalten wir
(X = k) oM-IQY | 0wl (k)
P jr— jr— jr—
1Z¥] C(N, M)

und damit Py = 6 sowie Pyjx = U({R € Py | R 2 QY }).

3.3.4 Auswertungsalgorithmus

Basierend auf Algorithmus 3.14 aus dem vorigen Abschnitt kénnen wir nun
ds(f,g) fir f, g € D, approximieren. Hierzu ist es erforderlich, n € N un-
abhingige Samples Z,..., 7, aus U(Z) zu generieren. Der approximative
Wert fiir den Skorokhodabstand von f und g ist dann durch

7777

gegeben.

Algorithmus 3.15 Randomisierter Algorithmus zur approximativen Be-
rechnung von dg(f, g) fiir f, g € D. mit Parameter n € N

1. function distance_rand(f, g,n)
2 u «— max&

3 for i — 1 ton do

4: (k,R) < gen_uni_Z

5 if ¢(k, R) < u then

6: u «— ¢(k, R)

7 end if

8 end for

9: return u

10: end function
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3.4 Vergleich der Algorithmen

Fiir einen Vergleich der Algorithmen miissen wir Pfade aus D, simulieren.
Eine in der Wahrscheinlichkeitstheorie sehr wichtige Klasse von Prozessen
mit Pfaden in D, sind die sogenannten zusammengesetzten Poissonprozesse.
Néhere Informationen zu solchen Prozessen und ihrer Bedeutung fiir die we-
sentlich grofere Klasse der Lévyprozesse findet der Leser in [5] von K.-I. Sato.
Wir werden uns einer bekannten Methode zur Simulation solcher Prozesse
bedienen. Zunéchst simuliert man die Anzahl der Sprungstellen geméfs der

10
— U(—0.1,0.1)

MO,0.5)
1— €4

10

Dauer (in Sekunden)

Abbildung 3.1: Laufzeiten von distance fiir 10 000 Auswertungen in Abhén-
gigkeit der Anzahl der Unstetigkeitsstellen

Poissonverteilung und anschliefend erzeugt man unabhéngige, identisch ver-
teilte Sprungstellen nach ((0, 1)) und sortiert diese. Zum Schluss werden die
Sprunghdhen unabhéngig von der Wahl der Sprungstellen uiv nach einer vor-
her festgelegten, sogenannten Sprungverteilung erzeugt (siehe Algorithmus
6.2 in R. Cont und P. Tankov [6]). Da wir die Anzahl der Unstetigkeitsstel-
len stets fest vorgeben, handelt es sich bei den in diesem Rahmen erzeugten
Pfaden nicht um zusammengesetzte Poissonprozesse (siehe Implementation
in Anhang B.1). In jedem Fall aber erhédlt man auf diesem Weg stiickweise
konstante Funktionen.

Es bezeichne U((a, b)) die stetige Gleichverteilung auf dem Intervall (a,b)
R, N(u,0) die Normalverteilung mit Erwartungswert g € R und Stan-
dardabweichung o > 0 und £(A\), A > 0 die Exponentialverteilung mit Er-
wartungswert 1/\. Fiir die Analyse wurden die reellwertigen Verteilungen
U((-0.1,0.1)), N(0,0.5) und £(4) als Sprungverteilungen ausgewéihlt. Die
Auswahl dieser Verteilungen basiert auf der Beobachtung, dass die Laufzeit
der Algorithmen mit dem Anteil an kleinen Spriingen wéchst. Eine hohere
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Abbildung 3.2: Laufzeiten von distance_fast fiir 10000 Auswertungen in
Abhédngigkeit der Anzahl der Unstetigkeitsstellen

Anzahl kleiner Spriinge erlaubt tendenziell mehr Méglichkeiten, den Graphen
einer Funktion so zu verschieben, dass der Abstand beziiglich ||-||oc minimiert
wird.

Sofern nichts anderes erwihnt wird, bezeichnen wir in diesem Abschnitt die
Anzahl der Sprungstellen mit N = Ny = N,. Die Funktionen f, g € D, wur-
den so erzeugt, dass f(0) = ¢g(0) = 0 gilt. Die angegebenen Laufzeiten decken
lediglich die Berechnung von ds(f, g) ab, die Erzeugung der Pfade wird hinge-
gen nicht beriicksichtigt. Die Tests wurden auf einem 64-bit Ubuntu System
mit Intel Pentium D 3.20 GHz Dual Core Prozessor durchgefiihrt. Als Zu-
fallszahlengenerator wurde ,MT 19937, eine Variante des Mersenne Twisters
von M. Matsumoto und T. Nishimura (siehe |7]), verwendet.

3.4.1 distance vs. distance_fast

Beim Vergleich der Algorithmen 3.3 und 3.9 wurden fiir alle N € {1,...,7} je
1000000 Mal die Funktionen f und g erzeugt und deren Abstand berechnet.
In allen Féllen stimmten die Ergebnisse der beiden Algorithmen iiberein. Er-
génzend wurden 1000000 Mal zunéichst die Anzahl der Unstetigkeitsstellen
Ny und Ny uiv aus U({2,...,8}) simuliert, dann basierend darauf die Pfade
f und g erzeugt und deren Abstand berechnet. Auch hier konnten keinerlei
Abweichungen festgestellt werden.

Fiir eine Analyse der Laufzeiten wurden fiir jedes vorgelegte N € {1,...,8}
10000 Mal f und g erzeugt und deren Abstand mit distance berechnet.
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Abbildung 3.3: Laufzeiten von distance_rand mit Parameter 10 fiir 10 000
Auswertungen in Abhéngigkeit der Anzahl der Unstetigkeitsstellen

Die Gesamtdauer dieser 10000 Auswertungen ist in Abbildung 3.1 mit lo-
garithmischer Skalierung dargestellt. Das Gleiche wurde mit distance_fast
durchgefiihrt. Aufgrund der deutlich kiirzeren Laufzeit wurden die Auswer-
tungen hier bis einschliefllich N = 30 miteinbezogen. Der Test war so kon-
zipiert, dass fiir N < 8 die Pfade fiir beide Algorithmen exakt die gleichen
waren, um so eine bessere Vergleichbarkeit der Laufzeiten zu ermdoglichen.

Die Abbildungen 3.1 und 3.2b bestétigen den in Kapitel 3 nachgewiesenen
Sachverhalt, dass die Laufzeit von Algorithmus 3.3 exponentiell, die von Al-
gorithmus 3.9 jedoch nur polynomiell mit N wichst. distance bendtigte
zum 10 000-maligen Auswerten von dg(f, g) fiir N = 8 Sprungstellen und der
Sprungverteilung £(4) circa 112.87 Sekunden. Ein Lauf mit distance_fast
fiir die gleichen Pfade hingegen nahm lediglich 1.13 Sekunden in Anspruch.

3.4.2 distance_fast vs. distance_rand

Die Laufzeit von distance_rand mit dem Parameter 10 fiir 1 000 Auswertun-
gen in Abhéngigkeit der Anzahl der Unstetigkeitsstellen ist in Abbildung 3.3
zu sehen. Die Auswahl der Tupel, auf denen ¢ ausgewertet wird, héngt in
Algorithmus 3.15 weder von f noch von g ab. Daher reicht es aus, sich auf
eine beispielhafte Sprungverteilung — in diesem Fall 4 ((—0.1,0.1)) — fest-
zulegen. Abbildung 3.3b zeigt, dass auch die Laufzeit von distance_rand
exponentiell mit N wéichst.

Schlieflich bleibt noch die Giite der Approximation zu testen. Fiir Zy, ..., Z,
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Abbildung 3.4: Mittlerer Fehler der Approximation mittels distance_rand
zum Parameter 10 in Abhéngigkeit der Anzahl der Unstetigkeitsstellen

uiv mit Z; ~ U(Z) ist der mittlere Fehler der Approximation durch die
Funktion distance_rand gleich

- (ifﬁl.fl,n 0(Zi) = min_ </5((k'>R))> :
Fiir jedes N € {1,...,30} wurden 10000 Mal sowohl f als auch g erzeugt,
distance_rand ausgewertet und der mittlere Fehler zu distance_fast be-
rechnet. Diese mittleren Fehler sind in Abbildung 3.4a grafisch dargestellt.
Weiterhin wurden fiir N € {10,20,...,100} aufgrund der langen Laufzeit
lediglich 1000 Auswertungen des randomisierten Algorithmus durchgefiihrt
(siche Abbildung 3.4b). Der mittlere Fehler scheint lediglich linear mit N zu
steigen, obwohl der Anteil der Samples mit steigendem N exponentiell sinkt.
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Kapitel 4

Approximation der
Skorokhodmetrik

4.1 Vorbetrachtungen

Wir erinnern uns daran, dass nach Korollar 2.1.3(iv) jede cadlag-Funktion
gleichméafig durch stiickweise konstante, rechtsstetige Funktionen approxi-
mierbar ist. D, liegt also beziiglich der Supremumsnorm dicht in . Es liegt
nahe, dies zu nutzen, um den Abstand zweier cadlag-Funktionen im Sinne
der Skorokhodmetrik néherungsweise zu berechnen. Hierfiir approximieren
wir zunéchst f und g durch stiickweise konstante Funktionen f,g € D,.. An-
schliefend konnen wir mit Hilfe der Formel in (2.3.1) den Skorokhodabstand

von f und g ausrechnen. Der Fehler, der sich aus dieser Approximation ergibt,
ist dann gleich

ds(f,9) = ds(f,9)I- (4.1.1)

Das folgende Lemma gibt eine Abschitzung fiir den Fehler in (4.1.1) an.
Lemma 4.1.1. Fir alle f,ge D, f,qge D, gilt

ds(f,9) = ds(F. D < I1f = Fllw + llg = Gl

Bewets. Da dg nach Satz 2.2.2 eine Metrik auf D ist, erhalten wir durch
mehrmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung

dS(]/C\J./d) < dS(f7 f) + dS(f?@)
< ds(f, ) +ds(f, 9) + ds(9,9).

57
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Andererseits gilt aber auch

dS(fag) < dS(fuf) +d5(f>g)
< dS(fJ .]/c\) +d5’(.]?7.’g\) +d5(§7g)

Zusammen mit (2.2.2) und der Symmetrie von dg ergibt dies

’dS(fLQ) _dS(f7./g\)| < dS(fa .]?) +dS(g>§)
<f = Flleo + [lg = Glleo-

4.2 Monotone cadlag-Funktionen

In diesem Abschnitt werden wir einen Algorithmus entwickeln, welcher den
Skorokhodabstand zweier monotoner cadlag-Funktionen zu einem vorgege-
benen Fehler § > 0 approximiert. Im Hinblick auf die Effizienz bei der Aus-
wertung von dg sollte der Algorithmus mit einer moglichst geringen Anzahl
von Stiitzstellen auskommen.

Satz 4.2.1. Fir f € D monoton wachsend und € > 0 liefert die Funktion
approx_function(f,¢e) ein f e D. mit || f — fllo <e.

Algorithmus 4.1 Approximation von f € D monoton wachsend durch f €
D, zum Fehler € > 0

1: function approx_function(f,e)
2 T fee (0,1) | F€) - f(€-) > e} v (0,1} (geordnet)
[ <0
while | < |Z| do
while (f(§41—) — f(&))/2 > e do
Fiige (§.1 — &)/2 so zu = hinzu, dass = geordnet bleibt
end while
f(t) « (f(&1—) + f(&))/2 fiir alle t € [&, &41)
l—1+1
10: end while
11: return f
12: end function

Bewes. = enthalte zunichst neben den Randpunkten des Einheitsintervalls
alle Stellen, an denen f einen Sprung von mindestens ¢ hat:

== {ce(0.1) ] (6 = f(6=) = e} u {0, 1}.
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Fiir den weiteren Verlauf gehen wir davon aus, dass diese Stiitzstellen geord-
net vorliegen, d.h. = = {£5, &, ..., &I mit 0 =§ <& < - < &, = 1. Wir
wollen f auf den Intervallen [§, &) durch f(&.1—) + f(&))/2 approximie-
ren. Der Fehler auf einem solchen Intervall ist dann wegen der Monotonie
von f durch

sup (1) — f(§l+1—; + /(&) _ f(§z+1—; — f(&)
te[&r,éi+1)

gegeben. Solange dieser Fehler die vorgegebene Schwelle ¢ iiberschreitet, hal-
bieren wir das betrachtete Intervall, indem wir die Stiitzstelle (§ + §.1)/2
in = einfiigen. Die neu hinzugefiigte Stiitzstelle wird mit &, bezeichnet.
Sowohl n als auch die Indizes aller Stiitzstellen, die {iber dem neu einge-
fiigten Wert liegen, erhohen sich damit um 1. Da nach Definition auf den
von = aufgespannten Intervallen nur Spriinge auftreten, die strikt kleiner als
¢ sind, finden wir nach endlich vielen Schritten eine Stiitzstelle, welche die
Schleifenbedingung erfiillt. Dann gehen wir zum néchsten Intervall iiber und
wiederholen dieses Verfahren. ]

Nun sind wir in der Lage, fiir vorgelegte, monotone Funktionen f,g € D
den Abstand im Sinne der Skorokhodmetrik ndherungsweise zu berechnen.
Lemma 4.1.1 und Satz 4.2.1 garantieren, dass der in (4.1.1) angegebene Fehler
der Approximation durch approx_metric(f, g,d) den vorgelegten Wert 6 > 0
nicht iiberschreitet.

Algorithmus 4.2 Approximation von dg(f, g) fiir monoton wachsende f, g €
D zum Fehler 6 > 0

1: function approx_metric(f,g,?)
2: f < approx_function(f,d/2)
3: g < approx_function(g,J/2

)
4: return fast_distance_mon(f,9)
5: end function

Algorithmus 4.1 ist sogar dann sinnvoll, wenn f bereits in D, liegt. Besitzt f
namlich viele kleine Spriinge, so kann man durch die geschickte Wahl von ¢
die Anzahl der Sprungstellen mitunter deutlich reduzieren und damit Einfluss
auf die Laufzeit der Auswertung der Skorokhodmetrik nehmen.

Mit geringem Aufwand kdnnen wir die fiir monoton wachsende Funktionen
entwickelten Algorithmen zur Auswertung der Skorokhodmetrik auf mono-
tone Funktionen in D erweitern.
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Abbildung 4.1: Die Beispielfunktionen f, g sowie deren Approximationen mit-

tels approx_function mit ¢ = 0.05

Satz 4.2.2. Seien f,g € D monoton.

(1) Falls sowohl f als auch g monoton steigen, berechnet der Algorith-
mus approx_metric(f,g,d) einen approximativen Wert fir ds(f,g)

mit dem mazimalen Fehler § > 0.

(11) Falls sowohl [ als auch g monoton fallen, berechnet der Algorithmus
approx_metric(—f, —g,0) einen approrimativen Wert fir ds(f,g) mit

dem maximalen Fehler 6 > 0.

(111) In allen anderen Fillen gilt

ds(f,g9) = f(0) = g(O)[ v [f(1) —g(1)].

Beweis. Teil (i) haben wir bereits gezeigt, Teil (ii) folgt mit (2.2.3). We-
gen der Symmetrie von dg kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass f monoton
wachsend und g monoton fallend ist. Setzen wir

r=|£(0) = g(0)| v | F(1) — g(1)],

so ist die Ungleichung

|f(t) —g(ta)| <7

fir alle ¢1,t5 € [0, 1] erfiillt und damit gilt |f —go A|,, < r fiir alle A € A.
Andererseits ist fiir alle A € A auch ||f —go A, = r und es folgt (iii). O

Nun wollen wir uns einem Beispiel zuwenden. Die Funktionen f und ¢ seien
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1x107"  5x1072  2x1072  1x1072
N; 24 48 96 192
N; 20 40 96 192
If=fllo 28x1072 14x1072 7.0x1073 3.5x 1073
lg—3lle 50x1072 25x102 62x10% 3.1x103
If = fllo+1lg =3l 7.8x10°2 39x102 1.3x102 6.6x103
lds(f,g9) —ds(f,5)] 2.2x102 1.1x102 78x10* 3.9x10*
5x 103 2x10%  1x10%  5x101
N; 384 768 1536 3072
N; 384 768 1536 3072
If—Fllo 1.8x10% 88x10* 44x10* 22x10*
lg—glle 1.6x1073 7.8x10% 39x10* 2.0x10*
If = Flloo +1lg = Gl 33x107% 1.7x 107 83x107* 4.1 x 10~
lds(f,q9) —ds(f,5)] 2.0x107%* 9.8x 1075 4.9x107° 2.4 x107°

Tabelle 4.2: Fehlertabelle zur Approximation des Skorokhodabstands von f

und ¢ durch approx_metric(f,g,Jd)

gegeben durch

und

f:10,1] >R

|

g:[0,1] - R

L jrstrol,
t +4.15,

1.5¢,
t+ 4,

t < 0.55,

sonst,

t < 0.6,

sonst.

(4.2.1)

(4.2.2)

L. Contreras hat in [2] nachgewiesen, dass der Abstand der in (4.2.1) und
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(4.2.2) definierten Funktionen im Sinne der Skorokhodmetrik 0.2 betrégt. Die
Graphen von f und g sowie deren Approximationen

~

| = approx_function(f,0.05)

und

g = approx_function(g,0.05)

sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Die Skorokhodmetrik wurde fiir eine Reihe
vorgegebener Werte fiir 6 durch die Funktion approx_metric(f, g,d) approxi-
miert und die Fehler wurden in Tabelle 4.2 notiert. Nf bezeichnet die Anzahl
der durch approx_function(f,0.05) berechneten Stiitzstellen, analog ist die
Bedeutung von Nj. In jeder Auswertung lag dieser Fehler auch tatséchlich
unter der vorgegebenen Schwelle in Hohe von §.

4.3 Nicht-monotone cadlag-Funktionen

Fiir nicht-monotone cadlag-Funktionen ist es nicht moglich, ein allgemei-
nes Approximationsschema mit vorgegebenem maximalen Fehler wie in Ab-
schnitt 4.2 zu entwickeln. Um einen solchen Fehler berechnen zu koénnen,
miisste man weitere Annahmen iiber die Regularitit der zu approximieren-
den Funktionen treffen. Ohne weitere Einschrinkungen an diese Funktionen
ist es nicht sinnvoll einen Algorithmus zu entwickeln, da man keine Aussage
zur Fehlerabschéitzung machen kann. Wir geben uns an dieser Stelle damit
zufrieden, anhand eines weiteren Beispiels aus 2| die Funktionstiichtigkeit
der hergeleiteten Algorithmen zu testen. Wir werden nun ein denkbar simp-
les Approximationsschema nutzen, bei dem wir jedoch i.A. keinen Fehler
angeben konnen. Es sei eine Funktion f € D vorgelegt. Wir unterteilen [0, 1]
in M Intervalle gleicher Lange und erhalten so die Stiitzpunkte. Wir geben
uns ein € > 0 vor und fiigen den bisherigen Stiitzstellen diejenigen Stellen
hinzu, an denen f um mindestens ¢ springt. Die Funktionswerte der appro-
ximierenden Funktionen sollen an diesen Stellen mit f iibereinstimmen. Die
Intervallstiicke sind somit auf der linken Seite am Graphen von f fixiert. Wir
definieren

f:10,1] - R
; 1.25¢, t <04,
—t+ 1.9, sonst,
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Abbildung 4.3: Die Beispielfunktionen f, g sowie deren Approximationen mit
je bl Stiitzstellen

sowie
g:[0,1] > R

, 5t3 —5.2t2 +2.35t, t < 0.5,
—t2 4+ 0.3t + 1.6, sonst.

L. Contreras hat gezeigt, dass ds(f, g) = 0.1 gilt. Die Graphen von f und g
sowie deren Approximationen sind in Abbildung 4.3 dargestellt. dg( 7, g) wur-
de fiir mehrere N sowohl mit distance_rand als auch mit distance_fast
berechnet. Abbildung 4.4 zeigt den Fehler in (4.1.1) in Abhéngigkeit der An-
zahl der Stiitzstellen. Fiir N < 9 stimmen die Werte von distance_rand und
distance_fast iiberein, so dass im Schaubild in diesem Bereich lediglich der
Graph von distance_fast sichtbar ist.

0.08
— distance_fast

0.07 — distance_rand
& 0.06
<
@ 0.05
[T
© 0.04-
o

=)
S 0.03
[}

g 0.024
. /\/\/\/\/\/\/\/\A
0 T

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung 4.4: Absoluter Fehler in Abhéngigkeit der Anzahl der Stiitzstellen
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Kapitel 5

Fazit und Ausblick

Wir haben zunéchst in Abschnitt 2.3 eine Formel zur Berechnung der Sko-
rokhodmetrik fiir stiickweise konstante Pfade hergeleitet. Anschlieffend wur-
de basierend auf dieser Formel in Kapitel 3 eine Reihe von Algorithmen zur
Auswertung entwickelt.

Fiir die Algorithmen distance und distance_fast haben wir Totalordnun-
gen eingefiihrt, um die Auswertungen so effizient wie moglich zu gestalten.
Dariiber hinaus konnte distance_fast sogar so weit optimiert werden, dass
dieser Algorithmus lediglich polynomielle Laufzeit sowie Speicherkomplexi-
tdt benotigt, um den Abstand zweier Funktionen f,g € D. im Sinne der
Skorokhodmetrik exakt zu berechnen.

In Abschnitt 3.3 haben wir uns intensiv mit Verteilungen auf Teilmengen des
R? und Verteilungen auf Potenzmengen auseinandergesetzt. Hierbei wurden
auch Algorithmen zur Generierung von Samples entwickelt. Mit diesen Ergeb-
nissen war es nun moglich, einen randomisierten Algorithmus zur Berechnung
von (2.3.1) herzuleiten.

Ausfiihrliche Tests und Vergleiche in den Abschnitten 3.4 sowie 4.2-4.3 haben
gezeigt, dass die vorgeschlagene Herangehensweise tatsichlich funktioniert
und plausible Ergebnisse liefert. In diesem Rahmen konnte ein Approxima-
tionsschema fiir monotone cadlag-Funktionen etabliert und getestet werden.
Es wurde nachgewiesen, dass man solche Funktionen mit beliebiger Genau-
igkeit approximieren kann.

Offen geblieben ist die Frage, inwieweit die Wahl anderer Totalordnungen
Einfluss auf die Effizienz der Algorithmen hat. Wenn es geldnge, die Formel
in (2.3.1) auf die Klasse der stiickweise affin linearen Funktionen zu ver-
allgemeinern und diese auszuwerten, konnte die Approximationsgenauigkeit
deutlich verbessert werden.
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Anhang A

(Geordnete Mengen

Die Sétze und Definitionen dieses Abschnitts sind den Kapiteln 1 und 4 des
Buches von E. Harzheim [8] entnommen.

A.1 Einfiihrung

Definition A.1.1. Sei S ein Menge. Fine Relation auf S ist eine Teilmenge
X < S xS. Eine weitere Relation Z' heifst Teilrelation von Z, falls #' < X
gilt.

Falls fiir z,y € S auch (x,y) € Z gilt, so schreiben wir xZy. #' ist genau
dann Teilrelation von %, wenn

TRy = v Ry
fiir alle x,y € .S erfiillt ist.
Definition A.1.2. Eine Relation % auf einer Menge S heifit
(i) reflexiv, falls xZx fir alle x € S gilt,
(i) irreflexiv, falls kein x € S mit xRz ezistiert,
(7ii) antisymmetrisch, falls (xZy A yR#x) => x =y fir alle z,y € S gilt,
(iv) transitiv, falls (x Ry A y#z) => x X~z fir alle x,y,z € S gilt,

(v) pseudototal, falls entweder %y oder yZx fir alle x,y € S mit x # y
gilt.
Definition A.1.3. Eine Relation % auf einer Menge S heift
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(1) Partialordnung, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist,
(i1) strenge Partialordnung, wenn sie irreflexiv und transitiv ist,

(117) (strenge) Totalordnung, wenn sie eine pseudototale (strenge) Partial-
ordnung 1st.

Es gilt zu beachten, dass eine strenge Partialordnung automatisch antisym-
metrisch ist. Aus einer strengen Partialordnung lésst sich leicht eine Partial-
ordnung konstruieren. Gleiches gilt fiir Totalordnungen.

Satz A.1.4. Sei < eine strenge Partialordnung (strenge Totalordnung) auf
einer Menge S. Dann ist die durch

a<be= (a=0b)v(a<b), a,be s, (A.1.1)
definierte Relation < eine Partialordnung (Totalordnung) auf S.

Bewets. Sei < eine strenge Partialordnung. Die Relation < in A.1.1 ist per
Definition reflexiv und es bleiben lediglich Antisymmetrie und Transitivitat
nachzuweisen. Seien z,y € S mit x < y und y < x. Wegen der Transitivitit
und der Irreflexivitdt von < konnen nicht sowohl xz < y als auch y < =z
gelten und es folgt * = y. Seien z,y,2 € S mit x < y und y < z. Fiir
xr < y und y < z folgt mit der Transitivitdt von < sofort x < z und wir
erhalten x < z oder x = 2. Somit ist < eine Partialordnung. Falls < sogar
eine strenge Totalordnung ist, gilt es lediglich zu beriicksichtigen, dass sich
die Pseudototalidt der Relation < mittels (A.1.1) direkt auf < {ibertriagt. [J

Ebenso kénnen wir umgekehrt aus einer Partialordnung eine strenge Partial-
ordnung konstruieren. Auch dies gilt in gleicher Weise fiir Totalordnungen.
Satz A.1.5. Sei < eine Partialordnung (Totalordnung) auf einer Menge S.
Dann st die durch

a<be= (a<b)An(a#b), a,be S, (A.1.2)

definierte Relation < eine strenge Partialordnung (strenge Totalordnung) auf

S.

Wir bezeichnen das Tupel (S, %) als streng partiell geordnete (resp. streng to-
talgeordnete, partiell geordnete, totalgeordnete) Menge, wenn Z eine strenge
Partialordnung (resp. strenge Totalordnung, Partialordnung, Totalordnung)
auf S ist.

Definition A.1.6. Sei (V, <) eine partiell geordnete Menge mit V' # (5.

(1) Falls V ein Element a besitzt, welches a < v fir alle v e V erfillt, so
heifft a Minimum von V. Es wird mit min V' bezeichnet.
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(i1) Falls V' ein Element a besitzt, welches a = v fir alle v eV erfillt, so
heifst a Maximum von V. Es wird mit max V' bezeichnet.

Minimum und Maximum einer partiell geordneten Menge sind im Falle ihrer
Existenz eindeutig bestimmt. Seien a,b € V mit ¢ = minV und b = min V.
Dann gilt insbesondere a < b sowie b < a. Schlieflich erzwingt die Antisym-
metrie die Gleichheit von a und b. Es ist klar, dass jede endliche, totalgeord-
nete Menge sowohl ein Minimum als auch ein Maximum besitzt.
Definition A.1.7. Eine Totalordnung heifft Wohlordnung, falls jede nicht-
leere Teilmenge ein Minimum besilzt.

A.2 Ordnungen auf kartesischen Produkten

Im Folgenden werden wir Relationen auf kartesischen Produkten geordneter
Mengen definieren.

Definition A.2.1. Sei I eine Menge, (Vi, <;)ier eine Familie von Partial-
ordnungen. Die durch

a<b<:>/\(@i<ibi)7 a,be XV,

iel i€l

definierte Relation < auf dem kartesischen Produkt X
tenweise Ordnung.

Vi heifit komponen-

el

Es ist unmittelbar aus der Definition ersichtlich, dass die komponentenwei-
se Ordnung eine Partialordnung ist. Falls es sich bei der Indexmenge I in
Definition A.2.1 um eine Wohlordnung handelt, kénnen wir mit folgender
Konstruktion stets eine Ordnung auf dem kartesischen Produkt einfiihren.
Definition A.2.2. Sei (I, <) eine Wohlordnung, (V;, <;)ier eine Familie von
Partialordnungen. Dann definieren wir auf dem kartesischen Produkt V =
X1 Vi eine Relation < wie folgt:

Fir a,beV mit a #0b sei j = min{i € I | a; # b;} und wir setzen

a<b<:)aj<jbj.
Die durch
a<be= (a=0b)v(a<b), a,beV,

definierte Relation wird lexikographische Ordnung auf V' genannt.
Satz A.2.3. Die in Definition A.2.2 eingefiihrte Relation ist eine Partial-
ordnunyg.
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Satz A.2.4. Sei (I,<) eine endliche, wohlgeordnete Menge, (Vi, <;)icr eine
Familie von wohlgeordneten Mengen. Dann ist die lexikographische Ordnung
auf dem kartesischen Produkt X ., V; eine Wohlordnung.

Satz A.2.5. Sei (I,<) eine Wohlordnung, (Vi, <;)ier eine Familie von Par-
tialordnungen, V = X, Vi. Dann ist die komponentenweise Ordnung auf V
eine Teilrelation der lexikographischen Ordnung auf V.
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Anhang B

Implementation in C++

Es werden in diesem Kapitel stets zuerst die Headerdatei und dann — sofern
vorhanden — die .cpp-Datei aufgelistet.

B.1 Die Klasse StepFunction

Die Klasse StepFunction beschreibt eine stiickweise konstante, rechtssteti-
ge, reellwertige Funktion auf dem Intervall [0, 1], welche in 1 linksstetig ist.
Die Sprungstellen sowie deren Funktionswerte sind getrennt in _xData und
_yData gespeichert. Beide miissen die gleiche Lénge haben. Die Eintrage in
_xData miissen die Randpunkte 0 und 1 enthalten und geordnet sein. Der
letzte Eintrag von _yData sollte (wegen der Linksstetigkeit in 1) gleich dem
vorletzten Wert sein.

Listing B.1: step function.h

#ifndef STEPFUNCTION
#define STEPFUNCTION

#include <iomanip> // setw, setfill
#include <iostream>

#include <random>

#include <vector>

#include <string>

#include <algorithm> // sort()

class StepFunction {
// represents a right-continuous piecewise constant function on [0,1]

71



14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
o1
92
93
54
35
96
a7
o8
99
60
61
62
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// which 4s left-continuous at I
private:

std::string _name;
std: :vector<double> _xData;
std::vector<double> _yData;
public:
StepFunction(const std::string& name) : _name(name) {3}
void set_xyData(const std::vector<double>& xData,
const std::vector<double>& yData);
inline const std::string get_name() const { return _name; }
inline const std::vector<double>& get_xData() const
{ return _xData; }
inline const std::vector<double>& get_yData() const
{ return _yData; }
inline const size_t size() const { return _xData.size(); }
// size = number of jumps + 2
void print() const;
template <typename distribution_type, typename generator_type>
void generate(size_t n, distribution_type& jump_size_distr,
generator_type& rng);
s
template <typename distribution_type, typename generator_type>

void StepFunction::generate(size_t n, distribution_type& jump_size_distr,
generator_type& rng) {

// n jumps plus initial value plus final value
_xData.resize(n+2);

_yData.resize(n+2);

// generate initial wvalue

_xData[0] = 0.0;

_yDatal[0] = 0.0;

// distribution for jumping times: default uniform [0,1)
std: :uniform_real_distribution<double> distr_uni;

for ( size_t i=1; i<=n; ++i ) {
_xDatal[i] = distr_uni(rng);
_yDatal[i] = _yDatali-1] + jump_size_distr(rng);

}

_xData[n+1] = 1.0;
std::sort(_xData.begin(), _xData.end());
_yData[n+1] = _yDataln];
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#endif

// STEPFUNCTION

Listing B.2: step function.cpp

#include "step_function.h"

void StepFunction::set_xyData(const std::vector<double>& xData,

const std::vector<double>& yData) {
if ( xData.size() != yData.size() )
std::cout << "error setting data for function " << _name
<< ": dimensions not matching!" << std::endl;
else {

_xData = xData;
_yData = yData;

void StepFunction::print() const {
// prints jumping times and the function values

std

std:
std:
std:

for

B.2

::cout.setf(std::ios::fixed, std::ios::floatfield);
std:

:cout.precision(4);

:cout << "FUNCTION VALUES FOR " << _name << std::endl;

:cout << "index time value'" << std::endl;

:cout << std::setfill(’=’) << std::setw(22) << "=" << std::endl;
( size_t i=0; i<_xData.size(); ++i ) {

std::cout << std::setfill(’ ?) << std::setw(b) << i << " "
<< _xData[i] << " " << std::setw(7) << _yData[i] << std::endl;

Die Klasse Kombos

Listing B.3: kombos.h

#ifndef KOMBOS_H
#define KOMBOS_H

#include <vector>



74 ANHANG B. IMPLEMENTATION IN C++

7 // ABSTRACT CLASS
8 class Kombos_basic {

9 protected:

10 int N_f; // >= 11

11 int N_g; // >= 1!

12

13 std::vector<int> k;

14 // k has length N_f+2 with k[0]=0 and k[N_f+1]=N_g+1
15

16 bool _stop;

17

18 public:

19 virtual void init(const int N_f, const int N_g) = 0;
20 virtual void clear() = 0;

21

22 inline const std::vector<int>& get_k() const { return k; }
23 inline const bool stopped() const { return _stop; }
24 3},

25

26

27 class Kombos_simple: public Kombos_basic {

28 public:

29 “Kombos_simple() { this->clear(); }

30 Kombos_simple& operator++();

31

32 virtual void init(const int N_f, const int N_g);

33 virtual inline void clear() { k.clear(); }

34 3};

35

36

37 class Kombos: public Kombos_basic {

38 private:

39 std::vector<int> k_max; // upper boundary for k

40 // k_maz has length N_f+2 with k[0]=0 and k[N_f+1]=N_g+1
41 std: :vector<bool> R;

42

43 bool _changed;

44

45 // dynamic 2-dimensional (N_f+1)xz(N_g+1) arrays

46 intx*x _a;

47 int**x _b;

48 bool** _adj_matrix;

49 int** _restr_matrix;

50 // each entry contains the info:

51 // -1: =>4 \notin R

52 // 0: i not in restriction list

53 // +1: =>4 \in R

54

59 void invalidate_element(int i, int j);
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void increase_kmin(int m, int n);

public:
“Kombos() { this->clear(); }
virtual void init(int N_f, int N_g);
virtual void clear();

void adj_cond(int m, int n);

void set_lower_bound(int m, int n);

void set_upper_bound(int m, int n);

void erase(int m, int n);

void compute_R();

void restr_cond(int restr_type, int m, int n);

// GETTER METHODS
inline const std::vector<bool>& get_R() const { return R; }
inline bool changed() const { return _changed; }

// SETTER METHODS
void reset() { _changed = false; }
void stop() { _stop = true; }

s

#endif // KOMBOS_H

Listing B.4: kombos.cpp

#include "kombos.h"

void Kombos_simple::init(const int N_f, const int N_g) {
this->N_f = N_f;
this->N_g = N_g;

_stop = false;

// initialize k
k.resize(N_f+2);

k[0] = 0;
for ( std::size_t i=1; i<=N_f; ++i )
k[i] = 0;

k[N_f+1] = N_g+1;

Kombos_simple& Kombos_simple::operator++() {
// increments the current k
int pos = N_f;
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while ( pos > O and k[pos] == N_g ) { --pos; }

if (pos >0 ) {
++k [pos] ;
for ( int i=pos+1l; i<=N_f; ++i )
k[i] = k[pos];
} else {
_stop = true;

3

return *this;

void Kombos::compute R() {
for ( int i=0; i<N_f; ++i ) {
if ( _restr_matrix[i+1][k[i+1]1] > O
or ( _restr_matrix[i+1][k[i+1]] ==
and k[i] == k[i+1] ) )
R[i] = true;
else
R[i] = false;

void Kombos::erase(int m, int n) {
// erase (m,n), adjust bounds if possible
if ( k[m] == n )
set_lower_bound(m, n + 1);
else if ( k_max[m] == n )
// invalid value touches upper bound
set_upper_bound(m, n - 1);
else if ( k[m] < n and n < k_max[m] )
invalidate_element(m, n);

void Kombos::restr_cond(int restr_type, int m, int n) {
// restr_type \in {-1,1}

// handles restriction on R:

// if restr_type = -1 km = n ==>m \in R

// if restr_type = 1 k.m = n ==> m \notin R

if ( _restr_matrix[m][n] == restr_type )
erase(m, n);

else {
_restr_matrix[m] [n] = -restr_type;

if (k[m] ==n)
// restr_type -1 => true, restr_type 1 => false
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71 R[m-1] = !!(restr_type-1);
72 }

73}

74

75

76 void Kombos::adj_cond(int m, int n) {
7T // 1 <=m <= N_f-1

78 // 0 <=mn <=1N_g

79 if (n < k[m+1] )

80 set_lower_bound(m, n);

81 else if ( k_max[m] < n )

82 set_upper_bound(m+1, n);

83 else if ( k[m] < n and n < k_max[m+1] )
84 _adj_matrix[m] [n] = true;

8 }

86

87

88 void Kombos::invalidate_element(int i, int j) {
8 // 0 <=4 <=N_f, 0 <= 5 <=1N_g

90 // update _a

91 if (j<N_g) Ao

92 _al[il[j] = _alil[j+1]1;

93 } else {

94 _al[il[j] = N_g+1;

95 }

96 // update entries pointing to _al<][j5]
97 int 1 = j-1;

98 while ( 1 >= 0 and _al[il[1] == j )

99 —alil[1--1 = _alil[j+1];

100

101 // update b

102 if (3 >0) {

103 _b[il1[j1 = _bl[il[j-11;

104 } else

105 BT[] = -1

106

107 // update entries pointing to _b[<][j5]
108 1= j+1;

109 while ( 1 <= N_g and _b[i][1] == j )
110 _b[i1[1++] = _bl[il[j-1];

111}

112

113

114 void Kombos::increase_kmin(int m, int n) {
115 if ( n > k_max[m] )

116 _stop = true;

117 else

118 k[m] = n;

119 }
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void Kombos::set_lower_bound(int m, int n) {
// IMPORTANT: 0 <= n <= N_g due to the matriz _a
if ( n > k_max[m] )
_stop = true;
else if ( k[m] < n ) {
// otherwise new condition is already fulfilled

_changed = true;

increase_kmin(m, _al[m][nl);

bool _changed = true;

int i = m;

int alpha = m;

int beta = m;

while ( _changed and !_stop ) {
_changed = false;

while ( i < N_f and !_stop
and (k[i+1] < _a[i+1][k[i]] or i < beta) ) {
++i;
if ( k[i] < _alil[k[i-111 ) {
increase_kmin(i, _al[i][k[i-1]]1);
_changed = true;

}

if ( '_stop ) {
if ( !_changed )

i = alpha;
else {
beta = i;

_changed = false;
}
int j = k[i]-1;
while ( j > k[i-1] and !_adj_matrix[i-1]1[j] )
{--3; 1}
while ( 1 > 1 and !_stop
and ( j > k[i-1] or alpha < i ) ) {
i
if (j > k[l ) Ao
increase_kmin(i, _al[il[j+1]1);
_changed = true;
}
j = k[il-1;
while ( j > k[i-1] and !_adj_matrix[i-1][j] )
{--35 }
}
alpha = i;
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void Kombos::set_upper_bound(int m, int n) {
if (n < k[m] )
_stop = true;
else if ( n < k_max[m] )
// otherwise new condition ts already fulfilled
k_max[m] = _blm][n];

void Kombos::init(int N_f, int N_g) {
this->N_f = N_Tf;
this->N_g = N_g;

_stop = false;
_changed = true;

// initialize k and k_mazx
k.resize(N_f+2);
k_max.resize(N_f+2);
k[0] = 0;
k_max[0] = 0;
for ( int i=1; i<=N_f; ++i ) {
k[i] = 0;
k_max[i] = N_g;

}
k[N_f+1] = N_g+1;
k_max[N_f+1] = N_g+1;

R.resize(N_f);

// create dynamic 2-dimenstonal (N_f+1)z(N_g+1) arrays
_a = new int *[N_f+1];
_b = new int *[N_f+1];
_restr_matrix = new int *[N_f+1];
_adj_matrix = new bool *[N_f+1];
for ( int i=0; i<=N_f; ++i ) {
_al[i] = new int[N_g+1];
_b[i] = new int[N_g+1];
_restr_matrix[i] = new int[N_g+1];
_adj_matrix[i] = new bool[N_g+1];

for ( int j=0; j<=N_g; ++j ) {
_alilljl = j;
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_blil[j1 = j;
_restr_matrix[i][j] = 0;
_adj_matrix[i] [j] = false;

void Kombos::clear() {
k.clear();
k_max.clear();
R.clear();

// delete all dynamic 2-dimensional arrays
if ( _a !'= nullptr ) {
for ( int i=0; i<=N_f; ++i )
delete[] _alil;
delete[] _a;
_a = nullptr;

if ( _b != nullptr ) {
for ( int i=0; i<=N_f; ++i )
delete[] _bl[il;
delete[] _b;
_b = nullptr;

if ( _adj_matrix != nullptr ) {

for ( int i=0; i<=N_f; ++i )

delete[] _adj_matrix[i];
delete[] _adj_matrix;
_adj_matrix = nullptr;

}
if ( _restr_matrix != nullptr ) {
for ( int i=0; i<=N_f; ++i )
delete[] _restr_matrix[i];
delete[] _restr_matrix;
_restr_matrix = nullptr;
}

B.3 Die Klasse SkoroDistance

Listing B.5: skoro distance.h

#ifndef SKORO_DISTANCE_H
#define SKORO_DISTANCE_H

#include <vector>
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#include <cmath> // abs()
#include <algorithm> // min(), maz()
#include "./step_function.h"
#include "./power_set.h"

#include "./kombos.h"

#include "./randomized.h"
#include <chrono> // "random" seed
#include <random> // mt_19937_64, uniform_int_distribution

enum id_type {s_plus, s_minus, d};

struct info_type {
id_type id;
int 1i;
int j;
double value;

//for sorting
//comparing two info_type elements means comparing their value
inline bool operator<(const info_type& min) const

{ return value < min.value; }

};

class SkoroDistance {
private:
const StepFunction& _f;
const StepFunction& _g;

// dynamic 2-dimensional arrays
double *x_d; // d_{%,75}

double **_S; // \delta s_{%,35}
std::vector<info_type> _itemlist;
// list of all possible results

double eta(const std::vector<int>& k) const;
// evaluates
// maz_{t \in A} maz_{k_t <= 7 < k_(3+1)} d_{%,7}
// \lor maz_{i=1,..N_f} \Delta s_{i,k_2}"{-}
double kappa(const std::vector<int>& k,
const std::vector<bool>&% R) const;
// evaluates
// (maz_{% \in R} ( d_{i-1,k_<} \lor \Delta s_{i,k_t+1}"{+} )
// \lor (maz_{i \in CR} \Delta s_{i,k_1i} {+}

public:

SkoroDistance(const StepFunction& f, const StepFunction& g)
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2, _glg) {}
// only establishes the connection between the step functions
// and the SkoroDistance class
~“SkoroDistance() { clear_data(); };
void init();
// computes the arrayys _d and _S and creates the itemlist

void clear_data();

double compute() const; // Algorithm distance_fast
double compute_simple() const; // Algorithm distance

template <typename distribution, typename generator_type>
double randomized(const int sample_size,

generator_type& generator) const;
// Algorithm distance_rand

template <typename distribution, typename generator_type>
double SkoroDistance::randomized(const int sample_size,
generator_type& generator) const {

double cur_min = _itemlist[0].value;
double phi_val;

std: :vector<int> k;

std: :vector<bool> R;

int W = std::max(_f.size(),_g.size())-2;
GenSamples_Z_Uni<generator_type> gel(generator, W, W);
gel.init(_f.size()-2, _g.size()-2);

for ( int r=0; r<sample_size; ++r ) {
gel.gen_element(k, R);
phi_val = std::max(eta(k), kappa(k, R));
if ( phi_val < cur_min )
cur_min = phi_val;

return cur_min;

96 #endif // SKORO_DISTANCE_H

Listing B.6: skoro_distance.cpp

1 #include "skoro_distance.h"

2
3
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void SkoroDistance::init() {
// maz(d_{0,0},d_{N_f,N_g})
double dS_lower_bound
= std::max( std::abs(_f.get_yData() [0] - _g.get_yData() [0]),
std::abs(_f.get_yData() [_f.size()-2]
- _g.get_yData() [_g.size()-2]) );

// communicate mazimum size of list
_itemlist.reserve( (_f.size()-2)*(_g.size()-2)
+ (_f.size()-1)*(_g.size(D-1) );

// create dynamic 2-dimensional (N_f+2)z(N_g+2) arrays _d and _S
// and fill the arrays with the approriate values
/7 d_{i, 5} = [f(s_i°f) - g(s_j~g)l, i=0,...,0_f+1, 5=0,...,0N_g+1
// S_{i, 5} = s_i~f - s_j°g, 4=0,...,N_f+1, 5=0,...,N_g+1
d = new double *[_f.size()];
_S = new double *[_f.size()];
for ( int i=0; i<_f.size(); ++i ) {
_d[i] = new double[_g.size()];
_S[i] = new double[_g.size()];
for ( int j=0; j<_g.size(); ++j ) {
_d[i][j] = std::abs(_f.get_yData()[i] - _g.get_yData() [j1);
_S[il[j] = _f.get_xData() [i] - _g.get_xData() [j];

}

// populate itemlist
for ( int i=1; i<_f.size()-1; ++i ) {
for ( int j=1; j<_g.size(D-1; ++j ) {
if ( std::abs(_S[i][j]) >= dS_lower_bound ) {
if ( _S[il1[j1 < 0.0 )
_itemlist.emplace_back( info_type{s_minus,
i, j, -_S[il[j1} );
else if ( _S[il1[j]1 > 0.0 )
_itemlist.emplace_back( info_type{s_plus,
i, 3, _SHILGIY s

}
}
for ( int i=0; i<_f.size()-1; ++i ) {
for ( int j=0; j<_g.size(D-1; ++j ) {
if ( _d[i1[j] >= dS_lower_bound )
_itemlist.emplace_back( info_type{d, i, j, _d[i1[j1} );

}

// sort itemlist in decreasing order
sort(_itemlist.begin(), _itemlist.end());
reverse(_itemlist.begin(), _itemlist.end());
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double SkoroDistance::eta(const std::vector<int>& k) const {

double cur_max = 0.0;
for ( int i=0; i<_f.size()-2; ++i ) {
if ( k[i] < k[i+1] ) {
// \Delta s_{i,k_t}"{-} = maz(0,-S_{t,k_1i})
// note that the condition below implies S_{i,k_<}<0,
// since maz_info.value has been initialized to 0
if ( -_S[i+11[k[i+1]1] > cur_max )
cur_max = -_S[i+1][k[i+1]];
for ( int j=k[il; j<k[i+1]; ++j ) {
if ( _d[i]1[j] > cur_max )
cur_max = _d[il[j];
}
}
}
for ( int j=k[_f.size()-2]; j<=_g.size()-2; ++j ) {
if ( _d[_f.size()-2]1[j] > cur_max )
cur_max = _d[_f.size()-2][j];
}
return cur_max;
}
double SkoroDistance::kappa(const std::vector<int>& k,

const std::vector<bool>& R) const {
double cur_max = 0.0;

for (int i=0; i<R.size(); ++i) {
if ( R[i] ) {
// "4+l \in R"
// d_{i,k_{i+1}}
if ( _d[i][k[i+1]] > cur_max )
cur_max = _d[i] [k[i+1]];
// \Delta s_{i+1,k_{t+1}+1}"{+} = maz(0,S_{i+1,k_{i+1}+1})
if ( _S[i+1][k[i+1]+1] > cur_max )
cur_max = _S[i+1][k[i+11+1];
} else {
// "i+1 \in CR"
// \Delta s_{i+1,k_{i+1}}"{+} = maz(0,5_{1+1,k_{i+1}})
if ( _S[i+1][k[i+1]] > cur_max )
cur_max = _S[i+1][k[i+1]1]1;
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return cur_max;

void SkoroDistance::clear_data() {
if ( _d !'= nullptr ) {
for ( int i=0; i<_f.size()-1; ++i )
delete[] _d[il;
delete[] _d;
_d = nullptr;
}
if ( _S != nullptr ) {
for ( int i=0; i<_f.size()-1; ++i )
delete[] _S[il;
delete[] _S;
_S = nullptr;
}

_itemlist.clear();

double SkoroDistance: :compute() const {
int pos = 0;
// contains the position of current min in itemlist,
// 0 means the largest entry
double cur_min;
double eta_val;

Kombos kombi;
kombi.init(_f.size()-2, _g.size()-2);
while ( !kombi.stopped() ) {
if ( kombi.changed() ) {
eta_val = eta(kombi.get_k());
kombi.compute_RQ);

// set kmin_changed to false
kombi.reset();

cur_min = std::max(eta_val, kappa(kombi.get_k(), kombi.get_R()));

while ( pos < _itemlist.size() and !kombi.stopped()
and _itemlist[pos].value >= cur_min ) {
if ( _itemlist[pos].id == s_minus ) {
kombi.set_upper_bound(_itemlist[pos].1i,
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_itemlist[pos].j-1);
} else if ( _itemlist[pos].id == s_plus ) {
kombi.set_lower_bound(_itemlist[pos].1i,
_itemlist[pos].j);
kombi.restr_cond(-1, _itemlist[pos].i,
_itemlist[pos].j);
} else {
if ( _itemlist[pos].i == 0 ) {
if ( _itemlist[pos].j == 0 )
kombi.stop();
else {
kombi.set_upper_bound(1l, _itemlist[pos].j);
kombi.restr_cond(1, 1, _itemlist[pos].j);

}
} else if ( _itemlist[pos].i == _f.size()-2 ) {
// i = N_f

kombi.set_lower_bound(_itemlist[pos].i,
_itemlist[pos].j + 1);
} else {
kombi.adj_cond(_itemlist[pos].i, _itemlist[pos].j);
kombi.erase(_itemlist[pos].i, _itemlist[pos].j);
kombi.restr_cond(l, _itemlist[pos].i + 1,
_itemlist[pos].j);

++pos;
%

return cur_min;

double SkoroDistance::compute_simple() const {
PowSetCounter powset;

double cur_min; // current minimum
cur_min = _itemlist[0].value;

Kombos_simple kombi;
kombi.init(_f.size()-2, _g.size()-2);
while ( !kombi.stopped() ) {

double eta_val = eta(kombi.get_k());

if ( eta_val < cur_min ) {
std: :vector<int> min;
std: :vector<int> cmin;
for ( int 1=0; 1<_f.size()-2; ++1 ) {
if ( kombi.get_k()[1] == kombi.get_k() [1+1] ) {
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min.push_back(1l+1);
} else {
cmin.push_back(1+1);
}
}

powset.init(_f.size()-2, min, cmin);

while ( !powset.stopped() ) {
double kappa_val = kappa(kombi.get_k(),
powset.get_total_vec());
if ( kappa_val < cur_min )
cur_min = std::max(kappa_val, eta_val);

++powset;
}
powset.clear();
}
++kombi;

return cur_min;

B.4 Die GenSamples-Klassen

Listing B.7: randomized.h

#ifndef RANDOMIZED_H
#define RANDOMIZED_H

#include <iostream>

#include <cstdlib> // exit()
#include <random>

#include <vector>

#include <iterator>

#include <list>

struct Z_element_type {
std: :vector<int> k;
std: :vector<bool> R;

};

// ABSTRACT CLASS
template <typename generator_type, typename element_type>
class GenSamples {
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protected:
generator_type& _generator;
std::1list<std::vector<element_type>> _samples;

GenSamples (generator_type& generator): _generator(generator) {}

virtual void generate(const size_t n) = 0;

// generates n independent samples

inline const std::list<std::vector<element_type>>& get_samples()
const { return _samples; }

// ABSTRACT CLASS

template <typename generator_type>

class GenSamples_Kombo: public GenSamples<generator_type, int> {
protected:

GenSamples_Kombo (generator_type& generator)
: GenSamples<generator_type, int>(generator) {}
inline int get_M() { return _M; }
inline int get_N() { return _N; }
virtual void gen_element(std::vector<int>& element) const = 0;
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// generates a single sample
void generate(const size_t n);
// generates n independent samples

template <typename generator_type>
class GenSamples_Kombo_Theta: public GenSamples_Kombo<generator_type> {

double delta(const int a, const int b) const;
std::vector<std::vector<double>> _delta_matrix;
// CAUTION: _delta_matriz[<i][j] contains

// delta(i+1,7), i=0,...,M-1, 5=0,...,N

GenSamples_Kombo_Theta(generator_type& generator,
const int M_MAX, const int N_MAX);

// computes the delta matriz with size M_MAX = N_MAX

void init(const int M, const int N);

void gen_element(std::vector<int>& k) const;

// generates a single sample
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// ABSTRACT CLASS
template <typename generator_type>
class GenSamples_Powset: public GenSamples<generator_type, int>
protected:
int _N;

public:
GenSamples_Powset (generator_type& generator)
: GenSamples<generator_type, int>(generator) {}
inline int get_N() { return _N; }
virtual void gen_element(std::vector<int>& v) const = 0;
// generates a single sample
void generate(const size_t n);
// generates n independent samples

};

template <typename generator_type>

class GenSamples_Powset_Uni: public GenSamples_Powset<generator_type> {

private:
std::vector<double> _cum_pmf_rho;
std::vector< std::vector<double> > _cum_pmf_matrix_rho;

public:
GenSamples_Powset_Uni(generator_type& generator,
const int N_MAX);
void init(const int N);
void gen_element(std::vector<int>& v) const;
// generates a single sample

};

// generates uniformly distributed samples in \cZ_N"M
template <typename generator_type>
class GenSamples_Z_Uni {

protected:
int _N;
int _M;

generator_type& _generator;
std::1list<Z_element_type> _samples;
GenSamples_Kombo_Theta<generator_type> _gen_kombo;
GenSamples_Powset_Uni<generator_type> _gen_powset;

public:
GenSamples_Z_Uni(generator_type& generator,
const int M_MAX, const int N_MAX)
: _generator(generator), _gen_kombo(generator, M_MAX,
_gen_powset (generator, M_MAX) {}

{

N_MAX),
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void init(const int M, const int N);
void gen_element(std::vector<int>& k, std::vector<bool>& R);
// generates a single sample
void generate(const size_t n);
// generates n independent samples
inline const std::list<Z_element_type>& get_samples()
const { return _samples; }
inline int get_M() { return _M; }
inline int get_N() { return _N; }

/*x% CLASS GenSamples_Kombo #**%/
template <typename generator_type>
void GenSamples_Kombo<generator_type>::generate(const size_t n) {
std::vector<int> k(_M+2);
k[0] = 0;
k[_M+1] = _N+1;
for (size_t j=0; j<n; ++j) {
gen_element (k) ;
this->_samples.push_front (k) ;

/*** CLASS GenSamples_Kombo_Theta ***/

template <typename generator_type>

double GenSamples_Kombo_Theta<generator_type>
::delta(const int a, const int b) const {

// a>=1, b>=0

std: :vector<long double> coeff(std::min(a,b)+1);
// first compute coefficients for inner recursion
for (int w=0; w<std::min(a,b); ++w) {
coeff[w] = 2.0 * static_cast<long double>( (a-w) * (b-w) )
/ static_cast<long double>(pow(w+l, 2));

long double x = 1.0;
long double outer_sum = 0.0;

for (int v=0; v<=std::min(a-1,b); ++v) {
long double y = x;
long double inner_sum = y;
for (int w=1; w<=std::min(a,b); ++w) {
// compute y for nexzt round
y *= coeff [w-1];
inner_sum += y;
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}

outer_sum += 1.0 / inner_sum;

x *= 0.5 * static_cast<long double>(pow(v+1l, 2))
/ static_cast<long double>( (a-v-1) * (b-v) );

return outer_sum;

template <typename generator_type>
GenSamples_Kombo_Theta<generator_type>: :GenSamples_Kombo_Theta(
generator_type& generator, const int M_MAX, const int N_MAX)
: GenSamples_Kombo<generator_type>(generator) {
// computes the delta matriz with size M_MAX = (N_MAX+1)

_delta_matrix.resize (M_MAX);
for (int i=0; i<M_MAX; ++i) {
_delta_matrix[i] .resize(N_MAX+1);
for (int j=0; j<=N_MAX; ++j)
_delta_matrix[i][j] = delta(i+l,j);

template <typename generator_type>
void GenSamples_Kombo_Theta<generator_type>
::init(const int M, const int N) {
if (not ( M > 0 and M <= _delta_matrix.size()
and N > 0 and N <= _delta_matrix[0].size() ) ) {
std::cout << "Error in function GenSamples_Kombo_Theta::init: "
<< "invalid parameters!" << std::endl;
std: :exit (EXIT_FAILURE) ;
}
this->_M=M;
this->_N=N;
this->_samples.clear();

template <typename generator_type>

void GenSamples_Kombo_Theta<generator_type>
::gen_element (std::vector<int>& k) const {

// ensure that vector k has length _M+1 and k[0]=0,

// otherwise behavior is undefined

// uniform [0,1)

static std::uniform_real_distribution<double> uni_real(0.0, 1.0);
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for (int m=1; m<=this->_M; ++m) {
double u = uni_real(this->_generator) ;
double a this->_M-m;
double b = this->_N-k[m-1];
// probability of first value
double p = _delta_matrix[a][b];
double q = p;
p *=2;
int 1 = k[m-1]1;
while ( g < u ) {
b = this->_N-1;
// compute probability of next value
p *= _delta_matrix[b-1][al;
q += p;
++1;

}
k[m] = 1;

/*** CLASS GenSamples_Powset ***/
template <typename generator_type>
void GenSamples_Powset<generator_type>::generate(const size_t n) {
std: :vector<int> v;
// maz stze of v is N
v.reserve(_N);
for (size_t j=0; j<m; ++j) {
gen_element (v) ;
this->_samples.push_front(v);

/*¥% CLASS GenSamples_Powset_Uni **%*/
template <typename generator_type>
GenSamples_Powset_Uni<generator_type>::GenSamples_Powset_Uni(
generator_type& generator, const int N_MAX)
: GenSamples_Powset<generator_type>(generator) {
// N_MAX >= 1

// recursively compute the cumulative probability mass function
// for the distribution rho
_cum_pmf_matrix_rho.resize(N_MAX);
for (int n=1; n<=N_MAX; ++n) {
_cum_pmf_matrix_rho[n-1] .resize(n+1);
long double p = pow(2.0,-static_cast<long double>(n));
long double q = p;
_cum_pmf_matrix_rho[n-1][0] = q;
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for (int 1=1; 1<=n; ++1) {
p *= static_cast<long double>(n-1+1)
/ static_cast<long double>(1);
q *=p;
_cum_pmf_matrix_rho[n-1]1[1] = q;

template <typename generator_type>
void GenSamples_Powset_Uni<generator_type>::init(const int N) {

this->_N = N;
this->_samples.clear();

template <typename generator_type>
void GenSamples_Powset_Uni<generator_type>

gen_element (std::vector<int>& v) const {

// generates a sample from V_N and puts it in v

// uwniform [0,1)

static std::uniform_real_distribution<double> uni_real(0.0, 1.0);

// first generate length
double u = uni_real(this->_generator);

int 1 = 0;
while ( _cum_pmf_matrix_rho[this->_N-1][1++] < u ) {}
int M = 1-1;

v.resize(M);
if (M>0) {
// treat case m=1 separately
// unlike with k \in \cK, here v[0] is not equal to 0 by convention
u = uni_real(this->_generator);
int a = M-1;
int b this->_N;
double p = static_cast<double>(at+l) / static_cast<double>(b);
double q = p;
while ( g < u ) {
--b;
p *= static_cast<double>(b-a) / static_cast<double>(b);
q t= p;

}
v[0] = this->_N-b+1;

for (int m=2; m<=M; ++m) {
u = uni_real(this->_generator);
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int a = M-m;
int b = this->_N-v[m-2];
double p = static_cast<double>(a+1) / static_cast<double>(b);
double q = p;
while (g < u) {
--b;
p *= static_cast<double>(b-a) / static_cast<double>(b);
q *t= p;

}
v[m-1] = this->_N-b+1;

/*%* CLASS GenSamples_Z_Uni **+%/
template <typename generator_type>
void GenSamples_Z_Uni<generator_type>::init(const int M, const int N) {
_M=M;
_N=N;
_samples.clear();
_gen_kombo.init(_M, _N);

template <typename generator_type>
void GenSamples_Z_Uni<generator_type>::gen_element(std::vector<int>& k,
std::vector<bool>& R) {
k.resize(_M+2);
k[0] = 0;
k[_M+1] = _N+1;

_gen_kombo.gen_element (k) ;
std: :vector<int> CQk;

R.resize(_M);

CQk.reserve(_M);

for (int i=0; i<_M; ++i) {
if ( k[i] == k[i+1] )

R[i] = true;
else {
R[i] = false;

CQk.push_back(i+1);
}
if ( CQk.size() > 0 ) {

std::vector<int> I;
_gen_powset.init(CQk.size());
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_gen_powset.gen_element (I);

for (int i=0; i<I.size(); ++i)
RICQk[I[i]-1]1-1] = true;

template <typename generator_type>
void GenSamples_Z_Uni<generator_type>::generate(const size_t n) {
for (size_t j=0; j<mn; ++j) {
_samples.push_front(Z_element_type());
gen_element (_samples.front() .k, _samples.front().R);

#endif // RANDOMIZED_H
B.5 Die Klasse PowSetCounter

Listing B.8: power set.h

#ifndef POWER_SET_H
#define POWER_SET_H

#include <vector>

class PowSetCounter {
// cycles through all the subsets of the set {1,..,_N}
// containing the set min
private:
int _N;
std: :vector<bool> _total_vec;

int _min_size;

std: :vector<int> _cmin;

std: :vector<int> _cmin_indices;
bool _stop;

public:
void init(int N, const std::vector<int>& min,
const std::vector<int>& cmin);
PowSetCounter& operator++();
// computes the next subset
inline const std::vector<bool>& get_total_vec() const
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{ return _total_vec; }
// returns current subset
inline bool stopped() const { return _stop; }
void clear();
};
#endif // POWER_SET_H

Listing B.9: power _set.cpp

#include "power_set.h"

void PowSetCounter::init(int N, const std::vector<int>& min,
const std::vector<int>& cmin) {

// requirements:
// - meither min nor cmin should have a wvalue which occurrs more than once
// - min and cmin have to be disjoint
// - N = maz(min \union cmin)

_N =N;

_total_vec = std::vector<bool>(N, false);

for ( int 1=0; l<min.size(); ++1 )

_total_vec[min[1]-1] = true;

_stop = false;

_min_size = min.size();

_cmin = cmin;
_cmin_indices.reserve(cmin.size());

PowSetCounter& PowSetCounter: :operator++() {
int pos = _cmin_indices.size();

while ( pos and _cmin_indices[pos-1]
== (int)_cmin.size()-(int)_cmin_indices.size()+pos-1 )
--pos;

if ( pos ) {
_total_vec[_cmin[_cmin_indices[pos-1]++]-1] = false;
_total_vec[_cmin[_cmin_indices[pos-1]]-1] = true;

for ( int i=pos; i<_cmin_indices.size(); ++i ) {
_total_vec[_cmin[_cmin_indices[i]]-1] = false;
_cmin_indices[i] = _cmin_indices[i-1]+1;
_total_vec[_cmin[_cmin_indices[i]l]-1] = true;
}
} else {
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39 if ( _cmin_indices.size() < _cmin.size() ) {

40 // mow start with _cmin_indices.size()+1 elements
41 _cmin_indices.resize(_cmin_indices.size()+1);

42 for ( int i=0; i<_cmin_indices.size(); ++i )

43 _cmin_indices[i] = i;

44 for ( int 1=1; 1<=std::min(_cmin.size()-_cmin_indices.size()+1,
45 _cmin_indices.size()); ++1 )

46 _total_vec[_cmin[1-1]-1] = true;

47 for ( int 1l=std::max(_cmin.size()-_cmin_indices.size()+1,
48 _cmin_indices.size())+1; 1<=_cmin.size(); ++1 )
49 _total_vec[_cmin[1-1]-1] = false;

50 } else

51 _stop = true;

52 }

53

54 return *this;

55 }

56

57

58 void PowSetCounter::clear() {

59 _total_vec.clear();

60 _cmin.clear();

61 _cmin_indices.clear();

62 }
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