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Kapitel 1

Einleitung

Splinefunktionen haben in den vergangenen Jahren eine grofie Bedeutung in Anwen-
dungen erlangt. Sie werden beispielsweise in Bereichen der Bildverarbeitung und CAD,
der industriellen Fertigung und Steuerung, sowie in der Medizin eingesetzt. Die wei-
te Verbreitung von Splinefunktionen ist auf ihre einfache Darstellung und die hohe
Approximationsgiite zuriickzufiihren.

Ein wichtiger Bereich der Splinetheorie sind bivariate Splinefunktionen auf Triangulie-
rungen. Diese haben vor allem in den letzten 20 Jahren stark an Bedeutung gewonnen.
Bivariate Splinefunktionen eignen sich gut zur Darstellung und Rekonstruktion von
Oberflachen in graphischen Anwendungen. Aussagen iiber die Eigenschaften von biva-
riaten Splines und die Konstruktion von effizienten Interpolationsverfahren sind deshalb
auch fiir praktische Anwendungen von groflem Nutzen. Allerdings hat sich gezeigt, dass
die Splinetheorie fiir bivariate Splines wesentlich komplexer ist als fiir univariate Spli-
nes. Wichtige Probleme, die fiir univariate Splines bereits gelést wurden, konnten im
bivariaten Fall noch nicht geklirt werden. So ist beispielsweise die Dimension von Spli-
nerdumen niedrigen Grades noch nicht bekannt. Ebenso sind noch viele Fragen zur
Interpolation mit bivariaten Splines offen. Fiir den Einsatz von Splinefunktion ist aber
die Kenntnis von Interpolationsmengen sehr wichtig.

Diese Arbeit beschéiftigt sich mit der Beschreibung von Interpolationsmengen fiir biva-
riate Splinefunktionen auf Triangulierungen. Eine Triangulierung A ist eine Zerlegung
eines Polygongebiets Q C R? in disjunkte Dreiecke. Uber dieser Triangulierung definiert
man den Raum der r-mal stetig-differenzierbaren Splines von Grad d durch:

SH(A) = {s €CT(Q) : slp, €[y, T; € A}

Das Lagrange-Interpolationsproblem kann nun folgendermaflen beschrieben werden:
Gegeben ist eine Menge P C R? von Punkten. Fiir diese Punktmenge wird ein Spline
s € SY(A) gesucht, der die Funktionwerte f(v) einer Funktion f in den Punkten v € P
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interpoliert, d.h. es gilt
s(v)=f(v), vePr

Im Falle des Hermite-Interpolationsproblem werden nicht nur die Funktionswerte, son-
dern auch Ableitungen in den Punkten interpoliert.

In den vergangenen Jahren wurden verschiedene Interpolationsverfahren mit bivariaten
Splinefunktionen entwickelt. Fiir beliebige Triangulierungen wurden bisher vor allem
Hermite-Interpolationsverfahren konstruiert. Hier konnen wir beispielsweise die Verfah-
ren mit finiten Elementen und Makro-Elementen nennen (z. B. Clough und Tocher [45],
Laghchim-Lahlou und Sablonniére [90], Lai und Schumaker [98, 101] und Powell und
Sabin [121]). Fiir das Lagrange-Interpolationsproblem wurden in den letzten Jahren
verschiedene Losungen fiir Klassen von Triangulierungen entwickelt (z. B. Niirnber-
ger und Riessinger [111, 112] und Niirnberger und Zeilfelder [115, 117]). Fiir beliebige
Triangulierungen haben Davydov und Niirnberger [46] Lagrange-Interpolationsmengen
fiir die Splinerdume S}(A) mit d > 5 entwickelt. Fiir niedrigeren Grad d gibt es bisher
noch keine Lagrange-Interpolationsverfahren mit differenzierbaren Splines auf beliebi-
gen Triangulierungen.

Wir entwickeln in dieser Arbeit ein Verfahren zur Konstruktion von Lagrange- und
Hermite-Interpolationsmengen auf beliebigen Triangulierungen. Es unterscheidet sich
grundlegend von den bekannten Methoden mit finiten Elementen und Makro-Elemen-
ten, da wir die Interpolationsmenge schrittweise bestimmen. Unsere Interpolationsver-
fahren sind deshalb meist effizienter in der Berechnung und bendtigen weniger Inter-
polationsbedingungen als Verfahren mit finiten Elementen. Trotzdem besitzen sie eine
hohe Approximationsgiite. Fiir die Hermite-Interpolation verwenden wir eine Untertei-
lung mit Clough-Tocher Elementen. Im Gegensatz zur klassischen Methode miissen wir
jedoch nur wenige Dreiecke unterteilen. Fiir diese Unterteilung entwickeln wir Hermite-
Interpolanten fiir Splinerdume S7(A) mit beliebiger Differenzierbarkeitsordnung » und
Grad d = 3r, falls r ungerade und d = 3r + 1, falls r gerade ist. Fiir die Lagrange-
Interpolation entwickeln wir verschieden Algorithmen zur Unterteilung einer Trian-
gulierung, fiir die wir Interpolationsmengen fiir die Splineriume Si(A) und S3(A)
konstruieren. Unsere Verfahren sind die ersten Lagrange-Interpolationsverfahren mit
quadratischen und kubischen C!-Splines auf beliebigen Triangulierungen.

Weitgehend unerforscht ist die Spline-Interpolation fiir 3D-Oberflichen. Interpolati-
onsmethoden mit bivariaten Splines auf Triangulierungen lassen sich auf beliebige,
insbesondere geschlossene Oberflichen nicht iibertragen. Zur Konstruktion von 3D-
Oberflichen sind deshalb andere Ansétze notig. Hier konnen wir beispielsweise Ver-
fahren mit Bézier-Patches (z. B. Bajaj, Bernardini und Xu [16, 17], Farin [64, 65],
Hahmann und Bonneau [79] und Loop [104]) und Subdivision-Verfahren (z. B. Dyn,
Gregory und Levin [58, 59], Kobbelt [89] und Shenkman, Dyn und Levin [134]) nennen.
Alle diese Verfahren verwenden jedoch zur Glittung der Oberfliche nur die Information
der linearen Dreiecksoberfliche und besitzen deshalb eine geringe Approximationsgiite.
In dieser Arbeit entwickeln wir eine neue Methode, bei der wir durch Interpolation



eine Spline-Oberfliche iiber einer Dreiecksoberfliche berechnen. Unser Verfahren kann
zur Darstellung von beliebigen 3D-Objekten eingesetzt werden und zeichnet sich durch
seine hohe Effizienz und Approximationsgiite aus.

Im einzelnen ist die Arbeit wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden die Grundlagen {iber bivariate Splinefunktionen behandelt. Hier be-
schreiben wir insbesondere die Bernstein-Bézier-Darstellung fiir bivariate Polynome, die
wir in unseren Beweisen vorwiegend verwenden. In diesem Zusammenhang definieren
wir den Begriff der bestimmenden Menge eines Splineraums S} (A). Eine bestimmende
Menge ist eine Menge von Bernstein-Bézier-Koeffizienten, die einen Spline s € S);(A)
eindeutig definiert. Fiir die Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen kann man
in vielen Féllen aus den Bernstein-Bézier-Punkten einer bestimmenden Menge direkt
Interpolationsbedingungen ableiten.

Kapitel 3 beschreibt Hermite-Interpolationsverfahren mit bivariaten Splines s € S7;(A)
fiir beliebige Differenzierbarkeitsordnung r und Grad d = 3r fiir ungerade r und
d = 3r + 1 fiir gerade r. Fiir diese Splinerdume haben Laghchim-Lahlou und Sablon-
niére [90] Interpolationsverfahren mit Makro-Elementen entwickelt. Sie verwenden hier
die klassische Unterteilung, bei der jedes Dreieck nach Clough-Tocher gesplittet wird.
Auch wir verwenden eine Unterteilung mit Clough-Tocher Elementen. Im Gegensatz zu
dem Verfahren von Laghchim-Lahlou und Sablonniére miissen wir jedoch nur wenige
Dreiecke unterteilen. Unser Interpolationsverfahren benétigt deshalb weniger Interpo-
lationsbedingungen und ist effizienter in der Berechnung des Interpolanten. Zunéchst
stellen wir in Abschnitt 3.1 unsere Unterteilungsmethode vor. Sie ist Grundlage fiir
unser Interpolationsverfahren. Bei dieser Methode bestimmen wir die Unterteilung A
schrittweise fiir eine vorgegebene Nummerierung der Dreiecke von A. Wir unterteilen
ein Dreieck T; € A, falls es mindestens zwei gemeinsame Kanten mit den Dreiecken
T1,...,T; 1 hat. Alle anderen Dreiecke werden nicht unterteilt. Wir bendtigen somit
fiir jeden inneren Eckpunkt maximal ein Clough-Tocher Element. Im giinstigsten Fall
werden sogar weniger als ein Viertel der Dreiecke unterteilt. Fiir diese Unterteilung
beschreiben wir in Satz 3.5 eine bestimmende Menge fiir den Splineraum S7%(A) und
leiten hieraus in Satz 3.6 ein Hermite-Interpolationsschema ab. Fiir diesen Interpolan-
ten untersuchen wir das Approximationsverhalten. Dies erfordert einen umfangreichen
und technisch anspruchsvollen Beweis. In Satz 3.8 zeigen wir, dass der Interpolant fiir
gerade r die optimale Approximationsordnung d + 1 besitzt. Diese Aussage gilt un-
abhingig von der Anzahl der Clough-Tocher Elemente. In Satz 3.9 bestimmen wir die
Approximationsordnung fiir ungerade r. In diesem Fall hat der Interpolant nicht immer
die optimale Approximationsordnung. Fiir eine Unterteilung mit einer minimalen An-
zahl von Clough-Tocher Elementen besitzt er zumindest die Approximationsordnung
d. Mit unseren Algorithmen kénnen wir aber Unterteilungen konstruieren, fiir die der
Interpolant sogar optimale Approximationsordnung d + 1 besitzt. Selbst in diesem Fall
miissen wir maximal die Hélfte der Dreiecke unterteilen.

Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit der Frage, wieviele Dreiecke zur Interpolati-
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on unterteilt werden miissen. Unser Ziel ist es, eine Unterteilung mit einer minimalen
Anzahl von Clough-Tocher Elementen zu bestimmen. Fiir die Herleitung mussten wir
graphentheoretischen Methoden, insbesondere Methoden der Matching-Theorie, ver-
wenden. Ein Matching ist eine Menge von disjunkten Kanten eines Graphs G. Das
Problem des maximalen Matchings besteht nun darin, eine maximale Menge von dis-
junkten Kanten zu bestimmen. Zur Konstruktion einer minimalen Unterteilung einer
Triangulierung A betrachten wir nun die Menge der inneren Eckpunkte und der Kan-
ten mit zwei inneren Eckpunkten als einen Graphen und bestimmen ein maximales
Matching fiir diesen Graphen. Die Kanten des maximalen Matchings beschreiben uns
die Lage der Clough-Tocher Elemente. In Satz 3.17 folgern wir hieraus, dass die An-
zahl der Clough-Tocher Elemente fiir unsere Unterteilung A mindestens so grof} wie
die Anzahl der inneren Eckpunkte minus der Anzahl eines maximalen Matchings ist.
Diese Aussage verschérfen wir in Satz 3.20 und zeigen, dass fiir grofie Klassen von
Triangulierungen in Satz 3.17 die Gleichheit gilt. Aus diesem Satz leiten wir optimale
Unterteilungen fiir A'- und A2-Triangulierungen ab. Anschliefend entwickeln wir zwei
effiziente Algorithmen zur Berechnung einer Unterteilung mit einer moglichst kleinen
Anzahl von Clough-Tocher Elementen. Diese Algorithmen verwenden wir in Kapitel 7
fiir unsere nummerischen Beispiele. Die Berechnung der Unterteilung erfolgt selbst fiir
grofle Triangulierungen mit mehr als 100.000 Dreiecken in Echtzeit.

Kapitel 4 behandelt die Hermite-Interpolation auf Quadrangulierungen. Eine Quadran-
gulierung ist eine Zerlegung eines Polygongebiets in disjunkte Vierecke. Zur Interpolati-
on werden die Vierecke durch Hinzufiigen von ein oder zwei Diagonalen trianguliert. Fir
Quadrangulierungen haben beispielsweise Laghchim-Lahlou und Sablonniére [91] und
Lai und Schumaker [98] Interpolationsverfahren mit Makro-Elementen entwickelt. Wir
beschreiben in diesem Kapitel drei Verfahren zur Interpolation mit bivariaten Splines
auf Quadrangulierungen. Die ersten beiden Verfahren kénnen fiir beliebige, d. h. auch
nicht konvexe Quadrangulierungen verwendet werden. Das dritte Verfahren bendtigt
eine konvexe Quadrangulierung. Wie bei den Verfahren aus Kapitel 3 verwenden wir
eine iterative Methode zur Konstruktion der Unterteilung und der Interpolationsmen-
gen. Bei dem ersten Verfahren wird jedes Viereck zunéchst in zwei Dreiecke unterteilt.
Anschlieflend verwenden wir fiir einige Dreiecke eine Unterteilung nach Clough-Tocher.
Die Unterteilung erfolgt schrittweise durch Anhingen von Vierecken an die Quadran-
gulierung. Fiir diese Unterteilung A konstruieren wir in Satz 4.2 ein Interpolations-
verfahren fiir die Splinerdume SQ(A) mit beliebiger Differenzierbarkeitsordnung r und
Grad d = 3r fiir ungerade r und d = 3r+1 fiir gerade r. Fiir dieses Verfahren gelten die
Ergebnisse aus Kapitel 3, insbesondere die Aussagen iiber die Approximationsordnung
aus Satz 3.8 und 3.9. Das zweite Verfahren verwendet eine Unterteilung nach Lai und
Schumaker [98]. Bei dieser Unterteilung 4 wird jedes Viereck in vier Dreiecke unter-
teilt. Diese Unterteilung verwenden wir in den Sdtzen 4.8 und 4.12 zur Konstruktion
von Interpolationsmengen fiir die Splineriume Si(4) und $2(4). Im Fall des kubischen
C'-Splines erhalten wir eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von Lai [96] fiir kon-
vexe Quadrangulierungen. Zur Konstruktion der Interpolationsmengen gehen wir wie



in Kapitel 3 vor und beschreiben zunichst eine bestimmende Menge fiir die beiden
Splinerdume. Hieraus leiten wir anschlielend die Interpolationsverfahren ab. Die Kon-
struktion einer bestimmenden Menge fiir nicht-konvexe Quadrangulierungen ist duflerst
schwierig und bendtigt eine geeignete Nummerierung der Vierecke. Die Existenz einer
solchen Nummerierung ist nicht offensichtlich und erfordert einen umfangreichen Be-
weis.

Fir konvexe Quadrangulierungen entwickeln wir in Abschnitt 4.2 ein Unterteilungs-
verfahren, bei dem die Vierecke durch Hinzufiigen von Diagonalen in zwei oder vier
Vierecke unterteilt werden. Wie bei dem ersten Verfahren bestimmen wir die Untertei-
lung schrittweise durch Anhéingen der Vierecke an die Quadrangulierung. Im Gegensatz
zu dem Verfahren mit Clough-Tocher Elementen erhalten wir aber in jedem Viereck
maximal vier Dreiecke. Das Verfahren erzeugt deshalb in der Regel eine Unterteilung
mit weniger Dreiecken. Fiir diese Unterteilung A entwickeln wir in Satz 4.17 Interpo-
lationsmengen fiir die Splinerdume S7(A) mit d = 3r fiir ungerade r und d = 3r + 1
fiir gerade r. Wir untersuchen anschliefflend die Approximationsordnung unserer Inter-
polationsverfahren. In Satz 4.18 und 4.19 zeigen wir, dass der Interpolant fiir gerade
r optimale Approximationsordnung d + 1 und fiir ungerade r fast-optimale Approxi-
mationsordnung d besitzt. Zum Schlufl dieses Abschnitts beschreiben wir noch einen
effizienten Algorithmus zur Konstruktion einer Unterteilung mit einer moglichst kleinen
Anzahl von Dreiecken.

In Kapitel 5 behandeln wir die Lagrange-Interpolation mit bivariaten Splinefunktio-
nen. Im Gegensatz zur Hermite-Interpolation gibt es fiir beliebige Triangulierungen
bisher noch keine Lagrange-Interpolationsverfahren mit quadratischen oder kubischen
C'-Splines. Fiir Klassen von Triangulierungen wurden auch fiir diese Fille Lagrange-
Interpolationsverfahren entwickelt, beispielsweise von Laghchim-Lahlou und Sablon-
niére [93], Niirnberger und Riessinger [111, 112], Niirnberger und Walz [113] und Niirn-
berger und Zeilfelder [115, 117]. Fiir beliebige Triangulierungen haben Davydov und
Niirnberger [46] Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S}(A) mit d > 5
konstruiert. Wir beschreiben in diesem Kapitel eine Methode, mit der wir Interpolati-
onsmengen fiir beliebige Triangulierungen konstruieren konnen. Hierzu verwenden wir
wieder ein iteratives Verfahren und entwickeln verschiedene Unterteilungsalgorithmen.
In Abschnitt 5.1 beschreiben wir zwei Verfahren fiir die Super-Splinerdume Sg 1(A) und
Sé’Q(A). Diese Verfahren bendtigen keine Unterteilung der Dreiecke.

Im folgenden Abschnitt betrachten wir Lagrange-Interpolanten ohne Super-Spline Ei-
genschaft. Wir entwickeln verschiedene Unterteilungsmethoden zur Interpolation mit
den Splineriumen Si(A) und Si(A). Dies sind die ersten Lagrange-Interpolationsver-
fahren mit quadratischen und kubischen C'-Splines auf beliebigen Triangulierungen.
Fiir die Interpolation mit kubischen Splines verwenden wir zur Konstruktion der Inter-
polationsmengen die Unterteilung nach Clough-Tocher. Zuerst betrachten wir die klas-
sische Unterteilung, bei der alle Dreiecke gesplittet werden und beschreiben in Satz 5.5
eine Lagrange-Interpolationsmenge. In Satz 5.6 konstruieren wir fiir unsere iterative Un-



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

terteilungsmethode aus Kapitel 3 eine Interpolationsmenge fiir den Splineraum S%(A)
Anschliefend entwickeln wir zwei Interpolationsverfahren mit quadratischen Splines.
Der erste Interpolant aus Satz 5.7 verwendet eine Unterteilung nach Powell-Sabin. Bei
dieser Unterteilung wird jedes Dreieck in sechs Subdreiecke unterteilt. Das zweite Ver-
fahren, das wir in Satz 5.12 entwickeln, verwendet eine neue Unterteilungsmethode,
bei der die Dreiecke auf verschiedene Weise gesplittet werden. Wie bei der Untertei-
lung nach Powell-Sabin werden zusétzliche Hilfspunkte auf den Kanten eingefiigt. Wir
bendtigen aber nicht auf jeder Kante einen Hilfspunkt, so dass unsere Unterteilung
weniger Dreiecke als die klassische Unterteilung nach Powell-Sabin enthilt. Fiir diese
Unterteilung konstruieren wir einen quadratischen Interpolanten, der nur die Funkti-
onswerte in den Eckpunkten von A benétigt. Er kann deshalb direkt zur Interpolation
verstreuter Daten verwendet werden.

Der letzte Abschnitt in Kapitels 5 behandelt die Lagrange-Interpolation fiir konve-
xe Quadrangulierungen. Wir entwickeln hier zwei Interpolationsverfahren mit Splines
s € Si(A). Bei dem ersten Verfahren werden alle Vierecke durch Hinzufiigen von
zwei Diagonalen in vier Dreiecke unterteilt. Fiir diese Unterteilung beschreiben wir
in Satz 5.13 eine Interpolationsmenge. Das zweite Verfahren verwendet unsere ite-
rative Unterteilungsmethode aus Kapitel 4, fiir die wir in Satz 5.14 ein Lagrange-
Interpolationsverfahren konstruieren.

In Kapitel 6 beschreiben wir ein Verfahren zur Konstruktion von 3D-Oberflichen.
Es unterscheidet sich grundlegend von allen bekannten Verfahren und zeichnet sich
durch seine hohe Approximationsgiite aus. Bei diesem Verfahren wird durch Lagrange-
Interpolation eine kubische Spline-Oberfliche iiber einer Dreiecksoberfliche im Raum
berechnet. Die Konstruktion der Oberfliche erfolgt in zwei Stufen. Zunichst wird ein
stetiger Interpolant berechnet. Zur Konstruktion einer glatten Oberfliche projizieren
wir anschlieflend die Bernstein-Bézier-Koeffizienten des stetigen Splines in geeignete
Tangentialebenen. Die Bernstein-Bézier-Koeffizienten unseres Interpolanten erfiillen so-
mit Ubergangsbedingungen, die den Differenzierbarkeitsbedingungen von Splinefunk-
tionen auf ebenen Triangulierungen entsprechen. Zur Beschreibung unseres Verfahrens
definieren wir im ersten Abschnitt die Bernstein-Bézier-Darstellung fiir Polynome im
Raum. AnschlieBend beschreiben wir unser Interpolationsverfahren und zeigen in Satz
6.2, dass der Spline-Interpolant in jedem Eckpunkt der Triangulierung differenzierbar
ist. Im dritten Abschnitt untersuchen wir das Approximationsverhalten des Interpolan-
ten. Hierzu betrachten wir das folgende Modell: Gegeben ist eine Funktion f € C*(f)
iiber einem Polygongebiet Q C R?. Fiir diese Funktion berechnen wir die Splineober-
flache nach unserem Interpolationsverfahren. In Satz 6.8 zeigen wir, dass der Interpolant
fiir dieses Modell die optimale Approximationsordnung 4 hat. Der letzte Abschnitt
enthilt eine Anwendung unseres Verfahrens zur Datenreduktion von stiickweisen linea-
ren Dreiecksoberflichen. Die Beispiele zeigen, dass unsere Methode hervorragend zur
Rekonstruktion von Oberflichen im Raum geeignet ist. Aufgrund der hohen Approxi-
mationsgiite lassen sich Oberflichen effizient und detailgetreu darstellen.

Kapitel 7 enthilt nummerische Beispiele zu unseren Interpolationsmethoden. Wir te-
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sten hier verschiedene Verfahren aus den Kapiteln 3 und 5 und vergleichen diese mit
Interpolationsmethoden mit finiten Elementen. Die Ergebnisse zeigen, dass unsere Ver-
fahren sehr effizient sind und eine hohe Approximationsgiite besitzen. Die Berechnung
der Unterteilungen erfolgt selbst fiir grofle Triangulierungen in Echtzeit. Die Berech-
nungszeit fiir die Interpolanten ist linear in der Anzahl der Interpolationsbedingungen
und betréigt in allen Fillen nur wenige Sekunden. Der Vergleich mit den Methoden
mit finiten Elementen unterstreicht die analytischen Aussagen iiber das Approximati-
onsverhalten unserer Verfahren. Sowohl der absolute Interpolationsfehler als auch die
Approximationsgiite ist in den Beispielen mit den Ergebnissen fiir die Interpolanten
mit finiten Elementen vergleichbar.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor Niirnberger fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und die Betreuung wéihrend ihres Entstehens danken.



Kapitel 2

Bernstein-Bézier-Darstellung

Zur Untersuchung von bivariaten Polynomen und Splines auf Dreiecken eignet sich
die Bernstein-Bézier-Form. Bei dieser Darstellung werden die Punkte v € R? durch
baryzentrische Koordinaten beziiglich der Dreiecke beschrieben. Die Bernstein-Bézier-
Darstellung hat den Vorteil, dass sie symmetrisch in den Variablen ist und affine Trans-
formationen aller Punkte die Koeffizienten eines Polynoms unveréindert lassen. Weiter
zeigt sich, dass man Differenzierbarkeitsbedingungen an den Kanten und in den Eck-
punkten einfach durch Beziehungen zwischen den Bernstein-Bézier-Koeflizienten be-
schreiben kann. Diese Beziehungen lassen sich auch geometrisch darstellen.

Methoden mit Bernstein-Bézier-Polynomen finden sich in Arbeiten iiber die Dimension
und Approximationsordnung von bivariaten Splineriumen, beispielsweise bei Alfeld,
Piper und Schumaker [10, 11], Alfeld und Schumaker [12, 13, 14], de Boor [22, 23], de
Boor und Héllig [24], de Boor und Jia [25], Hong [81], Ibrahim und Schumaker [85],
Lai und Schumaker [99, 100] und Schumaker [130]. Ebenso wird die Bernstein-Bézier-
Darstellung hiufig zur Beschreibung von Interpolationsmethoden mit bivariaten Splines
verwendet, beispielsweise bei Alfeld [2, 3], Chui und He [34], Chui und Hong [35, 36],
Chui, Hong und Jia [37], Chui und Lai [38, 39, 40], Farin [63, 64], Gao [69, 70], Gmelig
Meyling [73], Gmelig Meyling und Pfluger [75], Laghchim-Lahlou und Sablonniére [90,
91, 92, 93], Lai [95, 96, 97], Lai und Schumaker [98], Niirnberger und Zeilfelder [117],
Sablonniére [125, 126], Schumaker [131], Sha [132, 133], Wang [141], Whelan [142] und
Zhao und Sun [145]. Auch wir werden fiir unsere Untersuchungen die Bernstein-Bézier-
Darstellung verwenden.

In diesem Kapitel wiederholen wir die Grundlagen der Bernstein-Bézier-Darstellung
von Polynomen und Splines auf Dreiecken. Der erste Abschnitt behandelt die baryzen-
trischen Koordinaten eines Punktes v € R? und definiert Bernstein-Bézier-Polynome.
Ebenso untersuchen wir hier ausfiihrlich die Differenzierbarkeitsbedingungen an den
Kanten und in den Eckpunkten der Dreiecke und zeigen den Zusammenhang zwischen
den Bernstein-Bézier-Koeffizienten eines Polynoms und den Ableitungen in den Eck-
punkten und an den Kanten. Diese Ergebnisse sind wichtig fiir die Beschreibung von

12
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Interpolationsmengen. Im zweiten Abschnitt definieren wir bivariate Splines auf Trian-
gulierungen und iibertragen die Bernstein-Bézier-Darstellung auf diese. Zudem werden
wichtige Sitze iiber die Dimension von bivariaten Splineriumen wiederholt.

2.1 Bernstein-Bézier-Polynome

Fiir die Bernstein-Bézier-Darstellung werden die baryzentrischen Koordinaten eines
Punktes v € R? beziiglich eines Dreiecks T = A(vy,vq,v3) bendtigt. Diese Koordi-
naten erhilt man als eindeutige Losung (A1, A2, A\3) des Gleichungssystems

v = )\11)1 + )\21)2 + )\3’03
1=X + X + A3

Betrachtet man A; als Funktion in v, dann sieht man leicht, dass \; ein bivariates
Polynom vom Grade 1 ist (siehe de Boor [22] und Farin [62, 64]). Wegen der Eindeutig-
keit der Losung muss diese Funktion die Bedingung X;(v;) = d;5, ¢, = 1,2, 3 erfiillen.
A1 beschreibt also eine Ebene, die durch die Kante w303 geht und in v; den Wert 1
hat. Mit Hilfe der baryzentrischen Koordinaten lassen sich nun Basisfunktionen des
Polynomraums II; definieren.

Definition 2.1. Sei T ein Dreieck und o = (o, a9, a3) € Zi ein Multiindex mit
la| == a1 + az + a3 = d, dann heifit B : R? — R definiert durch
d!

Bernstein-Bézier-Polynom vom Grad d.

Verwendet man fiir \; die baryzentrischen Koordinaten, dann ist BZ(A(+)) ein biva-
riates Polynom vom Grade d und man erhélt mit {BZ(A(+)) : |a| = d} eine Basis des
Polynomraums II; (siehe de Boor [22] und Farin [62, 64]). Somit hat jedes Polynom
p € I1; eine eindeutige Darstellung

p0) = 3 caBLAWD))

laj=d

Die Koeffizienten ¢, heiflen die Bernstein-Bézier-Koeffizienten von p. Fiir eine geo-
metrische Darstellung von Differenzierbarkeitsbedingungen an den Kanten und in den
Eckpunkten von A werden die Bernstein-Bézier-Koeffizienten den Punkten

a1V + agvg + Q3v3
d

P, =

zugeordnet. Die Punkte P, heiflen Bernstein-Bézier-Punkte von T und die Menge
{(Pa,cq) : |a| = d} das Bernstein-Bézier-Netz von p auf T. Da die Koeflizienten c,
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Poos

Ps1p Py
Psp ® ® Po3o

Abbildung 2.1: Bernstein-Bézier-Punkte eines Dreiecks fiir I

das Polynom p eindeutig bestimmen, kann p auch durch sein Bernstein-Bézier-Netz
beschieben werden.

Farin [62, 64] hat nun gezeigt, dass zwischen den Ableitungen eines Polynoms p € I,
und den Ableitungen der Bernstein-Bézier-Darstellung von p nach den baryzentrischen
Koordinaten A ein Zusammenhang besteht (siehe auch de Boor [22] und Chui und
Lai [38, 40]). Dieser lisst sich geometrisch beschreiben und ermdglicht eine direkte
Berechnung der Bernstein-Bézier-Koeffizienten aus den Ableitungen in den Eckpunkten
und an den Kanten eines Dreiecks. In dem folgenden Satz werden diese Aussagen von
Farin dargestellt. Hierfiir definieren wir die Richtungsableitung! D,f : R? — R von
f in Richtung eines Vektors z # 0 durch

D f(v) := zgrad f(v)

Da die Kanten 703 und w303 eines Dreieckes T' = A(vy,v9,v3) nicht kollinear sind,
kann man den Vektor z auch in der Form

z = (1(v1 — v3) + (a(v2 —v3) = (1v1 + Cv2 — (€1 + C2)v3

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten (;, (5 schreiben. Jeder Richtungsvektor z ladsst
sich somit beziiglich 7" durch einen baryzentrischen Richtungsvektor ((1,(2,(3) mit {1+
(2 + (3 = 0 darstellen.

!Zur Vereinfachung der Darstellung verwenden wir diese Definition auch fiir nicht-normierte Vekto-
ren.
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Satz 2.2. Seien T = A(v1,v2,v3) und T = A(#y,09,03) zwei Dreiecke, p: T — R,
p: T — R zwei Polynome mit der Bernstein-Bézier-Darstellung

p(v) = Y caBL(A(v))
|a|=d
pw) = > éaBi(A(v))

|a]=d

und s : TUT — R definiert durch

s(v) == {p(v) ve 1:
p(v) veT\T

(i) Seien 21,29 € R? zwei Vektoren und (1, (e die zugehérigen baryzentrischen Rich-
tungsvektoren beziiglich T'. Dann gilt fir v+ p < d:

d!
DIDhp= oy 2 2 3 e BHQBYG) BT

" al=d—v—p |Bl=v |v|=n

(1i) Es gelte vi = 01 und X2, A3 seien die baryzentrischen Koordinaten von s, 03
beziiglich T'. Dann ist s in vy genau dann p-mal stetig differenzierbar, wenn fir
alle |a| = d mit as + az < p gilt:

Ca = Z Z Cla,0,0) 464485 (A2) BY? (A3)

|Bl=az [v|=as

(11i) Es gelte vi = 01 und vy = Uy und X seien die baryzentrischen Koordinaten von
U3 beziiglich T. Dann ist s tber die gemeinsame Kante vivg genau dann r-mal
stetig-differenzierbar, wenn fir alle |a| = d mit az < r gilt:

Ca= Y Claran0+sB5 (N
|Bl=a3

Die C"-Bedingung nach Satz 2.2 (iii) besagt, dass man die Koeffizienten ¢, mit ag <r
als Linearkombination aus den Koeffizienten cg mit 83 < a3 berechnen kann. Entspre-
chendes gilt fiir zwei Dreiecke mit einem gemeinsamen Eckpunkt nach Satz 2.2 (ii). Die
Abbildung 2.2 zeigt den Zusammenhang fiir die Félle r = 1, 2.

Fiir die Konstruktion von Hermite-Interpolaten ist es wichtig, den Zusammenhang zwi-
schen den Bernstein-Bézier-Koeffizienten und den Ableitungen in den Eckpunkten und
an den Kanten zu untersuchen. Fiir die Eckpunkte von A beschriebt dies der folgende
Satz (siehe Chui und Lai [38, 39, 40], Farin [62, 64], Lai [94], und Niirnberger und
Zeilfelder [117]).
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Abbildung 2.2: C'- und C%-Bedingung an der Kante zweier Dreiecke

Satz 2.3. Sei T = A(vy,vq,v3) ein Dreieck, z; :=v; — vy, i = 2,3 und p € Iy mit der
Bernstein-Bézier-Darstellung -, _q caBL(N).

(i) Firv+p<d gilt:
DY D _ d! - - v 12 1 v—k+p—m
D p(v1) = d—v—p)! X_j Z_ i), )1 Cd—k—m,k,m

(ii) Fir |a| = d gilt:

v=0 pu=0

Beweis: Aus Satz 2.2 (i) erhédlt man mit A = (1,0,0), (o = (—1,1,0) und (3 =
(_1703 1)

T X X can BB B

" al=d—v—p |Bl=v [y|=p
az=a3=0 B3=0 72=0

- () () e

" k=0 m=0

D7, D% p(v1) =
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Sei nun |a| = d, dann folgt aus (i) wegen Z?c:z (i) (k)(—l)k_i = 0;j:

)

S5 () () b b

v=0 =0

:”0 :30 ( ) (a ) ,;Om ‘ <Z> (Z)(—l)v—m_mcdkm,k,m
EEECO) (E Q) @)er)asn

O

Nach Satz 2.3 lassen sich die Bernstein-Bézier-Koeffizienten ¢, mit «; > d—v direkt aus
den Ableitungen bis zur Ordnung v im Eckpunkt v; berechnen und umgekehrt erhilt
man die partiellen Ableitungen aus den Bernstein-Bézier-Koeffizienten. Eine #hnliche
Aussage lisst sich auch fiir die Ableitungen an den Kanten der Dreiecke herleiten. Hier
gibt es einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten in den ersten r+1 Reihen par-
allel zur Kante und den Richtungsableitung bis zur Ordnung r. Diesen Zusammenhang
beschreiben wir in dem folgenden Satz.

Satz 2.4. Es seien T := A(vy,vq,v3) ein Dreieck, p € Iy in der Bernstein-Bézier-
Darstellung p = szdcaBg()\) und v < d. Weiter seien z ein Vektor, der nicht
parallel zur Kante e := ooy verlduft, 0 < Mg < -+ < A1 < 1 fiirk <d—v+1 und
Uj ‘= Aivl + (1 - )\i)vg.

(i) Es gilt:

p(uj) = d! E g ca+5B5(C) - ')\?1(1 —Aj)*
1!
a|=d—v |B|=v
a3=0

(it) Sei j € N mit j+k—1<d—v und
I={(i,d—v—i,v):i=4j,...,7+k—1}
dann gilt fiir o € I:

k—1
Co = ZaiDZp(ui) + Z baCo
=0

az<v
agl

mit geeigneten Koeffizienten a;, by € R.
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Beweis: Aus Satz 2.2 () erhélt man direkt

> carsBi(C V) AY(1 — \)22 (2.1)
p 041'042

la=d—v |8|=v

a3=0

D7p(u;) =

(d)

und somit (i). Da z nicht parallel zu e verlduft, gilt (3 # 0. Wir setzen

(d—v)! d v)!
Vi == ——D7p(u;) g E Ca+8Bj (¢ A1 — )2
¢ d!¢y Pt Cg ol [Py g a1'a2
az=0 a+pB¢I

dann folgt aus (2.1):

Jjt+k—1 d—uv
Yi = Z < >Cu,duu,u>\g(1 - Ai)d_y_u

u=J o

Nun ist {)\“(1 — Ny = 0, B 1} eine Basis von II;_;. Da alle A; # 0 und
paarweise verschieden sind, besitzt das Gleichungssystem somit eine eindeutige Losung.
Somit folgt (ii). O

Abbildung 2.3: Interpolation in den Eckpunkten (o) und an den Kanten ()

Die Abbildung 2.3 zeigt eine Situation, die fiir Hermite-Interpolationsverfahren typisch
ist. Hier werden die, mit e bezeichneten Koeffizienten durch Ableitungen in den Eck-
punkten nach Satz 2.3 bestimmt. Die mit * gekennzeichneten Koeffizienten ergeben
sich anschlieflend nach Satz 2.4 aus Ableitungen an den Kanten.
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2.2 Splinefunktionen auf Triangulierungen

In diesem Abschnitt werden wir nun bivariate Splinefunktionen auf Triangulierungen
definieren. Wir beschreiben die Bernstein-Bézier-Darstellung fiir Splinefunktionen und
definieren den Begriff der bestimmenden Menge. Diese Mengen stehen in direkter Be-
ziehung zur Dimension des Splineraums.

Definition 2.5. Sei @ C R? ein Polygon und A = {T1,...,Ty} eine Menge von
Dreiecken, dann heifit A Triangulierung von €2, wenn gilt

(i) @=U, T;

(ii) Zwei verschiedene Dreiecke T; und 7} haben entweder eine gemeinsame Kante,
einen gemeinsamen Eckpunkt oder keinen gemeinsamen Punkt.

Abbildung 2.4: Triangulierung eines Polygons

Im Folgenden sei V die Menge der Eckpunkte und £ die Menge der Kanten von A.
Weiter bezeichne

Vi,V,V : die Anzahl der inneren, dufleren, aller Eckpunkte
Er, Eg,E : die Anzahl der inneren, dufleren, aller Kanten

N : die Anzahl der Dreiecke

S : die Anzahl der singuliren Eckpunkte

einer Triangulierung A. Hierbei heifit ein innerer Eckpunkt singulér, wenn er von zwei
sich kreuzenden Linien gebildet wird. Es gelten die folgenden Gleichungen:

Eg = Vg
N = Vg+2v;—2 (2.2)
Er = Vg+3Vr—-3
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Definition 2.6. Sei @ C R? ein Polygon und A = {T},...,Tx} eine Triangulierung
von €2, dann heif3t

ST(A) = {s €C(Q) sl €Mlgi=1,... ,N}

der Raum der bivariaten Splinefunktionen vom Grad d auf A. Seien vyq,...,vy die
Eckpunkte von A, dann ist fiir p > r durch

SP(A) :={se Sy(A):s€C’(v;),i=1,...,V}
ein Unterraum von S} (A), genannt Super-Splineraum vom Grad d definiert.

Eine Funktion s € S}(A) besteht somit aus stiickweisen bivariaten Polynomen auf den
Dreiecken von A, die an den gemeinsamen Kanten r-mal stetig-differenzierbar zusam-
mengesetzt sind. Fiir eine Funktion s € S”(A) wird zusétzlich gefordert, dass in jedem
Eckpunkt v; alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung p existieren. Ibrahim und Schu-
maker [85] definieren Super-Splinerdume allgemeiner und lassen sogar unterschiedliche
Differenzierbarkeitsordnungen in den Eckpunkten der Triangulierung zu.

Da s|r; ein Polynom ist, kann es nach Abschnitt 2.1 eindeutig in der Bernstein-Bézier-
Darstellung

sln(v) = ) dBa(Ni(v))

la|=d
geschrieben werden. Der Spline s ldsst sich deshalb durch sein Bernstein-Bézier-Netz
{(PL,c):|a|=di=1,...,N}
darstellen. Wir setzen nun

P:={P.:|la|=di=1,...,N}

fiir die Menge aller Bernstein-Bézier-Punkte der Triangulierung A. Ist v; ein Eckpunkt
von A und Tj,,...,T;, die Dreiecke mit Eckpunkt v;, dann wollen wir mit

Avi = {TllaaTln}

die Zelle um v; bezeichnen. Weiter sei Ry (v;) die Menge aller Bernstein-Bézier-Punkte
in der Zelle A,, mit einem ’Abstand’ k£ zum Eckpunkt v; (siehe Alfeld und Schumaker
[12] und Ibrahim und Schumaker [85]). Die Scheibe Dy, (v;) um den Eckpunkt v; erhalten
wir durch:

k
Dy(v) = | Rj(w)
j=0
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Definition 2.7. Eine Menge D C A C P heifit bestimmende Menge von S;”(A) auf
A, wenn fiir alle s € S;”(A) gilt:

k=0 VPLcD=c,=0 VP.cA

D heiBt minimale bestimmende Menge von S (A) auf A, wenn es keine bestimmende
Menge mit weniger Elementen gibt. Gilt A = P, dann heifit D (minimale) bestimmende
Menge von S;”(A).

Wie Alfeld und Schumaker [12] gezeigt haben gilt der folgende wichtige Zusammenhang
zwischen der Anzahl einer bestimmenden Menge und der Dimension des zugehdrigen
Splineraums.

Lemma 2.8. Fir jede bestimmende Menge D von Sy*(A) gilt dim S;”(A) < |D| und
dim S;?(A) = |D| genau dann, wenn D minimal ist.

Die Bernstein-Bézier-Koeffizienten einer minimalen bestimmenden Menge definieren so-
mit eindeutig einen Spline s € S”(A). Es geniigt deshalb, eine minimale bestimmende
Menge des Splineraums anzugeben. Mit Hilfe der Differenzierbarkeitsbedingungen nach
Satz 2.2 kann in der Regel gezeigt werden, ob eine Menge D eine bestimmende Men-
ge ist. Die Minimalitdt folgt nach Lemma 2.8, wenn die Dimension des Splineraums
bekannt ist. Hierzu gibt es einige wichtige Sétze von Schumaker [128, 130] iiber die
Dimension von Zellen und Splinerdumen, die wir hier auffithren méchten.

Satz 2.9. Seiv; ein Eckpunkt und A, :={T;,,...,T;, }. Weiter gelte 2p+1 < d.

(i) Ist v; ein quflerer Eckpunkt, dann gilt

G (A ) = (d—;Z) 1) [(d—;Jrl) _2<p—;+1>]

(1) Ist v; ein innerer Eckpunkt und e; die Anzahl der inneren Kanten mit unter-
schiedlicher Steigung im Eckpunkt v;, dann gilt

. 2 d— 1 - 1
s = (737 (7)) o

d—r

oii= Y, (r+i+1l—je)y
j=p—r+1

Fiir p = r gilt Satz 2.9 auch fiir alle r < d (siche Schumaker [128]). Mit dem Ergebnis
aus Satz 2.9 hat Schumaker [128, 130] eine untere Schranke fiir die Dimension des
Splineraums S;”(A) bestimmt (siche auch Chui und He [33]).
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Satz 2.10. Sei e; die Anzahl der Kanten mit unterschiedlicher Steigung im Eckpunkt
vi, dann gilt fir2p+1<d

it (5)-[()- (1)

[ e

=1
mit
d—r
Z (r+j+1—je)r wv; innerer Eckpunkt
0 =1 .
j=p—r+1
0 v; duferer Eckpunkt

Auch fiir die untere Schranke hat Schumaker [128] gezeigt, dass im Fall p = r die Aus-
sage aus Satz 2.10 fiir alle » < d gilt. Ibrahim und Schumaker [85] haben bewiesen,
dass fiir d > 3r 4+ 2 in Satz 2.10 die Gleichheit gilt. Fiir d < 3r + 2 gibt es keine allge-
meinen Aussagen. Den Fall S}(A) haben Alfeld, Piper und Schumaker [11] untersucht.
Auch fiir diesen Splineraum gilt in Satz 2.10 die Gleichheit. Ebenso konnten Alfeld und
Schumaker [13] dies fiir alle nicht-degenerierten Triangulierungen im Fall d = 3r + 1
zeigen. Weitere Aussagen iiber die Dimension von bivariaten Splineriumen finden sich
beispielsweise bei Billera [20], de Boor und Hollig [24], Chui und He [33], Chui und
Wang [41, 42, 43|, Hong [81], Morgan und Scott [106] und Wang [140]. Es wurden
auch verschiedene Ergebnisse iiber obere Schranken der Dimension vorgestellt (siche
Alfeld [6], Chui und He [33] und Schumaker [129]). Bei diesen Schranken spielt jedoch
die Nummerierung der Eckpunkte eine wichtige Rolle. Im Allgemeinen ist deshalb die
untere Schranke aus Satz 2.10 die wichtigere. Es sind auch nur fiir d < 2r Beispiele
bekannt, in denen die Dimension iiber der unteren Schranke liegt (siche Alfeld [4, 5],
Chou, Su und Wang [30], Diener [53], Gmelig Meyling und Pfluger [74, 75] und Morgan
und Scott [107]).



Kapitel 3

Hermite-Interpolation auf
Triangulierungen

In den letzten 30 Jahren wurden verschiedene Hermite-Interpolationsverfahren mit bi-
variaten Splines auf Triangulierungen entwickelt. Eine wichtige Gruppe sind Methoden
mit finiten Elementen. Sie sind einfach zu beschreiben und zeichnen sich durch eine
hohe Approximationsgiite aus. Allerdings wird fiir die Interpolation auf beliebigen Tri-
angulierungen ein hoher Grad des Splineraums benétigt. Eine Aussage von Farin [64]
besagt, dass der Grad d mindestens 47 + 1 betragen muss. Zudem werden in jedem
Eckpunkt von A Ableitungen bis zur Ordnung p = 2r verlangt.

Will man einen kleineren Grad d wihlen, so kann man durch Unterteilen der Dreiecke
spezielle Triangulierungen konstruieren. Hier wurden in der Vergangenheit verschiede-
ne Unterteilungsmethoden entwickelt. Eine Methode ist der Clough-Tocher Split [45],
bei dem jedes Dreieck A(wvq,v2,v3) in drei kleinere Dreiecke geteilt wird. Diese erhilt
man, indem drei Kanten von den Eckpunkten zum Baryzentrum des Dreiecks einge-
zeichnet werden (siehe Abbildung 3.1). Fiir den Clough-Tocher Split kann man einen
C'-Interpolanten vom Grad 3 beschreiben (siche Clough und Tocher [45], Farin [64],
Percell [119] und Strang und Fix [137]). Dieser ist durch Funktionswert und partiel-
le Ableitungen in jedem Eckpunkt, sowie die orthogonale Ableitung im Mittelpunkt
jeder Kante eindeutig bestimmt. Fiir beliebige Differenzierbarkeitsordnung r haben
Laghchim-Lahlou und Sablonniére [90] und Sablonniére [125] den Clough-Tocher Split
untersucht. Laghchim-Lahlou und Sablonniere zeigten, dass fiir die Interpolation mit
Elementen vom Clough-Tocher Typ ein Grad d = 3r fiir ungerade r und d = 3r + 1 fiir
gerade r ausreicht. Zudem werden in jedem Eckpunkt nur Ableitungen bis zur Ordnung
p = | %] benstigt.

Eine andere Unterteilungsmethode ist der Powell-Sabin Split [121], bei dem jedes Drei-
eck in sechs Mikro-Dreiecke geteilt wird. Sablonniére [125] hat fiir den Powell-Sabin
Split einen Interpolanten im Splineraum S%,._; (A) bestimmt. Insbesondere erhilt man
mit der Unterteilung nach Powell-Sabin einen C'-Interpolanten vom Grad 2, der nur

23
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U3

Vg

U1 U2

Abbildung 3.1: Unterteilung nach Clough-Tocher

Funktionswert und partielle Ableitungen erster Ordnung in den Eckpunkten benétigt.

Unterteilungsmethoden fiir C2-Splines wurden beispielsweise von Alfeld [3], Gao [71],
Lai [97] und Wang [141] beschrieben. Ihre Unterteilungen benétigen bis zu neun Mikro-
Dreiecke in jedem Dreieck von A.

Alle diese Unterteilungsmethoden haben den Nachteil, dass jedes Dreieck unterteilt wer-
den muss und somit die Anzahl der Dreiecke durch die Unterteilung stark wéchst. Wir
werden zeigen, dass man nur wenige Dreiecke unterteilen muss, wenn man den Inter-
polanten schrittweise berechnet. Dieses Verfahren beschreiben wir hier ausfiihrlich fiir
eine Unterteilung mit Clough-Tocher Elementen. Hierzu entwickeln wir ein Interpola-
tionsverfahren mit C"-Splines fiir beliebige Differenzierbarkeitsordnung r. Bei unserer
Unterteilungsmethode miissen wir maximal ein Dreieck fiir jeden inneren Eckpunkt
unterteilen. Im Allgemeinen geniigt sogar ein Split fiir zwei innere Eckpunkte. Der fol-
gende Abschnitt beschreibt unser Interpolationsverfahren und liefert einen Beweis fiir
die Approximationsordnung des Interpolanten. Im zweiten Abschnitt untersuchen wir
die Frage, wieviele Dreiecke fiir unser Interpolationsverfahren unterteilt werden miissen.
Hier geben wir eine Charakterisierung fiir eine Unterteilung mit einer minimalen Anzahl
von Clough-Tocher Elementen und entwickeln hieraus effiziente Unterteilungsalgorith-
men.

3.1 Unterteilungen mit Clough-Tocher Elementen

Bei unserer Methode wird der Spline fiir eine gegebene Reihenfolge der Dreiecke iterativ
berechnet. Im Gegensatz zu den Methoden mit finiten Elementen wihlen wir nicht die
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gleichen Interpolationsbedingungen auf allen Dreiecken der Triangulierung. Die Bedin-
gungen auf einem Dreieck T; hingen vielmehr von der Anzahl der gemeinsamen Kanten
mit der Teiltriangulierung A;_y := {T1,...,T;—1} ab. Hat das Dreieck mindestens zwei
gemeinsame Kanten mit der Teiltriangulierung A;, so muss dieses Dreieck unterteilt
werden. Andernfalls wiirde man nach Farin [64] in dem Eckpunkt der beiden Kanten
eine Differenzierbarkeitsordnung p = 2r und somit einen Grad von d > 4r + 1 benéti-
gen. Andererseits ist keine Unterteilung notig ist, wenn das Dreieck 7; maximal eine
Kante mit der Teiltriangulierung A; ; gemeinsam hat.

Im Folgenden sei r € N, p = [¥] und d = 2p+ 1. A = {T},..., Ty} bezeichne
eine Triangulierung eines zusammenhingenden Gebiets Q C R?. Wir setzen 6; fiir die
Anzahl der gemeinsamen Kanten von T; und A; 1, d. h. es gilt:

0; :== |{j : e; ist gemeinsame Kante von T und 7T; mit j < ¢}|
Weiter definieren wir fur £ =0,1,2, 3:
Or:={Tie A:6;, =k}

Somit liefert uns ©9 + O3 die Anzahl der Clough-Tocher Elemente fiir unsere Untertei-
lungsmethode. Wir wollen annehmen, dass die Eckpunkte v; 1, v; 2, v; 3 des Dreiecks T} so
nummeriert sind, dass das benachbarte Dreieck mit dem niedrigsten Index die gemein-
same Kante v; 1v; 2 besitzt. Falls vorhanden, soll das Dreieck mit dem néchst hoheren
Index an der Kante v; 2v; 3 liegen. Weiter seien die drei Subdreiecke des Clough-Tocher
Splits durch

Tiq := A(vi1,vi2,0i4)
Tio := A(vi,vi 3,0 4)
T; 3 := A(vi3,vi1,0i4)

definiert, wobei v; 4 das Baryzentrum von T; bezeichnet. Zu A; erhalten wir nun die
Triangulierung

U T U U {Tj 1, ],23 ],3}

j=1

0;<1 9 >2
Somit entsteht A; aus A;, indem wir jedes Dreieck T; mit 6; > 2 durch einen Clough-
Tocher Split ersetzen. Mit A := Ay bezeichnen wir die gesamte Triangulierung, die
wir durch die Unterteilung der Dreiecke erhalten.

3.1.1 Konstruktion einer bestimmenden Menge

Wir werden zuniichst eine bestimmende Menge fiir den Splineraum S;” (A) beschreiben.
Aus dieser bestimmenden Menge werden wir anschliefend einen Hermite-Interpolanten
ableiten. Hierzu betrachten wir zunéchst die einzelnen Dreiecke von A.
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Lemma 3.1. Sei T; € A mit 8; <1, D; 1 eine bestimmende Menge von Ai,l und

e {Pi:|al =d} falls 6; = 0
Z {P!:]a| =dion, a0 <d—pyaz >r} falls ;=1

Dann ist D; := D;_1 UD; eine bestimmende Menge von Sg’p(Ai).

Beweis: Die Behauptung fiir ; = 0 folgt unmittelbar, da alle Bernstein-Bézier-Punkte
von T; in D; enthalten sind. Sei nun 8; = 1 und alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-
Punkte aus D; gleich 0. Da D; ; eine bestimmende Menge von Ai,l ist, sind alle
Koeffizienten ¢} der Bernstein-Bézier-Punkte aus A;_; gleich 0. Nach Voraussetzung
ist v; 10; 2 eine gemeinsame Kante von T; und A;_;. Fiir P! ¢ D; gilt nun ay > d — p,
az > d — p oder a3 < r. Da v;; und v; 2 Eckpunkte der Teiltriangulierung Ai,l sind,
folgt fiir die ersten beiden Fillen ¢!, = 0 nach Satz 2.2 (ii). Im dritten Fall folgt dies
aus der C"-Bedingung iiber die Kante v; 17; ; nach Satz 2.2 (iii). O

Fiir den Fall 0; > 2 benotigen wir die beiden folgenden Aussagen. Das erste Lemma
wurde in dhnlicher Form auch von Ibrahim und Schumaker [85] und Laghchim-Lahlou
und Sablonniére [90, 91] bewiesen. Wir liefern hier aber zusétzlich eine Abschétzung
fiir die Bernstein-Bézier-Koeffizienten, die wir zum Beweis der Approximationsordnung
benétigen.

Lemma 3.2. Es seien Ty = A(vy,v2,v3) und Ty = A(vi,v9,v4) zwei Dreiecke, so
dass alle Kanten paarweise nicht kollinear sind. Weiter seien k = L%J und I =
{r—=2k+1,...,r—k}. Dann ist fir p < m < d die Menge

D:={P.:ay #0 oder as ¢ I, i=1,2}

eine bestimmende Menge von S) ({T1,T2}). Sei s € S, ({T1,T>}) in der Bernstein-
Bézier-Darstellung

sl (v) = Y cLBR(Av))

|a|=m

(A1,1, A1,2, A1,3) die baryzentrischen Koordinaten von vy beziiglich Ty und (A2,1, A2.2, A2 3)
die baryzentrischen Koordinaten von vz beziglich Ty, dann gilt fir |a| = m und j = 1,2:

cd| < Kmax{|c}|: P, € D,i=1,2} X'
mit

~ max {|\;]:i=1,2; 7 =1,2,3}
C min{|\j|:i=1,2 j=1,2,3}

wobei die Konstante K nur von r abhdngt.



3.1. UNTERTEILUNGEN MIT CLOUGH-TOCHER ELEMENTEN 27

Beweis: Wir setzen:
Amae = max {|X;j| 11 =1,2; j=1,2,3}
Amin = min{|X; ;| 11 =1,2; 7 =1,2,3}

Wegen A3 = 1/A13 gilt Apax > 1 und 0 < Apin < 1. Aus der C"-Bedingung iiber die
Kante 7703 folgt nach Satz 2.2 fir j=r—k+1,...,r und a = (0,m — j,7):

!
2 1 as- ﬂl B2 yB3
Ca = Z C(a1,a2,0)+651!52!5 11>‘12>‘
|Bl=cs
Setzt man
—k+1\\k 2%k+1 k+1
(rr—2k+1)>\ 2713 R )>\12>\
B := :
%1 \r—2k-+1 b oAr—k
(r 2k+1)>‘1,2 )\71",3 (rik))‘l,2>\71n,3
1 1
c= (CO,m—(r—Zk—i—l),r—Zk—l—l’ e 7CO,m—(r—k),r—k>

Y= (77‘*]94»17 s 777“)

4!
2 ol B1 B2 B
Yi = Cm—j,j — E €(0,m—7,0)+8 8116255 >‘111>‘ ,22>‘1,33
1Bl=j
Bs ¢ I oder B1 # 0

dann gilt Be = v. Sei

(r—2rk+1) e (rik)
C :=det : :
(e - (5D

dann ist C' # 0 eine Konstante, die nur von r abhéingt und es gilt

k k—1 r—k po ok
_ v v v 2
det B =C | | AT o I | AT o | | 1,3 = C>\12>‘13
v=1 v=0 v=r+1-2k

Da w103 und 704 nicht kollinear sind, gilt Aj 2, A1 3 # 0, so dass det B # 0 folgt. Also
ist D eine bestimmende Menge. Sei nun B;; die Matrix, die man durch Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus B erhélt und Cj; definiert durch

(r—2rk+1) e (T—Qk:—j—l) (r—QkZ—j-l—l) e (rik)

r—i+1 r—i+1 r—i+1 r—;-i-l

Cij -— det Err Qlk—l—llg Tt (r Tle-t] 1) (r 219;}—34—1) Errgklg
r—2k+1 T r—2k+j5—1 r—2k+j5+1 r—k

(o) o (i) Gladi) o (G5
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dann folgt analog

k r—k
; L. (r—=k+1)(r—k) .
k2 (2k41—i—j) LEEDCZB) g
det By =Cy; [[ M. H Wy JT M=oyt A5 °
v=1 v=0 v=r+1-2k
v#k+1—1i v£k—j v#j

Fiir die Eintrége b;; von B ~1 gilt somit:

|det Bji| _ |Gy Kij < Kij
|detB| |C||>\1,2 2k+1—1 — )\T—I—l

min

|bij| =

wobei Kjj := |Cj;|/|C| nur von r abhéngt. Weiter gilt

2
Vil < 1€6,m—ji] + Z I lo.m—i0)+8 31313 vg 153
|B1=7
B3 ¢ I oder B1 #0

§max{|cfl| : P! ¢ D} <1+3j

< max {|c4|: P, € D} (1 +3") A0

max
Also folgt:
b < Fmax ([} max {Jb[} < K max {|ci | P € DY A7+
mit K := k(1 + 3") max {K;;}. Analog zeigt man dies fiir die Koeffizienten c2. O

Die Abbildung 3.2 zeigt die bestimmende Menge aus Lemma 3.2 fiir die Splinerdume
Se({T1, T2 }) und S5({Th, To}).

Fiir den Fall r gerade wéihlen wir einen hoheren Polynomgrad als fiir ungerade 7.
Die minimale bestimmende Menge fiir den Splineraum unterscheidet sich deshalb fiir
die beiden Fille. Insbesondere benétigen wir in der Scheibe D,(v;4) des Hilfspunk-
tes v; 4 eines Clough-Tocher Elements einen zusétzlichen Bernstein-Bézier-Punkt. Dies
beschreibt das folgende Lemma.

Lemma 3.3. Es seien r gerade, T = A(vy,v9,v3), vg ein Punkt im Innern von T mit
den baryzentrischen Koordinaten (A1, A2, A3) und T; = A(vi,viy1,v4)'. Dann ist

Di={Plias < g;i:1,2,3}U{U4}

eine bestimmende Menge von Sy({T1,T2,T3}) und es gilt S;({T1,T2,T3}) = I,. Sei
s € S;({Th, T2, T3}) und co bzw. ¢, die Bernstein-Bézier-Koeffizienten von s beziiglich
dem Dreieck T bzw. T;. Dann gilt:

T Y] p
ol < :
lco| < Kmax {|c}| : P, € D} A

!Piir ¢ = 3 ist hier i + 1 gleich 1 zu verstehen. Diese Konvention verwenden wir auch im Folgenden,
ohne dass wir dies explizit angeben.
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U3

U1 V3

V4 V4

Abbildung 3.2: Bestimmende Menge von Sg({T,T»}) und Sg({T1,T»})

mait
1 1 1
A= —_ ., —
max{AI,AQ,Ag}

Beweis: Zunichst gilt nach Satz 2.9

wobei K nur von r abhdngt.

p+2

dlmS;({Tl,Tg,Tg}) = < 9

> = dimflp

und somit S;({T1,T», T3}) = I,. Sei s € Sy ({11, Ty, T3}) und ¢, = 0 fiir P}, € D. Nach
Satz 2.4 folgt DY (v) =0, v =0,...,5—1 fiir alle v € 7;0;;1 und alle Richtungsvektoren
z. Sind l;(v) =0,1=1,2,3 die Geradengleichungen der Kanten von 7', dann gilt wegen
sell,

s(v) = q(v) (11 (v)l2(v)l3(v)) >
mit ¢ € Ilp. Nun gilt
0 = s(va) = q(va) (11 (v4) 2 (v4)l3(v4)) 2

Da vy auf keiner Kante von T liegt, folgt I;(vs) # 0, so dass wir g(v4) = 0 und somit
s = 0 erhalten. Also ist D eine bestimmende Menge.
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Sei nun ), _, caB4 (1) die Bernstein-Bézier-Darstellung von s, dann gilt nach Satz
2.4 fiir einen Richtungsvektor z nicht parallel zur Kante 7703 und v = pvy + (1 — p)vs:

DZs(v) = Z > carsBE(C)BL (1,1 — 11,0))
\al p—v |B|=v
az=0
Y D CarsBEOBE (1,1 — 1, 0) (3.1)
\a| =p—v |B|=v
a3=0

wobei ¢ und f die baryzentrischen Richtungsvektoren von z bezﬁglich T bzw. 17 be-
zeichnen. Wir beweisen nun durch Induktion nach v = 0,...,5 — 1, dass alle ¢, mit
a3 < v die Ungleichung

’ 2

|co| < K, max {|c}| : a3 < I/} — (3.2)

erfiillen, wobei die Konstante K, nur von r abhingt. Fiir v = 0 ergibt sich aus (3.1)

Z CaBg((,U,,l _H’vo)) = Z CtlJchpz((Hul_:UﬂO))
jal=p lal=p
a3=0 a3=0

mit p € [0, 1]. Somit gilt also ¢, = L, so dass (3.2) mit Ky = 1 erfiillt ist. Die Behaup-
tung gelte nun fir £ =0,...,v — 1. Selen 140, - - - 5 fp—v € [0, 1] paarweise verschieden
und 7o, ...,y definiert durch

= > > chisBEOBL (s 1 — 18,0))

loe|=p—v |B|=v
az=0

> > carsBEQBL (s 1 — 18,0))

la|=p—v |B|=v
az=0 [33<I/

dann erhalten wir aus (3.1) das Gleichungssystem

b1 ... b1 Cp—v,0,v Yo
bpi ... bun Co,p—v,v Yo—v
mit
p—v
bij = (P ')“zp R EThie

Bezeichnen wir mit l;ij die Elemente der Inverse der Koeffizientenmatrix, dann ergibt
sich analog zum Beweis aus Lemma 3.2
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mit einer Konstante C, die nur von r abhingt. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es
eine Konstante K, _; mit

max {|cq| : a3 < v} < Ky max {|c}| : a3 < v} .

-
3
Da (3.1) fiir jeden Vektor ¢ mit (3 # 0 gilt, konnen wir ¢ := (—(y, —(o, 1) mit {3,{o >0
und (; 4+ (2 = 1 setzen. Hieraus ergibt sich

Gt Azt A 1
As A3 T3

¢ =
so dass

max{|§i| L= 1,2,3} :/\%

gilt. Wegen 0 < A3 <1 folgt:

< 3 S lehaglmax {|G i =123 + 3 3 feassl

la|=p—v |B|=v la|=p—v |B|=v
a3:0 a3:0 ﬂ3<y

2 1
S(K,,_l—i-l)(p—ll—i-l)(y_;_ )max{|cé|:a3§1/}v
3

Setzt man

K, :=C(K,_1+1)(p—v+1) (V ; 2)

dann folgt (3.2). Analog zeigt man die Aussage fiir 75 und T3, so dass
|ca| < Kz_j max {|cza| : P ¢ D} Azt
fir alle a # (5, §, %) gilt. SchlieBlich ergibt sich aus
chop = 5(N) = Y caBE(N)
la|=p
mit (3.2):

p+2

5 >K§1 max {|ch|: P, € D} A"

le5.5.51 < lehop A + (
Mit K :=1+ (pf)Kg,l erhiilt man

|ca| < max {|cq| : |a| = p} < K max {|c}|: P, € D} N

wobei K nur von r abhingt. O
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Abbildung 3.3: Bestimmende Menge von S§ ({7}, Ts, T5})

Die Abbildung 3.3 zeigt die bestimmende Menge aus Lemma 3.3 fiir den Splineraum
SS({Th, Tz, T3}).

Mit Hilfe von Lemma 3.2 und 3.3 kann nun eine bestimmende Menge fiir die Dreiecke
T; mit 6; > 2 angegeben werden.

Lemma 3.4. Es scien T; € A mit 8; > 2, D; 1 eine bestimmende Menge von Ai,l
und A; j, Bij, Cij, j = 1,2,3 definiert durch

Aij =Py :|a| =d; an,a0 <d—p; ag <r}
B;j = {ngj Vel =d; ap, a9 > [gJ, o3 >r}
Ciyj = {Poi[j‘|a|:d; oz = 0; p+1§a3§p+r}

Man setze
U?Zl Bi;jUA;3 0; = 2 und r ungerade
D — U?’:1 Bi,; 0; = 3 und r ungerade
T U?:1 (Bij UCij) U{viat UA; 3 0; =2 und r gerade
U?Zl (Bij UCij) U{via} 0; = 3 und r gerade

Dann ist D; := D;_1 UD; eine bestimmende Menge von S;’p(Ai).
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Beweis: Es seien alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte aus D; gleich 0. Nach
Voraussetzung gehoren die Eckpunkte v; 1, v; 2 und v; 3 zur Teiltriangulierung Ai,l.
Somit folgt aus der C'*-Bedingung in jedem Eckpunkt, dass alle Koeffizienten der Bern-
stein-Bézier-Punkte in der Scheibe D,(v;;), 7 = 1,2,3 gleich 0 sind. Aus den C’-
Bedingungen iiber die Kanten v; 1v; 2 und v; 2v; 3 folgt dies auch fiir die Koeffizienten
der Punkte aus A;; und A; . Fiir §; = 2 gilt A; 3 C D; und somit sind nach Voraus-
setzung alle Koeffizienten der Punkte aus A; 3 gleich 0. Fiir 0; = 3 gehort die Kante
v; 30;,1 zur Teiltriangulierung A,_1, so dass sich in diesem Fall die Koeffizienten aus der
C"-Bedingung iiber die Kante berechnen. Somit sind alle Koeffizienten der Bernstein-
Bézier-Punkte aus U?Zl (Dy(vi ;) U A; ;) gleich 0.

Die Koeffizienten ¢, mit oy, s > | % | berechnen sich nun iterativ, indem man Lemma
o 1,682 Z |5 )

3.2 fiir die Ringe Ry, (v ), m = p+1,...,p+ r anwendet. Ist r ungerade, dann lassen
sich die verbleibenden Koeffizienten ebenfalls nach Lemma 3.2 mit m = p+r,...,d
bestimmen. Ist r gerade, dann ergeben sich die Koeffizienten nach Lemma 3.3. U

Die Abbildung 3.4 zeigt die Mengen A; ;(e), B; ;(¥) und C; (%) fiir den Fall S (A).

U3

Abbildung 3.4: Bestimmende Menge von Sfég(A)

Aus Lemma 3.1 und 3.4 erhalten wir nun eine minimale bestimmende Menge D fiir
den Splineraum S7”(A). Hierzu konstruieren wir induktiv die Mengen D;, i =0,..., N
nach dem folgenden Verfahren.
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(i) Wir setzen Dy := 0.

(ii) Sei Dy, fiir 0 < j < 4 konstruiert. Fir §; < 1 wihlen wir die Menge D, nach
Lemma 3.1 und fiir 6; > 2 die Menge D; nach Lemma 3.4 und setzen

D;:=D; 11U {)z
(iii) SchlieBlich definieren wir D := Dy

Wir erhalten nun direkt den folgenden Satz.

Satz 3.5. Seir € N, p = |2|, d = 2p + 1 und D nach dem oben beschriebenen
Verfahren konstruiert. Dann ist D eine bestimmende Menge des Splineraums Sg’p(A).

3.1.2 Hermite-Interpolation und Approximationsgiite

Aus der bestimmenden Menge nach Satz 3.5 kdnnen wir nun einen Hermite-Interpolan-
ten fiir den Splineraum S;”(A) herleiten. Es gilt der folgende Satz.

Satz 3.6. Seir € N, p = |3], d = 2p+ 1 und f € C*(Q). Dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Spline s € Sg’p(A), der die folgenden Interpolationsbedingungen
erfillt:

(1) Fir jeden Eckpunkt v; € A und p+ v < p gelte:
DiDys(vi) = DD, f(vi)
(ii) Fir jedes Dreieck T; = A(v;1,v;2,v;3) sei e j := ;;0;41, 2i,; ein Vektor, der

nicht parallel zur Kante e; ; verlduft und wf’j, w=1,...,7 paarweise verschiedene
Punkte auf e; ;.

(a) Ist 0; =0, dann gelte fir 1 <u<v<r
Dgi,ls(wﬁl) = DZi’lf(wgfl)
(b) Ist 6; € {0,1}, dann gelte fir p<pu+v <d—r und p,v>pu+v—p
Dy, Doy 55(is) = Dy Dy f (Vi)
(c) Ist 0; =2, dann gelte fir 1 <p<v<r
DZZ,,SS(’U)Z?)) = Dgi,gf(wgf:),)

d) Ist0; € {2,3}, dann gelte fiirj =1,2,3, r+1 <v <2r—1lundl < pu <2r—v
(d) ,3}, g =123, I

DY s(wt'.) = DY f(wk))

Zij i,J) 2ij ,J
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(iit) Ist v gerade und T; = A(v1,vi2,0;3) ein Dreieck mit 6; > 2, dann gelte fir
i=123undp+1<v<p+r

D, s(vij) = Dy, f(vij)

Ui 4= 5 Vi, 4=V 5
s(via) = f(via)
wobei v; 4 das Baryzentrum von T; bezeichne.
Beweis: Mit Satz 2.3 und 2.4 folgt unmittelbar, dass sich alle Koeffizienten ¢!, der
bestimmenden Menge aus Satz 3.5 aus den Interpolationsbedingungen berechnen lassen.

Sei M die Anzahl der Bedingungen, dann gilt somit dim S;’p(A) < M. Mit (2.2) folgt
wegen F = 30y + 20 + Oq:

@2+2@3:@2+2@3+(3@0+2®1+@2)—(EB—i-E[)
=0y +2N — (2Vp + 3V —3)
=0+ V-1

Fiir » ungerade erhilt man hieraus:
p+2 p+1 p+1 r+1
M = —
(27 (7o (7)) - (2]

+ (T;1>®2+3<;> (03 + O3)

Tr 4+ 4r +1 1572 +1 —3r2 +6r+1
_Ir +47"+ Vi + r8+ (Vi + O+ O3) + 7"4;17“+

=(37)-1(77) - (737w enen
+ [(d_;H) _2<p—;+1>] 1+ 30, 4 300)

Analog ergibt sich fiir r gerade:

M= (p;2>v+ (p_;_l)@o-i- [(;;-;1) = <T;1>:|®1
+ (T;1>@2+3(;> (02 +03) + (3r +1) (02 + 63)

7r? 4+ 10r + 4 1572 + 187 + 8 3
:va—Ff(Wﬁ-@Q-{-@ﬂ—Z?ﬂ

_ (d;g) B [(d—;—Z) B (@2)} V40,160
+ [(d—;+1> _2<p—;+1>] 1+ 30, 4 30

Nach Satz 2.10 folgt somit dim S;*(A) > M. O
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Fiir die Ableitungen im Eckpunkt v; 3 nach (ii) kann man auch Ableitungen iiber die
Kante v; 10; 2 verwenden. Der Interpolant lidsst sich dann mit den Bedingungen
DZZ,,IS('LUZI) = ‘DZZ,lf(wZI)

firr+1<v <pund 1l < p < v eindeutig bestimmen. Diese Losung hat jedoch den
Nachteil, dass die Koeffizienten ¢, mit a3 < 3 in die Berechnung der Koeffizienten ¢,
mit r +1 < a3 < p eingehen, so dass der Interpolant nicht lokal bestimmt werden
kann. Mit dem Interpolationsschema aus Satz 3.6 lassen sich dagegen fiir gerade r alle
Koeffizienten und fiir ungerade r alle bis auf den Koeffizienten cj.,.,. lokal berechnen.
Hierdurch sichern wir die hohe Approximationsgiite unseres Interpolationsverfahrens.

Zum Beweis der Approximationsordnung verwenden wir den folgenden Satz von Bram-

ble und Hilbert [27, 28].

Satz 3.7. Sei Q C R? eine offene Menge, die die strikte Kegeleigenschaft erfillt,
h = diam(Q) und L : C™"(Q) — R ein lineares Funktional mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) L(p) =0 fiir alle p € 11, und

(it) |L(f)| < CXTo W |1 fNl; mit || fll; :=sup {|DEDy f|| : v + p = j} und einer Kon-
stante C' unabhdngig von h und f.

Dann gibt es eine Konstante K unabhdngig von h und f, so dass

IL(f)] < KR | £l

gilt.

Fiir z € R definieren wir nun L(f) = f(z) — s(x), wobei s den Interpolanten aus Satz
3.6 bezeichnet. Somit gilt L(p) = 0 fiir alle Polynome p € II;. Wie Lai und Schumaker
[98, 99, 100] bemerkt haben, kann man die Bedingung (ii) durch eine Abschitzung der
Bernstein-Bézier-Koeffizienten sichern. Wir zeigen deshalb, dass die Koeffizienten ¢,
des Interpolanten der Bedingung

m
ol <C Y WIS (3:3)
=0

geniigen. Hierbei bezeichnet i die maximale Kantenldnge der Dreiecke von A. Sei nun
2r < m < d, dann folgt (3.3) fiir ein Dreieck 7; mit #; = 0 unmittelbar, da alle Koef-
fizienten nach Satz 2.3 und 2.4 direkt aus Ableitungen bis zur Ordnung 2r berechnet
werden. Fiir ein Dreieck T mit 6; = 2,3 verwenden wir die Unterteilung nach Clough-
Tocher. Somit gilt A = 3 in Lemma 3.2 und 3.3, so dass (3.3) folgt, falls die Ungleichung
fiir die Koeffizienten ¢!, der Bernstein-Bézier-Punkte aus der bestimmenden Menge D
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gilt. Diese berechnen sich entweder direkt aus Interpolationsbedingungen in den Eck-
punkten und an den Kanten oder sie ergeben sich aus den C"-Bedingungen iiber die
gemeinsame Kante mit einem benachbarten Dreieck.

Somit miissen wir nur den Fall ; = 1 genauer betrachten. In diesem Fall berechnen sich
die Koeflizienten ¢!, mit a, @y > d — p oder a3 > r aus den Interpolationsbedingungen.
Die iibrigen Koeffizienten erhalten wir nach Satz 2.2 aus der C"-Bedingung

¢ = Z CE; L an0) +6353(» (3.4)
|B|=a3

iiber die gemeinsame Kante ; 10; 2 mit einem benachbarten Dreieck T;,. Die Koeffi-
zienten c!, konnen jedoch aufgrund der C”-Bedingung an den beiden anderen Kanten
Vi 2U; 3 und v;10;3 auch auf die benachbarten Dreiecke T;, und T;, wirken. Dies ist
genau dann der Fall, wenn ay, a3 < r (fir die Kante 7;10;3) bzw. a1, a3 < r (fir die
Kante 7; 57; 3) gilt.

Abbildung 3.5: Bernstein-Bézier-Punkte mit a1, a3 < r baw. ag, a3 <7

Die Abbildung 3.5 zeigt die zugehorigen Bernstein-Bézier-Punkte (e) fiir den Fall r =
3,4. Ist r gerade, so konnen wegen a; + a + a3 = d = 3r + 1 nicht beide Bedingungen
gleichzeitig gelten. Die beiden Menge sind deshalb getrennt, so dass die Berechnung
lokal mit Koeffizienten aus den Scheiben Dy, (v;1) bzw. Dg.(v;2) erfolgt. Im Fall r
ungerade gilt dies fiir alle Koeffizienten ¢!, mit a # (r,7,7). Der Bernstein-Bézier-Punkt
P!, . (*) wirkt iiber die C"-Bedingung auf alle benachbarten Dreiecke. Die Gleichung

T )

(3.4) zeigt allerdings, dass er nur in die Berechnung der Koeffizienten ¢/, , eingeht.
Alle anderen Koeffizienten der benachbarten Dreiecke ergeben sich wieder lokal aus
Interpolationsbedingungen oder Koeffizienten in den Scheiben Dy, (v).

Sei nun {T},...,T}} eine Menge von Dreiecken mit #; = 1, so dass T; und T;;; eine
gemeinsame Kante haben. Die Eckpunkte seien so nummeriert, dass die Kanten v; 1v; 3
und v;11,10;412 gleich sind. Mit )\; werden die baryzentrischen Koordinaten von v; 3
beziiglich T;_; bezeichnet. Die Koeffizienten c., sollen die Bedingung (3.3) erfiillen. Aus
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(3.4) erhilt man fiir einen Bernstein-Bézier-Koeffizienten ¢!, mit a1, ay < d — p und
a3 < r die Ungleichung

. . |
ct| < max {|c 7 : o] = d} X8 S -
ea] < max {le; '] + o] = d} lﬁZaS AN
= (3\)** max {|c5!| : || = d}

mit
Ai=max{|\ij|:i=1,...,kj =123}

Wir kénnen A > 1 annehmen und erhalten fiir as, a3 < r bzw. a1, a3 < r die Unglei-
chung:

et < BN max {|ey| : [a] = d} < BN O W[
j=0

Ist r gerade oder o # (r,r,7), dann ist k durch die maximale Anzahl der Dreiecke
einer Zelle beschrinkt. Diese Anzahl ist ebenso wie A durch den kleinsten Winkel der
Triangulierung beschréinkt. Somit ergibt sich

m
bl < CY W IfI
j=0

mit einer Konstante C, die nur von r und dem kleinsten Winkel der Triangulierung
abhéngt. Mit dem Satz von Bramble und Hilbert erhélt man den folgenden Satz.

Satz 3.8. Ist r gerade, f € C™1(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmte In-
terpolant aus Satz 3.6, dann ¢ibt es eine Konstante K, die nur von r und dem kleinsten
Winkel der Triangulierung abhdngt, so dass

If = sll < KB fll g

gilt. Insbesondere besitzt der Splineraum Sg’p(A) die optimale Approzimationsordnung
d—+1.

Im Fall r ungerade spielt der Koeffizient c,,, eine besondere Rolle, da er iiber die
C"-Bedingung auf alle drei benachbarten Dreiecke wirkt. Die Berechnung ist also nicht
mehr lokal auf eine Zelle beschrinkt. Wegen der Beziehung

area(Ty)

Aiowe Ap_ =
[Aj2 - Ak—1,2] arca(T))
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erhalten wir mit den gleichen Bezeichnungen wie oben:

ekl < BN (L4 Pporal” + -+ Ara. . dem12l) CY W IF]
=0

area(T;) \" <= . ;
(33 oz(ma ) S,

a

Jj=
. (Tk) S
< kO (3N) m{((T)) k}]Zh 171,
Setzt man

C~’::C’(3>\)’max{<w>r:jzl,...,k}

area(T})

dann ist C' nur von r und dem kleinsten Winkel der Triangulierung abhingig und es
gilt:

|cr,r,r =
=0

Mit dem Satz von Bramble und Hilbert erhalten wir deshalb fiir ungerade r die folgende
Aussage.

Satz 3.9. Ist r ungerade, f € C™TY(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmte
Interpolant aus Satz 3.6. Weiter sei T;,,...,T;, die lingste zusammenhdingende Kette
von Dreiecken mit ij < ij41 und 0;; = 1. Dann gibt es eine Konstante K, die nur von
r und dem kleinsten Winkel der Triangulierung abhdngt, so dass

1f = sl < KER™ | £1],40
gilt. Fir k € O(h™Y) besitzt der Splineraum Sg’p(A) mindestens die Approzimations-
ordnung d +1 —gq.

Im Allgemeinen kann man nicht erwarten, dass k£ konstant ist. Fiir die Algorithmen
aus Abschnitt 3.2 zeigen jedoch unsere nummerischen Beispiele in Kapitel 7, dass im
Allgemeinen k € O(h 1) gilt. Fiir diese Unterteilung besitzt der Interpolant deshalb
die Approximationsordnung d. Unsere Algorithmen haben jedoch das Ziel, die Anzahl
der Clough-Tocher Elemente zu minimieren. Es ist hier leicht méglich die Algorithmen
so zu modifizieren, dass die Linge k durch eine Konstante beschrinkt wird. In diesem
Fall besitzt der Interpolant aus Satz 3.6 auch fiir ungerade r optimale Approximations-
ordnung. Selbst in diesem Fall bendtigen wir fiir jeden inneren Eckpunkt maximal ein
Clough-Tocher Element.
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Der Interpolant aus Satz 3.6 benotigt sowohl Ableitungen in den Eckpunkten als auch
an den Kanten der Triangulierung. Dies sichert die hohe Approximationsgiite des In-
terpolanten, da er exakt fiir den Polynomraum II, ist. Oft sind jedoch nur Ableitun-
gen in den Eckpunkten gegeben. Hier kann man einen reduzierten Interpolanten wie
Laghchim-Lahlou und Sablonniere [90, 91] verwenden. Fiir diesen Interpolanten fordert
man einen niedrigeren Grad fiir die Ableitungen iiber die Kanten der Dreiecke.

Satz 3.10. Seir € N, p = |2], d = 2p+ 1 und f € CP(Q), dann gibt es einen
eindeutig bestimmten Spline s € Sg’p(A), der die folgenden Interpolationsbedingungen
erfillt:

(i) Fiir jeden Eckpunkt vi € A und p+ v < p gelte:
Dy Dys(vi) = Dy Dy f (v)

(ii) Fir jedes Dreieck Ty = A(vi1,vi2,vi3) sei €;j = U;;0; 11 und z; ein Vektor,
der nicht parallel zur Kante e; ; verlduft.

(a) Ist 0; =0, dann gelte fir 1 <v <r
DZZ,,13|(%,1 el
(b) Ist 0; € {0,1}, dann gelte firr+1<v <p
D7, Sle;s € Ha—2p
(c) Ist 0; =2, dann gelte fir 1 <v <r
D7, ,sle; s € Ha—2y
(d) Ist 0; € {2,3}, dann gelte firr+1<v <2r—1undj=1,2,3
D7, sle,; € 1L,
(iit) Ist r gerade und T; = A(v;1,v2,0;3) ein Dreieck mit 0; > 2, dann gelte

slr, € CTTH(TY)

Beweis: Mit dem gleichen Beweis wie bei Laghchim-Lahlou und Sablonniere [90, 91]
sieht man, dass sich aus den Bedingungen (ii) die Richtungsableitungen Dgi’]_s|ei,j
eindeutig bestimmen lassen. Nach Satz 2.4 erh&lt man hieraus die Bernstein-Bézier-
Koeffizienten im Abstand v zur Kante e; j. Somit ergeben sich alle Bernstein-Bézier-
Koeffizienten, die in Satz 3.6 aus den Ableitungen nach (ii) berechnet wurden. Die
Bedingungen in Satz 3.6 (iii) werden durch die héhere Differenzierbarkeitsordnung an
den inneren Kanten der Clough-Tocher Elemente ersetzt (siehe Laghchim-Lahlou und
Sablonniere [90, 91]). O
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Fir die Dreiecke mit 6; < 1 kann man die Koeffizienten cia auflerhalb der Scheiben
D,(v) auch durch Gradanhebung berechnen (siehe Farin [64]). In beiden Fillen repro-
duziert der reduzierte Interpolant nur Polynome bis zum Grad d — r, so dass man auch
nur eine Approximationsordnung von d — r + 1 erwarten kann. Alternativ lassen sich
die fehlenden Ableitungen an den Kanten durch N#hrungsverfahren bestimmen (siehe
Gmelig Meyling [73], Gmelig Meyling und Pfluger [75], Grandine [76], Lai und Schu-
maker [98]). Solche Néhrungsverfahren sind allerdings nicht immer nummerisch stabil
und erhdhen zudem den Berechnungsaufwand fiir den Interpolanten.

3.2 Minimale Unterteilungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wieviele Clough-Tocher Elemente wir fiir die
Interpolation benétigen. Ziel ist es, durch eine geeignete Nummerierung der Dreiecke
von A die Anzahl der benétigten Clough-Tocher Elemente zu minimieren. Der Beweis
von Satz 3.6 lieferte die Beziehung

Oy +203=0¢0+V;—1 (3.5)

Die Anzahl der Clough-Tocher Elemente ist durch ©, + ©3 gegeben und wird somit
minimal, wenn ©p = 1 und ©s = 0 gilt. Ist Q zusammenhingend, dann kann man
immer eine Nummerierung der Dreiecke mit ©¢ = 1 finden. Fiir diesen Fall erhalten
wir Vi = ©2+ 203, so dass die Anzahl der Clough-Tocher Elemente zwischen V7/2 und
Vr liegt. Nach (2.2) kann sich die Anzahl der Dreiecke durch die Unterteilung somit
maximal verdoppeln. Im giinstigsten Fall wéchst sie sogar um weniger als die Hélfte.

Im allgemeinen kann man aber nicht erwarten, dass jede Triangulierung ein Nummerie-
rung der Dreiecke besitzt, die nur V;/2 Clough-Tocher Elemente benotigt. Die Abbil-
dung 3.6 zeigt zwei Triangulierungen mit zwei inneren Eckpunkten. Fiir die erste Tri-
angulierung kénnen wir eine Nummerierung finden, bei der wir nur ein Clough-Tocher
Element benotigen. Fiir die zweite Triangulierung benétigen wir jedoch mindestens zwei
Clough-Tocher Elemente und somit die maximale Anzahl V7.

3.2.1 Charakterisierung einer minimalen Unterteilung

Wir werden nun eine Charakterisierung fiir eine optimale Unterteilung der Dreiecke
herleiten. Hierzu benutzen wir graphentheoretische Methoden und beschrieben einen
Zusammenhang zwischen einem maximalen Matching der inneren Kanten von A und
der Lage der Clough-Tocher Elemente. Bei dem Problem des maximalen Matchings ist
eine maximale Menge von disjunkten Kanten eines Graphs G gesucht. Ein ausfiihrliche
Darstellung des Matching-Problems findet sich beispielsweise bei Jungnickel [87] und
Volkmann [139]. Im Zusammenhang mit unserem Unterteilungsproblem betrachten wir
nun den Graphen, der aus allen inneren Eckpunkten der Triangulierung und allen Kan-
ten zwischen zwei inneren Eckpunkten besteht. Ziel ist es, ein maximales Matching
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Ty T
Tx T
T Ts Ts
T4 T,
Tt T3
17 T
T5 | Ty
T3 T

Abbildung 3.6: Minimale Unterteilung von A

fiir diesen Graph zu bestimmen, so dass uns die Kanten des Matchings die Lage der
Clough-Tocher Elemente fiir die Unterteilung A beschreiben. Bevor wir dieses Problem
genauer betrachten, folgen zunéichst einige vorbereitende Aussagen.

Definition 3.11. Sei A = {T,..., Iy} und 7 : {1,...,N} — {1,..., N} ein Permu-
tation, dann setzen wir analog wie in Abschnitt 3.1

07 := |{k : e}, ist gemeinsame Kante von T und T; mit 7(j) < m(4)}|

O ={T; € A: 0] =k}

Ein Permutation 7 heifit optimal, wenn ©F + 0% < ©F + OF fiir jede Permutation o
gilt und wir definieren mit

O(A) := min{©F + OF : ¢ ist Permutation von {1,...,N}}
die minimale Anzahl der Clough-Tocher Elemente fiir A.

Zur Vereinfachung der Beschreibung werden wir im folgenden Teil des Kapitels ein
Dreieck als Flap (siehe Schumaker [128]) bezeichnen, wenn es hochstens eine gemeinsa-
me Kante mit der Resttriangulierung hat. Weiter nennen wir eine innere Kante einen
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Chord (siehe Dillencourt [55]), wenn sie zwei duflere Eckpunkte besitzt. Die Abbildung
3.7 zeigt eine Triangulierung mit zwei Flaps F} und F, und drei Chords e, es und es.
Wir werden nun zeigen, dass es fiir jede Triangulierung A eine optimale Permutation
m mit ©F = 1 gibt. Hierzu bendtigen wir das folgende Lemma.

Fy Fy

€1 €2

€3

Abbildung 3.7: Triangulierung mit Flaps und Chords

Lemma 3.12. Sei w eine Permutation mit ©f = 1 und ©F = OF = 0, dann gibt es fir
jedes Dreieck T; € A eine Permutation m; mit ©)' = OF, k=0,1,2,3 und 0] = 0.

Beweis: Wegen O] = 1 muss A zusammenhéngend sein. Fiir ein beliebiges Dreieck
T; € A definieren wir A; ,, n =1,..., N und m; induktiv. Fiir n = 1 setzen wir A; ; :=
{T;} und m;(i) := 1. Sei nun n > 1 und A;,_; definiert. Da A zusammenhéngend ist,
gibt es ein Dreieck T; € A\ A; ,—1, das eine gemeinsame Kante mit einem Dreieck aus
A;n—1 hat. Wir setzen A; , := A; ;1 U{Tj} und 7;(j) :=n.

Offensichtlich gilt 6" = 0 und 67" > 1 fiir j # i. Weiter sind alle Teiltriangulierungen
A; , zusammenhéngend. Angenommen es gibt ein Dreieck 7; € A mit 0;” > 2. Wir
betrachten nun die kleinste Teiltriangulierung A;,, die ein Dreieck 7} mit 9;” > 2
enthélt. Dann gibt es zwei benachbarte Dreiecke T}, ,Tj, € A;,—1 von Tj. Da A;
zusammenhéngend ist, gibt es eine zusammenhéngende Kette 1}, =:T,,,T,,,...,T,, :=
Tj, von Dreiecken in A;, 1. Also enthélt T; =: T,,,7T,,,...,T,, einen geschlossenen
Kreis. Sei v, so gewéhlt, dass

7(vy) = max {n(vg),...,7w(v)}

gilt, dann folgt 67 > 2. Dies steht im Widerspruch zu den Voraussetzungen. O

Mit diesem Lemma konnen wir nun zeigen, dass die Menge {7 : ©F = 1} eine optimale
Permutation enthélt.
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Lemma 3.13. Sei o eine Permutation, dann gibt es eine Permutation m mit ©fF =
und OF + ©F < 03 + 6.

Beweis: Sei A :={T;: 607 <1}, B:= A\ Aund Ay, Ay, ..., A, die zusammenhéingen-
den Komponenten von A. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach der
Anzahl der Komponenten von A.

Sei m = 1, dann definieren wir fiir T; € A1 = A:

m(i) := {7 : 0(j) < 0(i); Tj € A}]

Somit gilt 87 < 67 <1 fiir alle T; € A. Angenommen es gébe zwei Dreiecke T;,,T;, € A
mit ¢7 = ¢] = 0. Da A zusammenhiéngend ist, gibt es eine zusammenhéngende Kette
T, =:1,,,T,,,...,T,, :=T;, von Dreiecken in A. Sei wieder v, so gewihlt, dass

m(vy) = max {n(v1),...,7(vp)}

gilt. Wegen 07 = 07 = 0 folgt u # 1 und g # r und somit 2 < 67 < 67. Dies steht aber
im Widerspruch zur Definition von A. Somit gibt es nur ein Dreieck T; € A mit 6] = 0.
Da A zusammenhéngend ist, konnen wir nun 7 (¢) fiir 7; € B so definieren, dass 07 > 1
gilt. Damit folgt ©F =1 und ©F 4+ 0F < |B| = 05 + 04.

Sei nun m > 1 und die Behauptung gelte fiir m — 1. Nach Voraussetzung kénnen wir
A durch Entfernen der Dreiecke aus B in die Komponenten Ay, ..., A,, zerlegen. Wir

wiihlen eine minimale Menge By, C B, so dass Ay, eine Komponente in A\ By, ist und
setzen A := A\ (4,, UB,,). Fir T; € A definieren wir

5(i) = {3+ 0(j) < 0li);T; € 4}
Somit gilt 7 < 67 und
0 + 05 < |B| - Byl

Da A= {Tj,,... , T, } genau m — 1 Komponenten hat, gibt es nach Induktionsvoraus-
setung eine Abbildung 7 : {i1,...,ix} — {1,...,k} mit ©F =1 und

OF + 0% <03 + 0635 < |B|— |By|

Wir setzen nun 7 (i) := 7 (i) fiir alle T} € A. Da B,, minimal gewihlt wurde, gibt es ein
Dreieck T}, € By, so dass AU{T,,}UA,, zusammenhiingend ist. Sei T}, ein benachbartes
Dreieck von T),, dann wihlen wir fiir A,, eine Abbildung ,, mit )™ = 0 nach Lemma
3.12 und setzen
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Mit Lemma 3.12 folgt 67 > 1 fiir alle T; € A,,, U{T},}. Wir zeigen nun, dass es maximal
ein Dreieck T; € A, U{T,} mit 6 > 2 gibt. Hierzu unterscheiden wir zwei Félle. Hat
T}, nur eine gemeinsame Kante mit A,,, dann gilt 67 = 1 fiir alle T; € A;, nach Lemma
3.12. Hat T}, zwei gemeinsame Kanten mit A,,, dann gibt es ein benachbartes Dreieck
T; € Ay, mit 07 = 2. In diesem Fall hat aber T, nur eine gemeinsame Kante mit ;1,
so dass 0] = 1 folgt. Analog wie im Fall m = 1 kénnen wir nun = (i) fiir die Dreiecke
T; € By, \ {T,} so definieren, dass 87 > 1 gilt und erhalten ©F = 1 sowie

©F + 03 < O] + 65 + |B,| < |B| = 63 + 63

O

Wir werden nun eine Charakterisierung fiir eine optimale Permutation 7= mit Hilfe des
Matching-Problems der Graphentheorie liefern. Im Folgenden sei G = (V, E) ein Graph
mit der Knotenmenge V und der Kantenmenge E. Fiir V C V bezeichnen wir mit G [f/]
den induzierten Teilgraphen mit der Knotenmenge V und allen Kanten aus E, die zwei
Eckpunkte aus V besitzen. Weiter schreiben wir G — V fiir G[V \ V].

Definition 3.14. Sei G = (V, E) ein Graph ohne Schlingen und mehrfache Kanten
und M C E.

(i) M heiBt ein Matching von G, falls es nur knotendisjunkte Kanten enthilt.

(ii) M heiflt mazimales Matching, falls es kein Matching M’ C E mit mehr Elementen
gibt.

(iii) M heiBt perfektes Matching, falls alle bis auf maximal ein Knoten in M enthalten
sind.

Weiter setzen wir

a(G) := max {|M| : M ist Matching von G}

Fiir eine beliebige Triangulierung A wollen wir im Folgenden mit Ga := G[V;] den,
durch die Menge aller inneren Eckpunkte induzierten Teilgraphen von A bezeichnen.
Betrachten wir die Triangulierungen aus Abbildung 3.6, dann hat der Graph G im
ersten Fall genau eine Kante mit den beiden inneren Eckpunkten. Somit gibt es ein
perfektes Matching M = E von Ga und es gilt [M| = ©3. Im zweiten Fall gilt £ =
(0, so dass ein maximales Matching keine Elemente enthélt. Auch in diesem Fall gilt
|M| = ©3 = 0. Dies deutet darauf hin, dass ein Zusammenhang zwischen der Anzahl
eines maximalen Matchings und ©3 besteht.

Wir ordnen nun jeder Permutation 7 ein Matching M zu, indem wir Clough-Tocher
Elemente mit zwei inneren Eckpunkten v; und v; aus der Triangulierung entfernen und
die Kante v;0; dem Matching M hinzufiigen. Wegen Lemma 3.13 gibt es immer eine
optimale Losung m mit ©f = 1. Wir werden uns deshalb auf diese Fille beschrénken.



46 KAPITEL 3. HERMITE-INTERPOLATION AUF TRIANGULIERUNGEN

Definition 3.15. Sei M ein Matching von G und 7 eine Permutation mit ©f = 1,
dann heiflt M von 7 erzeugt, wenn ©F = |M]| gilt und jede Kante von M an genau
einem Dreieck T; mit 07 = 3 liegt.

Es gilt nun das folgende Lemma.

Lemma 3.16. Se: m eine Permutation mit ©Ff = 1, dann gibt es ein von ™ erzeugtes
Matching M.

Beweis: Wir betrachten die Menge 7 := {T; : 07 = 3} und werden zeigen, dass man
die Clough-Tocher Elemente 7; € T so aus der Triangulierung entfernen kann, dass in
jedem Schritt mindestens zwei innere Eckpunkte zu dufleren Eckpunkten werden. Diese
Paare von inneren Eckpunkten liefern dann das gesuchte Matching M. Hierzu setzen
wir 7 := 0 und bestimmen ein Dreieck T}, € T\ T, dass mit einem Dreieck T; € T
verbunden ist. Gibt es kein solches Dreieck, dann wéhlen wir ein beliebiges Dreieck
Tm € T\ 7. In beiden Fillen wird T}, zu T hinzugefiigt und dieser Schritt solange
wiederholt, bis 7\ 7 = 0 gilt.

Zunéchst kann jedes Dreieck T, € T iiber maximal einen Eckpunkt mit einem anderen
Dreieck T; € T verbunden sein. Andernfills héitten die beiden Dreiecke eine gemeinsame
Kante, so dass 07, < 3 oder 67 < 3 gelten muss. Wir nehmen an, dass der Algorithmus
ein Dreieck T,, € T\ T bestimmt, dass mit zwei Dreiecken T;,T;, € T verbunden ist.
Da der Algorithmus zuerst alle zusammenhéingenden Dreiecke auswéhlt, muss es eine
Folge von Dreiecken T;, = Tj,,T},,...,T;, = T;, € T geben, so dass Tj, und T}, ,
einen gemeinsamen Eckpunkt haben. Also enthédlt T5,, T}, ..., T}, einen geschlossenen
Kreis. Da alle Dreiecke in 7 drei benachbarte Dreiecke besitzen, gibt es Dreiecke T ¢ T
innerhalb und auferhalb des Kreises und somit mindestens zwei Dreiecke mit 67 = 0.
Dies steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung. U

Aus diesem Lemma erhalten wir nun den folgenden wichtigen Satz.

Satz 3.17. Fir jede Triangulierung gilt ©(A) > Vi —a(Ga) und die Gleichheit genau
dann, wenn es ein mazimales Matching M gibt, dass von einer Permutation 7 erzeugt
1st.

Beweis: Ist M, ein maximales Matching, dass von einer Permutation 7 erzeugt ist,
dann gilt mit (3.5):
O(A) <O +05 =V — M| =Vr —a(Ga)

Sei nun o eine beliebige Permutation, dann gibt es nach Lemma 3.13 eine Permutation
m mit ©Ff = 1 und ©F 4+ ©F > 7 + OF. Nach Lemma 3.16 gibt es ein von 7 erzeugtes
Matching M. Also folgt wieder mit (3.5):

O3 + 0% > 03 + 03 =V; — 05 = Vi — [ M|

und somit O(A) > Vi —a(Ga) und O(A) > Vi —a(Ga), falls |M;| < a(Ga) fiir jedes,
von einer Permutation 7 erzeugtes Matching M, gilt. O
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Diskussion: Satz 3.17 besagt, dass die Anzahl der Clough-Tocher Elemente fiir un-
sere Unterteilung A mindestens so gro wie die Anzahl der inneren Eckpunkte minus
der Anzahl eines maximalen Matchings von G ist. Die beiden Triangulierungen aus
Abbildung 3.6 sind Beispiele dafiir, dass in Satz 3.17 die Gleichheit gelten kann. Die
erste Triangulierung besitzt ein maximales Matching mit einer inneren Kante. Die dar-
gestellte Unterteilung benttigt deshalb mindestens ein Clough-Tocher Element. Dieses
Beispiel zeigt auch, dass das Clough-Tocher Element in einem angrenzenden Dreieck
der Matching-Kante liegt. Dies bedeutet, dass das Matching gem&f unserer Definition
von der angegebenen Nummerierung 7 der Dreiecke erzeugt ist. In dem zweiten Beispiel
enthélt ein maximales Matching keine Kante. Die minimale Anzahl von Clough-Tocher
Elementen betrigt deshalb zwei. Es stellt sich nun die Frage, ob es Triangulierungen
gibt, fir die nicht die Gleichheit in Satz 3.17 gilt. Die Abbildung 3.8 zeigt eine sol-
che Triangulierung. Hier gibt es ein maximales Matching mit sechs Kanten, die in der
Abbildung fett eingezeichnet sind. Man iiberlegt sich aber leicht, dass jede Nummerie-
rung der Dreiecke von A mindestens sieben Clough-Tocher Elemente in A erzeugt. Ein
solche Nummerierung mit den Clough-Tocher Elementen Ci,...,C7 ist in der Abbil-
dung angegeben. Dies bedeutet, dass man fiir diese Triangulierung keine Nummerierung
der Dreiecke finden kann, so dass alle Clough-Tocher Elemente der Unterteilung A an
den Matching-Kanten liegen. Die Triangulierung aus Abbildung 3.8 ist sicherlich keine
'verniiftige’ Triangulierung. Es ist auch sehr schwierig Triangulierungen zu konstruieren,
fiir die in Satz 3.17 nicht die Gleichheit gilt. So geniigt es eine Kante in der Triangulie-
rung aus Abbildung 3.8 zu tauschen, beispielsweise die Kante zwischen den Dreiecken
T19 und C% um eine Triangulierung mit den gleichen Eckpunkten zu erhalten, die eine
minimale Unterteilung mit sechs Clough-Tocher Elementen besitzt. In Abschnitt 3.2.2
werden wir zeigen, dass fiir grofie Klassen von Triangulierungen in Satz 3.17 immer die
Gleichheit gilt.

Wir wollen nun die Idee fiir die Konstruktion unsere Unterteilung genauer erldutern.
Satz 3.17 besagt, dass die Gleichheit gilt, wenn das maximale Matching von Ga von
einer Nummerierung 7 der Dreiecke erzeugt ist. Ein solches Matching muss somit die fol-
gende zusétzliche Eigenschaft erfiillen: Jedes Clough-Tocher Element der Unterteilung
A, dass wir fiir die gegebene Nummerierung 7 erhalten, muss an einer Matching-Kante
liegen. Wir haben dies oben bei dem Beispiel aus Abbildung 3.6 bereits angedeutet. Die
Idee zur Konstruktion der Unterteilung besteht nun darin, die Kanten des Matchings
immer am Rand des Graphs G zu wihlen und die beiden Eckpunkte, sowie alle angren-
zenden Kanten aus Ga zu entfernen. Dies bedeutet, dass man die Zellen mit den beiden
Eckpunkten der Matching-Kante aus der Triangulierung entfernt. Das erste Beispiel aus
Abbildung 3.6 zeigt diesen Schritt. In diesem Beispiel ist eine einfache Triangulierung
mit zwei inneren Eckpunkten gegeben. Die beiden Eckpunkte sind iiber eine Kante ver-
bunden. Zur Konstruktion der Unterteilung A haben wir ein Clough-Tocher Element in
ein, an die Matching-Kante, angrenzendes Dreieck gelegt. Dieses Konstruktionsprinzip
kénnen wir nun induktiv auch fiir eine grofie Triangulierung anwenden. Wir wihlen
immer eine Kante am Rand der Graphs G, legen ein Clough-Tocher Element in ein
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Ty T
Cy T3
T7 Caffig Tg
T Cr
T Ty Cs Ty
C3|Ths
Tho Thy 22 T5
T3 T
T2 X O Ty
Ty Ts
Ty T

Abbildung 3.8: Maximales Matching und optimale Unterteilung

angrenzendes Dreieck und entfernen anschlieflend die Zellen mit den beiden Eckpunkten
der Matching-Kante aus dem Graph Ga. Dieses Verfahren liefert uns somit gleichzeitig
ein Matching von G und die Unterteilung A.

Diese Aussagen fassen wir in dem folgenden Lemma zusammen.

Lemma 3.18. Sei M = {ey,...,e;} ein mazimales Matching von Ga. Gibt es eine
Folge von Teilgraphen ) = Gy C Gy C -+ C Gy, C Ga, so dass e; ein dufere Kante
von Gy ist, dann gilt O(A) = Vi — a(Ga).

Beweis: Wir zeigen durch Induktion nach V;, dass es eine Permutation 7 mit ©f =

und OF = |M| gibt. Fir V7 < 1 bestimmen wir 7 induktiv und definieren Ay := A.

Sei nun A,, n > 1 definiert, dann wéhlen wir ein Dreieck 7; am Rand von A, und

setzen () := nund A,,_1 = A, \ {T;}. Da A zusammenhéingend ist, gilt offensichtlich
§=1und ©F =0=|M|.

Sei nun V7 > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Triangulierungen mit weniger als
Vi Eckpunkten. Gibt es einen Eckpunkt v; von Ga mit deg(v;) = 0, dann kann v;
in keinem Matching von G enthalten sein. Also ist M ein maximales Matching von
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Ga —{v;}. Da die Zelle um v; nur dulere Eckpunkte von A enthilt, gibt es ein Dreieck
T, := A(vi,vj,v) mit einer &uferen Kante 7;03 von A. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es fiir A\{7),} eine Abbildung 7 mit ©F = 1 und ©F = |M|. Setzt man 7(v) := 7 (v)
fiir v # p und w(p) := N, dann folgt die Behauptung.

Enthédlt Ga keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) = 0, aber eine duflere Kante 7;0; € M,
dann wéhlen wir ein Dreieck T, := A(v;, v, v,) mit einem duBleren Eckpunkt vy von A.
Da M ein maximales Matching von G4 ist, ist M \ {7;0;} ein maximales Matching von
G A —{vi,vj}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fir A\ {7}, } eine Abbildung 7 mit

¥ =1 und ©F = |M| — 1. Setzt man wieder 7(v) := 7(v) fiir v # p und 7(u) := N,
dann folgt ©f =1 und ©F = |M|.

Gibt es schliefllich in Ga keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) = 0 und keine dufere Kan-
te v;u; € M, dann muss es nach Voraussetzung einen dufleren Eckpunkt v; von Ga
gegeben, der kein Eckpunkt einer Kante aus M ist. Da M aber maximal ist miissen
umgekehrt alle benachbarten Eckpunkte v; von v; Eckpunkte einer Kante aus M sein.
Andernfalls kénnte man M durch Hinzunahme der Kante v;v; vergréfieren. Wir er-
setzen deshalb eine Kante mit Eckpunkt v; durch die Kante v;7; und erhalten so ein
maximales Matching M fiir Ga. Mit dem gleichen Beweis wie oben folgt nun wieder
die Behauptung.

Fiir 7 gilt somit ©F = 1 und ©F = |M| und nach Lemma 3.16 gibt es ein von 7 erzeugtes
Matching M'. Wegen |M'| = ©F = |M| ist M’ maximal, so dass O(A) = V; — a(Ga)
aus Satz 3.17 folgt. O

3.2.2 Klassen von Triangulierungen

In diesem Abschnitt werden wir allgemeine Klassen von Triangulierungen betrachten.
Fir Triangulierungen ohne separierende Dreiecke konnen wir zeigen, dass in Satz 3.17
immer die Gleichheit gilt. Hierbei heifit ein Dreieck T' separierend, wenn A Eckpunkte
innerhalb und auflerhalb von T besitzt. Mit diesen Ergebnissen kénnen wir Aussagen
{iber minimale Losungen fiir A'- und A2-Triangulierungen herleiten.

Lemma 3.19. Sei A eine Triangulierung ohne separierende Dreiecke und ohne Flaps,
dann gibt es ein mazimales Matching M mit mindestens einer dufleren Kante.

Beweis: Seien v;, ..., v, die duleren Eckpunkte und M ein maximales Matching von
A. Besitzt A keine Chords, dann gibt es nach Dillencourt [55] zu jeder dufieren Kante
e einen Hamiltonkreis, der durch e geht. Also gibt es auch ein perfektes Matching, das
e enthilt.

Sei nun A eine Triangulierung mit Chords. Wir wéhlen einen Chord v;v;, so dass
Vit1,-..,0j—1 keine Eckpunkte eines Chords sind. Wir zerlegen A entlang der Kante
v;v; in die Teiltriangulierungen A; mit den &ufleren Eckpunkten v;,...,v; und Ay mit
den &uBeren Eckpunkten vi,...,v;,vj,...,v,. Nach Konstruktion enthilt A; somit
keinen Chord und 7;7; als duflere Kante. Wir bezeichnen nun mit M, C M die Kanten
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aus dem Matching M, bei denen beide Eckpunkte in der Teiltriangulierung A, enthalten
sind und setzen M; := M \ My. Da A; keine separierenden Dreiecke und keine Chords
enthélt, gibt es nach Dillencourt [55] einen Hamiltonkreis ey, ..., e, der durch die drei
dufleren Kanten e; = 0;0;, ex = U;0;41 und ez = U1 10;42 geht. Nun muss v;12 # v;
gelten und somit k > 4 fiir k gerade bzw. k > 5 fiir k ungerade. Es lassen sich nun die
folgenden Fille unterscheiden:

(i) My enthilt keine Kante mit dem Eckpunkt v; oder v;. Wir setzen

~ {e1,e3,...,ex—2} k ungerade
M1 =
{e1,e3,...,ex_1} k gerade

Dann gilt
~ k
| M| = bJ > | M|

(ii) M> besitzt eine Kante mit dem Eckpunkt v;, aber keine Kante mit dem Eckpunkt
v;. Wir setzen

~ {ea,e4,...,ex_1} k ungerade
M1 =
{ea,eq,...,ex_2} Fk gerade

Dann gilt
k-1
i = |25 =

(iii) My besitzt Kanten mit den Eckpunkten v; und v;. Wir setzen
- {es,€5,...,ex_2} Kk ungerade
M1 =
{es,e5,...,ex—1} k gerade

Dann gilt
- k-2
i = 252 = o

In allen drei Fallen gilt Ml N M5 = () und wir erhalten mit M := Ml U M; eine Menge
von knotendisjunkten Kanten, fiir die gilt

|M| = |My| + |Ma| > |My| + |Mz| = | M|

Also ist M ein maximales Matching. Dieses enthélt mit es oder es eine duflere Kante
von A. 0
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Mit diesem Lemma koénnen wir nun die Aussage aus Satz 3.17 fiir Triangulierungen
ohne separierende Dreiecke verschérfen.

Satz 3.20. Sei A eine Triangulierung ohne separierende Dreiecke, dann gilt ©(A) =
V[ - a(GA).

Beweis: Wir zeigen, dass es ein maximales Matching von G A mit der Eigenschaft aus
Lemma 3.18 gibt. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach V7. Fiir V; < 1ist M = ()
offensichtlich ein maximales Matching, das die Bedingungen erfiillt.

Sei nun V7 > 2 und die Behauptung gelte fiir alle Graphen G mit weniger als V;
Knoten. Wir wihlen ein maximales Matching M von Ga. Gibt es einen Eckpunkt v; mit
deg(v;) = 0, dann kann v; in keinem Matching enthalten sein. Also ist M ein maximales
Matching von G A —{v;}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein maximales Matching
M von G — {v;} mit der Eigenschaft aus Lemma 3.18. Wegen |M| = |M]| ist M auch
ein maximales Matching fiir Ga.

Gibt es einen Eckpunkt v; mit 1 < deg(v;) < 2, dann sind alle Kanten mit dem
Eckpunkt v; d&uflere Kanten von G'a. Gibt es nun eine Kante v;0; € M, dann kénnen
wir nach Induktionsvoraussetzung fiir Ga — {v;,v;} ein maximales Matching M mit der
Eigenschaft aus Lemma 3.18 wihlen. Da M \ {v;0;} ein Matching von Ga — {v;,v;} ist,
muss | M| > |M| — 1 gelten. Somit ist M U {%;5;} ein maximales Matching fiir G, das
die Bedingungen erfiillt. Gibt es keine Kante mit Eckpunkt v; in M, dann muss jeder
benachbarte Eckpunkt v; von v; ein Eckpunkt einer Kante aus M sein. Andernfalls
konnte man M durch Hinzufiigen der Kante 7;0; vergréfiern. Wir entfernen nun eine
Kante mit Eckpunkt v; aus M und fiigen 7;v; hinzu. Das neue Matching hat die gleiche
Ordnung und ist somit wieder maximal. Mit dem gleichen Beweis wie oben folgt die
Behauptung.

Gibt es schlieflich in Ga keinen Eckpunkt v; mit deg(v;) < 2, dann ist Ga eine Tri-
angulierung ohne separierende Dreiecke und ohne Flaps. Nach Lemma 3.19 gibt es ein
maximales Matching M mit einer dufleren Kante v;v;. Die Behauptung beweist man
nun wieder wie im Fall 1 < deg(v;) < 2. O

Triangulierungen ohne separierende Dreiecke sind beispielsweise gleichméflige oder de-
formierte A' und A2-Triangulierungen (zur Definition sieche Davydov, Niirnberger,
Walz und Zeilfelder [47]). Mit Satz 3.20 erhalten wir fiir solche Triangulierungen die
folgenden Aussagen.

Korollar 3.21. Gegeben sei eine A}Lm—Tm’angulierung mit n Spalten und m Zeilen.

Dann gilt:
o[}, - [ =]

eweis: Seien Q;;,1=1,...,n, 7 =1,...,m die Vierecke der Partition mit den Eck-
B S g 1,...,n, 1,...,mdieV ke der Partit t den Eck
punkten v;_1 j_1, v; j—1, v;j und v;_1 j. Dann sind v; j,i=1,...,n—1,7=1,...,m—1
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die inneren Eckpunkte von A. Ist n ungerade, dann erhilt man mit

n—1

2

M::{m:izlv”'v ,j:17_..,m_1}

ein perfektes Matching fiir Ga. Analog folgt dies fiir m ungerade. Sind n und m gerade,

dann ist

n—2
2

M::{m:izl,---, J:l"'"m_l}

. m—2
USUn—12j—10Un-12;:J =1,..., 5

ein perfektes Matching. Also gilt a(Ga) = L%J und wir erhalten

O(AL) = Vi - {WJ _ [w]

2
nach Satz 3.20. O

T10 T11 T13 T27 T29

Ty AP Thy Tog T30
T3 Cy Ts Cs ES

1% T Thr T3 133
Ts C3 AT Cr T34

Ts Thg T T35 T3
Ty Cy T Cs T37

Ty Tho Th3 T3s T
TS Cl Toy 05 T40

T Tos The Tu Tyo

Abbildung 3.9: Perfektes Matching und optimale Nummerierung fiir Aéj

Die Abbildung 3.9 zeigt ein perfektes Matching fiir n = m = 5 und eine optimale
Losung m mit den Clough-Tocher Elementen Cfi,...,Cs. Man sieht hier wieder, dass
jedes Clough-Tocher Element genau eine Kante aus dem Matching M besitzt.
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Im Gegensatz zu einer A'-Triangulierung gibt es fiir eine A2-Triangulierung kein per-
fektes Matching. Hier gilt deshalb ©(A) > V7/2.

Korollar 3.22. Gegeben sei eine A%ym—Tm’angulierung mit n Zeilen und m Spalten.
Dann gilt:

O(A2,,) = nm

Beweis: Seien wieder Q;;, 4 =1,...,n, 7 = 1,...,m die Vierecke der Partititon mit
den Eckpunkten v;_q j_1, v;j—1, v;; und v;_q j. Weiter bezeichne w; ; den singuléren
Eckpunkt im Viereck (); ;. Dann sind v;j, ¢ = 1,...,n -1, 7 = 1,...,m — 1 und
wij, ¢ = 1,...,m, j = 1,...,m die inneren Eckpunkte von A%ym und es gilt V; =
(n —1)(m — 1) + nm. Wir erhalten nun mit

M ={wivij:i=1,....n=1,j=1,...,m—1} (3.6)

ein Matching mit |[M| = (n — 1)(m — 1).

Wir zeigen durch Induktion nach n, dass jedes Matching von G maximal die Ordnung
(n—1)(m—1) hat. Fiir n = 1 besitzt A2, nur die singuléiren Eckpunkte w1 ; als innere
Eckpunkte und somit hat GaA keine Kanten. Sei nun n» > 1 und die Behauptung gelte
fiir n — 1. Wir wéhlen ein Matching M und zerlegen dieses in die disjunkten Mengen
M, = {e € M : e ist Kante von GAzklm} und My := M \ M;. Ist nun e € M5, dann
muss die Kante mindestens einen Eckpuhkt v, —1,; oder wy, ; besitzen. Da die singuléren
Eckpunkte w; ; nur zu den Eckpunkten v,_;;_; und v,_;; benachbart sind, kann
M, maximal m — 1 Kanten enthalten. Fiir das Matching M; von G A2 gilt nach
Induktionsvoraussetzung |M;| < (n — 2)(m — 1). Also folgt |M| < (n . 1)(m — 1)
und somit ist das Matching aus (3.6) maximal. Mit Satz 3.20 erhalten wir wiederum
O(Az ) =Vi —a(Ga) = nm. O

Die Abbildung 3.10 zeigt ein maximales Matching mit 9 Kanten fiir den Fall n = m = 4.
Fiir eine optimale Losung m gilt ©F = 9, ©F = 7 und man erhélt 16 Clough-Tocher
Elemente C,...,Cig. Auch hier sieht man wieder, dass die Clough-Tocher Elemente
C; mit §; = 3 eine Kante aus M besitzen. Fiir A2-Triangulierungen ist allerdings zu
bemerken, dass der singulire Eckpunkt in jedem Viereck im Allgemeinen kein echter
Eckpunkt der Triangulierung ist, sondern meist durch Einzeichnen der beiden Dia-
gonalen konstruiert ist. Bei Interpolationsverfahren auf A2?-Triangulierungen werden
deshalb an den singuldren Eckpunkten meist keine Interpolationsbedingungen vorge-
geben. Solche Interpolationsverfahren wurden beispielsweise von Laghchim-Lahlou und
Sablonniére [91] und Lai [95, 96] entwickelt.

Eine weitere Klasse von Triangulierungen ohne separierende Dreiecke sind Nested-
Polygon Triangulierungen (siehe Niirnberger und Zeilfelder [117]). Fiir diese Klasse von
Triangulierungen haben Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [52] und Niirnberger und
Zeilfelder [117] verschiedene Interpolationsverfahren entwickelt. Auch fir diese Klasse
gilt in Satz 3.20 die Gleichheit.
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Cy Cy Ci2 Cis

T Ti9 | T3 Ti5 | To5 To7 | T37 T39
Tho Thy T T3g
Ty T1s Tog Tyo

Ty C3 | Ty Cr | Tog X Cii| Ty X Cis
17 T T3p Ty
T6 T19 T31 T43

T5 Cy | Too Cs | T3z X Cio| Taa X Cha
T, T 133 Tys
T3 by T34 Ty

T Cy | Tos Cs | T35 Cy | Tur X Ci3
T Toy T3 Tys

Abbildung 3.10: Maximales Matching und optimale Nummerierung fiir AEA

In Delaunay-Triangulierungen kénnen dagegen separierende Dreiecke auftreten. Im all-
gemeinen werden sie aber nur sehr wenige separierende Dreiecke enthalten. Dies ist
darin begriindet, dass Delaunay-Triangulierungen den minimalen Winkel aller Dreiecke
maximieren. Ist 7703 eine innere Kante, Ty = A(v1,v2,v3) und Th = A(vy,v9,v4) die
anliegenden Dreiecke und «;, ao die Winkel in den Eckpunkten vs bzw. vq, dann muss
in einer Delaunay-Triangulierung

) + oy S 180°

gelten (siehe Dillencourt [56]). Da in einem separierenden Dreieck mindestens ein Win-
kel o > 120° existiert, besitzen Delaunay-Triangulierung deshalb nur wenige separie-
rende Dreiecke. Man kann annehmen, dass in vielen Delaunay-Triangulierungen auch
die Gleichheit aus Satz 3.20 gilt. Nach Dillencourt [56] besitzt aber jede Delaunay-
Triangulierung ein perfektes Matching, so dass viele Delaunay-Triangulierung sogar

eine optimale Losung mit %1 Clough-Tocher Elementen besitzen.

Das Gegenbeispiel aus Abbildung 3.8 zeigt, dass man auch fiir Triangulierungen mit
'wenigen’ separierenden Dreiecken die Giiltigkeit von Satz 3.20 erwarten kann. Fiir die
Triangulierung aus der Abbildung gilt ©(A) > Vi — a(Ga), so dass sie nach Satz 3.20
separierende Dreiecke besitzen muss. In diesem Beispiel ist sogar jedes Dreieck von Ga
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in einem separierenden Dreieck enthalten und es geniigt, wie wir bereits oben bemerkt
haben, ein Kante zu tauschen, um eine Triangulierung mit den gleichen Eckpunkten zu
erhalten, fiir die ©(A) =V; — a(Ga) gilt.

3.2.3 Unterteilungsalgorithmen

Im diesem Abschnitt stellen wir zwei Algorithmen zur Bestimmung einer Nummerie-
rung mit moglichst wenigen Clough-Tocher Elementen vor. Eine Berechnung der Lsung
durch Austesten aller Permutationen mit ©f = 1 ist nicht effizient, da die Anzahl der
Permutationen exponentiell in V' wichst. Stattdessen kann man versuchen ein maxima-
les Matching der Triangulierung zu berechnen und hieraus die Lage der Clough-Tocher
Elemente zu bestimmen. Effiziente Algorithmen zur Berechnung eines maximalen Mat-
chings wurden beispielsweise von Edmonds [61], Lovasz und Plummer [105] und Nishi-
zeki und Chiba [108] entwickelt. Wir benétigen aber ein maximales Matching, das die
zusétzlichen Voraussetzungen aus Lemma 3.18 erfiillt. Eine Moglichkeit besteht darin,
immer eine duflere Kante aus einem maximalen Matching auszuwéhlen und fiir die ver-
bleibende Resttriangulierung ein neues Matching zu bestimmen. Dies muss allerdings
nicht immer zu einer optimalen Losung fiihren. Zudem héitte dieser Algorithmus keine
lineare Komplexitit und ist deshalb fiir grofle Triangulierungen ungeeignet.

Wir werden uns deshalb darauf beschrinken, Algorithmen mit linearer Komplexitit
vorzustellen, die zu fast-optimalen Losungen fiithren. Eine einfache Lésung besteht dar-
in, induktiv die Triangulierung aufzubauen, indem man ein Dreieck 7; an die Teil-
triangulierung A;_; = {T1,...,T;—1} anhingt. Hierdurch erhilt man zumindest eine
Permutation 7 mit ©F = 1. Allerdings enthilt diese Nummerierung im Allgemeinen
viele Clough-Tocher Elemente mit 6] = 2. Eine Variation besteht deshalb darin, ein
Dreieck mit zwei Kanten zur Teiltriangulierung nur dann auszuwéhlen, wenn es kein
anderes Dreieck mehr gibt. Der folgende Algorithmus beschreibt diesen Ansatz.

Algorithmus 3.23.
Eingabe: Liste A von Dreiecken
Ausgabe: Liste m von Integer

Initializiere zwei leere Warteschlangen () und Q-
markiere Dreieck 77 und fiige 1 in @) ein
n:=1
Solange () oder Q2 nicht leer ist
Falls @ nicht leer ist
hole nédchsten Wert m von Q)
Falls T},, zwei markierte Nachbarn hat
fiige m in @2 ein und gehe zum Anfang der Schleife
Sonst
hole nédchsten Wert m von Q)9
w(m):=n,n:=n+1
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Fiir alle unmarkierten Nachbarn T; von T,
markiere Dreieck T;
fiige ¢ in @ ein

Man sieht unmittelbar, dass der Algorithmus linear in N ist, da jedes Dreieck genau
einmal in () und maximal einmal in Q)3 eingefiigt wird. Da @) und ()2 nur Dreiecke mit
einer Kante zur Teiltriangulierung A := {T; : 7(¢) < j} enthalten, wird eine Permuta-
tion mit ©F = 1 berechnet. Der Algorithmus ist einfach zu implementieren und liefert
fiir Delaunay-Triangulierungen aus zufillig verteilten Punkten sehr gute Unterteilun-
gen. Die Abbildung 3.11 zeigt eine Unterteilung, die mit dem Algorithmus 3.23 fiir eine
Delaunay-Triangulierung mit 58 inneren Eckpunkten berechnet wurde. Sie enthélt nach
der Unterteilung 34 Clough-Tocher Elemente.

Abbildung 3.11: Unterteilung nach Algorithmus 3.23

Der zweite Algorithmus, den wir hier vorstellen, verfolgt die Idee des Beweises von
Satz 3.20. In jedem Schritt werden zunéchst alle Eckpunkte v mit deg(v) = 0 entfernt.
Anschlieflend betrachten wir die Eckpunkte mit 1 < deg(v) < 2 und wéhlen fiir diese
eine duflere Kante von Ga mit Eckpunkt v, die wir dem Matching M hinzufiigen.
Gibt es nur noch Eckpunkte v mit deg(v) > 3, dann wihlen wir eine beliebige dufiere
Kante von Ga. Der Algorithmus bestimmt somit ein Matching M, das die Bedingung
aus Lemma 3.18 erfiillt. Die Kanten des Matching geben die Lage der Clough-Tocher
Elemente fiir die Unterteilung an.
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Algorithmus 3.24.
FEingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Menge M von Kanten

Solange G nicht leer ist
Falls es einen Eckpunkt v € V' mit deg(v) = 0 gibt
G:=G —{v}
Sonst falls es einen Eckpunkt v € V' mit deg(v) < 2 gibt
wihle eine Kante e = vw von G

M = M U{e}
G:=G— {v,w}
Sonst
wéihle eine duflere Kante e = 7w von G
M := M U{e}
G:=G—{v,w}

o7

Wihlt man geeignete Datenstrukturen fiir die Eckpunkte und dufleren Kanten von
G, dann koénnen die Bedingung in der Schleife in konstanter Zeit gepriift werden, so
dass auch dieser Algorithmus linear ist. Es ist offensichtlich, dass der Algorithmus ein
maximales Matching bestimmt, wenn G wéhrend der gesamten Berechnung zusam-
menhéingend ist. Im Allgemeinen kann aber G durch das Entfernen von Kanten in

mehrere Komponenten zerfallen.



Kapitel 4

Hermite-Interpolation auf
Quadrangulierungen

Neben Triangulierungen wurden in den vergangenen Jahren auch Viereckszerlegungen
eines Polygongebietes 2 C R? fiir die Interpolation mit bivariaten Splines untersucht.
Die Bernstein-Bézier-Darstellung von bivariaten Splines benétigt allerdings Dreiecke
als Grundgebiet fiir die Polynomstiicke. Splinefunktionen werden deshalb meist auf
Triangulierungen definiert. Vierecke eignen sich nicht direkt zur Interpolation mit bi-
variaten Splines. Nur fiir Rechteckszerlegungen gibt es Verfahren mit Tensorprodukt-
Splines (siehe Farin [65]). Fiir beliebige Quadrangulierungen wihlt man dagegen nicht
die Vierecke als Grundgebiet fiir die Polynomstiicke, sondern man trianguliert die Vier-
ecke durch Einzeichnen von Diagonalen in zwei oder vier Dreiecke.

Interpolationsmethoden auf Quadrangulierungen wurden vor allem in den letzten 10
Jahren entwickelt. Diese Verfahren sind oft effizienter als Verfahren auf Triangulierun-
gen, da sie weniger Interpolationsbedingungen benétigen (siehe Lai und Schumaker
[98]). Auf der anderen Seite gibt es bisher nur wenige Algorithmen zur Konstruktion
von Quadrangulierungen. Bose und Toussaint [26] beschreiben verschiedene Methoden,
mit denen man Quadrangulierungen aus einer beliebigen Punktmenge erzeugen kann.
Bei diesen Verfahren konnen jedoch sehr kleine Winkel entstehen, die oft ungiistig fiir
das Approximationsverhalten bei der Splineinterpolation sind. Andere Ansitze erzeu-
gen Quadrangulierungen durch Umwandlung einer Triangulierung (sieche Ramaswami,
Ramos und Toussaint [122]). Dies hat zwei Vorteile. Zum einen gibt es effiziente Al-
gorithmen zur Konstruktion von Triangulierungen (siehe Aurenhammer [15], Dwyer
[567], Fortune [66], Guibas und Stolfi [78], Lawson [102] und Su [138]). Zudem wurden
verschiedene Verfahren entwickelt, die kleine Winkel in Triangulierungen verhindern
(sieche Bern und Eppstein [18], Chew [29], Ruppert [124] und Shewchuk [135]). Aller-
dings kann man nicht immer eine Triangulierung in eine Quadrangulierung umwandeln.
Im Allgemeinen werden zusétzliche Hilfspunkte, so genannte Steiner-Punkte benétigt.

Bei der Interpolation mit Quadrangulierungen muss man zwischen konvexen und nicht-

o8
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konvexen Quadrangulierungen unterscheiden. In konvexen Quadrangulierung kann je-
des Viereck durch Einzeichnen von zwei Diagonalen trianguliert werden. Diese Unter-
teilung wurde erstmals von Fraeijs de Veubeke und Sander [67] beschrieben. Hierdurch
entsteht ein singuldrer Eckpunkt in der Mitte jedes Vierecks. Interpolationsverfahren
fiir konvexe Quadrangulierungen finden sich beispielsweise bei Laghchim-Lahlou und
Sablonniéere [91], Lai [96] und Niirnberger und Zeilfelder [114]. Fiir beliebige Quadrangu-
lierungen muss man eine andere Unterteilung der Vierecke wéihlen. Lai und Schumaker
[98] beschreiben eine Methode bei der jedes Viereck in vier Dreiecke unterteilt wird.
Fiir diese Unterteilung entwickeln sie einen C%-Interpolanten vom Grad 6, der optimale
Approximationsordnung besitzt.

Dieses Kapitel enthélt mehrere Interpolationsverfahren fiir Splines auf Quadrangulie-
rungen. Wie in Kapitel 3 werden wir die Interpolanten schrittweise berechnen. Hier-
durch erhalten wir Unterteilungen, die weniger Dreiecke benétigen als Methoden mit
finiten Elementen. Zunéchst behandeln wir fiir beliebige Quadrangulierungen eine Un-
terteilung mit Clough-Tocher Elementen. Fiir diese Unterteilung A entwickeln wir
Hermite-Interpolationsverfahren fiir die Splineriume S%(A) mit beliebiger Differen-
zierbarkeitsordnung r und Grad d = 3r fiir ungerade r und d = 3r 4+ 1 fiir gera-
de r. AnschlieBend untersuchen wir die Fille Si(A) und S%(A) fiir eine Untertei-
lungsmethode von Lai und Schumaker [98]. Bei dieser Unterteilungsmethode werden
die konvexen Vierecke nach Fraeijs de Veubeke und Sander unterteilt. In die nicht-
konvexen Vierecke werden eine Diagonale, sowie zwei Kanten von den anderen Eck-
punkten zum Mittelpunkt der Diagonale hinzugefiigt. Durch diese Unterteilung ent-
stehen in allen Vierecken vier Dreiecke. Zur Konstruktion unserer Interpolationsver-
fahren beschreiben wir zunichst eine minimale bestimmende Menge, aus der wir dann
Hermite-Interpolationsbedingungen ableiten. Die Konstruktion der minimalen bestim-
menden Menge erfolgt wieder schrittweise durch Anhingen von Vierecken ); an die
Teilquadrangulierung $;—1 = {Q1,...,Qi—1}. Es zeigt sich, dass die Konstruktion ei-
ner minimalen bestimmenden Menge fiir die nicht-konvexen Viereck schwierig ist und
eine geeignete Nummerierung der Vierecke erfordert. Die Existenz einer solchen Num-
merierung ist nicht offensichtlich und erfordert einen umfangreichen Beweis.

Fiir konvexe Quadrangulierungen behandeln wir schliellich ein Verfahren, bei dem
wir einige Vierecke nach Fraeijs de Veubeke und Sander unterteilen. Fiir diese Unter-
teilung A entwickeln wir Hermite-Interpolationsverfahren fiir die Splineriiume SQ(A)
mit beliebiger Differenzierbarkeitsordnung r und Grad d = 3r fiir ungerade r und
d = 3r + 1 fiir gerade r. Unsere Interpolationsverfahren sind effizienter als die Ver-
fahren von Laghchim-Lahlou und Sablonniere [91], die jedes Viereck in vier Dreiecke
unterteilen.

Zunichst folgen die notwendigen Definition fiir dieses Kapitel.
Definition 4.1. Sei Q C R? ein Polygon und { = {Q1,...,Qn} eine Menge von
Vierecken, dann heifit & Quadrangulierung von €, falls gilt

(i) @=UY,Q;
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(ii) Zwei verschiedene Vierecke ); und ; haben entweder gemeinsame Kanten, einen
gemeinsamen Eckpunkt oder keinen gemeinsamen Punkt.

Ein Viereck Q; heiit konvex!, falls alle Winkel in Q; kleiner als 180° sind. Eine Qua-
drangulierung <} heif}t konvex, falls alle Vierecke (); konvex sind.

Abbildung 4.1: Quadrangulierung eines Polygons

Analog zu den Bezeichnungen aus Kapitel 3 definieren wir mit

E},E},E° ¢ die Anzahl der inneren, dufleren, aller Kanten

Vi, V5, Ve ¢ die Anzahl der inneren, dufieren, aller Eckpunkte

S : die Anzahl der singuldren Eckpunkte

Ni, N3, N°® : die Anzahl der konvexen, nicht-konvexen, aller Vierecke

von {. Es gelten die folgenden Beziehungen (siehe Lai und Schumaker [98]):

1
N° = S (VE+2VP—2)
1
By = S (Vi+4VF—4) (4.1)
By = Vg

Wir werden nun Interpolanten fiir verschiedene Unterteilungen beschreiben. Die In-
terpolationsbedingungen auf jedem Viereck werden wieder schrittweise bestimmt und
hingen von der Anzahl der gemeinsamen Kanten mit der Teilquadrangulierung ab.

!Diese Definition entspricht nicht der iiblichen Definition eines konvexen Polygons. Sie vereinfacht
jedoch die Beschreibung der Unterteilungsmethoden in den folgenden Abschnitten.
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Analog zu den Definitionen aus Kapitel 3 bezeichnen wir mit {; := {Q1,...,Q;} die
Teilquadrangulierung bestehend aus den ersten 7 Vierecken von {. Weiter setzen wir

0; :== |{k : e}, ist gemeinsame Kante von (); und Q; mit j < i}|

Or :=|{Qi € O : 0; = k}|

4.1 Beliebige Quadrangulierungen

4.1.1 Interpolation mit Clough-Tocher Elementen

Dieser Abschnitt beschreibt eine Unterteilungsmethode mit Clough-Tocher Elementen
fiir Quadrangulierungen. Die Methode verwendet die Ideen aus Kapitel 3. Die Un-
terteilung eines Vierecks (); hingt von der Anzahl der gemeinsamen Kanten mit der
Teilquadrangulierung {;—; ab. Zunéchst wird jedes Viereck in zwei Dreiecke unterteilt.
Fiir 6; € {0,1} ist diese Unterteilung ausreichend. Fiir 0; € {2, 3} besitzt ein Dreieck
zwei gemeinsame Kanten mit der bestehenden Teiltriangulierung. Somit muss dieses
Dreieck unterteilt werden. Gilt nun §; = 4, dann haben sogar beide Dreiecke in @); zwei
gemeinsame Kanten zur Teilquadrangulierung und miissen deshalb unterteilt werden.
In diesem Fall enthélt das Viereck nach der Unterteilung sechs Dreiecke.

Die Anzahl der Clough-Tocher Elemente ist somit durch O3 + ©3 + 20,4 gegeben. Wie
im Beweis von Satz 3.6 ergibt sich mit (4.1) die Bedingung

Oy + 203 + 304 = Oy + V[Q -1 (4.2)

Wir erhalten somit eine optimale Nummerierung der Vierecke, wenn ©¢p = 1 und
O, = ©4 = 0 gilt. Dies entspricht dem Ergebnis aus Kapitel 3 fiir Triangulierungen.
Wie wir in Kapitel 5 zeigen werden, kénnen wir immer eine Nummerierung mit ©g =1
und ©4 = 0 bestimmen. Im Folgenden wollen wir dies annehmen. Die Eckpunkte ei-
nes Vierecks Q; = A(vj1,v;2,vi3,v;4) konnen wir deshalb so nummerieren, dass die
Kanten ©0;10;2,- .., 00,0 9,+1 gemeinsame Kanten mit der Teilquadrangulierung <{;_;
sind. Fiir 6; # 2 ist dies offensichtlich. Gilt #; = 2, dann folgt dies aus ©y = 1. Neh-
men wir beispielsweise an, dass ; nur iiber die Kanten w; 1v; 2 und w; 30; 4 mit {;_
verbunden ist, dann gibt es in {»;_; genau zwei benachbarte Vierecke @Q;, und @;, von
Q;- Wegen Og = 1 ist {; 1 zusammenhingend, so dass es eine zusammenhingende
Kette Qi, =: Qu,, Quyy - -, Qu, := Qi, € $j—1 von Vierecken geben muss. Also enthilt
¢ einen geschlossenen Kreis Q,,, Qu,, - - ., Qu,, Qi. Da U; 20; 3 und v; 4071 keine Kanten
von ;1 sind, enthélt dieser Kreis ein Loch, so dass ©4 > 0 gilt.

Der folgende Satz beschreibt ein Interpolationsschema fiir die Unterteilung mit Clough-
Tocher Elementen. Hierzu definieren wir zunéichst die Unterteilung eines Vierecks Q); :=
O (31,052,053, 0i,4). Wir teilen jedes Viereck durch Einzeichnen einer Diagonale e; o in
zwei Dreiecke T;; und T; . Gilt 6; € {2,3}, dann wird das Dreieck mit den meisten
gemeinsamen Kanten zur Teilquadrangulierung <»; 1 nach Clough-Tocher unterteilt.
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Haben beide Dreiecke eine gemeinsame Kante zur Teilquadrangulierung, dann wird
T; 2 nach Clough-Tocher unterteilt. Fiir 6; < 1 enthélt @; somit zwgi und fir 6, > 2
vier Dreiecke und wir bezeichnen die Menge der Dreiecke in (); mit Q);.

Fir diese Unterteilung definieren wir die Triangulierung
N
A=
i=1

Die Abbildung 4.2 zeigt die Unterteilung A fiir eine Quadrangulierung mit acht Vier-
ecken.

Q2 OF Q4 Qs

1 Qs Q7 Qs

Abbildung 4.2: Unterteilung einer Quadrangulierung

Mit den Ergebnissen aus Kapitel 3 erhalten wir direkt den folgenden Hermite-Interpo-
lanten.

Satz 4.2. Seir e N, p= L%TJ d=2p+1 und f € C*"(Q), dann gibt es einen eindeutig

bestimmten Spline s € S;”(A), der die folgenden Interpolationsbedingungen erfillt:
(i) Fiir jeden Eckpunkt vi € A und p+ v < p gelte:
Dy Dys(vi) = Dy Dy f (v)

(ii) Sei Q; = &(vi1,vi2,0i3,0i4) ein Viereck und

A(vi1,vi2,v;3
Tih =

b
(vi1,Vi2,Vi4

falls e; o =0; 10; 3

>

falls e; 0 =07 2054

>

Tio =

)

)
)

Vi1,0i3,0i4) falls e; o = U; 10,3 und 6; < 3
) falls ;0 = ;10,3 und 6; =3
)

(
(Ui,4, Vi1, Yi,3
(

> D>

Vi4,05,2,v5,3)  falls e; 0 = Ui 20; 4

Fir Ty 1 und T; o gelten die folgenden Bedingungen gemdf$ Satz 3.6 (ii) und (iii):
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(a) Ist 6; =0, dann gelten fir T;; die Bedingungen fir 0; 1 = 0 und fir T; o die
Bedingungen fiir 0,2 = 1.

(b) Ist 6; =1, dann gelten fiir T;, und T;, die Bedingungen fir 0;, = 0;, = 1.

(c) Ist0; = 2 und e; o = v;,10;3, dann gelten fir T; 1 die Bedingungen fir 6; 1 = 2
und fiir T; o die Bedingungen fiir 6; 2 = 1.

(d) Ist0; =2 und e; o = U; 20;,2, dann gelten fir T; 1 die Bedingungen fir 6;; =1
und fiir T; o die Bedingungen fiir 6; 2 = 2.

(e) Ist0; =3 und e; p = U;10;3, dann gelten fiir T; ; die Bedingungen fir 6;; =3
und fiir T; o die Bedingungen fiir 6; 2 = 1.

(f) Ist0; = 3 und e; o = U; 20;4, dann gelten fir T; 1 die Bedingungen fir 6; 1 =1
und fiir T; o die Bedingungen fiir 6; o = 3.

Fir den Interpolanten aus Satz 4.2 gelten somit die Ergebnisse aus Kapitel 3. Ins-
besondere besitzt er fiir gerades r die optimale Approximationsordnung d + 1. Fiir r
ungerade hingt die Approximationsordnung wieder von der lingsten Kette von Vier-
ecken mit §; = 1 ab. Wie wir im vorherigen Kapitel bereits gesagt haben, ist die Anzahl
in der Regel proportional zu A~!. Der Interpolant hat somit zumindest die Approxima-
tionsordnung d.

Qs | Q21 | Quu | Q25 | Qu7 Q1 | Qur | Qo | Q20 | Qua | Q2

Q1 | Q2 | Quo | Q21 | Qus

Q3 | Qe | Qs | Q1o | Q13 | Q22

Q3 ng QQ Q23 Q15

Q2 | Q13 | Qs | Q2 | Q14 Q2 | Qs | Q7 | Qis | Q2 | Q23

Q1| Qs | Q7 | Q2 | Qi3 Q1| Qs | Qs | Quo | Qi1 | Q21

Abbildung 4.3: Nummerierung fiir Rechteckspartition

Wir behandeln nun den Fall einer Rechteckspartition mit n Zeilen und m Spalten und
beschreiben hierfiir eine minimale Unterteilung. Die Abbildung 4.3 zeigt zwei Recht-
eckspartitionen mit einer geeigneten Nummerierung der Vierecke. Es zeigt sich, dass
wir hier die gleiche Unterteilung wie fiir eine A'-Partition nach Korollar 3.21 erhalten.
Wir definieren hierzu die Indizes der Vierecke @); wie folgt: Ist m ungerade und Q); das
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Viereck in der Zeile £ und Spalte [, dann setzen wir

(n+1) 5L +1 falls £ ungerade
=< (n+1)k falls k gerade und [ = 1
m

(n+1) 2=+ (n—1)52 471 falls k gerade und [ # 1

Analog wird ¢ fiir n ungerade definiert. Sind n und m gerade, dann definieren wir

(n+1) 552 +1 falls £ ungerade
(n+1) % falls k gerade, k #n und [ =1
1= (n—i—l)%—l—(n—l)%—i—l—l falls k gerade, k #n und [ # 1
n(m—1)+ 5t falls kK = n und [ ungerade
(n(m—1)+2+1% falls kK = n und [ gerade

Ist n oder m ungerade, dann erhalten wir eine Nummerierung mit Oy = 1 und O, =
04 = 0. Falls n und m gerade sind, dann gilt @ = O3 = 1 und ©4 = 0. Somit enthilt
die Unterteilung A genauso viele Dreiecke wie die Unterteilung fiir eine A'-Partition
und ist nach Korollar 3.21 optimal.

4.1.2 Unterteilung nach Lai und Schumaker

In diesem Abschnitt behandeln wir eine Unterteilung, die Lai und Schumaker [98] fiir
die Interpolation mit C2-Splines auf Quadrangulierungen verwendet haben. Bei dieser
Unterteilung wird jedes Viereck (); in vier Dreiecke unterteilt (siehe Abbildung 4.4).

— (;: nicht konvex

Q;: konvex —|

Abbildung 4.4: Unterteilung nach Lai und Schumaker

Die Unterteilung eines Vierecks @); erhalten wir wie folgt:



4.1. BELIEBIGE QUADRANGULIERUNGEN 65

(i) Ist @Q; konvex, dann fiigt man beide Diagonalen in @; hinzu.

(ii) Ist @; nicht konvex, dann werden die Diagonale innerhalb von @);, sowie zwei
Kanten von den iibrigen Eckpunkten zum Mittelpunkt der Diagonale hinzugefiigt.

Im Folgenden bezeichnen wir mit 4 die Triangulierung, die wir durch diese Unterteilung
erhalten. Wie Lai und Schumaker [98] wollen wir ausschlielen, dass es zwei benachbarte
Vierecke (v1,v9,v3,v4) und (v, 05, v3,v4) gibt, bei denen die Kanten 705 und w305
kollinear, aber die beiden Kanten T304 und vhvy nicht kollinear sind. In diesem Fall kann
man eine Modifikation der Quadrangulierung durch Tauschen von Kanten vornehmen,
indem die Kanten o705 und w30z durch die beiden Kanten 7305 und vhv, ersetzt werden
(siehe Abbildung 4.5). Die neue Quadrangulierung enthélt nun ein konvexes und ein
nicht-konvexes Viereck.

U3 U3
Q Q Q
U4 V4
V2 vh V2 vh
Q
01 U1

Abbildung 4.5: Tauschen von kollinearen Kanten

Wir konstruieren nun Hermite-Interpolationsverfahren mit C''- und C?-Splines fiir die
Unterteilung nach Lai und Schumaker. Zuniichst behandeln wir den Fall Si(4) und be-
schreiben eine minimale bestimmende Menge fiir diesen Splineraum. Aus dieser kénnen
wir dann, wie in Kapitel 3 ein Hermite-Interpolationsschema ableiten. Wir betrach-
ten nun ein konvexes Viereck. Fiir diesen Fall erhalten wir nach Lai [96] die folgende
bestimmende Menge.

Lemma 4.3. Sei Q = {(v1,v2,v3,v4) ein konvexes Viereck mit dem inneren Eckpunkt
vs und T; := A(vi,v;41,v5)%, i = 1,2,3,4, die vier Dreiecke in Q. Dann ist

D := {Pjo9, Ps10> Poor, Piy 11 = 1,2, 3,4}

eine minimale bestimmende Menge von Sy({T4,...,T4}).

2 Analog zu Kapitel 3 setzen wir hier i + 1 gleich 1 fiir i = 4. Diese Konvention werden wir auch im
Folgenden verwenden.
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U3

V9 V4

U1

Abbildung 4.6: Bestimmende Menge fiir konvexes Viereck

Die Abbildung 4.6 zeigt die minimale bestimmende Menge fiir ein konvexes Viereck. Als
néichstes betrachten wir nicht-konvexe Vierecke. Mit dem folgenden Lemma erhalten
wir hierfiir eine bestimmende Menge fiir S ({77, ..., T4}).

Lemma 4.4. Sei Q = {(v1,v9,v3,v4) ein nicht-konvexes Viereck mit dem inneren
Eckpunkt vs und T; :== A(v;,vi41,v5), @ = 1,2,3,4, die vier Dreiecke in Q. Dann ist

D := {Piog, Po1gs Poor, Phiy + 1= 1,2,3,4} \ { P11 }
eine minimale bestimmende Menge von Sy({Ty,...,Ty}).

Beweis: Es seien alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte aus D gleich 0. Wir
nehmen zunéchst an, dass Zvzvgvy # 180° gilt. Die beiden kollinearen Kanten seien
Tov5 und U105 (siehe Abbildung 4.7). Die Koeffizienten ci,, berechnen sich direkt aus
der C'-Bedingung an den Eckpunkten von ). Nach Voraussetzung sind alle Kanten
Ui0i+1 und ;1 10;52 nicht kollinear, so dass man die Koeffizienten ¢y, und c,, aus den
C'-Bedingungen iiber die inneren Kanten erhlt.

Somit verbleiben noch vier Koeffizienten, die in Abbildung 4.7 mit a1, ao, as, a4 bezeich-
net sind. Seien A die baryzentrischen Koordinaten von v; beziiglich 75 und p die bary-
zentrischen Koordinaten von vy beziiglich T, dann ergibt sich aus den C'-Bedingungen
iiber die Kanten v3v5 und 0405 das Gleichungssystem:

1 0 —M3 0 al

1 0 —ps a
—>\3 0 0 as
—)\2 1 —>\3 a4

S = O
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U1

Abbildung 4.7: Bestimmende Menge fiir nicht-konvexes Viereck

Fir die Koeffizientenmatrix erhalten wir die Determinate —)\2;1,%. Da die Kanten w505
und v4v5 kollinear sind, gilt 3 > 1. Umgekehrt sind die Kanten v7v5 und v3v5 nicht
kollinear, so dass A2 # 0 gilt. Also ist die Determinante ungleich 0 und es folgt a; = 0
fiir 2 = 1,2, 3,4. Somit ist D eine bestimmende Menge und wegen

dim S3 ({11, T», T3, T4}) = 15 = | D|

minimal.

Sei nun Zvzvqv; = 180° (siche Abbildung 4.8). Die Koeffizienten ¢}y, i = 1,2, 3,4 und
0612, 1 = 1,2 berechnen sich wie im ersten Fall. Da die Kanten vyvs und v3zvy kollinear
sind, erhéilt man direkt den Koeffizienten c};; aus der C'-Bedingung iiber die Kante
v405. Die verbleibenden drei Koeffizienten cf;,, cfy, und cjy; ergeben sich nun aus den
C’I—Bedingungen iiber die Kanten 7705 und v405. Also ist D eine bestimmende Menge
und es folgt wiederum aus

dim SY({Ty, 1>, T3, T4}) = 15 = | D

dass D minimal ist. O

Wir werden nun ein Interpolationsschema fiir Si(4) angeben. Hierzu miissen wir zu-
nichst eine geeignete Nummerierung der Vierecke von ) wahlen. Aus Lemma 4.4 wird
deutlich, da3 #; < 3 fiir ein nicht-konvexes Viereck Q; gelten muss. Gilt ndmlich 6; = 4,
dann sind durch die C'-Bedingungen an den Kanten und in den Eckpunkten alle Bern-
stein-Bézier-Koeflizienten ¢, mit a3 < 1 bestimmt. Somit ist auch der Koeffizient czl’fl
im Dreieck T;4 bestimmt. Fiir ein nicht-konvexes Viereck berechnet sich dieser aber
nach Lemma 4.4 aus den iibrigen 15 Koeffizienten.
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U3

U1

Abbildung 4.8: Bestimmende Menge fiir ein Viereck mit kollinearen Kanten

Nach den Bemerkungen in Abschnitt 4.1.1 kénnen wir immer eine Nummerierung mit
0; < 3 fiir alle Vierecke @); finden. Lemma 4.4 besagt jedoch, dass die Nummerierung
eine zuséitzliche Bedingung erfiillen muss. In dem Lemma haben wir gefordert, dass
die zwei anliegenden Kanten in den Eckpunkten v; 1, v;2 und v; 3 nicht kollinear sein
diirfen. Nur die beiden Kanten im Eckpunkt v; 4 diirfen kollinear sein. Offensichtlich
kann ein Viereck maximal einen Winkel mit 180° haben. Somit ist zu kldren, ob man
eine Nummerierung der Vierecke finden kann, so dass dieser Winkel fiir ein Viereck Q);
immer am Rand der Teilquadrangulierung <; liegt. Dies ist offensichtlich nicht méglich,
wenn die beiden kollinearen Kanten gemeinsame Kanten von zwei Vierecken (Q; und

Q; sind (siehe Abbildung 4.9).

In der Einleitung zu dem Kapitel haben wir gezeigt, dass man die Kanten tauschen
kann, wenn die beiden anderen Kanten nicht kollinear sind. Andernfalls ist v;4 ein
singuldren Eckpunkt, so dass die Dimension um eins anwichst. Wir konnen deshalb
den Koeflizienten ci’fl im vierten Dreieck zusétzlich wiahlen. Wir erhalten fiir diesen
Fall folgende bestimmende Menge.

Lemma 4.5. Seien Q; = {(vi,v2,v3,v4) und Q; = (v, vh,v3,vs) zwei Vierecke, so
dass v4 ein singuldrer Eckpunkt in { ist. Dann ist

k: ka ka k: . - - _ .a3 .73 .73 .a3
D= {1330817P216n=132071717131171ﬂ vk =1,j;m = 1,2} U {P830=P1l207P5217P1Z11}
eine minimale bestimmende Menge fiir S3(4) auf Q; U Q;.

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Lemma 4.3 und 4.4 und Satz 2.10. O
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U3

Qi Qj

U2 Uy
Uq

U1

Abbildung 4.9: Zwei Vierecke mit kollinearen Kanten

Die Abbildung 4.10 zeigt die minimale bestimmende Menge aus Lemma 4.5.

Elemente mit einem singuldren Eckpunkt kénnen wir somit in einem Schritt behan-
deln, und wir wihlen im Folgenden eine Nummerierung der Vierecke, so dass die bei-
den zugehorigen Vierecke aufeinanderfolgende Indizes haben. Anhand der minimalen
bestimmenden Menge aus Abbildung 4.10 sieht man, dass sich diese Elemente wie kon-
vexe Vierecke verhalten. In beiden Fille kénnen wir es zulassen, dass die bestehende
Teilquadrangulierung bereits alle vier dufleren Kanten des Elements enthilt. Konvexe
Vierecke und Elemente mit einem singuliren Eckpunkt kdénnen somit beliebig in eine
bestehende Teilquadrangulierung eingefiigt werden. Wir wéhlen deshalb eine Numme-
rierung, bei der alle nicht konvexen Vierecke einen niedrigeren Index als die konvexen
Vierecke und Paare mit einem singuldren Eckpunkt besitzen. Fiir die Untersuchung der
nicht konvexen Vierecke wollen wir deshalb annehmen, dass eine Teilquadrangulierung
gegeben ist, die nur noch nicht-konvexe Vierecke enthélt. Diese Teilquadrangulierung
kann natiirlich Locher haben. Im folgenden Lemma zeigen wir nun, dass man fiir solche
Teilquadrangulierungen immer ein Viereck finden kann, dessen kollineare Kanten am
Rand liegen.

Lemma 4.6. Sei $p = {Q1,...,Qk} eine Teilquadrangulierung von <, die keine kon-
vexen Vierecke oder Paare von Vierecken mit einem singuldren Eckpunkt enthdlt. Dann
gibt es ein duferes Viereck Q;, so dass entweder alle vier Kanten nicht kollinear sind
oder eine der beiden kollinearen Kanten am Rand von {y liegt.

Beweis: Angenommen es gibe eine Quadrangulierung, die die Bedingung nicht erfiillt.
Seien {Ry,..., Ry} C { die Vierecke mit mindestens einer dufleren Kante, dann muss
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U3

U2 (22

U1

Abbildung 4.10: Element mit singuldrem Eckpunkt

R; zwei kollineare Kanten besitzen, die keine dufleren Kanten von < sind. Die Eckpunkte
von R, seien wieder wie in Lemma 4.4 nummeriert. Es lassen sich nun zwei Fille
unterscheiden:

(i) Die beiden Kanten 7703 und 7203 sind duflere Kanten. Die beiden anderen Kanten
sind innere Kanten.

(ii) Nur ein Kante 703 oder w303 ist eine duflere Kante.

Betrachten wir den ersten Fall, dann zeigt sich, dass v; und v duflere Eckpunkte zweier
weiterer Vierecke R; und R}, sein miissen. Andernfalls sind die Voraussetzungen nicht
erfiillt, da eine der beiden kollinearen Kanten v7v4 bzw. v3v4 eine duflere Kante wire.
Entsprechende Aussagen erhélt man im zweiten Fall fiir die Eckpunkte v; und vo bzw. vy
und v3. Wir definieren einen Graphen G = (V, E) mit den Knoten V' = {Ry,..., R, }
und den Kanten E. Hierbei gilt (R, Ry) € E genau dann, wenn R; und R}, einen
gemeinsamen #uferen Eckpunkt haben. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass jeder
Knoten von G genau zwei Kanten besitzt. Also hat G einen Zyklus R;,, R;,, ..., R;,, Ri,,
so dass die zugehorige Quadrangulierung ein Polygon P umschliefit (sieche Abbildung
4.11). Wegen der Voraussetzung konnen die kollinearen Seiten zweier Vierecke R;; und
R;; ., nicht zusammenfallen. Somit muss k > 3 gelten. Also besitzt P einen konvexen
Eckpunkt (siehe v in Abbildung 4.11), dessen angrenzende Kanten vw; und 7wz nach
Voraussetzung keine dufleren Kanten der Quadrangulierung sein diirfen. In allen drei
Eckpunkten sind die Winkel der anliegenden Kanten kleiner oder gleich 180°, wobei
mindestens ein Winkel echt kleiner ist. Fiigt man nun im Eckpunkt ein Viereck @) an,
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so gibt es zwei Méoglichkeiten, die in Abbildung 4.12 dargestellt sind.>

Ri,

Abbildung 4.11: AuBere Vierecke einer Teilquadrangulierung

Sei P=P \ @, dann entsteht im ersten Fall fiir v ein neuer Eckpunkt ¢, wihrend v in
dem anderen Fall erhalten bleibt. In beiden Féllen gelten jedoch fiir das neue Polygon
P im Eckpunkt v bzw. ¢ die gleichen Bedingungen wie fiir P. Dies wiederholt man, bis
alle Vierecke von <) angefiigt wurden. Schliefllich miissen mindestens zwei Kanten auf
der nicht-konvexen Seite eines Vierecks am Rand von < liegen. Dies steht jedoch im
Widerspruch zur Annahme. O

Mit Hilfe von Lemma 4.6 kdnnen wir nun eine minimale bestimmende Menge fiir den
Splineraum S1(4) angeben. Hierzu wird zunéchst eine geeignete Nummerierung der
Vierecke gewihlt. Im ersten Schritt entfernen wir alle konvexen Vierecke und Paare
von Vierecken mit einem singuliren Eckpunkt aus der Quadrangulierung. Die verblei-
bende Teilquadrangulierung erfiillt somit die Voraussetzungen fiir Lemma 4.6. Nach
dem Lemma gibt es nun ein dufleres Viereck, so dass entweder alle Kanten paarwei-
se nicht kollinear sind, oder eine kollineare Kante am Rand der Teilquadrangulierung
liegt. Dieses Viereck wird entfernt und anschlieffend mit der verbleibenden Quadran-

3 Als Sonderfall kann das Viereck @ auch zwei kollineare Kanten in # bzw. @; haben.
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Abbildung 4.12: Anfiigen eines Vierecks )

gulierung fortgefahren, bis alle Vierecke entfernt wurden. Die umgekehrte Reihenfolge,
in der wir die Vierecke entfernt haben, definiert nun die Nummerierung der Vierecke.
Hiermit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 4.7. Sei & = {Q1,...,Qn} eine Quadrangulierung, deren Vierecke nach dem
oben beschriebenen Verfahren nummeriert sind. Wir definieren die Menge D, bestehend
aus den folgenden Bernstein-Bézier-Punkten:

(i) Seiv ein Eckpunkt von { und T; ein Dreieck von € mit Eckpunkt v. Dann wdihle
man die drei Punkte in Di(v) NT;.

(17) Sei e eine Kante von {, Q; das Viereck mit Kante e, dass den kleinsten In-
dex besitzt und T;; das Dreieck in @Q; mit Kante e. Ist (); konvex, dann wdhle
man den Punkt P{,. Ist Q; nicht konvex, dann nummerieren wir die Kanten
€i1,€i2,€i3, €4 von Q; entsprechend der aufsteigenden Folge der benachbarten
Vierecke von @Q;. Somit bezeichnet e;1 die gemeinsame Kante zum benachbarten
Viereck Q;1 mit dem niedrigsten Index, e;o die gemeinsame Kante zum benach-
barten Viereck QQ; 2 mit dem ndchst hoheren Index usw. Gilt nun e # e; 4, dann
wihle man den Punkt P,

(iii) Es seien Q; und Q. zwei benachbarte Vierecke mit einem singuliren Eckpunkt v.
Dann wéihle man genau einen Punkt P in einem Dreieck T;,; mit Eckpunkt v.

Dann ist D eine minimale bestimmende Menge von Si(4) und es gilt:
dim S} (4) = 3V° + E° + S° — N§

Beweis: Wir zeigen zuniichst, dass D eine bestimmende Menge von Si (4) ist. Es seien
alle Koeffizienten zu den Bernstein-Bézier-Punkten aus D gleich 0.
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Betrachten wir zunéichst ein einzelnes Viereck (). Fiir jeden Eckpunkt enthilt D nach
(i) die drei Punkte aus D (v) in einem anliegenden Dreieck T;. Aus der C'-Bedingung in
dem Eckpunkt folgt, dass alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte in D1 (v) gleich
0 sein miissen. Ist @) konvex, dann enthilt D nach (ii) fiir jede Kante von () den mittleren
Punkt Pjy; in einem der beiden angrenzenden Dreiecke. Durch die C''-Bedingung iiber
die gemeinsame Kante ist somit auch der Koeffizient c¢;;; in dem anderen Dreieck
bestimmt. Also sind alle Koeflizienten der minimalen bestimmenden Menge aus Lemma
4.3 und somit auch alle Koeffizienten aus @) gleich 0. Fiir ein nicht konvexes Viereck
enthilt D nach (ii) fiir mindestens drei der vier Kanten den Bernstein-Bézier-Punkt
Pjy; in einem anliegenden Dreieck. Besitzt () zwei kollineare Kanten, so werden die
Punkte aufgrund der Nummerierung nach Lemma 4.6 in den beiden Dreiecken auf der
konvexen Seite gewihlt. Also sind auch fiir diese Fille alle Koeffizienten der Bernstein-
Bézier-Punkte aus Lemma 4.4 gleich 0.

Als néchstes betrachten wir zwei Vierecke mit einem singuldren Eckpunkt. Nach (i)
werden fiir jeden Eckpunkt v der beiden Vierecke drei Punkte aus D;(v) in einem an-
liegenden Dreieck T; gewihlt. Somit sind wegen der C''-Bedingung im Eckpunkt wieder
alle Koeffizienten der Bernstein-Bézier-Punkte in D;(v) gleich 0. Nach (ii) enthélt D
fiir jede dulere Kante den mittleren Punkt P17 in einem angrenzenden Dreieck. Aus
der C'-Bedingung iiber die gemeinsame Kante berechnet sich wieder der Koeffizient
c111 in dem anderen Dreieck. Nach (iii) enthélt D einen Bernstein-Bézier-Punkt Pjq; in
einem inneren Dreieck des Elements. Somit lassen sich alle Koeffizienten der minimalen
bestimmenden Menge aus Lemma 4.5 berechnen.

Es gilt nun |D| = 3V° 4+ E — Ny + S°. Aus Satz 2.10 erhalten wir:

dim S3(4) >3V + 2V, + S + 1
=10—-7V; +3E;+ S
=10 —-7(VY + N°) + 3(Er +4N°) + (S° + Ng)
=3V°+ E°+S5°— Ny

Also ist D eine mininale bestimmende Menge. U

Mit der bestimmenden Menge aus Satz 4.7 erhalten wir nun den folgenden Hermite-
Interpolanten fiir S3(4).

Satz 4.8. Sei f € C1(2), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Spline s € Si(4),
der die folgenden Interpolationsbedingungen erfillt:

(i) Fiir jeden Eckpunkt v; € { gelte:
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(it) Fir jede Kante e € { seien Q; und e;1,€;2,¢€;3,¢; 4 wie in Satz 4.7 (i) definiert.
Ist Q; konvex oder gilt e # e; 4, dann gelte fir einen Punkt v im Innern der Kante
e und einen Richtungsvektor z, der nicht parallel zu e verlduft:

Dzs(v) = sz(’l))

(iii) Fir jeden singularen Eckpunkt v; € & sei e eine Kante mit Eckpunkt v;. Dann
gelte fiir einen Punkt v im Innern der Kante e und einen Richtungsvektor z, der
nicht parallel zu e verlduft:

Dzs(v) = sz(’l))

Beweis: Offensichtlich ist die Anzahl der Bedingungen gleich 3V° + E — Ny, + S°.
Nach Satz 2.3 und 2.4 lassen sich die Bernstein-Bézier-Koeffizienten der minimalen
bestimmenden Menge aus Satz 4.7 durch die Interpolationsbedingungen berechnen.
Somit ist s eindeutig bestimmt. O

Fiir C?-Splines haben Lai und Schumaker [98] den Fall S2(4) fiir ihre Unterteilung 4
behandelt. Wir betrachten den Splineraum S%(4)) und wiihlen den Unterraum

H}($) = {f € 57(®) : f € C°(v),v € $}

Fiir den Splineraum HZ(4) entwickeln wir nun ein Hermite-Interpolationsverfahren.
Wie im Fall S1(4) konstruieren wir zunéichst bestimmende Mengen fiir einzelne Vier-
ecke und fiir Elemente mit einem singulédren Eckpunkt. Aus diesen bestimmenden Men-
gen leiten wir anschlieend eine bestimmende Menge des Splineraums H2(4) ab. Zur
Konstruktion der bestimmenden Menge wihlen wir eine Nummerierung der Vierecke

wie im Fall Si(4).

Zunichst betrachten wir ein konvexes Viereck.

Lemma 4.9. Sei Q; = $(vi1,...,0;4) ein konvezes Viereck mit dem inneren Eckpunkt
vis und Tj j := A(v; 4, v j4+1,vi5) die vier Dreiecke in Q;. Dann ist

D= J ({P s n = 4} U { P, P, Pih. P, Pish, Pi ) U (i)

J=1
eine minimale bestimmende Menge fir H2({T;1,...,Tia}).

Beweis: Aus den C! und C2?-Bedingungen iiber die inneren Kanten des Vierecks sieht
man, dass D eine bestimmende Menge ist. Nach Satz 2.9 folgt

dim H2({T; 1, ..., Tis}) = 65 = |D|

so dass D minimal ist. O
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Abbildung 4.13: Bestimmende Menge fiir konvexes Viereck

Die Abbildung 4.13 zeigt die bestimmende Menge aus Lemma 4.9. Fiir nicht konvexe
Vierecke miissen wir wieder die Félle unterscheiden, ob die beiden Kanten v; 3v; 4 und
0; 10;,4 kollinear sind oder nicht. Das folgende Lemma beschreibt eine bestimmende
Menge fiir solche Vierecke.

Lemma 4.10. Sei Q; = O(vig,...,vi4) ein nicht konvezes Viereck mit dem inneren
Eckpunkt v; 5 und T; j := A(v; 4,0 j+1,0i5) die vier Dreiecke in Q;. Wir setzen

4
D= J ({P27: on > 4} U { P, Pl P, Pish, P P, )
j=1

und
- D\ P falls Zvj3v; 40, > 180°
o ﬁ\ P;Z’é falls Zvi730i74vi71 = 180°
Dann ist D eine minimale bestimmende Menge fir H3({T;1,...,T;4}).

Beweis: Sei Zv;3v;4v;1 > 180° und alle Koeffizienten der bestimmenden Menge D
gleich 0, dann ergeben sich alle, bis auf die in Abbildung 4.14 mit a1, ..., a2 bezeich-
neten Koeffizienten direkt aus den Differenzierbarkeitsbedingungen in den Eckpunkten
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U1

Abbildung 4.14: Bestimmende Menge fiir nicht-konvexes Viereck

und an den Kanten von @);. Seien A die baryzentrischen Koordinaten von v; 3 beziiglich
T 1, p die baryzentrischen Koordinaten von v; 3 beziiglich T; 4 und v die baryzentrischen
Koordinaten von v; 4 beziiglich T; 5, dann erhalten wir das Gleichungssystem Ma' = 0
mit @ := (aq,...,a12) und

Y2 3 =1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 v v -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 v -1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 v 73 -1

2y27s VA 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Mo 0 0 0 2y 75 0 0 0 0 0 0 0
'_ 0 0 0 0 0 0 2y%y 7 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2yy3 7% 0

A1 0 0 X3 0 0 -1 0 0 0 0 0

0 0 p O 0 p3 O 0 -1 0 0 0

2023 0 0 X 0 o0 0 0 0 -1 0 0
20 d2 22X\ A3 0 2XA3 0 0 0 0 0 0 -1 0

Es gilt nun Ay, Ao, o, 13, v2 < 0 und Ag, 1,73 > 1, so dass
det M = 27075Xo (Agp2 — Aipz) <0
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folgt. Also ist D eine bestimmende Menge.

Fiir den Fall Zv; 3v; 4v;,1 = 180° bendtigen wir kein Gleichungssystem. Wir kénnen die
Koeflizienten schrittweise aus den C"-Bedingungen berechnen. Es ergeben sich zunéchst
alle, in Abbildung 4.15 mit * gekennzeichneten Koeffizienten aus den Differenzierbar-
keitsbedingungen an den Kanten und in den Eckpunkten. Anschlieflend lassen sich
alle mit o bezeichneten Koeffizienten aus den C'- und C?-Bedingungen an den inne-
ren Kanten bestimmen. Schliefllich erhalten wir die iibrigen, mit * gekennzeichneten
Koeffizienten. Also ist D wieder eine bestimmende Menge.

U3

U1

Abbildung 4.15: Bestimmende Menge fiir ein Viereck mit kollinearen Kanten

In beiden Fillen gilt nach Satz 2.9
dim H2({T; 1, ..., Ti4}) = 63 = |D|
so dass D minimal ist. O

Wie im Fall S1(4) miissen wir den Fall zweier Vierecke mit einem singuléiren Eckpunkt
noch gesondert behandeln. Wir wéhlen fiir ein Viereck @); die gleiche bestimmende Men-
ge wie in Lemma 4.10. Da der innere Eckpunkt des Elements singulir ist, konnen wir
fiir das andere Viereck die bestimmende Menge so ergénzen, dass wir eine vollstdndige
C?-Interpolationsbedingung an den dufleren Kanten erhalten. Damit lassen sich diese
Elemente wieder wie konvexe Vierecke behandeln. Wir erhalten das folgende Lemma
fiir diesen Fall.
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Lemma 4.11. Seien Q; = {(vi,v2,v3,v4) und Q; = $(vi,v5,v3,v4) zwei Vierecke,
so dass vy ein singuldrer Eckpunkt in { ist. Weiter sei D; die minimale bestimmende
Menge nach Lemma 4.10 und

Dj:= {szﬂ rog 2 4}U{P§éﬁ7Pg§I§7PZJ§I§ k= 172}
U {Pas P PRt < = 1,2,3,4)
Dann ist D := D; UD; eine minimale bestimmende Menge fiir H2(9) auf Q; U Q.

Beweis: Die Aussage folgt wieder direkt aus Lemma 4.9 und 4.10 und Satz 2.10. O

U3

U1

Abbildung 4.16: Element mit singuldrem Eckpunkt

Die Abbildung 4.16 zeigt die bestimmende Menge aus Lemma 4.11. Mit Hilfe von
Lemma 4.9 - 4.11 koénnen wir nun einen Hermite-Interpolanten fiir den Splineraum
H2(4) beschreiben. Hierzu withlen wir wieder die Nummerierung nach Lemma 4.6.

Satz 4.12. Sei f € C°(Q), dann gibt es einen eindeutig bestimmten Spline s € H2(4),
der die folgenden Interpolationsbedingungen erfillt:

(i) Fiir jeden Eckpunkt v; € & und p+v < 3 gelte:
DiDys(vi) = DDy f (v)
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(it) Fir jede Kante e € { seien Q; und e;1,€;2,¢€;3,¢; 4 wie in Satz 4.7 (i) definiert.
Weiter sei z ein Richtungsvektor, der nicht parallel zu e wverlduft und vy, vo,vs3
drei Punkte auf e mit vy # vs. Dann gelte

D.s(v1) = D, f(v1)
DES(Uz) = D?f(vz)
Ist Q; konvex oder e; 3 und e; 4 nicht kollinear oder e; 4 # e, dann gelte zusdtzlich

Dgs(v?,) = Dgf(vs')

(iii) Ist Q; konvex oder e; 3 und e; 4 nicht kollinear, dann gelte fir j = 1,2,3,4:

D3 D? s(vi ) = D3 D? s(vi5)

Vi,5=Vi,j " Vij 410 Vi,5=Vi,j " Vi j+1—Vi,j
Sind e; 3 und e; 4 kollinear, dann gelte:

D3 D? s(vg ) = D} D? s(vi ;) j=1,2

Vi,5 Vi, Vij+1=Vi,j Vi,5 Vi, Vij+1=Vi,j

D3 D? s(v; ;) = D3 D? s(vi ) j=1,3

Vi, 5 —Vi,j Vi, 4—V4,j5 Vi, 5~V 5 Vi, 4 —Vi,j

(iv) Ist Q; konvex oder e; 3 und e; 4 kollinear, dann gelte fir p = 4,5 und j =1,2,3,4:

Dﬁ@j—’ui,js(vi,j) = ‘Dgi,5—vi,jf(vi,j)

Ist Q; nicht konver und e; 3 und e; 4 nicht kollinear, dann gelte

Dy, v, ;8(ig) = Dy, . f(vi) p=4,5undj=1,2,4
D?}i,s_vi,gs(’l}i’:}) = Dgi,5—vi,3f(viy3)

(v) Ist Q; konvez, dann gelte
s(vis) = f(vig)

Beweis: Mit Satz 2.3 und 2.4 folgt wieder, dass durch die Interpolationsbedingungen
alle Koeffizienten der bestimmenden Menge aus Lemma 4.9 - 4.11 festgelegt sind. Be-
zeichnet M die Anzahl der Interpolationsbedingungen und NS die Anzahl der Vierecke
mit kollinearen Kanten, dann folgt mit (4.1):

M =10V® + (3E® — N3) + 4N + (8NY + TN$, + N§) + Nk
=36 — 26(V,° + N©) + 13(EY +4N®) + S + 3NZ + Ny

Also gilt dim H2(4) = M nach Satz 2.10, so dass s eindeutig bestimmt ist. O
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4.2 Konvexe Quadrangulierungen

Wie wir bereits bei der Unterteilung von Lai und Schumaker [98] gesehen haben, miissen
wir bei Quadrangulierungen zwischen konvexen und nicht-konvexen Vierecken unter-
scheiden. In konvexe Vierecke kann man beide Diagonalen einzeichnen, so dass eine
Unterteilung mit einem singuldren Eckpunkt entsteht (siehe Abbildung 4.17). Diese
Unterteilung nach Fraeijs de Veubeke und Sander (FVS) [67] zeichnet sich durch ein
gutes Approximationsverhalten aus, da die Dimension durch den singuliren Eckpunkt
wéchst. Konvexe Quadrangulierungen sind somit fiir die Interpolation mit Splinefunk-
tionen besonders gut geeignet.

Fiir konvexe Quadrangulierungen haben Laghchim-Lahlou und Sablonniere [91] die
Unterteilung nach Fraeijs de Veubeke und Sander gew&hlt und untersuchten die In-
terpolation mit Splines aus den Splinerfiumen S}”(A) fiir p = |%] und d = 2p + 1.
Sie konstruieren einen Interpolanten, der in jedem Eckpunkt der Quadrangulierung al-
le Ableitungen bis zur Ordnung p interpoliert und lokal aus den Interpolationswerten

berechnet werden kann.

V4 U3

U1 U2

Abbildung 4.17: Unterteilung eines konvexen Vierecks

Durch die Unterteilung jedes Vierecks wird die Anzahl der Dreiecke gegeniiber einer
Triangulierung verdoppelt. Wie bei der Interpolation auf Triangulierungen erhilt man
eine effizientere Losung, wenn nicht alle Vierecke in vier Dreiecke unterteilt werden.
Bei unserer Methode, die wir in diesem Abschnitt vorstellen, werden wir die Art der
Unterteilung wieder von der Anzahl der gemeinsamen Kanten mit der bestehenden
Teilquadrangulierung abhiingig machen. Hat ein Viereck maximal eine gemeinsame
Kante mit der Teilquadrangulierung, dann geniigt es, dieses durch Einzeichnen einer
Diagonale in zwei Dreiecke zu unterteilen. Gibt es zwei oder mehr gemeinsame Kanten,
dann benoétigen wir dagegen die Unterteilung mit vier Dreiecken. Der Vorteil gegeniiber
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der Unterteilung mit Clough-Tocher Elementen aus Abschnitt 4.1.1 besteht nun darin,
dass wir auch fiir ein Viereck ); mit #; = 4 nur eine Unterteilung mit vier Dreiecken
verwenden miissen. Nach Gleichung (4.2) erhalten wir somit eine optimale Losung fiir
©p = 1 und ©3 = ©3 = 0. In diesem Fall benétigen wir nur V;/3 FVS-Elemente, so
dass die Anzahl der Dreiecke nur um 2V;/3 wéchst.

Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus Kapitel 3 muss allerdings fiir eine Quadrangu-
lierung nicht immer eine Nummerierung mit ®y = 1 optimal sein. Die Abbildung 4.18
zeigt eine solche Quadrangulierung. Fiir die gezeigte Nummerierung erhalten wir eine
Unterteilung mit 16 Dreiecken. Jede Unterteilung mit ©¢g = 1 benétigt dagegen zwei
FVS-Elemente und somit 18 Dreiecke. Zur Vereinfachung der Bezeichnung wihlen wir
aber eine Nummerierung mit ©¢ = 1. Wie wir bereits gezeigt haben, kdnnen wir in die-
sem Fall die Eckpunkte eines Vierecks Q; = A(v;,1,v;,2,v;,3,v;,4) soO nummerieren, dass

die Kanten v;10;2,...,7;0,0;9,+1 gemeinsame Kanten mit der Teilquadrangulierung
<>i71 sind.

Qs Qs

O Q7 Qq

Q2 @3

Abbildung 4.18: Optimale Nummerierung und zugehotrige Unterteilung

Wir unterteilen nun ein Viereck @); mit 6; < 1 durch Einzeichnen der Diagonale v; 1v; 3
in die zwei Dreiecke T; 1 = A(v4,1,v42,vi,3) und Tj 2 = A(v;,1,v;,3,0;,4). Fiir ein Viereck
Q; mit 0; > 2 fiigen wir beide Diagonalen hinzu und erhalten eine Unterteilung mit
den vier Dreiecken T;; = A(v;j,vij41,vi5), § = 1,2,3,4, wobei v; 5 den singuldren
Eckpunkt in @); bezeichnet. Die Triangulierung, die wir durch diese Unterteilung erhal-
ten bezeichnen wir wieder mit A. Fiir unseren Hermite-Interpolation withlen wir den
Super-Splineraum

Hy(A) = {f e Sy(A): feCP(v),v €0}

mit p = |2 ] und d =2p + 1.
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4.2.1 Hermite-Interpolation und Approximationsgiite

Zunéchst beschreiben wir eine bestimmende Menge fiir H(A). Aus dieser bestimmen-
den Menge konnen wir dann direkt einen Hermite-Interpolanten ableiten. Die bestim-
mende Menge fiir ein Viereck (); hingt wieder von der Anzahl der gemeinsamen Kanten
mit der Teilquadrangulierung <; 1 ab. Fiir §; < 1 kénnen wir wie in Abschnitt 4.1.1
vorgehen. Wir unterteilen das Viereck in zwei Dreiecke T; ; und T; o und behandeln zu-
erst das Dreieck T; ;. Somit gilt 6;; <1 und 6;2 = 1 und wir wéhlen fiir diese Dreiecke
die minimale bestimmende Menge aus Lemma 3.1. Das folgende Lemma beschreibt eine
bestimmende Menge fiir diesen Fall.

Lemma 4.13. Es seien Q; = {$(vi1,vi2,vi3,vi4) ein Viereck mit 6; < 1, T;; =
A(vi1,0i2,0i3), Tio == A(yiyl,vi,g,viﬁ;) die beiden Dreiecke in Q; und D;_1 eine be-
stimmende Menge von H}(A;_1). Wir definieren

3 PY o) = d} U {ng2 Hal=diar,a <d—pyaz > 7"} falls 0; =0
Poi;j:|a|:d; ap,ae < d—p; a3>r;j:1,2} falls 6, =1
Dann ist D; := D;_1 UD; eine bestimmende Menge von HQ(AZ)
Somit miissen wir noch die Vierecke mit 6; > 2 behandeln. Hierzu beschreibt das
folgende Lemma eine bestimmende Menge fiir ein FVS-Element.

Lemma 4.14. Es seien Q; := {(vi1,0i2,0i3,0vi4) ein Viereck, vis der singuldre
Eckpunkt in Q;, der durch die Unterteilung entsteht und T;; := A(vij,0ij+1,0i5),
g =1,2,3,4 die Dreiecke in Q;. Wir definieren

Vij = {Pi’j ol =d; ag > d—p}

Aiji={PY :|a| =d; an,0 <d—p; a3 <7}

B; ;= {Pé’j Hal =d; ar, a0 > FJ ;ag > r}

2
Cij = {Pé,j el = d; LgJ <oy <d—p; ag= ()}
sowie
D, = U?:1 (Vij UAi; UB;j) r ungerade
N U§:1 (VijUAjUB;;UC; ;) U{vis} 1 gerade

Dann ist D; eine bestimmende Menge fir Hj({T;1,...,Tia}).

Beweis: Der Fall r ungerade wurde bereits von Laghchim-Lahlou und Sablonniére
[91] bewiesen. Den Fall r gerade beweist man wie in Lemma 3.4. Durch die Mengen
Vi,; ergeben sich alle Koeffizienten in den Scheiben D,(v; ;). Fiir die verbleibenden
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Koeffizienten wendet man fiir alle inneren Kanten induktiv Lemma 3.2 an und bestimmt
zundchst alle Koeffizienten auf den Ringen R, (v;j) mit v =p+1,...,2r. Aus der C"-
Bedingung an den inneren Kanten ergeben sich nun alle Koeffizienten mit as = 0. Die
verbleibenden Koeffizienten auf den Ringen R, (v; ;) mit v = 2r 4+ 1,...,d erhalten wir
nun induktiv nach Lemma 3.2. U

Die Abbildung 4.19 zeigt die bestimmende Menge aus Lemma 4.14. Hierbei sind die
Punkte aus A;; und B;; mit %, die Punkte aus C;; mit x und die Punkte aus V; ;
mit e gekennzeichnet. Mit Lemma 4.14 erhalten wir nun eine bestimmende Menge fiir
Vierecke mit 6; > 2.

Vg

Abbildung 4.19: Bestimmende Menge fir Hy({T1,...,T4})

Lemma 4.15. Es seien Q; := {(vi1,0i2,0i3,0i4) ein Viereck mit 0; > 2, v;5 der
singuldre Eckpunkt in Q;, T; j := A(vij,vij+1,vi5) fir j =1,...,4, Dj_1 eine bestim-
mende Menge von Hjy(A;_1) und V;;, Aij, B;j, Cij wie in Lemma 4.14 definiert. Wir
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setzen
rU?:l BijUAizUA; 4UV;4 0; = 2 und r ungerade
U;Zl BijUAi4 0; = 3 und r ungerade
Dy = Uzzl B ; 0; = 4 und r ungerade
Uj:l (Bz',j U Ciyj) U .Az',g U .Ai74 U VZ',4 U {’UZ',5} 0; =2 und r gerade
U§:1 (Bi,j UCi ) UA; 4 U{vis} 0; = 3 und r gerade
\Uj—; (Bij UCij) U{vis} 0; = 4 und r gerade

Dann ist D; := D;_1 UD; eine bestimmende Menge von Hg(Al)

Beweis: Mit Lemma 4.14 erfolgt der Beweis analog wie in Lemma 3.4. O

Damit konnen wir nun wieder eine minimale bestimmende Menge des Splineraums

H(A) konstruieren. Hierzu definieren wir induktiv die Mengen D;, ¢ = 0,..., N nach
dem folgenden Verfahren.

(i) Wir setzen Dy :=0)

(ii) Sei Dy, fiir 0 < j < 4 konstruiert. Fir 6; < 1 wihlen wir die Menge D, nach
Lemma 4.13 und fiir ; > 2 die Menge D; nach Lemma 4.15 und setzen

D;:=D; 1U {)z

(iii) SchlieBlich definieren wir D := Dy
Satz 4.16. Seir € N, p = |%], d = 2p + 1 und D nach dem oben beschriebenen
Verfahren konstruiert. Dann ist D eine bestimmende Menge des Splineraums.
Hy(A) = {f e Sy(A): f e CP(v),v €0}
Aus der minimalen bestimmenden Menge aus Satz 4.16 kénnen wir direkt das folgende
Hermite-Interpolationsverfahren ableiten.

Satz 4.17. Seir € N, p = L32—TJ, d=2p+1 und f € C*(Q), dann gibt es einen

eindeutig bestimmten Spline s € HJ(A), der die folgenden Interpolationsbedingungen
erfillt:

(i) Fiir jeden Eckpunkt v; € $ und p+v < p gelte:
DiDys(vi) = DD, f(v;)
(ii) Fir jedes Viereck Q; = $(vi1,vi2,vi3,0i4) Sei € j := U Ui jy1, %, ein Vek-

tor, der nicht parallel zur Kante e;; verliuft und wé"j, w=1,...,7 paarweise
verschiedene Punkte auf e; ;.
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(a) Ist 0; =0, dann gelte fir l <uy<v<r

D7 5(“)#,1) =D f(wf;)

24,1 Zi,1
(b) Ist 6; =1, dann gelte fir p<p+v <d—r und p,v>p+v—p

D! DY s(viz) = DI D¥ f(vi3)

Vi1 —V;,3° 7 Vi 2— Vi 3 Vi, 1—V;,3°7 V52— V; 3
(c) Ist 6; € {0,1}, dann gelte fir p<pu+v <d—r und p,v>pu+v—p

Du DV S(Ui74) = Du DV f(vi,4)

Vi,1—Vi,4 7 V33— Vi 4 Vi,1—Vj,4"" Vi3 Vi
(d) Ist 0; € {2,3}, dann gelte firl <p<v<rundf; <j<4
(e) Ist 0; € {2,3,4}, dann gelte fir j = 1,2,3,4, r+1 < v < 2r — 1 und
1< u<2r—v

v

v s(wl)) = DY f(w)

i,J Zi,j i,J
(iit) Ist r gerade und Q; = $(vi1,vi2,0i3,vi4) ein Viereck mit 6; > 2, dann gelte fiir
j=1234undp+1<v<p+r
Dllji,5f’l}i,j5(vi,j) = ‘D’Zi,sf’ui,]‘f(vi:j)

s(vis) = f(vis)

wobei v; 5 den singuldren Eckpunkt in @Q; bezeichne.

Beweis: Nach Satz 2.3 und 2.4 erhalten wir wieder direkt die Koeflizienten der bestim-
menden Menge in Satz 4.16 aus den Interpolationsbedingungen (i) - (iii). Bezeichnen

wir mit M die Anzahl der Bedingungen, dann gilt somit dim H};(A) < M. Wir erhalten
nun fiir ungerade r:

= (e 1) () e

n <T’2H> (202 + O3) +4(2> (©2 + O3 + ©4)

(5[5 (3o

d—r+1 et
+[< ;+ )—2(’) ;+ )](E?+®o+®1+4®2+4®3+4®4)

3r2 +4r+1
_'_7

3 (@2 + O3 + @4)
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Analog folgt fiir gerade r:

(e )5 e

1
+<T; )(2@2-1-@3 4(;>+4r+1] (O2 4 O3 + Oy4)

([ (oo

d— 1 +1
+|:< ;+ ) 2(P ; )] (EI+@0+@1+4@2+4@3+4@4)

3r? + 6r
_*_7

S (B2 + O3 + 04)

Mit Satz 2.10 gilt somit M < dim HQ(A), so dass s eindeutig bestimmt ist. O

Wie fiir den Clough-Tocher Split lassen sich die Koeflizienten eines FVS-Elements lokal
berechnen. Mit den gleichen Argumenten wie in Kapitel 3 erhalten wir die folgenden
Aussagen iiber das Approximationsverhalten unseres Interpolanten.

Satz 4.18. Ist r gerade, f € C™TY(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmte
Interpolant aus Satz 4.17, dann gibt es eine Konstante K, die nur von r und dem
kleinsten Winkel der Quadrangulierung abhdngt, so dass

If = sll < KB fll g

gilt. Insbesondere besitzt der Splineraum HQ(A) die optimale Approzimationsordnung
d—+1.

Fiir ungerades r kann der Interpolant nicht lokal berechnet werden. Das Approxima-
tionsverhalten hingt hier wieder von der lingsten Kette von Vierecken @); mit 6; = 1
ab. Wir erhalten die folgende Aussage.

Satz 4.19. Ist r ungerade, f € C™(Q), 2r < m < d und s der eindeutig bestimmite
Interpolant aus Satz 4.17. Weiter sei Qi , ..., Q;, die ldngste zusammenhdngende Kette
von Vierecken mit i; < ij11 und 0;; = 1. Dann gibt es eine Konstante K, die nur von
r und dem kleinsten Winkel der Quadrangulierung abhdingt, so dass

If = sl < KER™ | 1]y

gilt. Fir k € O(h™?) besitzt der Splineraum HQ(A) mindestens die Approximationsord-
nung d+1—gq.

Wie bei den Algorithmen fiir Triangulierungen kénnen wir auch bei der Unterteilung
von Quadrangulierungen die Linge k beeinflussen. Der Algorithmus, der in dem fol-
genden Abschnitt vorgestellt wird, berechnet Unterteilungen mit méglichst wenigen
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FVS-Elementen. Hierfiir gilt im Allgemeinen & € O(h™!), so dass wir eine Approxi-
mationsordnung von mindestens d erhalten. Man kann aber auch hier die Linge k£ be-
schrinken, so dass der Interpolant die optimale Approximationsordnung besitzt. Auch
in diesem Fall miissen wir maximal die Hélfte der Vierecke nach Fraeijs de Veubeke
und Sander unterteilen, so dass unser Verfahren effizienter ist als das Verfahren von
Laghchim-Lahlou und Sablonniere [91].

4.2.2 Minimale Unterteilungen

Wie wir bereits zu Beginn des Abschnitts gesagt haben, ist die Unterteilung mit FVS-
Elementen im Allgemeinen effizienter als die Unterteilung mit Clough-Tocher Elemen-
ten, da wir ein Viereck mit ; = 4 nur in vier Dreiecke unterteilen miissen. Eine optimale
Unterteilung erhalten wir deshalb, wenn @ = ©3 = 0 und ©4 = V;°/3 gilt. Die Ab-
bildung 4.20 zeigt ein solche Unterteilung fiir eine Quadrangulierung mit N = 7 und
V¢ = 3. Die Unterteilung mit FVS-Elementen enthélt 16 Dreiecke, wihrend wir 18 Drei-
ecke fiir eine Unterteilung mit Clough-Tocher Elementen bendtigen. Die vollstdndige
Unterteilung nach Laghchim-Lahlou und Sablonniere [90, 91] benétigt sogar 28 (FVS)
bzw. 42 (Clough-Tocher) Dreiecke.

Qs Q1
Q7
Qs Q2

Q4 Qs

Abbildung 4.20: Unterteilung einer konvexen Quadrangulierung

Im Gegensatz zu Triangulierungen ist es schwierig eine optimale Nummerierung fiir
eine Quadrangulierung zu charakterisieren. Dies ist auch darin begriindet, dass es nicht
immer eine optimale Nummerierung mit ©g = 1 geben muss. Mit der Abbildung 4.18
am Anfang des Abschnitts haben wir hierfiir bereits ein Gegenbeispiel gezeigt. Insofern
ist auch die Bestimmung einer optimalen Nummerierung schwierig. Wir wahlen deshalb
wie in Kapitel 3 einen heuristischen Ansatz und modifizieren hierzu den Algorithmus
3.23.
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Algorithmus 4.20.
Eingabe: Liste { von Vierecken
Ausgabe: Liste m von Integer

Initializiere drei leere Warteschlangen W, W5 und W3
markiere Viereck )7 und fiige 1 in W ein
n:=1
Solange W oder W, oder W3 nicht leer ist
Falls W nicht leer ist
hole néichsten Wert m von W
Falls ), zwei markierte Nachbarn hat
fiige m in Wy ein und gehe zum Anfang der Schleife
Sonst falls (),,, drei markierte Nachbarn hat
flige m in W3 ein und gehe zum Anfang der Schleife
Sonst falls W3 nicht leer ist
hole néchsten Wert m von Wy
Sonst
hole nichsten Wert m von W
m(m):=n,n:=n+1
Fir alle unmarkierten Nachbarn @); von @,
markiere Viereck @);
fiige ¢+ in W ein

Der Algorithmus ist wieder linear in der Anzahl der Vierecke und liefert eine Numme-
rierung der Vierecke mit ©¢ = 1.

Fig | Q17 |Qus| Fug | Q11| Q12| Fu3
Q15 | Q16 | Fus | Qo |Quo | Fiuz | @30
Qua | Fua | Q7 | Qs | Fu1 | Qa2s | Qa9
Fi3| Qs | Qo | Fao | Q26 | Qa7 | Fuo
Q3 | Qa | F39 | Q24| Q25| Fus | Q36
Q2 | F3s | Qa2 | Q23| Fur | Q34| Q35
Q1 | Q20| Q21| F31 | Q32| Q33| F37

Abbildung 4.21: Minimale Unterteilung fiir eine Rechteckspartition
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Zum Abschluf} geben wir ein Beispiel fiir eine optimale Unterteilung einer Rechteckspar-
tition. Diese Unterteilung erhalten wir, wenn die FVS-Elemente diagonal gesetzt werden
(siehe Abbildung 4.21). Bei dieser Nummerierung gibt es im Innern der Partition nur
Vierecke @; mit 6; € {1,4}. Lediglich am Rand der Partition gibt es FVS-Elemente
mit 0; € {2,3}. Die dargestellte Nummerierung fiir eine Partition mit 7 Zeilen und
Spalten besitzt 16 FVS-Elemente (mit F; bezeichnet). Eine optimale Nummerierung
mit Clough-Tocher Elementen enthélt dagegen 18 Elemente.



Kapitel 5

Lagrange-Interpolation

In den vergangenen Jahren wurden verschiedene Hermite-Interpolationsverfahren mit
bivariaten Splinefunktionen auf Triangulierungen entwickelt. Chui [31] bemerkte je-
doch, dass der Bereich der Lagrange-Interpolation noch wenig erforscht ist. Erst in den
letzten zehn Jahren wurden Lagrange-Interpolationsmengen fiir bivariate Splinefunk-
tionen konstruiert. Fiir A~ und AZ-Partitionen haben Chui und He [32], Davydov,
Niirnberger und Zeilfelder [48, 50], Laghchim-Lahlou und Sablonniere [93], Niirnberger
[110], Niirnberger und Riessinger [111, 112] Niirnberger und Walz [113] und Niirnberger
und Zeilfelder [114, 116] Interpolationsverfahren entwickelt. Interpolationsmengen fiir
Crosscut-Partitionen finden sich bei Adam [1]. Die Lagrange-Interpolation fiir allgemei-
ne Klassen von Triangulierungen behandeln Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [49, 52]
und Niirnberger und Zeilfelder [115, 117]. Fiir beliebige Triangulierungen haben Da-
vydov und Niirnberger [46] Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splineriume S}(A)
mit d > 5 entwickelt. Es gibt bisher jedoch noch kein Lagrange-Interpolationsverfahren
mit quadratischen oder kubischen C'-Splines auf beliebigen Triangulierungen.

Den Grund, dass Hermite-Interpolationsverfahren leichter als Lagrange-Interpolations-
verfahren zu konstruieren sind, haben wir in Kapitel 2 dargelegt. Hier wurde gezeigt,
dass zwischen den Bernstein-Bézier-Koeffizienten und den Ableitungen eines Polynoms
ein direkter Zusammenhang besteht. Dieser ermoglicht es, die Koeffizienten aus den
Ableitungen einer gegebenen Funktion zu berechnen. Es ist deshalb oft mdéglich, aus
einer bestimmenden Menge des Splineraumes direkt ein Hermite-Interpolationsschema
abzuleiten. Fiir die Lagrange-Interpolation ist dies im Allgemeinen nicht moglich. Die
Konstruktion von Lagrange-Interpolationsmengen ist deshalb sehr schwierig.

Wir beschreiben in diesem Kapitel ein Verfahren, mit dem wir Interpolationsmengen
fiir die Lagrange-Interpolation auf beliebigen Triangulierungen konstruieren konnen.
Wir behandeln hier sowohl unsere Unterteilungsmethoden aus den Kapiteln 3 und 4,
als auch die klassischen Unterteilungen mit Clough-Tocher und Powell-Sabin Elemen-
ten und entwickeln Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splineriume Si(A) und
S3(A). Dies sind die ersten Lagrange-Interpolationsverfahren mit quadratischen und

90
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kubischen C!-Splines auf beliebigen Triangulierungen. Zuniichst betrachten wir die
Super-Splinerdume Sg’l(A) und S;Q(A) (siehe Strang und Fix [137]). Fiir diese Spli-
nerdume beschreiben wir eine Interpolationsmethode ohne Unterteilung der Dreiecke.
Der zweite Abschnitt enthélt verschiedene Unterteilungsverfahren. Zunéchst wird die
klassische Unterteilung aller Dreiecke nach Clough-Tocher [45] zur Interpolation mit ku-
bischen C'-Splines behandelt. AnschlieBend beschreiben wir ein Interpolationsverfahren
fiir unsere Unterteilungsmethode aus Kapitel 3. Weiterhin werden zwei Verfahren mit
quadratischen C'-Splines vorgestellt. Bei der ersten Methode verwenden wir eine Un-
terteilung nach Powell-Sabin [121]. Das zweite Verfahren arbeitet wieder iterativ. Hier
miissen nicht alle Dreiecke unterteilt werden. Dadurch erhalten wir einen Interpolanten,
der nur die Funktionswerte in den Eckpunkten, sowie drei Lagrange-Punkte im ersten
Dreieck benotigt. Er ist deshalb gut zur direkten Interpolation verstreuter Daten geeig-
net. Der letzte Abschnitt enthilt schlie8lich Interpolationsverfahren auf konvexen Qua-
drangulierungen. Hier untersuchen wir Unterteilungen mit Elementen nach Fraeijs de
Veubeke und Sander [67]. Fiir zwei unterschiedliche Unterteilungsverfahren entwickeln
wir Interpolationsmethoden mit kubischen C!-Splines.

Fiir die Konstruktion der Interpolationsmengen verwenden wir wie in Kapitel 3 und
4 ein iteratives Verfahren. Die Interpolationsmengen sind deshalb nicht fiir alle Drei-
ecke gleich. Hier unterscheiden sich die Lagrange-Interpolationsverfahren von den Me-
thoden mit finiten Elementen. Die Wahl der Interpolationspunkte auf einem Dreieck
T; hiingt wieder von der Anzahl der gemeinsamen Kanten mit der Teiltriangulierung
A :={T,...,T;—1} ab. Fiir einige Verfahren benétigen wir hierzu eine Nummerie-
rung der Dreiecke, bei der jedes Dreieck 7; hochstens zwei gemeinsame Kanten mit der
Teiltriangulierung A; 1 hat. Das folgende Lemma zeigt, dass wir fiir jede Triangulie-
rung eine solche Reihenfolge bestimmen kénnen. Hierbei verwenden wir die gleichen
Bezeichnungen wie in Kapitel 3.

Lemma 5.1. Sei A := {T1,...,Tn} eine Triangulierung eines zusammenhdngenden
Gebiets O C R?, dann gibt es eine Nummerierung m der Dreiecke von A mit OF =1
und ©F = 0.

Beweis: Da 2 zusammenhéngend ist, gibt es ein Dreieck T; € A am Rand von {2, so
dass A\ {T;} ebenfalls zusammenhangend ist. Wir setzen Ay_; := A\{T;}, n(i) ;== N
und wiederholen den Schritt bis zur Teiltriangulierung A;. Da A; in jedem Schritt

zusammenhéingend ist, gilt 67, > 1,4 =1,..., N — 1 und somit OF = 1. Andererseits
muss 07 <2,7=1,..., N gelten, da jedes Dreieck am Rand der Triangulierung entfernt
wird. 0

Mit dem gleichen Beweis erhalten wir die folgende Aussage fiir Quadrangulierungen.

Lemma 5.2. Sei $ := {Q1,...,Qn} eine Quadrangulierung eines zusammenhdngen-
den Gebiets Q@ C R?, dann gibt es eine Nummerierung  der Vierecke von & mit OF = 1
und ©F = 0.
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5.1 Interpolation mit Super-Splines

In diesem Abschnitt beschreiben wir Interpolationsmengen fiir die Super-Splinerdume
S’g’l(A) und 551’2(A). Fiir die Beschreibung der Interpolationsmengen verwenden wir
die Nummerierung aus Lemma 5.1. Weiter wollen wir annehmen, dass die Eckpunkte
v;,; eines Dreiecks T; wie in Kapitel 3 nummeriert sind. Zunéchst betrachten wir den

Fall S’g’l(A) und beschreiben die Interpolationsmengen auf einem Dreieck.

Fiir das erste Dreieck 17 wéahlen wir sechs Punkte wy1,..., w1, so dass vy j, wy 25 1,
wi,2; und vy ;11 paarweise verschiedene Punkte auf der Kante o7 ;u7 41 sind. Weiter
wiéhlen wir einen beliebigen Punkt w; 7 im Innern von 77 und setzen

Al = {1)171, . ,1)173,'(1)1,17 ce. ,U)L?}

Fiir ein Dreieck T; mit 6; = 1 wéhlen wir zwei Punkte w;; und w; » auf den Kanten
V;,105,3 bzw. U; 20; 3, sowie einen Punkt w; 3 im Innern von T;. Hierfiir definieren wir

Ai i={vig,wi1,..., w3}

Gilt schlielich 6; = 2, dann wéhlen wir einen Punkt w; ; im Innern von 7; und setzen
A; = {w; 1 }. Die Abbildung 5.1 zeigt die Interpolationsmengen fiir diese drei Falle.

U3 U3 U3
Wy
Ws w1
w3 w2
we ° ° °
wr w3 w1
U1 w1 w2 V2 U1 V2 U1 V2

Abbildung 5.1: Interpolationsmengen A4; fiir Sg’l(A)

Satz 5.3. Es seien A; wie oben definiert und A := Uz]\il Ai, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q2) einen eindeutig bestimmten Spline s € Sg’l(A) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Fiir die Nummerierung aus Lemma 5.1 gilt Oy = V; nach Gleichung (3.5).
Somit erhalten wir:

|A| =100¢ + 40, + Oy =10+ 4(N —V; —1) + V; =3V + N = dim 55" (A)

Wir zeigen nun, dass wir alle Bernstein-Bézier-Koeflizienten aus den Interpolationswer-
ten berechnen konnen.
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Fir Ty enthélt A vier Interpolationspunkte auf jeder Kante von T7. Diese bestimmen
eindeutig das univariate Polynom entlang dieser Kante und somit die Bernstein-Bézier-
Koeffizienten. Der verbleibende Koeffizient 0%11 wird durch den Wert im Punkt w7
berechnet. Seien (A, A2, A3) die baryzentrischen Koordinaten von w; 7 beziiglich 11,
dann gilt nach Voraussetzung A\; > 0, j = 1,2,3 und wir erhalten:

1 flwi7) — Za;é(l,l,l) co By (M)
n =
61 A2 A3

Fir 0; = 1 lassen sich die Koeffizienten cfl mit oy > 2 bzw. as > 2 direkt aus der
C'-Bedingung in den Eckpunkten v;,1 und v; o berechnen. Weiter ergibt sich

chos = s(vi3) = f(via)
nach Satz 2.3 aus dem Interpolationswert in v; 3. Nun enthélt A einen Punkt w;; auf
der Kante 7; 10;3. Sei w;1 = Av;1 + (1 — A)vi 3, A € (0,1), dann folgt:
i i) - N g — BN (1 — N)chyy — (1 = A)cfos
102 BA(L—A)?

Analog berechnet sich ¢}, aus dem Interpolationswert in dem Punkt w;s. Den Ko-
effizienten c¢{;; erhélt man schliellich wie im Fall §; = 0 aus dem Funktionswert in
wiyg.

Gilt nun #; = 2, dann ergeben sich alle Koeffizienten ¢!, mit o # (1,1,1) direkt aus
den C!'-Bedingungen in den Eckpunkten von T;. Den verbleibenden Koeffizienten ¢},
erhélt man wie im Fall 6; = 0,1 aus dem Funktionswert im Punkt w; ;. ]

Der zweite Teil dieses Abschnitts behandelt die Interpolation mit C''-Splines vom Grad
5. Wir wihlen auch hier wieder die Nummerierung nach Lemma 5.1 und definieren
hierfiir die zugehorigen Interpolationsmengen A;.

Fir T1 wahlen wir 12 Punkte wi,1y.--,W1,12, SO dass V1,5, W1,45—35 -+ W1,45 und V1,541
paarweise verschiedene Punkte auf der Kante 07 ;07 ;71 sind. Weiter wéhlen wir sechs
Punkte wy,13,..., w18 im Innern von 77, so dass diese sechs Punkte eine Interpolati-
onsmenge beziiglich IT, sind. Wir definieren nun fiir T} die Interpolationsmenge

Al = {1)171, e ,1)173, wl,b cee 7w1718}

Ist T; ein Dreieck mit 6; = 1, dann wéhlen wir zwei Punkte w; ; und w; 2 auf der Kante
V; 10,3, S0 dass v; 1, w;,1, w; 2 und v; 3 paarweise verschieden sind. Entsprechend werden
zwei Punkte w; 3 und w; 4 auf der Kante v; 2v; 3 gewéhlt. Weiter wihlen wir drei Punkte
wj 5, Wie und w;7 im Innern von Tj, die nicht alle auf einer Geraden liegen. Fiir das
Dreieck T; definieren wir die Interpolationsmenge

Ai = {vig,wi1,..., w7}
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Abbildung 5.2: Interpolationsmengen A; fiir Sé’Z(A)

Gilt nun schliefllich ¢; = 2, dann wéhlen wir einen Punkt w;; im Innern von 7; und
setzen A; := {w; 1}. In der Abbildung 5.2 haben wir die Interpolationsmengen fiir die
ersten beiden Félle dargestellt.

Satz 5.4. Es seien A; wie oben definiert und A := Ui\il Ai, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q2) einen eindeutig bestimmten Spline s € S;’Z(A) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Analog wie im Beweis von Satz 5.3 erhalten wir:

Fiir das Dreieck 77 lassen sich durch die sechs Interpolationswerte auf jeder Kan-
te alle Bernstein-Bézier-Koeflizienten auf den Kanten von 1) berechnen. Seien nun
(Aj,1, Aj2, Aj3) die baryzentrischen Koordinaten von w; j, j = 13,...,18, dann erhalten
wir fiir die verbleibenden sechs Bernstein-Bézier-Koeffzienten das Gleichungssystem:

vj = 204,125,273 (A?,lcéll + A?,2C%31 + A?,:),Ch?,)
+ 30X, 22053 (A1 07,2501 + A1 Aj3C19 + Aj2Aj3C190)

mit geeigneten Zahlen v; € R, j = 13,...,18. Da die Punkte w; , j = 13,...,18 im
Innern von Tj liegen, gilt A;1,Aj2, A3 > 0 und somit ist das obige Gleichungssystem
dquivalent zu:

< 2 2 -~ 2 . - .
¥j = Aj1€200 + Aj2€020 + A 3C002 + 2A5,105,2C110 + 2Xj,1A5,3C101 + 2A52A;,3C011

= Vi
TT200 0020
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= 1 = 1 = .1 o~ .31 o~ .31 x .31
und C00 = €311, Co20 = €131, Co02 ‘= €113, €110 i= Ca91,5 €101 = 7Ca19, Co11 = §C1o-
Nach Voraussetzung sind die Punkte wy 13, ..., w1 18 eine Interpolationsmenge beziiglich
[Ty, so dass das Gleichungssystem eine eindeutige Losung besitzt.

Fiir ein Dreieck T; mit 6; = 1 ergeben sich zunéchst die Bernstein-Bézier-Koeffizienten
Co mit a; > 3 oder ag > 3 aus den CQ—Bedingungen in den Eckpunkten v; 1 und v; .
Der Koeffizient 0321 berechnet sich aus der C''-Bedingung iiber die Kante V;10; 2. Den
Koeffizienten c; erhalten wir wieder direkt aus dem Funktionswert im Eckpunkt v; 3.
Fiir die beiden verbleibenden Koeffizienten ¢!, und cby; auf der Kante v;17; 3 kénnen
wir aus den Interpolationsbedingungen in den Punkten w; ; und w; 2 das folgende Glei-
chungssystem aufstellen:

1= A(1—M\)? ((1— A1)choq + >‘10303)
Y2 = Ao (1= X2)® (1 — A2)choq + Aochys)

mit
wi; = Avin+ (1= Aj)vig, J=1,2

und geeigneten Werten v; € R. Da w;; und w; 2 zwei verschiedene Punkte im Inneren
der Kante v; 19; 3 sind, gilt 0 < A1, A2 < 1 und A\; # A2, so dass

DV VA
det (1 . )\2 )\2> = )\2 )\1 75 0

folgt. Somit sind 0504 und 0503 durch die Funktionswerte in den Punkten w;; und w;
eindeutig bestimmt. Analog folgt dies fiir die beiden Koeffizienten c};, und c}y3 auf
der Kante v;30;3. Fiir die verbleibenden drei Koeffizienten c!5, ¢4, und ¢!y, kann
man aus den Bedingungen in den Punkten w; 5, w;¢ und w; 7 wieder ein dquivalentes
Interpolationsproblem in II; ableiten. Aufgrund der Lage der drei Interpolationspunkte
besitzt dieses eine eindeutige Losung.

Gilt nun schlieflich §; = 2, dann sind alle Koeffizienten bis auf ¢,, durch die C?-
Bedingungen in den Eckpunkten und die C*-Bedingungen an den beiden Kanten v; 1v;
und ;30,3 bestimmt. Den Koeffizienten ct,, erhalten wir aus dem Funktionswert in
w; 1. Seien (A1, Az, A3) die baryzentrischen Koordinaten von w; i, dann gilt A; # 0,
1=1,2,3, so dass wir

. flwiy) — Za¢(1,2,2) caBa(N)
122 300 A2N3

erhalten. O
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5.2 Unterteilungsverfahren

5.2.1 Interpolation mit kubischen Splines

Interpolationsverfahren mit Clough-Tocher Elementen haben wir bereits in Kapitel 3
besprochen. Hier haben wir die Hermite-Interpolation fiir unsere Unterteilung A be-
handelt und ein Interpolationsschema fiir die Splinerdume S”(A) mit p := |35
und d := 2p + 1 beschrieben. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall » = 1 und
konstruieren Lagrange-Interpolationsmengen fiir Unterteilungsmethoden mit Clough-
Tocher Elementen. Zunéchst betrachten wir die Triangulierung Agr, die wir durch
Unterteilen aller Dreiecke von A erhalten. Anschliefend verwenden wir unsere Unter-
teilungsmethode aus Kapitel 3.

Fir die Unterteilung Acr wéhlen wir eine Nummerierung der Dreieck nach Lemma
5.1. Die Eckpunkte v; 1, v; 2 und v; 3 und die Mikro-Dreiecke T} 1, 1; 2 und T} 3 von T;
seien wie in Kapitel 3 definiert.

U3 U3 U3
w2
Wy wy
ws
w3
We
vy w wy U2 U1 v2 U1 U2
Abbildung 5.3: Interpolationsmengen A; fiir Si(Acr)
Fiir das erste Dreieck 77 wéhlen wir nun sechs Punkte wy1,..., w16, so dass vy j,

w1251, wi,2; und vy j41 paarweise verschiedene Punkte auf der Kante v7 ju1 ;171 sind.
Weiter wéihlen wir drei paarweise verschiedene Punkte w; 7, wig und w9 im Innern
von 17, so dass w; j1¢ auf der Kante vy ;u1 4 liegt und setzen

Ap = {01,17 ceey V13, W1, - - - 7w1,9}

Fiir ein Dreieck 7T; mit ¢; = 1 wéhlen wir einen Punkt w;; auf der Kante v;1v; 3,
einen Punkt w;» auf der Kante 7;30;3, sowie zwei Punkte w;3 € Tj2 \ U;20;3 und
w;a € T;3\T; 3051, die nicht beide auf der Kante ; 37; 4 liegen diirfen. Hierfiir definieren
wir

Ai = {vig, wi1,...,wia}

Gilt schlieBlich #; = 2, so wéhlen wir einen Punkt w;; € T3 \ 7;30;1 und definieren
A; := {wj1}. Die Interpolationsmengen fiir die drei Fille zeigt die Abbildung 5.3.
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Satz 5.5. Es scien A; wie oben definiert und A := Ul]\il A;, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € S3(Acr) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Wir erhalten analog wie im Beweis von Satz 5.3:
|A| = 1200 + 501 + 0y =12+ 5(N — V; — 1) + V; = 3V + E = dim Si (Acr)

Fiir das Dreieck T} erhalten wir aus den Funktionswerten in den Interpolationspunk-
ten auf den Kanten alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten auf den dufleren Kanten von
Ty. Aus den C'-Bedingungen in den Eckpunkten v;j, J = 1,2,3 ergeben sich hieraus
alle, bis auf die in Abbildung 5.4 mit a1, ..., a7 bezeichneten Koeffizienten. Seien nun
wij+6 = Ajurj+(1=Xj)via, j = 1,2,3, dann gilt A; € [0,1) und aus den Interpolations-
bedingungen und der C'-Bedingung im Eckpunkt v1 4 ergibt sich das Gleichungssystem

)\1 0 0 1— )\1 al Y1
0 )\2 0 1-— )\2 as 173
0 0 )\3 1— )\3 as - Y5
-1 -1 -1 3 ar Y7

mit geeigneten Werten v; € R. Fiir die Determinante der Koeffizientenmatrix erhalten
wir A A + A1 A3+ AgA3. Da alle drei Punkte paarweise verschieden sind, kann héchstens
ein Wert A; gleich Null sein, so dass AiA2 + A3 + AoA3 > 0 folgt. Also sind die
Koeffizienten a1, a3, as und a7 eindeutig bestimmt. Die verbleibenden Koeffizienten as,
a4 und ag berechnen sich nun direkt aus den C''-Bedingungen iiber die Kanten o707 1.

V] & ° ° » U2

Abbildung 5.4: Bernstein-Bézier-Koeffizienten fiir Clough-Tocher Element
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Als nichstes betrachten wir ein Dreieck T; mit ; = 1. Aus den Interpolationsbedin-
gungen auf den dufBeren Kanten von 7; und den C'-Bedingungen in den Eckpunkten
erhalten wir wieder alle Koeffizienten bis auf ay, . .., a7. Der Koeffizient as ergibt sich di-
rekt aus der C'-Bedingung iiber die Kante ©; 10;5. Fiir die verbleibenden Koeffizienten
erhalten wir das Gleichungssystem

0 3)\1)\3 6)\1)\2 3)\2)\3 0 )\% aj Y1
Buops 0 0 Buips 6uips 43| [ as 3
3 0 0 0 -1 0 as | |7

0 3 ~1 0 0 0 flas| ™ |

0 0 —1 3 —1 0 Qg Y6
-1 -1 0 -1 0 3 ar Y7

Hierbei sind (A1, A2, A3) die baryzentrischen Koordinaten von w; 3 beziiglich T; > und
(p1, p2, p3) die baryzentrischen Koordinaten von w; 4 beziiglich T; 3. Die Determinante
der Koeffizientenmatrix hat den Wert
—9 (6112 + pop3) (54M1 A2 + 9N A3 + 9o X3 + 2A3)
FA1p3(54p1 X0 + 91 Az + 6z Ao + p3A3))
Da die beiden Interpolationspunkte innerhalb des Dreiecks 7; liegen, muss Az, usz > 0

und A1, Az, p1, p2 > 0 gelten. Weiterhin liegen nach Voraussetzung nicht beide Punkte
auf der Kante v; 3v; 1, so dass entweder A\; > 0 oder pz > 0 folgt. Im ersten Fall gilt

A3 (541 A2 4+ 91 Ag + 63 + p3Az) >0
und im zweiten Fall
(6p01 a2 + pope3) (54X Az + 9X Az + 9o A3 +20%) > 0

so dass der Ausdruck in der Klammer in jedem Fall gréfer als Null ist.

Gilt nun 0; = 2, dann erhalten wir alle Koeffizienten bis auf a1, a5, ag und a7 direkt
aus den C'-Bedingungen iiber die Kanten 0;.10;2 und U; 20; 3. Seien (A1, Az, A3) die ba-
ryzentrischen Koordinaten von w; ; beziiglich T; 3, dann folgt aus der Interpolationsbe-
dingung in w; ; und den C'-Bedingungen an den inneren Kanten das Gleichungssystem

3)\2)\3 3)\1)\3 6)\1)\2 )\% a| Y1
3 0 -1 0 as I e

0 3 -1 0 Qg - Y6
-1 -1 0 3 ay Y7

mit geeigneten Werten «; € R. Die Determinante hat den Wert
16221 A2 4+ 27A1 A3 + 27X A3 + 6A3

Wegen Aq, Ao > 0 und A3 > 0 ist der Wert positiv, so dass das Gleichungssystem wieder
eindeutig gelost werden kann. O
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Im folgenden Teil beschreiben wir einen kubischen Lagrange-Interpolanten fiir unsere
Unterteilungsmethode aus Kapitel 3. Die Hermite-Interpolation fiir diese Unterteilung
haben wir bereits ausfiihrlich behandelt. Fiir den Fall S%(A) erhalten wir aus Satz 3.6
und 3.10 einen Hermite-Interpolanten s, der fiir jede Funktion f € C'(f2) eindeutig
durch die folgenden Interpolationsbedingungen bestimmt ist.

(i) Fir jeden Eckpunkt v; € A gelte:

s(vi) = f(v;)
Dys(vi) = Dy f(vi)
Dys(vi) = Dy f(v;)

(ii) Fiir jedes Dreieck T; = A(v;1,vi2,v;3) mit §; € {0, 2} sei

- Vi,104,2 fir Hz =0
T I .
0; 301 fir 0; =2

und z; ein Vektor, der nicht parallel zur Kante e; verliduft. Weiter sei w; ein Punkt
im Innern der Kante e;. Dann gelte:

D, s(w;) = D, f(w;) fir den Interpolanten aus Satz 3.6
D, sle; € II; fiir den Interpolanten aus Satz 3.10

Fir eine Nummerierung der Dreiecke mit ©g = 1 und ©4 = 0 sind die beiden Inter-
polanten weitgehend identisch. Lediglich im ersten Dreieck benétigt der vollstdndige
Interpolant eine zusétzliche Ableitung an einer Kante des Dreiecks.

Auch bei der Konstruktion eines Lagrange-Interpolanten wollen wir moglichst weni-
ge Dreiecke unterteilen. Wir kénnen deshalb nicht die Nummerierung aus Lemma 5.1
wihlen. In Kapitel 3 haben wir aber bereits gezeigt, dass es zu jeder Triangulierung
eine optimale Nummerierung mit ®y = 1 gibt. Wir wollen dies deshalb im Folgen-
den voraussetzen und definieren nun die Interpolationsmengen fiir unseren Lagrange-
Interpolanten.

Fiir das Dreieck T wihlen wir die gleichen Interpolationspunkte wie im Fall Sg’l(A).
Gilt 6; = 1, dann lassen sich zwei Fille unterscheiden. Enthilt die Teiltriangulierung
Aj_1 bereits alle drei Eckpunkte v;; von Tj, dann setzen wir A; = . Diesen Fall
erhalten wir fiir Dreiecke T; € A mit §; = 3. Sind dagegen nur die beiden Eckpunkte
v;,1 und v; 2 in A;_; enthalten, dann wihlen wir jeweils einen Punkt w; j, 7 = 1,2 auf
den Kanten v; jv; 3 und setzen

Ai = {vi3, wi1, w2}

Fiir 0; = 2 wihlen wir die Menge A; wie im Fall Si(Ac7) und fiir 6; = 3 definieren wir
A; := (. Die Abbildung 5.5 zeigt die Interpolationsmengen fiir die ersten drei Fille.
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U3 U3 U3

Wy
Ws w1
w3 w2
We

U1 w1 w2 U2 U1 V2 U1 V2

Abbildung 5.5: Interpolationsmengen A; fiir Si(A)

Satz 5.6. Es scien A; wie oben definiert und A := UZ]\LI Ai, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € Si(A) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Wegen Vi = 09 + 203 und N = Oy + ©1 + ©4 4+ O3 erhalten wir zunéichst

|A| = 100y + 3(0; — O3) + O,
:3(@0+@1+@2+@3)—3(@2+2@3)+@2+1
=3N —-3Vi+02+1=3V+05+1

Andererseits gilt nach Satz 2.10
dim S3(A) >3V +2(V; + 02 +03) +1 =3V + 0, + 1

Wir zeigen nun wieder, dass alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten des Interpolanten aus
den Interpolationswerten berechnet werden kénnen. Fiir das Dreieck 77 haben wir dies
bereits in Satz 5.3 gezeigt. Ist T; ein Dreieck mit 6; = 1, so dass alle Eckpunkte in A;
enthalten sind, dann ergeben sich die Koeffizienten ¢!, mit o # (1,1,1) aus den C'-
Bedingungen in den Eckpunkten von T;. Den Koeffizienten c};; erhalten wir direkt aus
der C''-Bedingung an der Kante V310 2. Enthdlt A;_; nur die beiden Eckpunkt v; ; und
vi.2, dann ergeben sich die Koeffizienten cl;, ¢ty und cf;, aus den Funktionswerten
in den Punkten v; 1, w;; und w; 2. Den Koeffizienten cliu erhalten wir wieder aus der
C'-Bedingung iiber die Kante 7; 10;3. Der Fall 6; = 2 folgt direkt aus Satz 5.5 und der
Fall §; = 3 aus Satz 3.6. O

5.2.2 Interpolation mit quadratischen Splines

Fiir die Interpolation mit quadratischen C'-Splines kann eine Unterteilung mit Powell-
Sabin Elementen [121] verwendet werden. Bei dieser Unterteilung wird jedes Dreieck in
sechs Mikro-Dreiecke aufgeteilt. Hierzu wird in jedem Dreieck der Mittelpunkt des In-
nenkreises eingezeichnet und dieser mit den drei Eckpunkten sowie den Mittelpunkten
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der benachbarten Dreiecke verbunden. Durch die Wahl des Innenkreises ist gesichert,
dass die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier benachbarter Dreiecke die gemeinsa-
me Kante schneidet (siehe Farin [64] und Sablonniére [125]). Somit erhalten wir durch
diese Unterteilung eine Triangulierung Apg, bei der auf jeder inneren Kante ein sin-
guldrer Eckpunkt entsteht.

Abbildung 5.6: Triangulierung mit Powell-Sabin Elementen

Fiir die Unterteilung Apg mit Powell-Sabin Elementen hat Farin [64] gezeigt, dass es
zu jeder Funktion f € C*(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € S1(Apg) gibt, der
fiir jeden Eckpunkt v € A die Interpolationsbedingungen

DIS(’U) = D:L’f(v)
Dys(v) = Dy f(v)

erfiillt.

Mit einem iterativen Verfahren kann man auch Lagrange-Interpolationsmengen fiir die
Unterteilung nach Powell-Sabin konstruieren. Wir wihlen hierzu wieder die Nummerie-
rung aus Lemma 5.1 und beschreiben die Interpolationsmengen fiir diese Reihenfolge.
Es wird vorausgesetzt, dass die Eckpunkte v; 1, v; 2 und v; 3 wie in Kapitel 3 nummeriert
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sind. Die zusétzlichen Hilfpunkte auf den Kanten bezeichnen wir mit v; 4, v; 5 und v; 6
und den Mittelpunkt des Innenkreises von 7} mit v; 7 (siehe Abbildung 5.7). Mit diesen
Bezeichnungen konnen wir die sechs Mikro-Dreiecke in T; wie folgt definieren:

Tiq := A(vi1,0i4,0i7) Ti2 := A(vi2,04,0i7) Ti3 := A(vi2,0i5,0i7)
T4 = A(vi3, 055, 0i7) Ti5 = A(vi 3,56, vi7) Ti6 := A(vi1,0i6,0i7)
U3
15 Ty
Ug Us

v7
T 15
U1 V4 U2

Abbildung 5.7: Unterteilung nach Powell-Sabin

Fir diese Unterteilung beschreiben wir nun die folgenden Interpolationsmengen. Auf
dem ersten Dreieck wéhlen wir sechs Punkte wq 1,..., w16, so dass vy j, wy 25 1, w12
und vy j 41 paarweise verschiedene Punkte auf der Kante v7 ju1 ;171 sind und setzen

Al = {1)171, . ’1)173,'(1)171, ce. ,U)LG}

Gilt §; = 1, dann wéhlen wir einen Punkt w; ; auf der Kante v; 10; 3 und einen Punkt
wj 2 auf der Kante v; 2v; 3 und definieren

Ai = {viz, w1, wis}
Fiir ein Dreieck 7} mit #; = 2 definieren wir A; := (.

Satz 5.7. Es seien A; wie oben definiert und A := Ui\il Ai, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € S3(Apg) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Fiir die Anzahl der Bedingungen erhalten wir

|A| =900 +30; =9+ 3(N —V; —1) =3V = dim S3(Aps)
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Wir zeigen wieder, dass durch die Funktionswerte in den Interpolationspunkten alle
Bernstein-Bézier-Koeffizienten des Interpolanten berechnet werden kénnen. Man tiber-
legt sich leicht, dass es geniigt die Koeffizienten auf den dufleren Kanten eines Dreiecks
T; € A zu bestimmen (siehe Farin [64]). Die tibrigen Koeffizenten ergeben sich anschlie-
Bend direkt aus den C'-Bedingungen an den inneren Kanten von 7;. Im Folgenden
bezeichnen wir mit aq,...,a;2 die Bernstein-Bézier-Koeffizienten auf den Kanten eines
Dreiecks T; (siehe Abbildung 5.8).

a9

ai0 asg

ai ar

a12 a6

a1 a2 as G4 a5

Abbildung 5.8: Bernstein-Bézier-Koeffizienten fiir Powell-Sabin Element

Fiir das Dreieck 77 betrachten wir nun die Koeflizienten ai,...,a5 auf der Kante
V1,101 ,2. Durch die Funktionswerte in den beiden Eckpunkten ergeben sich direkt die
Koeffizienten a; und as. Zur Berechnung der iibrigen drei Koeffzienten unterscheiden
wir zwei Félle. Im ersten Fall befinden sich beide Interpolationspunkte w; ; und wi 2
auf der Kante vy jv1 4. Wir erhalten hierfiir das Gleichungssystem

71 = (1 =) (Maz + (1 = Ar)as)
Y2 = (1 = A2)(A2a2 + (1 — Az)as)

mit
wi,n = Ao + (1= XA)vig
wi2 = Av11 + (1 — A2)via

Wegen 0 < A, A2 < 1 und Ay # Ao besitzt das Gleichungssystem wieder eine ein-
deutige Losung. Da v; 40;7 eine degenerierte Kante ist, lidsst sich der Koeffizient ay4
nun direkt aus ae und a3 berechnen. Im zweiten Fall befindet sich auf jeder Kante



104 KAPITEL 5. LAGRANGE-INTERPOLATION

v1,101,4 und v7 207 4 ein Interpolationspunkt. Aus den Interpolationsbedingungen und
der C'-Bedingung im Eckpunkt v; 4 ergibt sich nun das folgende Gleichungssystem:

Y1 = (1 — )\1)()\1@2 + (1 - )\1)0,3)
Y2 = (1 — )\2)()\2@4 + (1 — )\2)0,3)
0= )\30,2 + (1 - )\3)@3 — Q4

mit

wi,r = Ao + (1 —A)vig
wip = Av12 + (1 = A2)vig
v1,2 = A3v1,1 + (1 — A3)vi 4
Nach Voraussetzung gilt nun 0 < Ay, Ay < 1 und A3 < 0. Weiterhin kénnen nicht beide

Werte A; und Ay gleich Null sein, da andernfalls die beiden Interpolationspunkte w1
und w; 2 gleich wéren. Somit folgt

M 1—=X O
det | O 1—=Xo Xo = XA3 — A1 <0
A3 1—2X3 -1

Also sind die Koeffizienten as, a3 und a4 eindeutig bestimmt. Analog zeigt man dies
fiir die anderen beiden Kanten v7 2071 3 und o7 3071 1.

Gilt nun §; = 1, dann sind aufgrund der C'-Bedingung an den Kanten Vi 10;,4 und
v; 20; 4 die Koeffizienten a1, ..., ag, a12 bestimmt. Wir betrachten nun die Kante v; 1v; 3
und unterscheiden wieder zwei Fille. Im ersten Fall liegt der Interpolationspunkt w; 1
auf der Kante v; 10; 6. Dann erhalten wir den Koeffizienten a1, direkt aus dem Funkti-
onswert in w; 1. Es gilt hier:

f(wi,l) — )\20,1 — 2)\(1 — )\)alg
(1—=2)?

a1l =

w1 =M1+ (1—=XNvig, 0<A<1

Den Koeffizienten a;y berechnen wir anschlieBend aus der C''-Bedingung im Eckpunkt
v;,6- Liegt nun w; 1 auf der Kante v; 37; ¢, dann ergibt sich aus der Interpolationsbedin-
gung in w; ; und der C'-Bedingung in v; ¢ das Gleichungssystem

v=(1-X)(Aao+ (1 —A)an)
a2 = Aeaig + (1 — A2)an
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wi1 =ANvi3+ (1= A)vig
vi1 = Aviz + (1 — A2)vig

Es gilt nun Ay > 0 und As < 0, so dass das Gleichungssystem wieder eine eindeutige
Losung besitzt. Analog verfihrt man wieder fiir die Koeflizienten auf der Kante v; 2v; 3.

Fiir ein Dreieck T; mit #; = 2 ergeben sich aus den C'-Bedingungen in den drei Eck-
punkten von T; die Koeffizienten a1, a9, a4, as, ag, ag, ag, a1g und a1o. Die restlichen drei
Koeffizienten a3, a7 und aq; berechnen sich aus der C 1—Bedimgung in den Eckpunkten
Vi, V5 und v;g. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts behandeln wir nun eine iterative Methode zur Un-
terteilung der Dreiecke. Die Methode, die wir in Kapitel 3 vorgestellt haben, eignet
sich nur fiir Unterteilungen, die keine zusétzlichen Hilfspunkte auf den Kanten von
A benétigen. Fiir eine Unterteilung wie der Powell-Sabin Split kann sie deshalb nicht
verwendet werden. Wird nimlich durch die Unterteilung eines Dreiecks 7; ein Punkt
auf einer inneren Kante e eingefiigt, so muss das benachbarte Dreieck mit der gemein-
samen Kante e ebenfalls unterteilt werden. Andernfalls wére diese Unterteilung keine
Triangulierung (siehe Abbildung 5.9).

T; L

Abbildung 5.9: Unterteilung mit Hilfspunkten auf den Kanten

Bei der folgenden Unterteilungsmethode miissen wir jedoch nicht alle Dreiecke unter-
teilen. Hierdurch kénnen wir die Anzahl der Interpolationsbedingungen gegeniiber dem
Interpolanten mit Powell-Sabin Elementen deutlich reduzieren. Wir benétigen fiir diese
Unterteilung nur die Werte in den Eckpunkten von A, sowie drei zusitzliche Interpo-
lationspunkte in einem Dreieck. Wie bei dem Powell-Sabin Split werden bei unserer
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Methode zusétzliche Hilfpunkte auf den Kanten der Triangulierung hinzugefiigt. Wir
benoétigen allerdings nicht auf jeder Kante einen Hilfspunkt. Die Anzahl der Hilfspunkte
fiir ein Dreieck wird wieder durch die Nummerierung der Dreiecke von A bestimmt.

Fiir unsere Unterteilung wihlen wir die Nummerierung nach Lemma 5.1. Fiir diese
Nummerierung beschreiben wir nun die Unterteilung der Dreiecke von A. Das erste
Dreieck T} wird nicht unterteilt. Ein Dreieck 7T; mit 6; = 1 besitzt genau ein benach-
bartes Dreieck T; mit j < 4. Gilt 6; < 1, dann wird T} nicht unterteilt. Gilt 6; = 2,
dann werden T; und T} wie folgt unterteilt. Wir fiigen in beiden Dreiecken die Kanten
von den Eckpunkten zum Mittelpunkt des Innenkreises hinzu und verbinden die beiden
Mittelpunkte miteinander (sieche Abbildung 5.10). Wir erhalten somit einen singuldren
Eckpunkt w auf der gemeinsamen Kante von T; und T}.

Abbildung 5.10: Unterteilung eines Dreiecks T; mit 6; = 1

Ein Dreieck T; mit 6; = 2 wird immer unterteilt. Wir bezeichnen mit 75, , T;, und T3,,
i1 < i < i < i3 die benachbarten Dreiecke! von T;. Hierfiir konnen wir die folgenden
Fille unterscheiden.

(i) Esgilt 0;,,6;, < 2. Dann unterteilen wir 7; und, falls vorhanden Tj,, indem wir die
Kanten von den Eckpunkten zum Mittelpunkt des Innenkreises einzeichnen und
verbinden die beiden Mittelpunkte miteinander. Existiert 7}, nicht, dann besitzt
T; eine duflere Kante und wir fiigen die Kante vom Mittelpunkt des Innenkreises
zum Mittelpunkt der dufleren Kante hinzu. In diesem Fall enthélt 7; nach der
Unterteilung vier Dreiecke (siehe Abbildung 5.11 (i)).

(ii) Es gilt ;, < 2 und #;, = 2. Wir unterteilen 7; und, falls vorhanden T;, wie

'Das Dreieck T;, existiert nur fiir Dreiecke, die nicht am Rand liegen.
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im Fall (i). Zudem fiigen wir die Kante zwischen den beiden Mittelpunkten der
Innenkreise von T;, und 7; hinzu, so dass ein singulirer Eckpunkt auf der ge-
meinsamen Kante entsteht. In diesem Fall enthiilt T; nach der Unterteilung fiinf
Dreiecke (siehe Abbildung 5.11 (ii)). Analog erfolgt die Unterteilung fiir 6;, = 2
und 6;, < 2.

(iii) Es gilt 6;, = 6;, = 2. Wir unterteilen 7; und, falls vorhanden T;, wie im Fall
(). Zudem fiigen wir zwei Kanten zwischen den beiden Mittelpunkten der Innen-
kreise von T;, und Tj;, sowie T;, und 7; hinzu. In diesem Fall enthélt 7; nach der
Unterteilung sechs Dreiecke (siehe Abbildung 5.11 (iii)).

(i) T;,
1—%1 ,‘Z—%2
(i) T;,
1—%1 ,‘Z—%2
(i) T,
1—%1 ,‘Z—%2

Abbildung 5.11: Unterteilung eines Dreiecks 7; mit 8; = 2

Wie in den vorherigen Kapiteln bezeichnen wir mit A die Triangulierung, die wir durch
diese Unterteilung aus A erhalten. Wir beschreiben nun induktiv eine bestimmende
Menge fiir die Teiltriangulierung A;. Fiir A; gilt unmittelbar das folgende Lemma.
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Lemma 5.8. Sei A eine Triangulierung und A die Unterteilung zu A. Dann ist
Dy := {v1,1,v1,2,v1,3, Plig, Plor, Por1 }
eine minimale bestimmende Menge von S3(A,).

Als néichstes behandeln wir die Dreiecke T; mit 6; = 1. Aufgrund der gewdhlten Num-
merierung enthilt die Teiltriangulierung Ai,l nur die beiden Eckpunkte v; 1 und v; ».
Die dritte Eckpunkt v; 3 wird durch das Anhéingen von 7T; zur Teiltriangulierung hin-
zugefiigt. Somit erhalten wir die folgende bestimmende Menge fiir A;.

Lemma 5.9. Sei A eine Triangulierung und A die Unterteilung zu A. Weiter sei
T; € A ein Dreieck mit 0; = 1 und D;_1 eine minimale bestimmende Menge von A;_q.
Dann ist

D, =D;_1 U {vi,g}

eine minimale bestimmende Menge von S3(A;).

Abbildung 5.12: Bestimmende Menge eines Dreiecks 7; mit 6; = 1

Beweis: Es seien alle Koeffizienten aus D; gleich 0. Zu T; gibt es ein benachbartes
Dreieck T;, € A;_1 mit der gemeinsamen Kante v; 1v; 2. Wir kénnen nun zwei Fille
unterscheiden. Gilt 6;, < 2, dann wurde T; nicht unterteilt und somit haben 7; und Tj,
in A; die gemeinsame Kante U;.10;,2. Aus der C'-Bedingung iiber diese Kante berechnen
sich somit die Koeffizienten i, o # (0,0,2). Wegen Ply, = v;3 € D ist auch der
Koeffizient ¢}y, bestimmt und somit D; eine bestimmende Menge von S%(Az)
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Fiir den Fall #;, = 2 unterteilen wir T} in vier Mikro-Dreiecke. Aus der C''-Bedingung an
den gemeinsamen Kanten mit 7;, und in den beiden Eckpunkten v;; und v; » ergeben
sich die, in Abbildung 5.12 mit % gekennzeichneten Koeffizienten. Der Koeffizient a; im
Eckpunkt v; 3 ist 0, da der Eckpunkt in D; enthalten ist. Die verbleidenden Koeffizienten
az und a3z berechnen sich nun aus der C'-Bedingung an den inneren Kanten von 7;.
Also ist auch in diesem Fall D; eine bestimmende Menge von S3(A;).

Aus Satz 2.10 folgt, dass D; in beiden Fillen minimal ist. O

Als letztes behandeln wir nun Dreiecke T; mit ; = 2. In diesem Fall sind bereits alle drei
Eckpunkte v; 1, v;2 und v; 3 des Dreiecks 7; in der Teiltriangulierung A;_; enthalten.
Das folgende Lemma zeigt, dass fiir unsere Unterteilung die minimale bestimmende
Menge D;_ fiir Ai_l bereits eine minimale bestimmende Menge fiir AZ ist.

Lemma 5.10. Sei A eine Triangulierung und A die Unterteilung zu A. Weiter sei
T; € A ein Dreieck mit 0; = 2 und D;_1 eine minimale bestimmende Menge von A;_q.
Dann ist

D;:=D;

eine minimale bestimmende Menge von S3(A;).

1 2

Vi1

Abbildung 5.13: Bestimmende Menge eines Dreiecks T; mit 6; = 2

Beweis: Es seien alle Koeffizienten aus D; ; gleich 0. Zu T; gibt es zwei Dreiecke
T;,,T;, € A;j—1 mit einer gemeinsamen Kante zu T;. Nach unserer Unterteilungsme-
thode konnen wir drei Fille unterscheiden. Gilt 6;,,0;, < 2, dann erhalten wir die,
in Abbildung 5.13 dargestellte Unterteilung.? Die, mit * gekennzeichneten Koeffizien-
ten ergeben sich wieder direkt aus den C'-Bedingungen an den gemeinsamen Kanten

’Die Dreiecke T;, und T;, konnen auch unterteilt sein. In allen Féllen enthilt die Unterteilung aber
keine Hilfspunkte auf den gemeinsamen Kanten v; 10;,2 und v;,10;,3.
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0;,10; 2 und v; 10; 3, sowie den Eckpunkten v; 1, v;2 und v; 3. Die verbleibenden, mit ¢
gekennzeichneten Koeffizienten berechnen sich nun aus der C'!-Bedingung an den in-
neren Kanten und dem inneren Eckpunkt von 7;. Somit ist D;_; eine bestimmende
Menge.

Im zweiten Fall gilt nun 6;, < 2 und 6;, = 2, so dass T;, unterteilt ist und auf der ge-
meinsamen Kante ¥; 10; 3 ein singulérer Eckpunkt entsteht. Die Abbildung 5.14 zeigt die
Unterteilung fiir diesen Fall. Auch hier ergeben sich die, mit * gekennzeichneten Koeffi-
zienten direkt aus den C'-Bedingungen an den gemeinsamen Kanten und den Eckpunk-
ten von T;. Sind diese Koeffizienten gegeben, dann erhélt man aus der C'-Bedingung
an den inneren Kanten und dem inneren Eckpunkt von 7; die verbleibenden, mit ¢
gekennzeichneten Koeffizienten. Also ist D; ; auch in diesem Fall eine bestimmende
Menge.

V3,2 Vi3
Sk Sk

¢

[

,‘Z—’il 1—%2

x

@ L

Vi1

Abbildung 5.14: Bestimmende Menge eines Dreiecks T; mit 6; = 2

Schliellich verbleibt noch der Fall 6;, = 6;, = 2. Hier sind 7;, und 7}, unterteilt und
die Triangulierung A enthilt zwei singulire Eckpunkte auf den gemeinsamen Kanten
Ui1Ui2 und U 10; 3 (siehe Abbildung 5.15). Mit den gleichen Argumenten wie im ersten
und zweiten Fall ergeben sich hier zunichst die, mit * gekennzeichneten Koeffizienten.
Anschlieflend lassen sich die, mit ¢ bezeichneten Koeffizienten berechnen, so dass D;
wieder eine bestimmende Menge ist.

In allen drei Fillen folgt aus Satz 2.10

dim S3(A;) = dim S3(A; 1)

Somit ist D; ; minimal. O

Aus Lemma 5.9 und 5.10 erhalten wir mit D := Dy eine minimale bestimmende Menge
fiir 53 (A). Bei der Konstruktion der minimalen bestimmenden Menge D; haben wir, mit
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V3,2 0,3
* *
¢
[ J [
1, T,
%
@ @
Ui,1

)

Abbildung 5.15: Bestimmende Menge eines Dreiecks T; mit 6; = 2

Ausnahme des ersten Dreiecks 7' nur die Eckpunkte der Triangulierung A hinzugefiigt.
Wir erhalten somit den folgenden Satz.

Satz 5.11. Sei A eine Triangulierung und A die Unterteilung zu A. Dann ist
1 1 1
D :=V U{Pig, Pior, Pous }
eine minimale bestimmende Menge von S’%(A) und es gilt

dim S3(A) =V +3

Diese minimale bestimmende Menge liefert uns nun einen Lagrange-Interpolanten s €
S’%(A), der nur die Eckpunkte von A und drei Interpolationspunkte in einem Dreieck
bendtigt. Er ist deshalb gut zur direkten Interpolation verstreuter Daten geeignet, da
zusitzliche Lagrange-Punkte in den Dreiecken oder Ableitungen in den Eckpunkten
nicht bené6tigt werden.

Satz 5.12. Sei A eine Triangulierung und A wie oben konstruiert. Weiter seien
wj = Ajorj + (L= Xj)o141

mit A; € (0,1), j = 1,2,3. Dann gibt es zu jeder Funktion f € C(S2) einen eindeutig
bestimmten Spline s € S(A) mit

s(v) = f(v) veyY
S(UJJ') = f(w]) =123
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Beweis: Offensichtlich ist die Menge {v1,1,v1 2, v1,3, w1, w2, w3} eine Interpolationsmen-
ge fiir ﬁg. Somit erhalten wir alle Bernstein-Bézier-Koeffizienten in 7} aus den Inter-
polationswerten in diesen Punkten. Fiir alle anderen Dreiecke enthilt die minimale be-
stimmende Menge aus Satz 5.11 nur die Eckpunkte. Die Bernstein-Bézier-Koeffizienten
in den Eckpunkten ergeben sich nach Satz 2.3 direkt aus den Funktionswerten. Somit
lassen sich alle Koeffizienten der bestimmenden Menge aus den Interpolationsbedin-
gungen berechnen. Offensichtlich ist die Anzahl der Interpolationsbedingungen gleich
V + 3, so dass s eindeutig bestimmt ist. O

5.3 Konvexe Quadrangulierungen

Im letzen Abschnitt behandeln wir die Lagrange-Interpolation mit kubischen Splines
auf konvexen Quadrangulierungen. Wir verwenden hier zwei Unterteilungen mit Ele-
menten nach Fraeijs de Veubeke und Sander (FVS) [67]. Zunéchst untersuchen wir die
klassische Unterteilung nach Fraeijs de Veubeke und Sander, bei der alle Vierecke in
vier Dreiecke unterteilt werden. Zur Beschreibung der Interpolationsmengen verwenden
wir eine Nummerierung mit ©p = 1 und ©4 = 0 nach Lemma 5.2. Die Eckpunkte v; ;
und Dreiecke T; ; der Vierecke (); seien wie in Kapitel 4.2 nummeriert. Mit v; 5 be-
zeichnen wir wieder den singuldren Eckpunkt in @);. Die Interpolationsmengen A; fiir
die Vierecke @); beschreiben wir wieder in Abhingigkeit der Anzahl der gemeinsamen
Kanten mit der Teilquadrangulierung <; 1.

Fiir das Viereck ()7 wihlen wir acht Punkte wy 1,..., w1 g, so dass vy j, w25 1, w12;
und vy j 1 paarweise verschiedene Punkte auf der Kante vy ;07 ;171 sind. Weiter wihlen
wir drei Punkte w9, wi,10 und wy ;1 im Innern von @), die auf drei verschiedenen
Kanten oy 015, j € {1,2,3,4} liegen. SchlieBlich wird noch ein Punkt w; 2 im Innern
eines Dreiecks T j, j € {1,2,3,4} gewéhlt. Fiir diese Punkte definieren wir

Ay i={vi1,...,v14,w10,..., w112}

Fiir ein Viereck (); mit ; = 1 wihlen wir einen Punkt w; ; auf der Kante v; 2v; 3, zwei
Punkte w; » und w; 3 auf der Kante v; 3v; 4 und einen Punkt w; 4 auf der Kante v; 4v; 1.
Weiterhin wihlen wir wieder drei Punkte w; 5, w; 6 und w; 7 im Innern von @);, die auf
drei verschiedenen Kanten ; ;v; 5, j € {1,2, 3,4} liegen und setzen

Ai = {vi3,vi4, wi1,. .., wir}

Gilt nun 6; = 2, dann wéhlen wir einen Punkt w;; auf der Kante v;37;4 und einen
Punkt w; 2 auf der Kante v; 4v; 1. Zudem werden zwei Punkte w; 3 und w; 4 im Innern
von @); ausgewihlt, die auf zwei, nicht kollinearen Kanten 7; ;0;5, j € {1,2,3,4} liegen.
Hierfiir definieren wir

AZ’ = {Ui74, wi,l, e ,wi,4}

Fiir den Fall §; = 3 wihlen wir schlielich einen Punkt w;; € Tj 4 \ 7;40;,1 und setzen
A; := {w;1}. Die Abbildung 5.16 zeigt die Interpolationsmengen fiir die vier Fille.
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Vg We Ws U3 U4 w3 w3 U3
w7e oW4 Wye oW1
11 wry
wsge oW3
Wy w10 ws We
]
w12
U1 ujl '11;2 U2 U1 U3
Vg wi U3 U4 U3
w9 e
[
w1
ws W4y
U1 U2 U1 U3

Abbildung 5.16: Interpolationsmengen A; fiir Si(Apys)

Satz 5.13. FEs seien A; wie oben definiert und A := Uf\;l A, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € S3(Apys) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Mit (4.1) und (4.2) erhalten wir fiir die Anzahl der Interpolationsbedingungen
|A| =160 + 901 + 50, + O3 = 3V° + E° = dim S (Arvs)

Wie in den vorherigen Abschnitten kann man leicht zeigen, dass fiir die vier Fille alle
Bernstein-Bézier-Koeffizienten, bis auf die in Abbildung 5.17 mit a1, ..., a9 bezeichne-
ten, durch die Interpolationswerte auf den Kanten und die C'-Ubergangsbedingungen
bestimmt sind.

Im Viereck T liegen drei Interpolationspunkte auf drei inneren Kanten vy jv15, j €
{1,2,3,4}. Somit liegen zwei Punkte auf zwei kollinearen Kanten. Mit dem gleichen
Beweis wie in Satz 5.7 kann man zeigen, dass durch diese Interpolationswerte die Ko-
effizienten auf diesen beiden Kanten bestimmt sind. Mit dem Funktionswert auf der
dritten Kante kann man nun analog wie im Beweis zu Satz 5.7 den letzten Koeffizi-
enten auf dieser Kante berechnen. Der Koeffizient auf der vierten Kante ergibt sich
damit aus der C'-Bedingung am singuliren Eckpunkt v1,5. Somit verbleiben noch die
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L ° ° VU3
odg
[ ] (rd as [ ]
odg a9 (107}
® a1 as ®
[ J0%)]
U1 ° ° (%]

Abbildung 5.17: Bernstein-Bézier-Koeffizienten fiir ein FVS-Element

Koeflizienten a2, a4, ag und ag. Nun enthélt A einen Interpolationspunkt wi 12 im In-
nern eines Dreiecks T j, j € {1,2,3,4}. Wie im Beweis von Satz 5.3 erhélt man durch
den Funktionswert in wy 12 den zugehorigen Bernstein-Bézier-Koeffizient ao; im Dreieck
Ty ;. Die restlichen drei Koeffizienten ergeben sich nun direkt aus der C'-Bedingung
iiber die inneren Kanten von Q.

Fiir ein Viereck T; mit #; = 1 bestimmen sich die Koeffizienten a1, a3, a5, a7 und ag
wie im Fall 0; = 0. Da die Kante ©; 10;2 in der Teilquadrangulierung <$;_; enthalten
ist, ergibt sich der Koeffizient ay aus der C''-Bedingung iiber diese Kante. Die iibrigen
Koeflizienten a4, ag und ag berechnen sich nun wie im ersten Fall.

Fiir den Fall §; = 2 ergeben sich die Koeffizienten as und a4 direkt aus den C'-
Bedingungen iiber die Kanten v;17;2 und v;30; 3. Damit ist auch a3 bestimmt. Nun
enthilt A zwei Interpolationspunkte auf zwei nicht kollinearen Kanten w;;v;5, j €
{1,2,3,4}. Somit gibt es einen Interpolationspunkt auf 7;;v;5 oder U; 40;5. Wie im
Beweis von Satz 5.7 lassen sich hieraus alle Koeffizienten auf den Kanten v; 2v; 5 und
U; 40; 5 berechnen. Die iibrigen Koeffizienten ergeben sich nun wie im Fall 6; = 1.

Im Fall 6; = 3 werden iiber die C'!-Bedingung an den duferen Kanten v;17; 2, 0;20;3
und v; 30; 4, sowie den inneren Kanten v;5v; 5 und v; 30; 5 alle Koeffizienten bis auf a1,
ar, ag und ag festgelegt. Seien (A1, A2, A3) die baryzentrischen Koordinaten von w1,
dann gilt 0 < A; < 1, j = 1,2,3 und wir erhalten aus der Interpolationsbedingung in
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w; 1 und den C'-Bedingungen an den inneren Kanten das Gleichungssystem

3hoA3 3AAz 6 A2 A3 ay M
1—p 0 7 0 ar | _ |77
0 1 0 1—p ag 8
0 1—v v 0 ag Y9

mit

Vi = Wi+ (1 — p)vis
vig =vvi1+ (L —v)vis

Nun gilt u,v < 0, so dass wir fiir den Wert der Determinante
—(1 = p)(6A1A2(1 — p) (1 = v) = B\ Asv(1 — ) — BhoAsp(l — v) + Mpw) < 0

erhalten. Also sind die Koeffizienten a1, a7, ag und ag eindeutig bestimmt. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts untersuchen wir die Lagrange-Interpolation fiir unsere
Unterteilungsmethode aus Kapitel 4. Hierzu definieren wir zunéchst die Interpolations-
mengen fiir die Vierecke ();. Wie bei der Unterteilungsmethode mit Clough-Tocher
Elementen wollen wir eine Unterteilung A mit moglichst wenigen Dreiecken konstru-
ieren. Wir wihlen deshalb, im Gegensatz zu dem Interpolanten aus Satz 5.13 kein
Nummerierung mit ©4 = 0. Wie in Kapitel 4 wollen wir aber zur Vereinfachung der
Bezeichnungen annehmen, dass Oy = 1 gilt.

Das Viereck ()1 wird nun in zwei Dreiecke T4 ; und 77 2 unterteilt. Fiir 77 ; wéhlen wir
die Interpolationsmenge A, fiir das Dreieck 77 und fiir T} » die Interpolationsmenge A;
fiir ein Dreieck 7; mit 6; = 1 des Interpolanten s € Si(A) aus Satz 5.6.

Fiir ein Viereck @; mit 6; € {1,2} miissen wir wieder mehrere Fille unterscheiden. Gilt
¢; = 1, dann sind die beiden Eckpunkte v; ; und v; » bereits in der Teilquadrangulierung
{;_1 enthalten. Die beiden anderen Eckpunkte kénnen ebenfalls in der Teilquadrangu-
lierung {>; 1 enthalten sein. Dies ist dann der Fall, wenn es in der Quadrangulierung
Vierecke (); mit 0; = 4 gibt. Wir wihlen nun einen Punkt w;; auf der Kante v; 2v; 3,
zwei Punkte w; 2, w; 3 auf der Kante v; 3v; 1, einen Punkt w; 4 auf der Kante v; 4v; 1 und
setzen

(i, vias Wity wia} Vi, via  Qica

A= {viz, wi1,wi2} vi3 & Qi1 und vy € Qi
{vig, w; 3, wia} v;3 € Qi1 und vig & Qi
0 i3, Vi4 € $iz1

Entsprechend verfahren wir fiir den Fall 6; = 2. Hier sind die Eckpunkte v; 1, v;2 und
v;,3 bereits in der Teilquadrangulierung <{;_; enthalten. Wir kénnen deshalb hier zwei
Fille unterscheiden, je nachdem ob der vierte Eckpunkt v; 4 auch in {;_; enthalten ist
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oder nicht. Wir wihlen nun jeweils einen Punkt w;; und w; 2 auf den Kanten v; 3v; 4
und v; 4v;1. Zudem werden zwei Punkte w; 3 und w; 4 im Innern von (); ausgewahlt,
die auf zwei, nicht kollinearen Kanten ; jv; 5, j € {1,2,3,4} liegen. Hierfiir definieren
wir:

A {{vi,4awz’,17 cowigt wia & Qi
i =

{wiz,wia} V4 € Qic1

Fiir 6; € {3,4} miissen wir keine Fallunterscheidung machen, da hier bereits alle vier
Eckpunkte von Q; in der Teilquadrangulierung <»; 1 enthalten sind. Fiir §; = 3 wihlen
wir die gleiche Interpolationsmenge wie im Fall Si(Apys) und fiir 6; = 4 setzen wir
A; = (. Die Abbildung 5.18 zeigt die Interpolationspunkte fiir ein Viereck @); mit 6; < 3.

V4 We Ws V3 V4 ws w2 V3
wre oWy4 W4e [ XV
wsge ° oW3

Wy

(1 wq wWo V9 V1 V2

U4 w1 U3 U4 U3
wo2e

[
w1y
w3 Wy
U1 V2 01 V2

Abbildung 5.18: Interpolationsmengen A; fiir S3(A)

Satz 5.14. FEs seien A; wie oben definiert und A := Uf\;l Ai, dann gibt es zu jeder
Funktion f € C(Q) einen eindeutig bestimmten Spline s € Si(A) mit s(v) = f(v),
veA

Beweis: Aus den obigen Bemerkungen folgt mit Satz 4.17 und (4.2):
|A| =130 + 60 + 505 — 30, 4+ O3 = 3V° + 205 4+ O3 + 1 = dim S3(A)
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Somit miissen wir nur zeigen, dass alle Koeffizienten des Interpolanten durch die Inter-
polationswerte bestimmt sind. Die Falle §; = 0 und #; = 1 kann man wie in Abschnitt
5.1 und 5.2 beweisen. Gilt v; 4 € {;_1, dann folgt der Fall §; = 2 aus Satz 5.13. Den
Fall v; 4 ¢ {;_1 zeigt man wie in Satz 5.6. Der Fall 6; = 3 folgt wieder aus Satz 5.13
und der Fall 8; = 4 aus Satz 4.17. O



Kapitel 6

3D-Oberflachen

Interpolationsverfahren mit bivariaten Splines iiber Triangulierungen eignen sich gut
zur Darstellung von Oberflichen im Raum. Da der Graph eines bivariaten Splines je-
doch eine reellwertige Funktion s : R? — R beschreibt, kénnen diese Verfahren nicht
zur Konstruktion von beliebigen, insbesondere geschlossenen 3D-Oberflichen verwendet
werden. Hierzu werden deshalb andere Ansétze ben6tigt. In den letzten Jahren wurden
verschiedene Verfahren fiir 3D-Oberflichen entwickelt. Fiir geschlossene, sphérenartige
Oberfldchen finden sich Methoden mit sphérischen Polynomen. Alfeld, Neamtu und
Schumaker [7] haben gezeigt, dass man durch Verwendung von sphérischen Dreiecken
die Bernstein-Bézier-Methoden fiir ebene Dreiecke weitgehend iibertragen kann. Insbe-
sondere konnen Methoden mit finiten Elementen zur Konstruktion solcher Oberflichen
verwendet werden (siche Alfeld, Neamtu und Schumaker [7, 8, 9] und Liu und Schu-
maker [103]). Diese Verfahren eignen sich jedoch nur fiir sphirenartige Oberflachen.
Komplexe Objekte lassen sich hiermit nicht darstellen. Eine andere Methode sind
Subdivision-Verfahren (sieche Dyn, Gregory und Levin [58, 59], Dyn und Levin [60],
Kobbelt [89], Reif [123] und Shenkman, Dyn und Levin [134]). Bei diesen Verfahren
wird eine lineare Dreiecksoberfliche im Raum durch Unterteilung schrittweise verfeinert
und geglittet. Es wird eine Folge von Dreiecksoberflichen berechnet, die gegen eine dif-
ferenzierbare Funktion konvergiert. Neben solchen Unterteilungsverfahren finden sich
auch Verfahren mit Bézier-Patches und Bézier-Polynomen (sieche Boehm, Farin und
Kahmann [21], Dierckx [54], Farin [64, 65], Hahmann und Bonneau [79], Loop [104],
Piper [120], Worsay und Farin [143] und Ye, Liang und Nowacki [144]). Sie verwenden
Ubergangsbedingungen an den Kanten zweier Bézier-Patches zur Glittung der Ober-
flache. Bajaj, Bernardini und Xu [16, 17] und Bernardini, Bajaj, Chen und Schikore
[19] beschreiben Verfahren zur Rekonstruktion von 3D-Objekten aus Datenpunkten.
Sie berechnen zunéchst durch ein Approximationsverfahren eine stetige 3D-Oberfldche,
die anschlieflend geglittet wird. Alle diese Verfahren benutzen jedoch zur Glattung nur
die Information der linearen Dreiecksoberfliche und erreichen deshalb nur eine geringe
Approximationsgiite.
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Wir beschreiben in diesem Kapitel eine neue Methode, mit der wir glatte Spline-
oberflichen durch Interpolation konstruieren. Dieses Verfahren haben wir zusammen
mit Niirnberger entwickelt. Es zeichnet sich durch eine hohe Approximationsgiite aus
und kann zur Konstruktion von beliebigen Oberflichen eingesetzt werden. Bei die-
sem Verfahren wird eine Spline iiber einer Dreieckoberfliche im Raum berechnet. Die
Dreiecksoberfliiche ist somit das Grundgebiet, auf dem der Spline definiert wird. Die
Berechnung des Interpolanten erfolgt in zwei Stufen. Zunéchst bestimmen wir durch ein
Lagrange-Interpolationsverfahren einen stetigen Spline. Im zweiten Schritt verwenden
wir das Bernstein-Bézier-Netz des stetigen Interpolanten und glidtten die Oberfliche,
indem wir die Bernstein-Bézier-Koeffizienten in geeignete Tangentialebenen projizie-
ren. Dieses Verfahren entspricht den bekannten C'!-Ubergangsbedingungen fiir Splines
auf ebenen Triangulierungen und sichert ein gutes Approximationsverhalten unseres
Interpolanten.

Wir behandeln unser Verfahren ausfiihrlich fiir die klassische Unterteilung nach Clough-
Tocher. Es kann aber auch auf andere Unterteilungsmethoden angewendet werden, ins-
besondere auch auf unsere Methode aus Kapitel 3. Im folgenden Abschnitt beschreiben
wir zunéchst die Bernstein-Bézier-Darstellung fiir Polynome im Raum. Anschlieflend
wird das Interpolationsverfahren dargestellt und das Approximationsverhalten unter-
sucht. Der letzte Teil zeigt eine Anwendung unseres Verfahrens zur Datenreduktion bei
der Darstellung von 3D-Objekten.

6.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Bernstein-Bézier-Darstellung fiir Polynome im
Raum. Gegeben sei eine Triangulierung A = {T},...,Tx} im Raum mit den Eckpunk-

ten V = {vy,...,vy}. Weiter bezeichnen wir mit
N

Q:= U T;
i=1

die zugehorige Dreiecksoberfliche. Fiir ein Dreieck T = A(vy,v2,v3) sei p : T — R3
in jeder Komponente ein Polynom vom Grad d, d. h. es gilt:

mit p; € I4. Da alle Punkte v € T' in einer Ebene liegen, konnen wir v durch eindeutig
bestimmte baryzentrische Koordinaten (A1, A2, A3) beschreiben. Wir definieren deshalb

P(A1, A2, A3) = p(Av1 + Agv2 + Azvz) = p(v)
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Fiir den Vektor ro = w9 — v; entlang der Kante v103 berechnen wir nun den Tangen-
tenvektor p;,, in v;. Sei

. T2
rg i—m ——
2|l
dann erhalten wir:
. p(vr + hig) — p(v1) 1 .. p(A1—=X0)—p(1,0,0)
. -1 — 1
pry(v1) = Jimg h 2]l Aol 1— X

Ist p = E‘ a]=d ca B2 die Bernstein-Bézier-Darstellung von p, dann folgt:

S o Cidio (DXL =N = a0

I721| pr, (v1) = lim T
-1 & d\ . .
= li d—i AL =)
ca,0,0 lim ——=+ ;Cz,d i0 (z) ( )
=d(cg—1,1,0 — €d,0,0)
Definieren wir p,, := ||r2|| p7,, dann gilt analog zu Satz 2.3 die Beziehung:

Pry(v1) = d(cg—1,1,0 — €d,0,0)

Entsprechend folgt fiir r3 = vz — vy:

Pry(v1) = d(cg—1,0,1 — €d,0,0)
Wir erhalten hieraus die folgende Aussage (siehe auch Farin [65]).

Lemma 6.1. Sei A := {T1,...,Tn} eine Triangulierung im Raum und v; ein Eckpunkt
mit den angrenzenden Dreiecken Ty, ..., T; . Dann ist ein Spline s : & — R3 genau
dann im Eckpunkt v; differenzierbar, wenn die Bernstein-Bézier-Koeffizienten ¢4 im
Ring D1(v;) in einer Ebene liegen.

Fiir die Kanten der Triangulierung A iibertragen wir die, fiir ebene Triangulierungen
bekannte C I—Bedingung: Seien T;, und Tj, zwei Dreiecke mit einer gemeinsamen Kan-
te und c;jlo, clféo und czljn, j = 1,2 die Bernstein-Bézier-Koeffizienten an der Kante
(siehe Abbildung 6.2), dann fordern wir fiir unseren Spline-Interpolanten, dass diese
Koeffizienten in einer Ebene liegen.

6.2 Konstruktion von 3D-Oberflichen

In diesem Abschnitt beschreiben wir unser Interpolationsverfahren fiir 3D-Oberfl4-
chen. Dieses Verfahren besteht aus zwei Stufen. Zunéchst wird eine stetige-kubische
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Splineoberfliche durch Lagrange-Interpolation bestimmt. Anschlieend wird der Spli-
ne geglittet, indem wir die Bernstein-Bézier-Koeffizienten des stetigen Interpolanten
in geeignete Tangentialebenen projizieren. Hierdurch sichern wir Bedingungen an die
Bernstein-Bézier-Koeffizienten, die den bekannten C'-Ubergangsbedingungen fiir Spli-
nes auf ebenen Triangulierungen entsprechen.

Im Folgenden sei Q eine 3D-Oberfliche. Diese kann als Funktion f : @ — R? oder,
wie im vierten Abschnitt, als stiickweise lineare Dreiecksoberfliche gegeben sein. Fiir
praktische Anwendungen ist vor allem der zweite Fall interessant. Mit (2 bezeichnen wir
wieder die Dreiecksoberfliche, auf der Spline definiert ist. Die zugehorige Triangulierung
sei A. Durch Lagrange-Interpolation in zehn Punkten auf jedem Dreieck konnen wir
einen kubischen Spline s : £ — R? berechnen. Hierzu wihlen wir auf dem Dreieck
T, = A(Uiyl,vi,g,viyg) € A die Punkte

Q1041 + 02 + Q303 _3
Pia = 3 , |O[| =

Fiir vorgegebene Werte f; o € R, i =1,..., N, |a = 3 ist dann der Spline s eindeutig
durch die Interpolationsbedingung:

3(pi,a) = fi,a

bestimmt. Ist f als Funktion gegeben, dann erhalten wir die Interpolationswerte durch
fia = [(pi,a). Fiir eine Dreiecksoberfliche Q; wihlen wir die Punkte f; , mit dem
kiirzesten Abstand zu €.

Im zweiten Schritt wird aus dem Bernstein-Bézier-Netz von s ein Spline berechnet,
der in jedem Eckpunkt von A differenzierbar ist. Hierzu werden die Bernstein-Bézier-
Koefhizienten in geeignete Ebenen projiziert. Diese Ebenen berechnen wir durch Mitte-
lung der orthogonalen Vektoren auf den Tangentialebenen von s.

Hierzu betrachten wir zunéichst einen Eckpunkt v; von A. Die angrenzenden Dreiecke
seien Tj,,...,T;, und die Bernstein-Bézier-Koeffizienten im Ring D1 (v;) mit cgjoo, c;jlo
und c;jm bezeichnet. Die Abbildung 6.1 zeigt die Zelle um v; mit den Bernstein-Bézier-

Koeffizienten. Durch die Koeffizienten cgjoo, c;jw und c;jm wird nun eine Ebene im Raum
aufgespannt. Sei n;; der Normalenvektor auf der Ebene, dann erhalten wir den gemit-
telten Vektor durch

Ny, = —Z

3

- n
J=1

Die Koeffizienten cj|, und c5y; projizieren wir nun in die Ebene durch v; und orthogonal
. . i i .
zu n,,. Die neuen Koeffizienten ¢j), und ¢y, ergeben sich durch:

S i i i
€510 = €310 — (€310 — C3005 Tv; )i

Co01 = C;](n — (€501 — C?z]oo’ Ny, )Ty (6.1)
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Abbildung 6.1: Eckpunkt v; mit Zelle A,

wobei (-,-) : R? x R3 — R das iibliche Skalarprodukt
((z1,91,21), (T2, Y2, 22)) = T122 + Y12 + 2122

bezeichnet. Fiir alle tibrigen Koeffizienten setzen wir éd = cd . Nach Lemma 6.1 definiert
das Bernstein-Bézier-Netz {EZa ci=1,...,N;|o| = 3} einen Spline 5 : O — R?, der in
allen Eckpunkten von A differenzierbar ist.
Ebenso verfahren wir nun an den Kanten von A. Fiir jede innere Kante e; berechnen wir
einen gemittelten Normalenvektor n,,. Seien T;, und T}, zwei Dreiecke mit gemeinsamer
Kante e; und E;jlo, 621’;20 und Ellju, j = 1,2 die Bernstein-Bézier-Koeffzienten an der
Kante (siche Abbildung 6.2), dann wird durch die drei Koeffizienten eine Ebene im R?
aufgespannt. Seien n;, und n;, die Normalenvektoren der beiden Ebenen, dann setzen
wir:
Ny + Ny

Ry = g
Offensichtlich ist der Vektor n,, orthogonal zur Gerade durch die beiden Koeffizienten
6310 und Ell’éo. Im folgenden Schritt werden deshalb nur noch die mittleren Koeffizienten
¢f), geindert. Da wir dies aber nicht fiir alle drei Kanten eines Dreiecks unabhingig
voneinander durchfithren koénnen, miissen wir eine Unterteilung der Dreiecke vorneh-
men. Wir wihlen hier die Unterteilung nach Clough-Tocher, bei der jedes Dreieck in
drei Mikro-Dreiecke unterteilt wird. Wie in Kapitel 3 bezeichnen wir fiir ein Dreieck
T; := A(v;,1,vi2,v;3) die Mikro-Dreiecke mit

Tiq = A(vi,1,v52,0i4)
Tio = A(vi2,vi3,Vi4)

T;3 = A(vi3,0i,1,0i4)
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wobei v; 4 das Baryzentrum von 7T; ist. Damit erhalten wir nun die Triangulierung:
Acr:={T;j:i=1,...,N;j =1,2,3}

Wir berechnen das Bernstein-Bézier-Netz eines Splines s; auf der Triangulierung Ao,
so dass s1(x) = 3(=) fiir alle 2 € Q gilt. Die zugehérigen Bernstein-Bézier-Koeffizienten
bezeichen wir mit cg’. Es ist zu beachten, dass die Koeffizienten ¢’ auf den Kanten von
A mit den Koeffizienten & des Splines § iibereinstimmen. Die Koeffizienten im Ring

Dy (v) eines Eckpunktes v von A liegen deshalb nach Konstruktion in einer Ebene.

Abbildung 6.2: Kante e; mit angrenzenden Dreiecken

. . i1 . . . . . i,1 1
Der mittlere Koeffizient cll’n wird nun in die Ebene durch die Koeffizienten 022’10 und 01’20
und senkrecht zum Vektor n,, , der Kante e; 1 = v; 10; 2 projiziert. Analog zu Gleichung
(6.1) gilt:
il il il
¢ = e — (e — 62107n3i,1>n3i,1 (6.2)
L L-i2 ! g .
Entsprechend berechnen sich ¢y, und ¢}7;. Fiir die iibrigen Koeffizienten verwenden

wir die bekannten C'-Ubergangsbedingungen der Clough-Tocher Unterteilung fiir ebene
Triangulierungen. Es gilt somit fiir j = 1,2,3:

.. .. ~i 7j ~i aj ~1 aj -1
ghi—1 _ shg _ G300 T Cio ¥ Co
021 = Copp = 3

L. L ~i 7j ~i ,j ~i ,j -1
di=l _ i Copt TG TG
oi2 — Clo2 = 3

Sl A2 i3
i _ Clo2 T Cioz t Cipo
C _=

003 3
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Das Bernstein-Bézier-Netz zu den Koeflizienten 622‘7 definiert nun unseren kubischen
Interpolanten 5; : @ — R. Da die Bernstein-Bézier-Koeffizienten ¢5’ im Ring D1 (v)
eines Eckpunktes v € A in einer Ebene liegen, erhalten wir mit Lemma 6.1 den folgen-
den Satz.

Satz 6.2. Sei A := {Ty,...,Tn} eine Triangulierung im Raum und 5 : Q@ — R3
der, nach dem oben beschriebenen Verfahren konstruierte Spline. Dann ist §1 in jedem
Eckpunkt v von A differenzierbar.

6.3 Approximationsgiite

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Approximationsverhalten des Interpolanten
51. Hierzu betrachten wir das folgende Modell: Gegeben ist ein Polygon 2 € R? und eine
Triangulierung A von Q. Fiir eine Funktion f € C*(£2) berechnen wir den Interpolanten
51 nach unserem Verfahren. Fiir den Lagrange-Interpolanten s gilt nach Ciarlet [44] das
folgende Lemma:

Lemma 6.3. Sei f € C*(Q) und s der Lagrange-Interpolant in den Punkten P .,
i=1,...,N, |a| =3, dann gibt es eine Konstante Ay, die nur von f abhdingt, so dass

If = sl < Agh?
|Dyf — Dys|| < Agh®
1Dy f — Dys|| < Afh3
gilt. Hierbei bezeichnen Dy und D, die partiellen Ableitungen nach x und y.

Der Normalenvektor einer Funktion g € C'(£2) im Punkt v erhalten wir durch

1 Dyg(v)
ng(v) = Dyg(v)
V/D3gw) + Dg(v) +1 \ 1

Mit dem folgenden Lemma erhalten wir eine Abschétzung fiir die Normalenvektoren.
Lemma 6.4. Es seien vy := (x1,y1,1), vy := (22,y2,1) und k € N, so dass
|$1 — $2| S Ahk

ly1 — y2| < ARF

mit A € R gilt. Dann gibt es eine Konstante B € R, die nur von x1,z9,y1,ys abhdngt,
so dass gilt

u &H < B
odll el
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Beweis: Wir erhalten

2 2 2 2
]+ — (235 +
lonl = Boall = |1 oF 57 = 1+ 3435 < (o + 1) — (o + )

o v H:u||v2uv1—||v1uv2||<|r|v1||—uv2||| Jos — v
Toul ~ Teel ool = el foa]

Nun gilt

so dass

folgt, mit der Konstante

B <|$1—;x2|+|y1—;y2|+\/§>A

U1 V2

_ < BRhF
[vall oz

‘ < (21 — 23) + (y7 — 13)] n V(@1 —32)% + (y1 — y2)?
- 2 [|vo| [|v2]]

O

Ist nun v; ein Eckpunkt von A, T5,,...,T;, die Dreiecke mit Eckpunkt v; und p;; :=
8|Ti]-7 dann folgt aus Lemma 6.3 und 6.4

< Bfh*  (6.3)

[ 00) = 1, )| < [|rg, (00) = 15 00) | + i, (03) =5 (01

mit einer Konstante By € R, die nur von f abhéngt. Analog folgt fiir eine innere Kante
e; von A mit den angrenzenden Dreiecken T;, und Tj,:

< Cyh? (6.4)

v, @) = 7, 0)

wobei p;; 1= 8|Ti]-7 J = 1,2 und v € e; gilt. Hierbei bezeichnet C'; € R eine Konstante,
die nur von f abhéngt. Zur Herleitung des Approximationsfehlers ||§ — s|| und ||§; — s1]|
benottigen wir noch die folgende Aussage iiber die Koeffizienten eines Bernstein-Bézier-
Polynoms.

Lemma 6.5. Sei p: T — R3 ein Polynom in der Bernstein-Bézier-Darstellung

p(v) = Y caBi(v)

|a|=3
dann gibt es eine Konstante K, € R, die nur von p abhdngt, so dass gilt:

max {[|ca — csl : |af = |B] = 3} < Kph
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Beweis: Sei p;(v) := 33 &, B3(v), i = 1,2,3 und cﬁr := min {c, : |o| = 3}, dann
gilt fiir alle v € T":

0 < pi(v) — ¢, < |Ipill, b
Hierbei definieren wir [|-|; : C7(Q) — R wie in Kapitel 3 durch
1£1l; = sup {[| Dy DY f[| - v + = j}
Fiir |3] = 3 und v € T erhalten wir somit:
lpilly h > ) (el — ) Bi(v) = (¢ — ) Bj(v)
|a]=3

Wegen HBEH > % folgt:

; ; 9
mas {|ch, — | o] = 18] = 3} < Shpilly
O
Hiermit erhalten wir nun die beiden folgenden Aussagen.

Lemma 6.6. Sei f € C*(Q), s und 5 die Interpolanten aus Abschnitt 6.2. Dann gibt
es eine Konstante Dy, die nur von f abhdngt, so dass gilt:

s - s < Dyi?

3

e . e . . . . . R ~ . i ~
Beweis: Sei T; := A(v; 1, v;2,v;3) ein Dreieck, p; := s|r; und p; := 3|7, sowie ¢}, ¢,

die Bernstein-Bézier-Koeffizienten von p;, p;. Aus Satz 2.3 und Gleichung (6.1) folgt:
Hééw - Céw“ = [(chio — Céoo=nvi,1>|
= {ch10 — €300, Tp; (vi,1)) + (Ch10 — 3005 vy, — Mp; (Vi,1))]
< Hcéw - Céoo“ ani,l - nm(“i,l)H
< 2|chig — oo ma’X{Hnm]— (vi,1) — npy, (Ui,l)H chk=1,... ,n}

wobei p;,,...,p;, die Polynomstiicke im Eckpunkt v; ; bezeichnen. Nach Lemma 6.5
gibt es eine Konstante K, die nur von p; abhéingt, so dass

max{Hcg — CZBH dal =8| = 3} < Kph
gilt. Mit Gleichung (6.3) erhalten wir:
1E10 = hio|| < 2Bgh® max {||c}, — c5| : lal = |8] = 3} < Dsh?

mit Dy := 2By max {K), :i =1,..., N}. Analog zeigt man dies fiir die iibrigen KoefHi-
zienten. Somit folgt:

15 — s|| < max {[|p; — pill ;i =1,..., N} < Dgh
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Analog folgt aus Satz 2.4 und Gleichung (6.2) das folgende Lemma fiir s; und 3;.

Lemma 6.7. Sei f € C*(Q) und sy, §; die Interpolanten aus Abschnitt 6.2. Dann gibt
es eine Konstante Ey, die nur von f abhdngt, so dass gilt:

151 — s1]| < Eyh*

Damit erhalten wir nun den wichtigen Satz iiber die Approximationsgiite des Inter-
polanten 3.

Satz 6.8. Sei f € C*(Q), 51 : Q@ — R3 der eindeutige Spline-Interpolant aus Abschnitt
6.2 und h die mazimale Kantenlinge von A, dann gibt es eine Konstante Ky mit

If =3l < Ksh?

Beweis: Aus Lemma 6.3, 6.6 und 6.7 folgt
1f =3l < IS = sll +lls = 3l + lls1 = 5] < Kph!

mith::Af+Df+Ef. O

6.4 Datenreduktion

Derzeit werden 3D-Objekte in graphischen Anwendungen meist durch Dreiecksober-
flichen dargestellt. Zur Rekonstruktion von komplexen 3D-Objekten werden oft mehr
als 100.000 Dreiecke benétigt. Ein solches Objekt zeigt das linke Bild in Abbildung
6.3. Dieser Kopf besteht beispielsweise aus 640.000 Dreiecken. Dreiecksoberflichen er-
fordern somit hohen Speicheraufwand und Rechenleistung. Die Verwendung unserer
Interpolationsmethode kann hier wirksam zur Datenreduktion eingesetzt werden.

Allgemein kénnen wir die Problemstellung wie folgt beschreiben: Gegeben ist ein 3D-
Objekt ¢ in Form einer Dreiecksoberfliche. Dieses Objekt wird zu einer Dreiecksober-
flache 2 reduziert. Verfahren zur Reduktion von Triangulierungen finden sich beispiels-
weise bei Garland und Heckbert [72], Guéziec [77], Hoppe [82, 83], Hoppe, DeRose,
Duchamp, McDonald und Stuetzle [84], Kalvin und Taylor [88] und Schroeder, Zarge
und Lorensen [127]. Auf der Triangulierung €2 berechnen wir nun unseren Interpolanten
51 aus Abschnitt 6.2. Wir wihlen hier als Interpolationswert f; o den Punkt auf 2y mit
dem kiirzesten Abstand zum Interpolationspunkt p; o € €, d. h. es gilt:

IPi,0 — fiall = d(pia, )

Dieses Verfahren haben wir fiir eine Oberfliche 2y mit 320.000 Eckpunkten getestet.
Die reduzierte Oberfliche €2 besteht aus 10.000 Eckpunkten, so dass wir zur Berechnung
des Interpolanten 90.000 Interpolationspunkte bendtigen. Die Datenreduktion betréigt
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Abbildung 6.3: Dreicksoberfliche ©; und Spline-Interpolant 51

somit vier. Die Berechnungzeit fiir den Splineinterpolanten betrigt wenige Minuten.
Die Abbildung 6.3 zeigt die Oberflichen € (linkes Bild) und den Interpolanten §; fiir
die Clough-Tocher Unterteilung aus Abschnitt 6.2 (rechtes Bild). Das Beispiel zeigt,
dass unser Interpolationsverfahren komplexe 3D-Objekte effizient und detailgetreu re-
konstruieren kann.



Kapitel 7

Nummerische Ergebnisse

Dieses Kapitel enthéilt nummerische Beispiele zu unseren Interpolationsverfahren aus
den vorherigen Kapiteln. Wir testen hier unsere Hermite- und Lagrange-Interpola-
tionsverfahren und vergleichen diese mit Interpolationsverfahren mit Makro-Elementen.
Zum Testen der Approximationsordnung haben wir die Flichen der Dreiecke schrittwei-
se verringert. Hierdurch konnten wir gleichméfiige Triangulierungen erzeugen. Bis auf
die beiden quadratischen Interpolanten wurden alle Verfahren auf Delaunay-Triangulie-
rungen aus zufillig verteilten Punkten berechnet. Tabelle 7.1 zeigt die Parameter der
verwendeten Delaunay-Triangulierungen. Hierbei bezeichnet N die Anzahl der Dreiecke
und V7 die Anzahl der inneren Eckpunkte vor der Unterteilung. Die beiden folgenden
Spalten zeigen die Anzahl © der Clough-Tocher Elemente und die Lange k der lingsten
Kette von Dreiecken mit 6; = 1 fiir die Unterteilung nach Algorithmus 3.23. Die letzte
Spalte enthilt die maximale Kantenldnge h; der Triangulierung.

N Vi C) k h;
20 5 3 8 | 5.00 10!
53 19 12| 11 |3.16 107!
159 64 39 | 221206 10"
514 226 133 | 27 1.06 107!
1568 725 411 | 61 | 6.99 1072
5160 | 2474 | 1393 | 99 | 3.63 102
15540 | 7599 | 4231 | 231 | 2.15 1072
51620 | 25521 | 14223 | 319 | 1.17 102
155232 | 77105 | 42801 | 524 | 7.04 1073

O© 00~ O T W N .

Tabelle 7.1: Parameter der Triangulierungen

Fiir die beiden quadratischen Verfahren haben wir gleichmiiflige Al-Triangulierungen

129
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verwendet. In allen Beispielen wurde Franke’s Testfunktion [68]

(_(9$—2)2+(9y—2)2> 3o (_(9x+1)2 - 9y—|—1>

3
f(xay) = Zexp

4 4 49 10
z— T)2 _2)2
+ %exp (— (92 = 7) I (9y = 3) ) - %exp (=92 —4)*> — 9y — 7)?)

auf dem Rechteck 2 := [0, 1] x [0, 1] interpoliert.

Abbildung 7.1: Franke’s Testfunktion

Im Folgenden bezeichnen wir mit s; den Interpolanten auf der Triangulierung A;. Weiter

sei
& = ||f = sillo
der absolute Interpolationsfehler und

o loge; —loge;t1
* loghi —loghig
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der Decay-Exponent von A; und A; 1.

7.1 Hermite-Interpolation

Dieser Abschnitt enthélt die Ergebnisse zu den Interpolanten aus Kapitel 3. Wir testen
hier den Interpolanten aus Satz 3.6 fiir C'- und C?-Splines. Die Tabellen 7.2 und 7.3
zeigen die Ergebnisse fiir die Interpolationsverfahren. Zum Vergleich haben wir auch die
Ergebnisse fiir die Interpolationsverfahren von Laghchim-Lahlou und Sablonniere [90]
aufgefithrt. Hierbei bezeichnet A wieder die Triangulierung fiir unsere Unterteilungs-
methode und Acr die Unterteilung aller Dreiecke nach Clough-Tocher. Die Tabelle
enthilt jeweils die Anzahl der Interpolationsbedingungen, den absoluten Interpolati-
onsfehler und den Decay-Exponenten.

S}A) Si(Acr)
1 dim €; 51 dim €; (5z
1 53 [ 1.86 107" | 2.54 87 | 1.78 107" | 2.95
2 114 | 5.78 102 | 4.15 196 | 4.58 1072 | 3.77
3 306 | 9.82 1073 | 1.81 546 | 9.15 1073 | 1.75
4 911 | 2.95 1073 | 4.50 1673 | 2.85 1073 | 5.42
5 2633 | 4.56 1074 | 3.32 4947 | 3.02 1074 | 3.18
6 8377 | 5.16 107° | 2.85 | 15911 | 3.74 10> | 3.78
7 24693 | 1.15107° | 3.22 | 47311 | 5.13 1075 | 3.76
8| 81229 | 1.63 1075 | 4.13 | 156023 | 5.21 10~7 | 3.98
9 | 242885 | 2.01 107 467747 | 6.93 108
Tabelle 7.2: Hermite-Interpolation in Si(A)
S3(A) S3(Aor)
dim € 0; dim € 0;
256 | 1.78 10~ 1 7.72 338 | 7.74 102 6.64
607 | 5.12 1073 5.25 783 | 3.66 1073 4.51

1742 | 5.45 1074 5.27 2212 | 5.32 10~* 6.29
5495 | 1.62 107° | 10.25 6851 | 7.98 107% | 11.00
16588 | 2.33 10~ 6.12 20390 | 8.38 1078 6.23
54109 | 4.21 10~° 8.19 65901 | 1.41 10° 7.73
162322 | 5.72 10~ | 7.71 | 196496 | 2.45 10~ | 7.52
537628 | 5.25 10713 | 7.38 | 649030 | 2.53 10713 | 7.12
1615520 | 1.25 10— 1947066 | 6.88 10~1°

© 00~ O T W N .

Tabelle 7.3: Hermite-Interpolation in S%(A)
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Lagrange Hermite

dim € 0; € 0;
71139 107" | 2.55 | 1.78 10~ ! | 2.95
161 | 4.29 102 | 5.42 | 4.58 102 | 3.77
450 | 4.24 1073 | 1.46 | 9.15 1073 | 1.75
1384 | 1.60 1073 | 5.02 | 2.85 1073 | 5.42
4103 | 2.01 10=* | 2.61 | 3.02 10~* | 3.18
13224 | 3.62 1075 | 4.17 | 3.74 1075 | 3.78
39369 | 4.05 1076 | 3.21 | 5.13 1075 | 3.76
129923 | 5.74 10~7 | 4.60 | 5.21 107 | 3.98
389619 | 5.61 10~8 6.93 1078

© 00~ O T W N .

Tabelle 7.4: Lagrange-Interpolation in S’g’l(A)

Lagrange Hermite
dim € 0; € 0;
53 | 1.57 10~ | 2.61 | 1.86 10~! | 2.54
114 | 4.74 1072 | 3.61 | 5.78 102 | 4.15
306 | 1.01 1072 | 1.99 | 9.82 1073 | 1.81
911 | 2.69 1073 | 3.99 | 2.95 103 | 4.50
2633 | 5.16 10~* | 3.09 | 4.56 10~* | 3.32
8377 | 6.80 107° | 3.23 | 5.16 107° | 2.85
24693 | 1.25 107° | 3.34 | 1.15 10~° | 3.22
81229 | 1.64 1076 | 4.17 | 1.63 1076 | 4.13
242885 | 1.99 10~ 7 2.01 1077

© 00~ O T W N .

Tabelle 7.5: Lagrange-Interpolation in S (A)

Es zeigt sich, dass unsere Methode im Approximationsverhalten mit dem Interpolan-
ten fiir den vollstdndigen Clough-Tocher Split vergleichbar ist. Fiir die Interpolation
mit kubischen Splines betrigt der durchschnittliche Wert fiir den Decay-Exponenten
3.32 fiir unseren Interpolanten und 3.58 fiir die klassische Unterteilung nach Clough-
Tocher. Auch der absolute Fehler ¢; der beiden Interpolanten unterscheidet sich nur
gering. Unsere Methode hat den Vorteil, dass deutlich weniger Interpolationsbedingun-
gen bendtigt werden. Die Anzahl der Bedingungen betrigt nur rund die Hélfte. Die
Berechnung unseres Interpolanten betrégt nur drei Viertel der Berechnungszeit des In-
terpolanten fiir die klassische Unterteilung. Dieser Vorteil wird noch deutlicher, wenn
fehlende Interpolationsbedingungen an der Kanten durch Approximationsverfahren be-
stimmt werden miissen, da unser Interpolant nur sehr wenige orthogonale Ableitungen
bendtigt.
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Lagrange Hermite
dim € 0; € 0;
27 [ 3.60 107" | 1.20 | 5.42 10~' | 2.51
75 | 1.57 1071 | 2.54 | 9.52 1072 | 2.25
243 | 2.71 1072 | 3.91 | 2.01 102 | 2.99
867 | 1.80 1073 | 3.07 | 2.53 103 | 3.23
3267 | 2.15 10~* | 2.10 | 2.68 10~* | 3.19
12675 | 5.00 10~ | 2.05 | 2.95 1075 | 3.09
49923 | 1.21 107° | 2.02 | 3.47 1076 | 3.04
198147 | 2.97 1076 | 2.01 | 4.20 107 | 3.02
789507 | 7.36 10~7 5.17 1078

© 00~ O T W N .

Tabelle 7.6: Lagrange-Interpolation in S (Apg)

dim € 0
12 | 5.00 10~* | 0.23
28 | 4.28 107! | 1.55
84 | 1.46 1071 | 3.17
292 | 1.62 1072 | 2.97
1092 | 2.08 1073 | 2.03
4228 | 5.07 10~* | 2.00
16644 | 1.27 10~* | 2.00
66052 | 3.17 1072 | 2.00
263172 | 7.92 1076

© 00 ~J O Ut i W N .

Tabelle 7.7: Lagrange-Interpolation in 821(5)

Fiir die Interpolation in S2(A) erhalten wir als durchschnittlichen Wert fiir den Decay-
Exponenten 7.24 fiir unseren und 7.13 fiir den Interpolanten von Laghchim-Lahlou und
Sablonniere. Die Anzahl der Interpolationsbedingungen fiir unseren Interpolanten ist
in diesem Fall um 20 % niedriger als fiir die klassische Unterteilung.

7.2 Lagrange-Interpolation

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Ergebnisse fiir die Lagrange-Interpolanten aus
Kapitel 5. Wir haben hier die beiden kubischen Verfahren fiir Sg 1(A) und S3(A), sowie
die beiden quadratischen Interpolanten fiir S3 (A pg) und S} (A) untersucht und mit den
jeweiligen Hermite-Verfahren verglichen. Die einzelnen Ergebnisse sind in den Tabellen
7.4 - 7.7 aufgefiihrt.

Die beiden kubischen Lagrange-Interpolanten zeigen ein vergleichbares Approxima-
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tionsverhalten wie die zugehorigen Hermite-Interpolanten. Auch der absolute Fehler
unterscheidet sich nur gering. Die quadratischen Lagrange-Interpolanten besitzen fiir
gleichmifige A'-Triangulierungen ein gutes Approximationsverhalten. Bei beiden In-
terpolanten ist dies jedoch von den Winkeln der Triangulierung abhéngig. Bei Tests auf
Delaunay-Triangulierungen aus zufillig verteilten Punkten zeigen die Interpolanten ein
schlechteres Approximationsverhalten.
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