Parameterschétzung

Karl Christoph Klauer

Die Neyman-Pearson-Theorie statistischer Tests (vgl. Willmes, in diesem Band) darf
insofern als klassisch gelten, als weitreichende Ubereinstimmung hinsichtlich ihrer
praktischen und theoretischen Bedeutung besteht. Eine in dhnlicher Weise klassisch
zu nennende Theorie zur Schitzproblematik gibt es leider nicht. Das liegt nicht
an einem Mangel interessanter theoretischer Resultate, sondern vermutlich daran,
daB {iber den praktischen Wert der verschiedenen Ansitze unterschiedliche Meinun-
gen bestehen. Neyman-Pearson-Tests liefern eine Methode der Konstruktion von
Tests, die ausgesprochen weitreichend anwendbar ist. In der Meinung vieler Stati-
stiker spielt die Methode der Mazimum-Likelihood-Schitzung eine vergleichbar uni-
verselle Rolle fiir die Konstruktion von Schitzern. Diese Statistiker werden jedoch
von den Anhingern der Bayes-Methoden (vgl. Molenaar & Lewis, in diesem Band)
stark attackiert, und als zusatzliche Komplikation mischen sich Kontroversen iiber
das ,,wahre Wesen“ von Wahrscheinlichkeiten ein. Zudem 148t sich die Mazimum-
Likelihood-Methode nicht unmittelbar im Rahmen der heute vorherrschenden ent-
scheidungstheoretischen Rekonstruktion der Statistik ableiten. Das gelingt, wie wir
sehen werden, allerdings im Bereich der sogenannten asymptotischen Statistik.

1 Grundlegende Probleme und Begriffe

Das Schétzproblem beginnt bei einer Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
{Ps,0 € O} auf einem Grundraum §2, die durch einen moglicherweise vektorwerti-
gen Parameter 8 indiziert ist. Das kann zum Beispiel die Familie der Normalvertei-
lungen mit Varianz eins und Mittelwert u sein, der dann die Rolle des Parameters
ibernimmt. Im allgemeinen wird angenommen, daf§ die Beobachtungen w aus dem
Grundraum § auf der Grundlage einer bestimmten Wahrscheinlichkeitsverteilung
aus der Familie generiert wurden. Diese entspricht einem bestimmten, leider aber
unbekannten . Das Schatzproblem besteht darin, aus den Daten w einen Schatzwert
0 fir den unbekannten, zugrundeliegenden Parameter 6 zu berechnen. Tatsachlich
sollte man etwas allgemeiner sagen, daf§ es darum geht, eine Funktion f(#) des Pa-
rameters zu schitzen. Zum Beispiel kann es sein, dafl 6 aus unbekanntem Mittelwert
und unbekannter Standardabweichung einer Normalverteilung besteht, aber nur der
Mittelwert, also eine Funktion des Parameters 8, zu schitzen ist. Der Einfachheit
halber wollen wir aber diese Komplikation zunichst auler acht lassen.

Eine Funktion k, die jeder Beobachtung w einen Wert aus dem Parameterraum
© zuweist, heiBt Schitzer. Ein bestimmter Wert § = (w) dieser Funktion heift
Schétzwert. Nicht jeder Schétzer ist gleich gut. Die Giite eines Schitzers bewertet
man anhand der Gré8e der Abweichungen des Schatzwerts vom zugrundeliegenden
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Parameterwert. Die GréBe der Abweichung wird durch eine Verlustfunktion Wy be-
ziffert. Sie ist nicht nur eine Funktion des Schitzwerts , sondern hiingt auch vom
Parameter 6 ab, da dieser in ihre Berechnung eingeht. Sehr bekannte Beispiele sind
bei eindimensionalem Parameter die quadratische oder GauBsche Verlustfunktion:
Wy(6) = (6 — 6)?, und die absolute Abweichung: Wy(d) = |6 — 6 | . Den mittleren
Verlust, Rg(k) = E¢(Wp(r(w))), der zu erwarten ist, wenn ein Schitzer x einge-
setzt wird, bezeichnet man als Risiko des Schitzers. Wird die GauBsche Verlust-
funktion zugrunde gelegt, so spricht man auch vom mittleren quadratischen Fehler
des Schétzers. Fiir eine gegebene Verlustfunktion ist ein Schitzer natiirlich umso
besser, je geringer sein Risiko ist.

Da der zugrundeliegende Parameter 6 nicht bekannt ist, betrachtet man in der
klassischen Statistik vorsorglich alle méglichen Parameterwerte und befafit sich dem-
zufolge mit ganzen Risikofunktionen Ry als Funktion des Parameters 6. Liegen also
zwei Schitzer k und &’ vor, so miissen die Risiken beider Schitzer fiir jeden mogli-
cherweise zugrundeliegenden Parameterwert 6 verglichen werden. Das ist ein ernstzu-
nehmendes Problem, da es schwierig ist, zwei Funktionen verbindlich zu vergleichen.

Ein klarer Fall liegt vor, wenn der eine Schitzer « fiir jeden Parameterwert ein
hochstens ebenso groBes Risiko wie der andere hat, Rg(k) < Rg(«’), und wenn er
fiir wenigstens einen Wert 0 ein geringeres Risiko hat. Dann wird man & immer &’
vorziehen, und & wird auch formell ,besser* genannt als &’. Auf der Suche nach guten
Schatzern wird man also sicherlich solche ausscheiden konnen, fiir die ein in diesem
Sinne besserer existiert. Die verbleibenden Schétzer heilen zuldssige und bilden leider
im allgemeinen immer noch eine sehr grofie Klasse von Schatzfunktionen. Einen
besten Schétzer, der besser ist als alle anderen, mufl es gar nicht geben, oder er mag
sehr schwer zu finden sein.

Das allgemeine entscheidungstheoretische Schitzproblem erwies sich in vielen
Fallen als unlosbar oder zu schwierig, und verschiedene heuristische Strategien wur-
den eingesetzt, um aus der Klasse moglicher Schitzfunktionen, wenn schon nicht
insgesamt beste, so doch gute auszuzeichnen. Eine Klasse von Ansitzen reduziert
die Komplexitit des Problems, indem die Risikofunktionen durch einen Zahlenwert
summarisch charakterisiert werden. Dann gilt es nur noch diese Zahlenwerte, aber
nicht mehr ganze Funktionen zu vergleichen. Dieser Idee bedienen sich die sogenann-
ten Minimax-Schétzer und die Bayes-Schitzer.

Das Minimax-Prinzip besteht darin, das maximale Risiko zu minimieren. Fiir
einen Schitzer & kann man das groBte Risiko als den grofiten Wert angeben, den
die Risikofunktion iiber die Parameterwerte 6 hinweg annimmt, beziehungsweise
dem sie sich beliebig eng anndhert. Ein Schatzer, der dieses maximale Risiko in
der Klasse aller denkbaren Schitzer minimiert, heifit Minimax-Schéitzer. Minimax-
Schétzer begrenzen also das Risiko im ungiinstigsten Fall. Manchmal gibt es eine
Annahme dariiber, wie wahrscheinlich das Auftreten einzelner Parameterwerte 0 als
zugrundeliegender wahrer Wert ist. Ist diese Annahme so konkret, daf8 sie in eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung v fiir den Parameter 6 gegossen werden kann, so kom-
men Bayes-Methoden ins Spiel (vgl. Molenaar & Lewis, in diesem Band). Dann kann
die Risikofunktion summarisch durch das mittlere Risiko bewertet werden, das der
Erwartungwert des Risikos unter der Verteilung v ist. In den meisten Féllen gibt es
einen Schatzer, der dieses mittlere Risiko minimiert. Er heifit Bayes-Schétzer. Bayes-
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Schitzer minimieren also das an den Vorannahmen iiber die Wahrscheinlichkeit der
Parameterwerte gewichtete Risiko. Eine Verallgemeinerung des Bayes- Ansatzes fiihrt
zu verwandten, in der einschlagigen Literatur diskutierten Schiatzern wie den Pitman-
Schitzern oder den Mazimum-Probability-Schitzern (Strasser, 1985; Kapitel 7).

Eine andere Klasse von Ansitzen reduziert die Komplexitat des Problems, indem
die Menge von Schitzern, innerhalb derer nach einem besten gesucht wird, durch Ne-
benbedingungen von vornherein eingeschrankt wird. Hierbei bleibt es aber beim Ver-
gleich ganzer Risikofunktionen, die Risikofunktionen werden also nicht summarisch
durch einen Zahlenwert charakterisiert. Am bekanntesten sind die Nebenbedingun-
gen, dafl potentielle Schitzer ,erwartungstreu“ sein sollen, beziehungsweise, daf} sie
erwartungstreu und linear sein sollen; auf die daraus resultierenden Theorien kom-
men wir weiter unten zu sprechen. Es gibt aber weitere, weniger weithin bekannte
Nebenbedingungen, die untersucht werden, zum Beispiel Invarianzbedingungen oder
die sogenannte Mediantreue (Strasser, 1985; Kapitel 7).

Zusammenfassend halten wir also erst einmal fest, daBl es den klassischen oder
besten Schétzer fiir einen gesuchten Parameterwert im allgemeinen nicht gibt. Die
Wahl einer bestimmten Schitzfunktion hingt im allgemeinen von der Wahl einer
bestimmten Verlustfunktion, einer oder mehrerer Nebenbedingungen und mogli-
cherweise eines vereinfachenden Kriteriums wie des Minimax-Prinzips ab. Im fol-
genden sollen einige der klassischen Ergebnisse der statistischen Schatztheorie ge-
schildert werden. Am bekanntesten sind wohl die Theorien des best linear unbiased
estimate und die Theorien der erwartungstreuen Schéitzer. Dariiber hinaus soll das
Mazimum-Likelihood-Prinzip begriindet werden. Schliefillich werden sogenannte Kon-
fidenzschitzungen erklirt.

2 Kleinste-Quadrat-Schitzung

In vielen Féllen ist aufgrund von Voriiberlegungen oder -untersuchungen bekannt,
dafl ZielgroBen z,,z,,...,z, aus einem unbekannten, moglicherweise vektorwer-
tigen Parameter § nach bekannten Modellfunktionen fy, fs,..., fn hervorgehen,
z; = fi(0),: = 1,...,n, wenn da nicht noch der MeBfehler e; wire. Unter Beriick-
sichtigung des MefBfehlers gilt tatsachlich nur, ¢ =1,2,...,n:

z; = fi(6) + ei. 1)

Mefifehler und ZielgréBen sind Realisierungen von Zufallsvariablen E; und X;. Es
wird angenommen, dafl die Fehler im Mittel null sind: Eg(E;) = 0. In dieser Si-
tuation erweist es sich manchmal als giinstig, einen Schéitzer fiir § als sogenannten
Kleinste-Quadrat-Schétzer (least squares estimator) zu bestimmen. Der Kleinste-
Quadrat-Schatzwert ist der Parameterwert 0, der die folgende Summe von Quadra-
ten minimiert:

E(l‘i — f(0))". (2)
i=1
In vielen Fallen existiert ein solcher Parameterwert und ist eindeutig. Dann ist der

Kleinste-Quadrat-Schitzer definiert. Wenn die Funktionen f; differenzierbar sind,
gelingt es oft, ihn mit Hilfe von Routineverfahren der Analysis zu berechnen.



102 Karl Christoph Klauer

Uber die Eigenschaften solcher Schitzer ist im allgemeinen wenig bekannt. Eine
Ausnahme liegt allerdings vor, wenn die Funktionen f; linear sind. Dann 148t sich der
Einsatz Kleinster-Quadrat-Schétzer entscheidungstheoretisch gut begriinden. Dieser
Fall ist in der Praxis auch besonders wichtig, er stellt das Allgemeine Lineare Modell
(vgl. Andres, in diesem Band) dar. Varianz- und Regressionsanalyse arbeiten zum
Beispiel mit Kleinste-Quadrat-Schitzern.

Nehmen wir an, der Parameter § = (6y,...,0,) habe p < n Komponenten und
die n Linearkombinationen f; spannen ein System vollen Rangs p auf. Ferner sei
die Varianz-Kovarianzmatrix der Fehlervariablen E = (Fy,..., E,) positiv definit
(zur Definition dieser Begriffe vgl. das Kapitel iiber Grundlagen der multivariaten
Datenanalyse von Andres, in diesem Band). Dann existiert der Kleinste-Quadrat-
Schatzer § von 6. Er hat einige attraktive Eigenschaften. So ist er selber eine lineare
Funktion der Daten z;,i =1,...,n. Auflerdem ist er erwartungstreu (unbiased):

Es(6) = 0. (3)

SchlieBlich ist er in der Klasse aller erwartungstreuen Schéitzer, die lineare Funktio-
nen der Daten sind, beziiglich der quadratischen Verlustfunktion

Wo(é) = Z(éz - 8;)? (4)

ein bester Schitzer. Das heifit, er minimiert das Risiko fiir jeden denkbaren
tatsachlich zugrundeliegenden Parameter 6. Der Kleinste-Quadrat-Schitzer im Kon-
text linearer Modelle heiit deswegen auch oft best linear unbiased estimator.

Wichtige Kleinste-Quadrat-Schitzer sind zum Beispiel das Stichprobenmittel als
Schatzwert fiir das Populationsmittel oder die Effektschitzungen der Varianzana-
lyse. Tatsdchlich kann man aber bereits an einfachen Beispielen zeigen, daf§ der
Kleinste-Quadrat-Schitzer in der Klasse aller denkbaren Schitzer im allgemeinen
nicht optimal beziehungsweise nicht einmal zuléssig ist (Stein, 1956).

3 Erwartungstreue Schitzungen

Historisch gesehen hat man sich in vielen Féllen von vornherein auf die Klasse er-
wartungstreuer Schitzer konzentriert und darin nach einem besten gesucht. Das
hat vermutlich zwei Griinde. Zum einen ist eine seit GauB vielfach verwendete Ver-
lustfunktion die quadratische. Eine einfache Aufspaltung des Schatzrisikos fiir den
Schétzer « eines eindimensionalen Parameters 8 ist dabei moglich:

Ry(k) = Eg(k — 8)* = Eq(k — E¢(x))* + (Eo(x) — 0)". (5)

Der erste Term, Ey(k — Ep(k))?, ist natiirlich nichts anderes als die Varianz von &,
Varg(k), der zweite ist die Verzerrung oder der bias des Schitzers. Dieser zweite Term
wird null, wenn der Schitzer erwartungstreu ist. Auf der Suche nach guten Schatzern
scheint es daher verniinftig zu sein, sich zunichst auf Schétzer zu konzentrieren,
die erwartungstreu sind. Fiir solche ist das Risiko durch die Varianz des Schitzers
gegeben, und es gilt dann, einen Schatzer kleinster Varianz zu finden.

Zum anderen ergeben sich fiir erwartungstreue Schéitzer besonders hilfreiche und
allgemeine Resultate im Zusammenhang mit sogenannten suffizienten Statistiken.
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3.1 Suffiziente Statistiken

Im allgemeinen werden Daten detaillierter aufgezeichnet als notwendig. Ein einfa-
ches Experiment liefere zum Beispiel Realisierungen z,, z,, . . ., z, von unabhangigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen X, ..., X,, die die Werte Null und Eins anneh-
men konnen. Dabei sei die Wahrscheinlichkeit fiir eine Eins durch p, 0 < p < 1,
gegeben. Es ist intuitiv klar, daBl die Anzahl von Einsen beziehungsweise Nullen eine
angemessene Zusammenfassung der Daten darstellt, wihrend zum Beispiel die ge-
naue Reihenfolge der Einsen und Nullen im Verlaufe der voneinander unabhangigen
Beobachtungen wenig hergibt.

Kann man die Daten in einer Statistik so zusammenfassen, dafl die wesentlichen
Informationen iiber den Parameter darin kondensiert werden, so spricht man von
einer suffizienten Statistik. Im Falle diskreter Verteilungen heifit eine Statistik T
suffizient, falls die bedingte Verteilung

P(Xl=£1,X2=.’L‘2,...,Xn=£vn|T=t) (6)

nicht von # abhangt. Das heifit salopp gesprochen, daf§ die Daten nur iiber die suf-
fiziente Statistik vom zugrundeliegenden Parameter beeinflufit werden. Im Beispiel
oben kann gezeigt werden, daB die Anzahl der Einsen, T = Y X;, tatsichlich in
diesem Sinne eine suffiziente Zusammenfassung der Daten darstellt. Bei kontinuier-
lichen Verteilungen gilt eine entsprechende Definition suffizienter Statistiken, deren
Formulierung allerdings einige technische Vorarbeiten verlangt, die wir hier nicht
leisten kénnen.

3.2 Suffiziente Statistiken und erwartungstreue Schdtzer

Ein wichtiges Resultat, das berithmte Theorem von Rao und Blackwell, besagt, daff
uns die Kenntnis einer suffizienten Statistik eine Verbesserung unserer Schitzung
erlaubt. Ist ndmlich « ein erwartungstreuer Schitzer eines eindimensionalen Parame-
ters @ und T eine suffiziente Statistik, so existiert eine von 6 unabhingige Festlegung
des bedingten Erwartungswerts von x bei gegebenem T = t,

k'=E(k|T=1). )

Diese ist ebenfalls erwartungstreu und hat fiir alle § eine nicht groflere Varianz,
Varg(x') < Varg(k), und damit nach dem oben Gesagten ein nicht grofieres Risiko
bei quadratischer Verlustfunktion.

Im Beispiel aus Abschnitt 3.1: Die erste Beobachtung X; ist fiir sich betrach-
tet bereits ein erwartungstreuer Schitzer fiir p, denn es gilt ja: E,(X;) = p. Eine
suffiziente Statistik 7' ist die Anzahl der Einsen, T = Y X;. Die Anwendung des
Satzes von Rao und Blackwell besteht darin, den bedingten Erwartungswert von X,
bei gegebener Summe T =t zu berechnen. Man kann zeigen, da8§ sich als bedingter
Erwartungswert die relative Haufigkeit von Einsen ergibt: E(X; |T = t) = t/n. Die
Varianz von X; betragt p(1 — p), die von 1T dagegen 1p(1 — p). Die Kenntnis einer
suffizienten Statistik fiihrt also zu einer deutlichen Verbesserung der Schitzung.

Tatsédchlich gilt der Satz von Rao und Blackwell nicht nur beziiglich der quadra-
tischen Verlustfunktion, sondern hinsichtlich beliebiger konvexer Verlustfunktionen.
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Im allgemeinen ist es nicht schwierig, suffiziente Statistiken zu identifizieren. Wie ge-
sagt, bestehen sie aus einer geeigneten Zusammenfassung der Daten. Es ist allerdings
jedesmal denkbar, daB eine noch grobere Kondensierung der Daten ebenfalls zu einer
suffizienten Statistik fiihrt. Es ist daher wiinschenswert, Kriterien zu finden, die an-
zeigen, daB die grobste Zusammenfassung, die ohne Informationsverlust méglich ist,
gefunden wurde. Solche Kriterien sind die Minimalsuffizienz (Rohatgi, 1984; Kapi-
tel 10) und die Vollstandigkeit (Witting, 1978; Kapitel 3). Die Vollstandigkeit stellt
sicher, daBl ein erwartungstreuer Schatzer kleinster Varianz gefunden wurde. Auf
Vollstandigkeit und Minimalsuffizienz soll hier nicht weiter eingegangen werden.

Ein wichtiges Resultat sei abschlieBend noch erwdhnt. Es handelt sich um die
sogenannte Cramer-Rao-Schranke fiir erwartungstreue Schéatzer. Die Cramer-Rao-
Schranke ist der inverse Wert der sogenannte Fisherschen Informationsfunktion F(8).
Die Cramer-Rao-Schranke ist eine untere Schranke der Varianz eines jeden erwar-
tungstreuen Schitzers von 6, sofern die zugrundeliegende Familie von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen {P(6),0 € O} gewisse Regularititsbedingungen erfiillt. Das
heiBt auch, dafBl ein Schitzer, dessen Varianz durch diese Schranke gegeben ist, einer
mit geringster Varianz ist.

4 Das Maztmum-Likelihood-Prinzip

Eine sehr wichtige Schitzmethode ist die Mazimum-Likelihood-Methode. Sie ist zum
einen fast universell einsetzbar. Zum anderen fiihrt sie, wenigstens im asymptotischen
Bereich, das heit bei zunehmender Stichprobengrofie, zu Schéitzern mit entschei-
dungstheoretisch gesehen hervorragenden Eigenschaften. Selbst in kleinen Stichpro-
ben erweisen sich Mazimum-Likelihood-Schitzer vielfach als verniinftige Schatzer.

Im Beispiel aus Abschnitt 3 ist die Wahrscheinlichkeit eines beobachteten Musters
von Nullen und Einsen, x= (z1,...,z,), gegeben durch

P(X = x) =[] (1 - p)" .

i=1

Die Wahrscheinlichkeit hangt von dem Wert des unbekannten Parameters p ab. Eine
verniinftige Schitzung des Parameters scheint dann der Wert zu sein, der diese Wahr-
scheinlichkeit maximiert. Das ist der Mazimum-Likelihood-Schitzwert. Im Beispiel
ergibt sich so derselbe Schitzwert wie in Abschnitt 3, ndmlich die mittlere Zahl
von Einsen, t/n. Verschiedene Zugangsweisen zum Schatzproblem kénnen also zu
denselben Lésungen fiihren.

Die Wahrscheinlichkeit der Daten hdngt vom Parameter p ab. Um diese Ab-
héngigkeit zu betonen, definiert man die Likelihoodfunktion L(p) = P,(X = x),
bei der das beobachtete Datenmuster festgehalten wird und nur der Parameter va-
riiert. Im kontinuierlichen Fall ist die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen Datums
gleich Null. Dort ist es sinnvoll, die Likelihoodfunktion nicht anhand der Wahr-
scheinlichkeiten, sondern mit Hilfe der Dichtefunktionen analog zu definieren. Der
Mazimume-Likelihood-Schitzwert ist, wie gesagt, der Parameterwert, fiir den die Li-
kelihoodfunktion ihr Maximum annimmt. Die Bestimmung des Schatzwerts ist also
ein Maximierungsproblem, das mit Verfahren der Analysis oder der numerischen
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Mathematik in den meisten Fillen gelost werden kann. Einige einfache Regularitéts-
bedingungen, die fiir die meisten in der Psychologie relevanten Modelle zutreffen,
garantieren, dafl bei zunehmender Stichprobengréfie ein Maximum der Likelihood-
funktion fast sicher existiert und daB dieses Maximum genau einem Parameterwert
zugeordnet ist (Rao, 1973, Kapitel 5). Dann ist der Mazimum-Likelihood-Schatzwert
eindeutig definiert.

Bei komplizierten Modellen, die viele Parameter beriicksichtigen, ist allenfalls die
Eindeutigkeit des Maximums manchmal fraglich, wenn es namlich mehrere Kombi-
nationen von Parameterwerten gibt, fiir die die Likelihoodfunktion maximal wird.
Das ist das sogenannte Identifizierbarkeitsproblem, das sich in vielen Fallen durch
Reparametrisierung losen 1a8t.

Uber die Eigenschaften des Mazimum-Likelithood-Schatzers «, wenn er existiert,
ist bei kleinen Stichproben wenig bekannt. Insbesondere ist er im allgemeinen nicht
erwartungstreu. Immerhin kann er aber immer als Funktion einer suffizienten Sta-
tistik gewahlt werden, wenn es eine suffiziente Statistik gibt. Wenn aber die Stich-
probengréfe n der unabhangigen und identisch verteilten Beobachtungen zunimmt,
so zeigt er viele interessante Eigenschaften: Er ist konsistent, das heit, die Wahr-
scheinlichkeit Py, (| &, — 0| > €) einer beliebig kleinen Abweichung der Grofie € > 0
zwischen Schiatzwert k, und Parameterwert 6 strebt gegen Null, wenn die Stichpro-
bengréfle zunimmt, n — oo. Der Mazimum-Likelihood-Schitzwert nihert sich dem
Parameterwert also mit zunehmender Stichprobengrofie immer genauer an.

Es ist aber noch Genaueres iiber die Abweichungen &, — 8 vom Parameterwert
bekannt. Sie werden im Mittel in der GréBenordnung von % kleiner, und die Ver-
teilung der normierten Abweichungen

Vn(kn — 6)

kann mit zunehmender Stichprobengréfie immer besser durch eine Normalverteilung
mit Mittelwert Null und einer Varianz bestimmbarer Grofie beschrieben werden: Der
Mazimum-Likelihood-Schitzer ist also asymptotisch normalverteilt. Das erlaubt es
zum Beispiel bei grofen Stichproben, Konfidenzintervalle fiir den gesuchten Para-
meterwert anzugeben.

Bei zunehmender Stichprobengréie, n — oo, erweist sich der Mazimum-Like-
lihood-Schitzer zudem anderen Schitzern gegeniiber iiberlegen. Zum Beispiel kann
gezeigt werden, dafl er ein lokaler asymptotischer Minimax-Schétzer ist, das heifit,
daB er um jeden Parameterwert 6§ herum das maximale Risiko beziiglich beliebi-
ger stetiger und konvexer Verlustfunktionen minimiert. Diese und weitere wichtige
Optimalitatseigenschaften faBt Strasser (1985, Kapitel 13) zusammen.

Die Mazimum-Likelihood-Methode findet weitreichende Anwendung. Insbeson-
dere bei der Modellierung von Kontingenztabellen durch log-lineare und multino-
miale Modelle ist sie die Standardmethode. Mazimum-Likelihood-Schitzung spielt
ferner fiir die Schitzung von Personen- und Itemparametern der probabilistischen
Testtheorie eine herausragende Rolle. Viele mit anderen Ansitzen gewonnene Schét-
zer erweisen sich, wie eingangs exemplifiziert, zudem im Nachhinein auch als Mazi-
mum-Likelihood-Schitzer.



106 Karl Christoph Klauer

5 Konfidenzschitzung

Wiéhrend die vorangegangenen Abschnitte mit sogenannten Punktschitzungen be-
faBt waren, soll es nun um Bereichsschatzungen gehen. Eine niitzliche Darstellung
von Beobachtungen bieten Konfidenzintervalle. Konfidenzintervalle sind Funktionen,
die Beobachtungen w Intervalle I(w) C © des Parameterraums zuweisen. Eine solche
Funktion ist ein Konfidenzintervall vom Niveau 1 — a, wenn es den zugrundeliegen-
den Parameter 6 mit einer Wahrscheinlichkeit von wenigstens 1 — « iiberdeckt. Die
Menge aller denkbaren Beobachtungen w, deren Intervall I(w) den Parameterwert
enthalt, soll also eine Wahrscheinlichkeit von wenigstens 1 — a besitzen. Dies soll fiir
jedes moglicherweise zugrundeliegende 6 gelten:

Pfel(w)>1-a. (8)

Es macht im diskreten Fall keinen Sinn zu fordern, da die Wahrscheinlichkeit von
1 — a genau eingehalten werden soll. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung Py nimmt ja
im diskreten Fall nicht einmal jeden Wert zwischen Null und Eins an, vielleicht also
auch nicht 1 — a. Im allgemeinen ist im diskreten Fall die linke Seite der Gleichung
(8) auch eine Funktion von 6 und nicht konstant.

Offenbar ist es aber sehr einfach, ein Konfidenzintervall mit der in (8) angege-
benen Eigenschaft zu konstruieren. Zum Beispiel ist [;(w) = (—o0,00), das jeder
Beobachtung das Intervall aller reellen Zahlen zuweist, trivialerweise ein Konfidenz-
intervall vom Niveau 1 — a, denn es gilt: Pp(§ € ;) = 1. In Anwendungen ist
man daran interessiert, Intervalle zu erhalten, die so klein wie méglich sind und im-
mer noch eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von wenigstens 1 — o garantieren.
Wie schon bei den Punktschitzern der letzten Abschnitte gibt es verschiedene Kon-
zeptualisierungen dafiir, die Giite eines gegebenen Konfidenzintervalls zu bewerten
und verschiedene Konfidenzintervalle zu vergleichen. Wir wollen uns auf einen An-
satz beschrinken, der den meisten in der Praxis verwendeten Konfidenzintervallen
zugrunde liegt und eine weithin anwendbare Methode der Konstruktion von Konfi-
denzintervallen erschlieBt. Es handelt sich um die Theorie der gleichméflig genauesten
Konfidenzintervalle (Mood, Graybill & Boes, 1974, p. 464).

Das Beispiel mit dem Intervall aller reellen Zahlen I; zeigt, daB weitere Bedin-
gungen notwendig sind, um derart schlechte Intervalle auszuschlieBen. Ein Konfi-
denzintervall heit unverfilscht, wenn es falsche Parameter 6', ' # 6, mit einer
Wahrscheinlichkeit von héchstens 1 — o tiberdeckt:

PO e<l-a 9)

Das Konfidenzintervall I; ist offenbar nicht unverfalscht: Py(¢' € I) =1 > 1 —a.
Obwohl die Bedingung (9) viele schlechte Konfidenzintervalle ausschliefit, reicht
sie nicht aus, denn im allgemeinen existiert immer noch eine grofie Klasse von un-
verfalschten Konfidenzintervallen eines gegebenen Niveaus. Ein gleichméaBig genau-
estes Intervall I* ist aber ein Intervall aus dieser Klasse, das falsche Parameterwerte
mit gleichmifig kleinster Wahrscheinlichkeit {iberdeckt. Fiir alle # und 6’ soll also
gelten:
Py(0' € I*) = inf, (10)
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wobei das Infimum {iber alle alternativen unverfilschten Intervalle I vom Niveau
1 — a berechnet wird (Witting, 1978; Kapitel 1.6).

Zwischen den gleichméiBig besten Konfidenzintervallen und den gleichmiBig bes-
ten Tests der Neyman-Pearson-Theorie (vgl. Willmes, in diesem Band) bestehen enge
Beziehungen. Das Problem, ein gleichmaflig bestes Konfidenzintervall zu konstruie-
ren, kann in ein gleichwertiges Testproblem umgeformt werden. Alles, was daher
fiir die Existenz bester Tests gilt, ist direkt auf die Konfidenzintervalle {ibertragbar.
Insbesondere konnen beste Konfidenzintervalle also immer dann gefunden werden,
wenn die zugrundeliegende Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen { Py, 8 € 0}
eine Exponentialfamilie von Verteilungen darstellt (Barndorff-Nielsen, 1978; Witting,
1978; Kapitel 2).

Konfidenzintervalle haben gegeniiber Punktschitzungen einige Vorteile. Sie er-
lauben eine anschauliche Bewertung der Genauigkeit der Schitzung durch die Groe
des Intervalls. Wegen der engen Beziehungen zwischen Tests und Konfidenzinterval-
len werden zudem Inferenzen iiber den zugrundeliegenden Parameterwert ermoglicht.
Wegen Gleichung (8) zum Beispiel ist der zugrundeliegende Parameterwert 6 von
aufBerhalb des Intervalls liegenden Parameterwerten ¢ auf dem a—Niveau signifi-
kant verschieden.

6 Weiterfiihrende Literatur

Einen Uberblick iiber gebrauchliche Schitzstatistiken in verschiedenen, fiir die So-
zialwissenschaften relevanten Bereichen gibt Rohatgi (1984). Das Buch richtet sich
an Anwender und ist dementsprechend vergleichsweise einfach zu lesen, wenn es
auch auf der konzeptuellen Ebene nicht zufriedenstellt. Die Theorie der Kleinste-
Quadrat-Schitzer im Kontext linearer Modelle beschreibt Rao (1973). Er bietet auch
eine Zusammenfassung wichtiger Eigenschaften und Voraussetzungen der Mazimum-
Likelihood-Methode. Das Buch von Rao setzt schon mehr Kenntnisse der Mathema-
tik voraus, ist aber fiir Anwender immer noch lesbar. Standardwerke der mathema-
tischen Statistik, die den modernen entscheidungstheoretischen Ansatz konsequent
verfolgen, sind Witting (1978) und Strasser (1985). Witting stellt die wichtigsten Er-
gebnisse fiir erwartungstreue Schitzer dar und liefert eine hervorragende Erklarung
und Ableitung von Konfidenzschitzern. Strasser bemiiht sich um stringente, allge-
meine Formulierungen und behandelt das Schatzproblem, inklusive jiingster Ent-
wicklungen, wohl am umfassendsten. Leider ist er fiir Anwender kaum zu verstehen.
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