Axiomatische Mefitheorie

Reinhard Niederée und Louis Narens

Ein wesentliches Element der quantitativ-mathematischen Modellierung empirischer
Sachverhalte bilden Skalen. Diese ordnen ,empirischen* oder allgemeiner ,qualita-
tiven“ Objekten (im allgemeinsten Sinne des Wortes ,,Objekt“) Magfzahlen zu, z.B.
geeigneten physikalischen Objekten ihre Lange beziiglich einer MaBeinheit. Mit der
Frage, unter welchen Voraussetzungen und auf welche Weise ein sinnvoller Bezug
auf Mafizahlen in den empirischen Wissenschaften méglich ist, beschiftigt sich ins-
besondere die interdisziplindre Theorie der Messung.

Von besonderem wissenschaftlichen Interesse sind ohne Zweifel solche Skalen,
welche nicht nur mehr oder weniger willkiirlich festgelegte numerische Indizes lie-
fern, sondern eine unmittelbare substanzwissenschaftliche Verankerung besitzen, wie
z.B. die bereits erwahnten Langenskalen. Von zentraler Bedeutung ist in diesem Zu-
sammenhang das Konzept der fundamentalen Messung, welches die Grundlage des
sogenannten ,Reprisentationsansatzes in der Theorie der Messung bildet und im
Mittelpunkt der folgenden Betrachtungen stehen wird. Von fundamentaler Messung
wird dann gesprochen, wenn die betrachteten Skalen die Eigenschaft haben, daff
durch sie gewisse fiir den betrachteten Gegenstandsbereich wesentliche ,qualita-
tive Relationen“ durch geeignet festzulegende numerische Relationen ,reprasentiert”
werden: Stehen qualitative Objekte der betrachteten Art in einer dieser Relationen
zueinander, so stehen ihre Skalenwerte in der entprechenden numerischen Relation
zueinander. Dieses Konzept der ,strukturerhaltenden“ Zuordnung von Zahlen zu
Objekten wird im folgenden noch niher erliutert werden. Eine wesentliche Aufgabe
der aziomatischen Mefitheorie ist es nun, Bedingungen ,axiomatisch“ zu charakteri-
sieren, welche die zugrundegelegten qualitativen Relationen erfiillen miissen, damit
fundamentale Messung in diesem Sinne moglich ist. Wie wir im Laufe des Kapitels
sehen werden, wird durch diese ,qualitativ-empirische Perspektive der Aspekt der
Theoriebildung selbst in das Zentrum der Aufmerksamkeit geriickt, der gegeniiber
die urspriingliche Frage der Zuordnung von Zahlen zu den betrachteten Objekten in
einem gewissen Sinne eine sekundére, untergeordnete Stellung einnimmt.

1 Ein klassisches Beispiel: die extensive Messung

Betrachtet man axiomatisch-mefitheoretische Analysen, so lassen sich darin gewéhn-
lich vier konzeptuelle Schritte unterscheiden. Wir werden jeden dieser Schritte jeweils
kurz allgemein charakterisieren und sodann anhand eines klassischen Konzeptes fun-
damentaler Messung erldutern. Es ist dies das insbesondere fiir die Physik sehr be-
deutsame Konzept der extensiven Messung, dessen axiomatische Analyse durch den
Physiker und Physiologen Helmholtz (1887) und den Mathematiker Holder (1901)
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am Anfang der modernen axiomatischen MeBtheorie stand. Das abstrakte Konzept
der extensiven Messung werden wir wiederum mittels des bereits erwihnten Beispiels
der Langenmessung veranschaulichen.

1.1 Qualitative Aziome

Wenden wir uns nun dem ersten der genannten vier Schritte zu, in dem zunéchst
wesentliche strukturelle Eigenschaften der jeweiligen qualitativen Situation durch
»qualitative Axiome“ prizise zu erfassen sind. Zahlen spielen hier somit noch keine
Rolle. Ob diese ,,Axiome“ fiir die betrachtete Situation tatsichlich giiltig sind, ist,
wie bereits Helmholtz (1887) betont, im Prinzip eine empirische — und damit ggf.
durch geeignete Experimente zu iiberpriifende — Frage. Wir werden auf dieses Pro-
blem spéater zuriickkommen.

Im Falle der extensiven Messung beziehen wir uns auf eine Menge X von qua-
litativen Objekten, eine darauf gegebene zweistellige (Ordnungs-) Relation >~ und
eine ebenfalls zweistellige qualitative Verkniipfung o, welche iiblicherweise als Kon-
katenation bezeichnet wird.

Bei unserer Besprechung des Spezialfalls der Langenmessung wollen wir uns
zundchst zur besseren Veranschaulichung die idealisierende Vorstellung einer
hinlénglich reichhaltigen unendlichen Menge von starren Stiben erlauben. Die Re-
lation - sei hier die qualitative ,Mindestens-so-lang-wie“-Ordnung, welche sich aus
einem unmittelbaren Langenvergleich ergibt; d.h. ¢ 2~ y gilt genau dann, wenn die
Stabe z und y so parallel aneinandergelegt werden konnen, dafl  an beiden Enden
y uberragt oder zumindest gleich abschliefit. Wie {iblich ergeben sich hieraus unmit-
telbar die Relationen ~ und >, welche im Fall der Lange fiir ,gleichlang wie“ bzw.
slanger als“ stehen; hierzu definiert man: (i) u ~ v gdw. v ZZ v und v 5 u; (i) u > v
gdw. u 2 v, aber nicht u ~ v (die Abkiirzung ,gdw.“ steht wie {iblich fiir genau
dann, wenn).

Die Operation o schlieBlich sei hier die Konkatenation zweier Stibe, so dal z oy
fiir einen Stab steht, der sich durch geradliniges Aneinanderlegen von z und y ergibt.!

Die jeweilige Menge X gemeinsam mit den betrachteten qualitativen Relationen
und Operationen - im Falle der extensiven Messung also das Tupel X = (X, 7, 0) —
wird als qualitative Struktur bezeichnet. (Haufig findet man auch die Bezeichnungen
wempirische Struktur* oder ,empirisches Relativ*).

Fiir die mefitheoretische Analyse einer solchen Situation sind nun qualitative
Axiome wie die folgenden von Bedeutung:

1. Schwache Ordnung: Die Relation 27 ist eine schwache Ordnung auf X, d.h.
sie ist transitiv (aus z - y und y - z folgt stets ¢ 25 z) und konnez (d.h. es
gilt stets ¢ >~ y oder y =5 z).

2. Assoziativitat: Fiir alle z, y, z aus X gilt

(zoy)oz~zo(yoz).

Fille wie z o z zeigen bereits, daB8 diese Formulierung etwas vereinfacht ist; es geniigt hier
jedoch ein sinngeméfBes Verstindnis.
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3. Positivitit: Fiir alle z,y aus X gilt

zoy>z und zoy>y.

4. Monotonie: Fiir alle z,y,v,w aus X gilt

tZy & vw = zovZyow.

5. Eingeschrinkte L&sbarkeit: Fiir jedes z und y aus X mit z > y existiert
ein z in X, so dafl z - yoz.

6. Archimedisches Axiom: Zu allen z,y aus X existiert ein Vielfaches z; von
z sodaB z; 7 y.

Unter einem Vielfachen von z versteht man dabei ein Element der zu = gehdrigen
Standardfolge 21 = z, 3 =z 0oz, 23 = (z 0 z) o z, usw. Das archimedische Axiom
stellt sicher, dal je zwei Objekte in ihrer Gréfie in dem Sinne vergleichbar sind, daff
nicht eines ,,unendlich viel grofler* sein kann als das andere.

Nur die in den jeweils betrachteten Axiomen erfafiten strukturellen Eigenschaften
der zugrundeliegenden Struktur X’ gehen in die weiteren Schritte einer axiomatisch-
mefBtheoretischen Analyse ein. Somit werden die nachfolgenden Betrachtungen zur
extensiven Messung nicht nur auf den Fall der Langenmessung anwendbar sein, son-
dern auf beliebige Situationen, die diesen Axiomen geniigen.

1.2 Numerische Reprdsentation

Hiermit kommen wir zum zweiten Schritt, in dem das zu Beginn skizzierte Konzept
der strukturerhaltenden Abbildung in einen Zahlbereich in einer fiir die jeweils be-
trachtete Situation geeigneten Weise prazise spezifiziert wird. Solche Abbildungen
werden dann als Reprdsentationen bezeichnet. (Haufig geht man auch von einem
solchen Reprisentationskonzept aus und sucht sich dann passende Axiome.)

Im Fall der extensiven Messung werden gewohnlich additive Reprdsentationen
betrachtet; dies sind Abbildungen f von X in die Menge R* der positiven reellen
Zahlen, fiir die gilt (jeweils fiir alle £ und y aus X)

(i) zZ y gdw. f(z) > f(y) und
(i) f(zoy)= f(z)+ f(y)-

Die iiblichen Langenskalen (zu beliebigen Einheiten, wie z.B. m, cm, Fu8}) sind Bei-
spiele fiir additive Reprdsentationen in diesem Sinne.

Wie viele der in der MeBtheorie betrachteten spezifischen Peprasentationskon-
zepte 138t sich auch dieses als Spezialfall eines abstrakteren mathematischen Kon-
zepts auffassen, welches in diesem Zusammenhang erstmals von Scott und Suppes
(1958) diskutiert wurde, namlich das der homomorphen Abbildung einer qualitati-
ven Struktur X in eine numerische Struktur AN (man spricht auch kurz von einem
Homomorphismus). Im Fall der soeben eingefiihrten additiven Reprasentationen ist,
wie gehabt, X = (X, =, o), wihrend N durch die Struktur (R*,>,+) gegeben ist;

YA
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die beiden Bedingungen (i) und (ii) entsprechen dann fiir diese Situation gerade den
Kriterien, welche einen Homomorphismus definieren.?

Es ist zu beachten, dal der Terminus ,,Messung® sich hier zunéchst also nicht auf
konkrete Mefiverfahren bezieht, sondern auf theoretische MaBfunktionen (im Sinne
spezieller mathematischer Funktionen). Diese kénnen aber hiufig auf die ein oder
andere Weise zu solchen Verfahren in Beziehung gesetzt werden. Wir werden auf
diesen Punkt spiter noch einmal kurz zuriickkommen.

1.3 FEzistenz und Eindeutigkeit von Reprdsentationen

Ob die im ersten Schritt eingefiihrten Axiome und das im zweiten Schritt betrachtete
Reprisentationskonzept tatsichlich zueinander ,,passend“ gewahlt wurden, entschei-
det sich im dritten und vierten Schritt. Im dritten Schritt ist mathematisch nach-
zuweisen, dafl aus den Axiomen die Existenz mindestens einer Représentation folgt;
dies ist der sogenannte Fzistenzsatz. Da es hiufig mehr als eine solche Reprisen-
tation gibt, interessiert man sich in einem vierten Schritt des weiteren noch dafiir,
in welcher Beziehung je zwei solcher ,Skalen“ zueinander stehen, d.h. ob und wie
sie ineinander transformiert werden kénnen (so, wie z.B. die Kilometerskala in die
Meterskala mit Hilfe des Faktors 1000 ,,umgerechnet* werden kann). Dies ist Gegen-
stand des sogenannten Eindeutigkeitssatzes.

Fiir den hier diskutierten Spezialfall leistet dies der folgende mathematische
Reprdsentationssatz:

SATZ 1. Sei X = (X, 7z, 0) eine Struktur, welche die Axiome 1-6 erfiillt. Dann gilt:

'Y

1. (Ezistenz) Es existiert eine additive Reprasentation von X'.

2. (Eindeutigkeit) Sind f und ¢ zwei additive Reprisentationen von X, so gibt
es eine positive reelle Zahl r (,,Umrechnungsfaktor*), so daB ¢ = rf; d.h.
es gilt g(z) = rf(z) fir alle £ aus X. Umgekehrt gilt: Ist f eine additive
Représentation von X und s eine beliebige positive reelle Zahl, so ist auch sf
eine solche Reprisentation.

Dieser Satz ist eine Variante des Satzes von Hélder (Holder, 1901), der einen der
mathematischen Eckpfeiler der MeBtheorie bildet, auf welchem viele weitere Satze
(und deren Beweise) aufbauen.

Waihrend wir anfangs, dem iiblichen Sprachgebrauch folgend, einzelne Reprasen-
tationen als ,Skalen“ bezeichnet haben, wird in der MeBtheorie hiufig die Menge
aller strukturerhaltenden Abbildungen (der jeweils betrachteten Art) als Skala be-
zeichnet. Der Eindeutigkeitssatz bestimmt dabei das sogenannte Skalenniveau der

2 In der MeBtheorie wird ein Homomorphismus allgemein wie folgt definiert: Sei X =
(X,R1,...,Rn,91,.-.,9m) eine Struktur, wobei X eine nichtleere Menge ist, R; (i =1,...,n)
eine k;-stellige Relation auf X (d.h. R; C X*:, wo X*: das k;-fache kartesische Produkt von X
ist) und g; (j = 1,...,m) eine l;-stellige Operation, d.h. eine Abbildung von X'/ nach X. Sei fer-
ner N = (N, S1,...,50,h1,...,hm) eine weitere solche Struktur, wobei die Stelligkeiten von S;
und R; sowie die von g; und h; jeweils iibereinstimmen. Eine Abbildung f von X nach N wird
als Homomorphismus von X nach A bezeichnet, falls fir i=1,...,n und j =1,...,m und alle
T1,Tg,...aus X gilt: (") Ri(z,...,zx,;) gdw. S;(f(z1),..., f(zx,)) (was zu verstehen ist im Sinne
von (z1,...,Zk;) € R ete.); und (i’) f(g;j(z1,...,21;)) = hi(f(z1), ..., f(z1;))-
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jeweiligen Skala (d.h. der betrachteten Menge von Représentationen; vgl. auch den
entsprechenden Beitrag von Niederée und Mausfeld, in diesem Band). Liegen die im
obigen Satz genannten Eigenschaften vor, so spricht man z.B. von einer Verhdltnis-
skala.

1.4 Wichtige Spezialfille und Verallgemeinerungen

Wenden wir uns nun wieder dem obigen Reprasentationssatz zu. Es fallt auf, daf8
im allgemeinen mehrere Objekte unter einer Reprisentation f auf die gleiche reelle
Zahl abgebildet werden konnen; im Fall der Linge sind dies jeweils alle gleich langen
Objekte (im Sinne von ~). ,Identifiziert* man derartige Objekte?, so erhilt man die
Menge der zugehorigen Griflen; Relationen und Operationen iibertragen sich dar-
auf in natiirlicher Weise. Erfiillte die urspriingliche qualitative Struktur das Axiom
der schwachen Ordnung, wie es im Fall der extensiven Messung vorausgesetzt ist, so
ergibt sich nun eine sog. lineare Ordnung (d.h. es gilt Axiom 1 erweitert um die Be-
dingung: aus ¢ - y und y = z folgt = = y). Die resultierende Grifenstruktur ist in
der gleichen Weise reprasentierbar, nur dafi nun einer reellen Zahl jeweils h6chstens
eine Grofle entspricht (man kann hier also z.B. von der Liange 1m, 2m etc. als je-
weils einer Grofle sprechen). In einem theoretischen Zusammenhang ist es haufig
zweckmaBiger, sich auf solche GréBenstrukturen zu beziehen (dies gilt nicht nur fiir
den Fall der extensiven Messung). Unter den GréBenstrukturen sind nun in vielen
Zusammenhingen (insbesondere in der Physik, aber auch aus meBtheoretischer Per-
spektive; vgl. Narens, 1985) wiederum diejenigen theoretisch besonders bedeutsam,
in denen alle ,,moglichen Gréflen vorkommen in dem Sinne, daf} jeder reellen Zahl
(unter beliebigen additiven Reprasentationen f) genau eine Gréfie entspricht. Man
spricht dann von einem Kontinuum (in der extensiven Messung sind solche Struktu-
ren qualitativ dadurch charakterisiert, dafl sie das Axiom der Dedekind-Vollstindig-
keit erfiillen;* vgl. Narens, 1985). Additive Reprisentationen sind in diesem Fall
nicht mehr nur Homomorphismen, sondern Isomorphismen.5 Strukturen, zwischen
denen ein Isomorphismus besteht, werden als isomorph bezeichnet.

Der zuvor vorgestellte Reprasentationssatz (Satz 1) erfafit natiirlich nicht nur die-
sen wichtigen Spezialfall isomorpher Reprasentation. Er besagt, daB bereits die dort
vorausgesetzten Axiome gemeinsam hinreichend fiir die Existenz additiver Reprasen-
tationen sind (und zwar fiir Reprasentation auf Verhaltnisskalenniveau). Nur einige
von diesen — im wesentlichen die Ordnungsaxiome, das Assoziativitatsaxiom und das
Monotonieaxiom — sind aber tatsichlich auch notwendige Bedingungen hierfiir, so
daB weitere Verallgemeinerungen (mit schwacheren und oft in einem gewissen Sinne
realistischeren Voraussetzungen) moglich sind. Insbesondere 148t sich die implizite
Annahme, da8 fiir ,beliebig grofe“ z und y die Konkatenation x o y stets definiert
sei, was die Existenz ,beliebig grofier“ Objekte impliziert, entscheidend abschwéchen
(fir eine detaillierte Darstellung vgl. z.B. Krantz, Luce, Suppes & Tversky, 1971,

3Mathematisch geschieht dies gewshnlich durch den Ubergang zu Aquivalenzklassen (siehe Sup-
pes, 1951; vgl. Pfanzagl, 1971, Abschnitt 1.5).

4Da im Kontext der Axiome 1-5 das archimedische Axiom hieraus folgt, braucht es dann nicht
mehr separat aufgefiihrt werden.

5Ein Homomorphismus f im Sinne von Fufinote 2 wird als Isomorphismus bezeichnet, falls zu
jedem r aus N genau ein z aus X existiert mit f(z) = r (Bijektivitat).



374 Reinhard Niederée und Louis Narens

Kap. 3). In all diesen Fillen spricht man von eztensiver Messung.

Abschlieflend sei noch bemerkt, dafl das Konzept der extensiven Messung keines-
wegs nur fiir physikalische Variablen von Bedeutung ist. Es ist z.B. eng verwandt
mit Konzepten additiver Reprasentation im Bereich der ,objektiven“ bzw. ,subjek-
tiven“ Wahrscheinlichkeit und dem maftheoretischen Begriff des (endlich additiven)
Wahrscheinlichkeitsmafes. Eine Darstellung axiomatisch-meBtheoretischer Zugangs-
weisen zu diesem Thema findet sich u.a. in Krantz et al. (1971, Kap. 5) und Narens
(1985, Abschnitt 2.8e).

2 Additiv-verbundene Messung

Bis weit in dieses Jahrhundert hinein herrschte die Auffassung vor, dafi fundamentale
Messung stets extensiver Natur zu sein habe und somit zumindest auf Verhéltnisska-
lenniveau. Geordnete Gegenstandsbereiche mit ,natiirlichen und gut manipulier-
baren monotonen Konkatenationsoperationen sind in der Psychologie nun aber weit
seltener anzutreffen als etwa in der Physik. Tatsichlich erlaubt der zuvor skizzierte
allgemeine axiomatisch-repriasentationstheoretische Ansatz neben der Analyse des
klassischen Konzepts der extensiven Messung die Diskussion einer Vielzahl maogli-
cher Formen fundamentaler Messung. Ein prominentes Beispiel hierfiir ist die - ins-
besondere fiir die Physik, Psychologie und Okonomie relevante — additiv-verbundene
Messung (additive conjoint measurement), welche auf Debreu (1960) und Luce und
Tukey (1964) zuriickgeht. Sie ist iiberall dort potentiell anwendbar, wo zwei Fakto-
ren zusammenwirken in dem Sinne, daB eine schwache Ordnung 2 auf Paaren von
Objekten bzw. GroBen — den ,Faktoren“ — gegeben ist (dies ist der sog. zweifak-
torielle Fall; in ganz analoger Weise 148t sich der mehrfaktorielle Fall behandeln).
Als Beispiel fiir eine solche Situation aus dem Bereich der Psychophysik kénnte man
Paare (2, j) (im folgenden kurz: :5) von Sinustoénen einer festgelegten Frequenz, aber
unterschiedlicher physikalischer Intensitit betrachten, welche gleichzeitig binaural
dargeboten werden (¢ im linken, j im rechten Ohr); hier ist somit die physikalische
Intensitit die relevante GroBe fiir beide Faktoren. Eine schwache Ordnung wird dann
z.B. gegeben durch die induzierte subjektive Lautstirke, indem wir festsetzen, daf§
tj 7= '3', wenn der wahrgenommene Ton bei Vorgabe des Reizes ¢j als mindestens
ebenso laut empfunden wird wie bei Vorgabe von i'j’ (vgl. Levelt, Riemersma &
Bunt, 1972). Als einfaches Beispiel aus dem Bereich der euklidischen Geometrie be-
trachte man zu Paaren von Strecken 7 und j variabler Lange die schwache Ordnung,
die sich aus dem Flachenvergleich der von diesen Strecken aufgespannten Rechtecke
ergibt. Anders als in diesen beiden Beispielen kénnen die Objekte bzw. Gréfien im
allgemeinen Fall fiir beide Faktoren auch von verschiedener Art sein.

Allgemein lassen sich solche Situationen durch qualitative Strukturen der Art
C = (A x P,) charakterisieren, wo 7 eine schwache Ordnung auf dem kartesi-
schen Produkt A x P darstellt; da hier zwei Objektbereiche, A und P, eine Rolle
spielen, spricht man auch von einer mehrsortigen Struktur. Reprédsentationen fiir
solche mehrsortigen Strukturen bestehen aus einem Paar von Abbildungen (f,g),
wobei f und g jeweils den Bereich A bzw. P in die Menge der reellen Zahlen abbil-
den. In der Theorie der additiv-verbundenen Messung interessiert man sich nun fiir
die axiomatische Charakterisierung von Strukturen dieser Art, welche eine additive
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Reprdsentation besitzen; hierunter versteht man eine Reprasentation (f,g) mit der
Eigenschaft, daB fiir alle Paare ap und bq aus A x P gilt:

ap 2 bg gdw. f(a)+g(p) > f(b) + 9(q)-

Auch dieses Konzept 148t sich unter das Konzept des Homomorphismus subsumieren,
sofern letzteres geeignet auf mehrsortige Strukturen verallgemeinert wird. Dieses
Konzept ist eng mit dem der extensiven Messung verkniipft. Unter anderem 1afit
sich dies bereits daran erkennen, daf§ jeder extensiven Struktur (A, 25*,0) vermittels
der Definition ¢;1d; 2 cpd; gdw. ¢ 0dy 2% c; 0d, eine von ihr induzierte additiv-
verbundene Struktur (A x A, ) zur Seite gestellt werden kann (ist ndmlich f eine
additive Reprisentation der ersteren, so ist offensichtlich (f, f) eine der letzeren).

Fiir die nachfolgend erlduterten qualitativen Axiome der Unabhdngigkeit (inde-
pendence) und der Doppelkirzbarkeit (double cancellation) rechnet man leicht nach,
dafl sie in einer Struktur C = (A x P, ) erfiillt sein miissen, wenn eine additive Re-
prasentation fiir diese existiert, d.h. sie stellen notwendige qualitative Bedingungen
fiir die Existenz einer solchen Repréasentation dar.

Das Aziom der Unabhingigkeit fordert, daB fiir alle a und b aus A und alle p und
q aus P gilt:

(i) wenn ap Z aq, dann auch bp = bq, und
(i1) wenn ap = bp, dann auch agq 7 bq.

Dieses Axiom besagt gerade, dal - vertriglich ist mit schwachen Ordnungen =’ und
=" auf den beiden ,,Komponenten“ A und P in dem Sinne, daf fiir beliebige a und b
aus A und alle p, g aus P gilt: p =" ¢ gdw. ap 5 aq, und a 27’ b gdw. ap - bp. Wenn
C diese Eigenschaft hat, spricht man auch von einer (ordinal) verbundenen Struktur.
Im oben erwahnten geometrischen Beispiel des Flichenvergleichs von durch zwei
Strecken (Grundseite und Hohe) aufgespannten Rechtecken entspriche den Kom-
ponentenordnungen gerade ein Lingenvergleich von Grundseiten bzw. Hohen. Im
psychophysikalischen Beispiel binauraler Lautstirke wiirde man erwarten, daff die
beiden Ordnungen (bei festgelegter Frequenz) gerade der physikalischen Relation ,,ist
von gréBerer physikalischer Intensitit als“ entsprechen, doch miifte man dies empi-
risch iiberpriifen. Man beachte aber, daB das Unabhingigkeitsaxiom selbst lediglich
besagt, daf§ iberhaupt zwei mit >~ vertragliche Komponentenordnungen existieren
(auch diese schwichere Bedingung wire im letztgenannten Beispiel ggf. empirisch
iberpriifbar).

Als weiteres notwendiges Axiom wurde oben das Doppelkirzbarkeitsaziom er-
wahnt. Dieses fordert, daf fiir alle a, b, ¢ aus A und alle p, ¢, r aus P gilt:

wenn ar > cq und cp?Z br, dann ap T bq.

Es iibernimmt in einem gewissen Sinn die Rolle des Monotonieaxioms der extensiven
Messung.®

5Vgl. hierzu das Beispiel einer durch eine extensive Struktur induzierten verbundenen Struktur.
Die beiden Pramissen besagen hier gerade, da aor~* cog und cop i‘l‘ b o r; mittels mehrfa-
cher Anwendung des Monotonieaxioms (und weiterer Axiome wie Assoziativitat und dem von den
iibrigen Annahmen implizierten Kommutativititsgesetz) folgt hieraus zunichst (a o r) o (c o p) 7*
(cog)o(bor) und dann weiter aop z‘ bo g (,Herauskiirzen“ von ¢ und ), d.h. ap t bq.
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Um ein System von qualitativen Axiomen zu gewinnen, welches fiir den Nach-
weis der Existenz additiver Représentationen hinreichend ist, betrachtet man weitere
Axiome, welche wir hier nicht auffithren wollen (im wesentlichen geeignete Varian-
ten des archimedischen Axioms und des Losbarkeitsaxioms; siehe hierzu und zum
nachfolgenden Satz z.B. Krantz et al., 1971, Kap. 6; Narens, 1985, Abschnitt 3.4).
Strukturen C, welche diese Axiome erfiillen, werden als additiv-verbundene Struktu-
ren bezeichnet. Diese Bezeichnung rechtfertigt sich aus dem folgenden Représenta-
tionssatz:

SATZ 2. Es sei C = (A x P; ) eine additiv-verbundene Struktur. Dann gilt
1. (Eristenz) C besitzt eine additive Reprasentation.

2. (Eindeutigkeit) (i) Fir je zwei additive Reprasentationen (fi,¢1) und (fz,g2)
von C existieren eine positive reelle Zahl r und reelle Zahlen s und t, so daf§
fa=rfi +sund g2 =rg; +¢t; (ii) ist (f1,91) eine additive Reprasentation von
C, so ist auch (rfy + s,rg: + t) eine solche (wo r, s, t beliebige reelle Zahlen
sind mit r > 0).

Die A- bzw. P-Komponenten additiver Reprasentationen (die f's bzw. ¢’s) bilden
hier somit keine Verhaltnisskalen mehr, sondern sogenannte Intervallskalen.

2.1 Additive vs. multiplikative Reprdsentation

Man beachte, daB man von einer additiven Repridsentation (f,g) einer additiv-
verbundenen Struktur unmittelbar zu einer multiplikativen Reprasentationen (f*, g*)
ibergehen kann. Hierunter versteht man eine Reprasentation mit der Eigenschaft

apZ bg gdw. f*(a)g"(p) > f"(b)g7(9).

Wie man mit Hilfe der Potenzgesetze leicht nachrechnet, ist hierzu lediglich f*(a) =
e/ und g*(a) = €?(*) zu setzen. Umgekehrt kann man von einer multiplikativen
Représentation durch Logarithmierung stets zu einer additiven tibergehen. In diesem
Sinne kénnte man statt von ,additiv-verbundenen“ ebenso von ,multiplikativ-ver-
bundenen“ Strukturen sprechen.

Ahnliches ist natiirlich auch im Falle der extensiven Messung méglich: Multipli-
kative Reprisentationen entsprechen dort homomorphen Abbildungen (Homomor-
phismen) in die numerische Struktur (R, >, x), wo R fiir die Menge der reellen
Zahlen >1 steht und x fiir die Multiplikation. Diese ist isomorph zu der urspriing-
lich betrachteten numerischen Struktur (d.h. es existiert ein Isomorphismus zwischen
beiden Strukturen; ein solcher ist hier gerade die Exponentialfunktion y = €*). Da-
neben gibt es unendlich viele weitere isomorphe numerische Strukturen, welche als
paquivalente“ (nicht-additive) Reprasentationsstrukturen in Betracht kommen. Wel-
che davon man wihlt, ist lediglich eine Frage der ZweckmaBigkeit und damit der
Konvention. Keine Frage der Konvention, sondern — zumindest im Prinzip - eine
der empirischen Uberpriifung ist dagegen die Giiltigkeit der entsprechenden quali-
tativen Axiome (welche hinreichend und/oder notwendig fiir die Eristenz derartiger
Repréasentationen sind). Entsprechendes gilt fiir den Fall additiv-verbundener Struk-
turen wie fiir mefitheoretische Reprasentationskonzepte ganz allgemein.
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2.2 Die distributive Verknipfung extensiver und
additiv-verbundener Strukturen

Ein weiterer in diesem Zusammenhang bedeutsamer Punkt sei am Beispiel des
Flachenvergleichs von Rechtecken mit Seiten ¢ und j erldutert. In diesem Fall, in
dem in der Tat eine additiv-verbundene Struktur vorliegt, ist beispielsweise eine
multiplikative Reprisentation zweckmiBig und uns allen wohlvertraut, kann doch in
diesem Fall fiir f und g einfach ein iibliches extensives Lingenmafl gewéahlt werden
(»Flache gleich Liange von ¢ mal Linge von j¢).

In der Tatsache, dafl sich in diesem Beipiel ein solch einfacher Zusammenhang
zwischen einer additiven Reprasentation der Komponenten (beziiglich der Kompo-
nentenordnungen und Konkatenation o) und einer multiplikativen der betrachteten
additiv-verbundenen Struktur herstellen 1a8it, driickt sich ein entsprechender qua-
litativer Zusammenhang aus, welcher sich seinerseits durch geeignete qualitative
Axiome charakterisieren 1a8t. Eine wesentliche notwendige Bedingung fiir ein sol-
ches Zusammenspiel von additiven und multiplikativen Reprasentationen ist z.B. die
folgende qualitative ,Distributivititsbedingung: Wenn ap = bq und cp = dg, dann
auch (aoc)p Z (bod)g. (Man beachte, daB hier z.B. (aoc)p vereinbarungsge-
maB fir das ,Faktorenpaar (a o c,p) steht.) Tatsdchlich findet sich gerade in der
Physik eine Fiille von Beispielen, in denen ein ahnlich ,;schones Zusammenspiel®
zwischen additiv-verbundener und extensiver Messung besteht (unter Bezugnahme
auf Operationen auf A, P und/oder A x P und geeignete Distributivitatsbedin-
gungen; vgl. Narens, 1985, Abschnitt 3.5). Auch derartige Situationen, in denen
es um den Zusammenhang von qualitativen Strukturen untereinander und einen
nentsprechenden® Zusammenhang der mit ihnen verkniipften Skalen geht, sind ein
bedeutender Gegenstand mefitheoretischer Analysen. Dies erlaubt insbesondere ein
vertieftes qualitativ-strukturelles Verstindnis vieler elementarer Gesetze der Physik,
des aus ihnen abgeleiteten dimensionalen Gefiiges physikalischer Grofien (,,Dimen-
sionen“ wie Volumen, Dichte, Stromstarke usw. als Produkte von Potenzen weniger
extensiver Basisdimensionen wie Lange, Masse, Zeit) und damit auch der Grund-
lagen der sog. Dimensionsanalyse (siehe Krantz et al., 1971, Kap. 10; Luce, 1978;
Luce, Krantz, Suppes & Tversky, 1990).

2.8 Nicht-additive Strukturen

Nicht unerwahnt bleiben soll an dieser Stelle, daBl die vorgestellten Analysen mitt-
lerweile auch auf den Fall von Konkatenations- und verbundenen Strukturen ausge-
dehnt wurden, welche nur nicht-additiv reprasentierbar sind (dies ist streng vom Fall
nicht-additiver Repréasentationen fiir die bisher betrachteten ,,additiven“ Strukturen
zu unterscheiden). Hierbei handelt es sich um Strukturen, welche keine additive
(und damit auch keine multiplikative) Reprasentation zulassen, da sie die hierfiir
notwendigen qualitativen Bedingungen der Assoziativitit bzw. Doppelkiirzbarkeit
nicht erfiillen (z.B. Narens, 1985; Luce et al., 1990). Ausgehend von den Untersu-
chungen von Cohen und Narens (1979) und Narens (1981) werden statt dessen haufig
qualitative Annahmen herangezogen, welche sich auf die inneren Symmetrien der zu-
grundeliegenden qualitativen Strukturen beziehen (d.h. auf deren Automorphismen;
vgl. das folgende Kapitel von Niederée & Mausfeld, in diesem Band).
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3 Einige allgemeine Schlufibetrachtungen

Die extensive und die additiv-verbundene Messung sowie eng mit diesen verbundene
Konzepte — wie z.B. das der Differenzenmessung — oder Erweiterungen — wie das
des polynomial conjoint measurement — sind sicher die bekanntesten Beispiele axio-
matisch-mefitheoretischer Reprisentationskonzepte (vgl. Krantz et al., 1971, Kap. 4
bzw. Kap. 7; ein bereits bei Holder, 1901, behandeltes Beispiel der Differenzen-
messung wire der Abstand zwischen zwei Punkten auf einer Geraden). Doch sie
sind bei weitem nicht die einzigen. Einige der zahlreichen weiteren Beispiele wur-
den bereits im letzten Abschnitt erwahnt. Wichtige Anwendungsbereiche sind z.B.
die Entscheidungs- und Nutzentheorie (vgl. z.B. Krantz et al., 1971, Kap. 8) oder
die Psychophysik, wie z.B. mefitheoretische Untersuchungen zu Schwellenkonzepten
oder zur Farbmetrik belegen (vgl. Suppes, Krantz, Luce & Tversky, 1989). Letzteres
ist ein Beispiel fiir ein mehrdimensionales Reprasentationskonzept; eine axiomatisch-
mefitheoretische Grundlegung solcher Konzepte findet sich daneben u.a. auch in den
Bereichen der multidimensionalen Skalierung und der Geometrie (vgl. ebenfalls Sup-
pes et al., 1989).

Dies moge an Belegen fiir die potentielle Fruchtbarkeit und Reichhaltigkeit des
axiomatisch-meBtheoretischen Ansatzes geniigen. AbschlieBend wollen wir noch kurz
auf einige grundsitzliche konzeptuelle und wissenschaftstheoretische Fragen einge-
hen, welche sich in diesem Zusammenhang stellen. Viele der im folgenden angespro-
chenen subtilen Themen werden in der einschldgigen Literatur kontrovers diskutiert.
Nicht selten werden sie auch in tibermaBig vereinfachender Weise behandelt. Wir
werden uns hier weitgehend auf die andeutungsweise Darstellung eines uns kohérent
erscheinenden Standpunktes beschranken miissen.

Hiufig wird der axiomatischen MeBtheorie lediglich die Aufgabe zugeschrieben,
das empirische Fundament fiir die Einfiihrung von ,Basisskalen“ auf der Grundlage
geeigneter Konzepte ,fundamentaler Messung“ zu legen, von denen ausgehend dann
weitere Skalen rein numerisch definiert werden konnen (wie z.B. Dichte als Quotient
von Masse und Volumen). Man spricht dann von abgeleiteter Messung (Campbell,
1920; Suppes & Zinnes, 1963; implizit findet sich eine solche Unterscheidung be-
reits bei Helmholtz, 1887). Dies ist sicher eine mogliche Vorgehensweise; dabei darf
die Unterscheidung ,fundamental“ vs. ,abgeleitet* aber nicht als eine in einem epi-
stemologischen oder ontologischen Sinne ,absolute“ Klassifikation mifiverstanden
werden (die Rollen kénnen z.B. haufig vertauscht werden).

Folgt man dieser Auffassung, welche den potentiellen Wirkungskreis axiomatisch-
meBtheoretischer Analysen vergleichsweise eng zieht, so {ibersieht man jedoch leicht,
daB eine qualitativ-axiomatische Analyse oft auch fiir Skalen sinnvoll und erhellend
sein kann, welche als abgeleitete Skalen eingefithrt wurden. In der Physik liegen ihrer
Einfithrung beispielsweise in aller Regel Naturgesetze, wie z.B. gewisse Invarianzen,
zugrunde — Helmholtz (1887) bezog sich explizit auf diesen Fall, der auch im Beispiel
der Dichte vorliegt —, die dann den Ausgangspunkt fiir eine solche Analyse bilden
kénnen. Entsprechendes gilt allgemein fiir das Zusammenspiel mehrerer Skalen und
der sie verbindenen Gesetze. Man denke etwa an das obige Beispiel der distributiven
Verkniipfung von additiv-verbundenen und extensiven Strukturen (die Beziehung
von Dichte, Masse und Volumen liele sich z.B. ganz dhnlich qualitativ analysieren).
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Ob man nun in einem gegebenen Fall eine solche explizite qualitative Darstellung
derartiger Zusammenhénge anstrebt oder nicht, eines sollte sicherlich nicht vergessen
werden: Letztlich ist es gerade dieses Zusammenwirken von Skalen und Gesetzen in-
nerhalb eines reichen empirisch-theoretischen Zusammenhangs, welchem wesentlich
der Erfolg der quantitativen Methode in reifen Wissenschaften wie der Physik zu
verdanken ist. Auch die Lingenmessung verdankt ihre Bedeutung nicht allein der
Tatsache, daB sie sich als Prototyp fundamentaler Messung auffassen 1afit, sondern
der Rolle, die sie u.a. in Geometrie, Physik und Technik spielt.

Betrachtet man die qualitativ-axiomatische Vorgehensweise aus der zuletzt
angesprochenen Perspektive, so tritt der Aspekt der substanzwissenschaftlichen
Theoriebildung in den Mittelpunkt und das Bemiihen, den qualitativ-empirischen
Gehalt von quantitativen Konzepten und Modellen/Theorien dort, wo dies auf
diese Weise moglich ist, zu erhellen. Dies dient zum einen dem Ziel begrifflich-
konzeptueller Klarung. Zum anderen bieten die jeweiligen qualitativen ,,Axiome* je-
doch unter Umstinden auch wertvolle Ansatzpunkte fiir eine gezielte ezperimentelle
Uberpriifung der betreffenden Theorien. Im Mittelpunkt werden dabei ,,unmittelbar
testbare® universelle Axiome (,fiir alle...“) stehen wie z.B. das Monotonieaxiom
in der Theorie der extensiven oder das Doppelkiirzbarkeitsaxiom in der Theorie der
additiv-verbundenen Messung. Andere, wie z.B. das archimedische Axiom, sind nicht
in einem solchen Sinne unmittelbar testbar (falsifizierbar); sie werden daher gele-
gentlich als ,technische Axiome* bezeichnet (vgl. Adams, Fagot & Robinson, 1970).
Dies bedeutet jedoch nicht, wie gelegentlich angenommen, dafl solche Axiome da-
mit tatsdchlich stets ohne jeden qualitativ-empirischen Gehalt seien (einige knappe
Anmerkungen zu diesem subtilen und u.E. bisher nicht ausreichend in der Literatur
beleuchteten Punkt finden sich z.B. in Niederée, 1994, S. 576; vgl. auch Adams, 1979,
S. 208f. und Luce et al., 1990, Kap. 21).

Begriffe wie ,unmittelbar testbar“ (oder ,falsifizierbar“), ,empirischer Gehalt,
wempirische Struktur® etc. diirfen in den zuvor angesprochenen Zusammenhangen
nicht, wie es hiufig geschieht, naiv-empiristisch miBverstanden werden. Dies ist der
Grund, weshalb wir hier den (leider gelegentlich seinerseits miverstandenen) Be-
griff der ,,qualitativen Struktur“ (etc.) dem der ,empirischen Struktur“ vorgezogen
haben. Zum einen gibt es aus einer theoretischen Perspektive keinen Grund, die An-
wendung der hier diskutierten Konzepte auf den Fall beobachtbarer Relationen und
Operationen in einem engen empiristischen Sinne zu beschranken. Schwerwiegender
ist der Einwand, daB§ selbst in allgemein akzeptierten Fallen fundamentaler Messung
die betrachteten Objekte und Relationen kaum je im strengen Sinne dem in direkter
Beobachtung unmittelbar und unanfechtbar Gegebenen entsprechen, welches dann
als unumstoBliche qualitativ-empirische Datenbasis aufgefait werden kénnte (nur so
ware ja eine Falsifikation von qualitativen ,,Axiomen“ im strengen Sinne méglich).

So ist selbst im Falle der Langenmessung eine streng empiristische Lesart der
genannten Art unangemessen. Dies ist z.B. fiir Objekte makroskopischer oder mi-
kroskopischer Gré6Benordnung unmittelbar evident. Der theoretische (was nicht not-
wendig heifit: ,irreale“ oder ,unanschauliche“) Charakter der Operation o und der
Relation - liegt fiir solche Objekte auf der Hand. In der Psychologie wiirde man
in einem solchen Fall von einer latenten Variablen sprechen. Tatsichlich kann selbst
im Falle ,irdischer Gréfienordnungen die betrachtete qualitative Struktur — soll die
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Annahme aufrecht erhalten werden, daB sie die obigen Axiome erfiillt — lediglich als
»beobachtungsnah“ bezeichnet werden. In der Tat werden reale Stibe die Axiome der
extensiven Messung nur approximativ im Sinne unmittelbarer Beobachtungspradi-
kate erfiillen (auch wenn dies fiir die meisten Zwecke vollig ausreicht): Man denke
etwa an die hier implizit gemachte problematische Annahme der absoluten ,Un-
veranderlichkeit“ der betrachteten Stibe; oder an die Tatsache, daB aus den obigen
Axiomen folgt, dafi, wenn a; ~ ay, az ~ ag, ..., an_y ~ ayn, stets auch a; ~ a, gelten
muf}; usw. Die qualitative Struktur X = (X, -, o) selbst, auf die wir uns in unserer
obigen Darstellung bezogen haben, mufl also strenggenommen bereits als eine aus
theoretischen Griinden eingefiihrte ,Hintergrundstruktur® betrachtet werden (wel-
che sich etwa auf ,,physikalische Strecken“ beliebiger Lange statt auf konkrete Stibe
bezieht). Diese Struktur kénnen wir dann auf die eine oder andere Weise zur ,,Beob-
achtungsebene“ in Beziehung setzen. Zu einer solchen Gegeniiberstellung pat auch
die Unterscheidung des wissenschaftlichen common sense von ,wahrer“ Linge (zu
einem bestimmten Zeitpunkt — auch hierin steckt bereits ein theoretisches Element)
und der jeweiligen gemessenen Linge, von denen letztere mit einem ,Mefifehler
behaftet sein kann. Die diesem common sense am nichsten stehende (wenn auch
aus ,anti-realistischer Sicht kontrovers diskutierte) philosophische Position, wel-
che im Gegensatz steht zu traditionellen empiristischen Positionen, ist die des sog.
wissenschaftlichen Realismus.

Entsprechendes gilt natiirlich fiir andere Beipiele fundamentaler Messung. Die
hier angedeuteten Probleme hingen mit tiefliegenden allgemein-wissenschaftstheore-
tischen Fragen zusammen, auf die wir hier nicht eingehen kdnnen. In der Mefitheorie
spricht man in diesem Zusammenhang gewdhnlich von dem Fehlerproblem. Uber das
Konzept des Mefifehlers im traditionellen Sinne hinaus schliefit es die Problematik
des Testens mefitheoretischer Axiome auf qualitativer Ebene mit ein.

Eine erhebliche Quelle von Schwierigkeiten kann in diesem Zusammenhang etwa
eine intrinsische Variabilitdt der betrachteten Objekte (und damit ihrer Relatio-
nen zueinander) sein, wie sie in der Psychologie oft gegeben ist. Ein fruchtbarer
theoretischer Weg, hiermit umzugehen, konnte in geeigneten Situationen die Pro-
babilisierung meBtheoretischer Konzepte sein (der Bezug auf Beobachtung/Daten
erfordert dann eine inferenzstatistische Vorgehensweise). Erste Anséitze hierzu fin-
den sich in der probabilistischen Meftheorie (siehe z.B. Falmagne, 1985; Suppes et
al., 1989; Heyer und Niederée, 1992). Doch mu$ vor jedwedem schematisch verallge-
meinernden Lésungsversuch ,des“ Fehlerproblems gewarnt werden: Sieht man von
rein pragmatischen Intentionen ab, bleibt die entscheidende Ebene die der jeweiligen
substanzwissenschaftlichen Theoriebildung (siehe z.B. Heyer und Mausfeld, 1987).

Einen Aspekt, der fiir die Anwendung der entsprechenden Theorien (aber auch
aus theoretischen Griinden selbst) von Interesse ist, haben wir bisher vernachlassigt:
die Rolle von Mefuverfahren und Mafzahlen (gewShnlich reelle Zahlen; Narens, 1974,
1985, betrachtet z.B. auch sog. nonstandard reals, welche auch infinitesimale, d.h.
yunendlich kleine* Groflen einzubeziehen gestatten). Tatséchlich spielen in einem
gewissen theoretischen Sinne ,MeBverfahren“ im axiomatisch-repréasentationstheo-
retischen Ansatz eine wesentliche Rolle, wenn auch hiufig nur implizit in Gestalt
der den Beweisen der Reprisentations- und Eindeutigkeitssatze zugrundeliegenden
Skalenkonstruktionen.
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Im Fall der extensiven Messung beruht die Bestimmung eines Mefiwertes z.B.
auf der folgenden bekannten Grundidee (wir beziehen uns hier wieder auf die theo-
retisch zugrunde gelegte extensive Struktur selbst, d.h. das Fehlerproblem ist aus-
geklammert): Es wird willkiirlich ein Bezugsobjekt e festgesetzt, dem der Wert 1
zugeordnet wird (Einheit). Man betrachtet dann Vielfache der Einheit und des zu
messenden Objektes a, oder auch Vielfache von n-ten bzw. m-ten Teilen davon, z.B.
von Zehnteln, Hundertsteln etc.; diese lassen sich rein qualitativ unter Riickgriff auf
den Begriff der Standardfolge (s.o.) einfithren. Der MeBwert von a relativ zur Einheit
e ergibt sich dann aus dem Vergleich der resultierenden Objekte hinsichtlich ~ und
> (siehe Holder, 1901; vgl. Niederée, 1992a). Ist im Fall der Lingenmessung z.B.
a o a gleich lang (im Sinne von ~) wie (e o €) o e, so ergibt sich, daf der Skalenwert
fiir a gleich 3/2 ist; gilt > (<) statt ~, so ergibt sich, daB er grosser (kleiner) als 3/2
sein mufl. Wihrend rationale Skalenwerte im Prinzip durch einen einzigen Vergleich
der ersten Art bestimmt sind, werden irrationale Skalenwerte erst durch unendlich
viele Vergleiche der zweiten Art festgelegt (durch endlich viele werden sie nach und
nach besser ,approximiert). In mathematischen Beweisen des Satzes von Holder
(Satz 1) wird daher hiufig auf Konzepte wie das des Grenzwertes zuriickgegriffen.

Solche Skalenkonstruktionen sind, anders als etwa bei den meisten auf dem Wege
der Operationalisierung eingefiihrten numerischen Indizes, stets eng verkniipft mit
der jeweiligen qualitativen Theorie (also hier den Axiomen der extensiven Messung).
Ein entsprechendes allgemeines Konzept des Mefiverfahrens und ein darauf gestiitz-
tes allgemeines Konzept der Mafizahl findet sich jedoch in den traditionellen me8-
theoretischen Darstellungen nicht. Tatsichlich ist ja nicht einmal klar, warum ein
allgemeines Konzept der Mafizahl stets mit dem der reellen Zahl zusammenfallen
sollte, welches sich historisch aus einem Spezialfall fundamentaler Messung, nimlich
dem der eztensiven Messung (bzw. mit Blick auf negative reelle Zahlen: dem der Dif-
ferenzenmessung) im Sinne eines zugehorigen theoretischen Bereichs von ,MaBzah-
len“ entwickelt hat. Eine logisch-modelltheoretische Weiterentwicklung des reprasen-
tationstheoretischen Ansatzes, die ein entsprechendes Konzept des ,,Mefverfahrens“
zum Ausgangspunkt nimmt und hieraus ein allgemeines Konzept der ,,MaBzahl“
ableitet, wurde von Niederée (1992a, 1992b) vorgeschlagen.

Der zunéichst einmal abstrakt-theoretische (mathematische) Charakter der zuvor
angesprochenen Konzepte des ,MeBlwertes“ und des ,Mefiverfahrens* bzw. der Ma8-
funktion ist uniibersehbar. Er wird bereits deutlich durch den Bezug auf reelle Zahlen
und unendliche Approximationsverfahren (man denke etwa an die Darstellung reel-
ler Zahlen durch unendliche Dezimalbriiche). Wie in der obigen Skizze eines solchen
Mefiverfahrens fiir extensive Strukturen deutlich wird, kann ein solches ,,Mefver-
fahren® in mehr oder weniger enger Beziehung stehen zur tatsichlichen praktischen
Messung im Sinne einer regelgeleiteten praktischen Zuordnung von Zahlzeichen zu
konkreten empirischen Objekten. Dennoch sind diese beiden konzeptuellen Ebenen
sorgfaltig zu unterscheiden, wie bereits aus der Tatsache deutlich wird, dafi Zahlzei-
chen — welche sich als konkrete Zeichen (,,Namen“) fiir abstrakte Zahlen auffassen
lassen — in der Regel nur fiir rationale Zahlen zur Verfiigung stehen (Briiche; end-
liche Dezimalbriiche), in der Praxis sogar nur fiir einen vergleichsweise kleinen Teil
davon, aus grundsitzlichen mathematischen Griinden aber keinesfalls fiir beliebige
reelle Zahlen (man wird sich dann in der Praxis ggf. auf Paare von Zahlzeichen
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oder dergleichen im Sinne einer unteren und einer oberen Abschitzung beziehen).
Eine vielzitierte, operationalistisch gefarbte Explikation des Begriffs der ,,Messung®
der letztgenannten Art, d.h. im Sinne einer regelgeleiteten Zuordnung von Zahlen
bzw. Zahlzeichen, findet sich z.B. bei Stevens (1959); wie viele andere unterscheidet
er dabei jedoch nicht zwischen Zahlen (numbers) und Zahlzeichen (numerals) und
verstellt damit den Blick auf entscheidende konzeptuelle Unterschiede.

Neben den genannten konzeptuellen Unterscheidungen steht einer unmittelbaren
Identifizierung praktischer Messung mit Skalenkonstruktionen der oben beschriebe-
nen Art natiirlich auch der mit dem Fehlerproblem verkniipfte Problemkreis ent-
gegen; dies kann selbstredend auch aus praktischer Sicht eine bedeutsame Kompli-
kation darstellen. Hinzu kommt nicht zuletzt die Tatsache, dafl praktische Mefver-
fahren hiufig auf die ein oder andere Weise ,indirekt“ sind, etwa indem sie Meflin-
strumente einbeziehen (im Fall der Messung von Lingen im mikroskopischen oder
makroskopischen Bereich ist dies z.B. unumginglich). Deren theoretische Rechtfer-
tigung erfordert haufig zusatzliche Annahmen, die, wo dies fruchtbar erscheint, ih-
rerseits natiirlich wieder qualitativ-mefitheoretisch analysiert werden kénnen. Hier
spielt mit anderen Worten der oben angesprochene empirisch-theoretische Kontext
eine entscheidende Rolle.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl der reprasentationstheoretische Ansatz der
axiomatischen MeBtheorie einen wichtigen Beitrag zum Verstandnis der qualitativ-
theoretischen Grundlagen quantitativer Konzepte leisten kann. Wesentlich hierbei ist
die ihm zugrundeliegende qualitativ-strukturelle Perspektive, welche in substantieller
Weise die Frage nach der empirischen ,Bedeutsamkeit* quantitativer Konzepte und
Modelle zu erhellen erlaubt.

Hierin, dies sei an dieser Stelle noch hinzugefiigt, unterscheidet er sich deut-
lich von der - vor allem unter Psychologen populiren, doch zumeist irregeleiteten —
Praxis, den Blick unter Ausklammerung qualitativ-struktureller Betrachtungen im
Gefolge von Stevens (z.B. 1946, 1959) auf ,das Skalenniveau“ einzuengen. Skalenni-
veaubezogene mefitheoretische Invarianzkriterien werden dann haufig als ,,Bedeut-
samkeitspostulate“ mifiverstanden. Eine Kritik einer derartigen, scheinbar ,mef}-
theoretischen“ Vorgehensweise findet sich im folgenden Kapitel von Niederée und
Mausfeld (in diesem Band), wo andererseits jedoch auch aufgezeigt wird, daB sich
im Rahmen einer (ggf. probabilistisch zu erweiternden) qualitativ-strukturellen Per-
spektive durchaus fruchtbare substanzwissenschaftliche Anwendungsmoglichkeiten
meBtheoretischer Invarianzkonzepte ergeben kénnen.

Auch der gegeniiber einem reinen Skalenniveau-Ansatz wesentlich reichhaltigere
konzeptuelle Rahmen der axiomatischen MeBtheorie beantwortet jedoch noch nicht
alle mit dem Thema , Theorie und Messung® verkniipften wissenschaftstheoretischen
Grundlagenfragen. Wie wir gesehen haben, erfordert ein umfassendes Verstindnis
dieses Problemkreises bereits in scheinbar einfachen paradigmatischen Beispielen
fundamentaler Messung, wie dem der Lingenmessung, die Einbeziehung zusatzlicher
Gesichtspunkte. Dies schmaélert jedoch bei angemessener Betrachtungsweise weder
die Bedeutung dieses Ansatzes als Instrument konzeptueller Klirung noch seinen
potentiellen Beitrag zur Theoriebildung in den empirischen Wissenschaften.
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4 Weiterfiihrende Literatur

Lesenswerte einfithrende Artikel, welche einige neuere Entwicklungen mitberticksich-
tigen, sind u.a. Luce (1992) und Luce und Narens (1987). Einen umfassenden Uber-
blick tiber die axiomatisch-reprisentationstheoretische Meitheorie auf hohem Niveau
vermitteln die bereits mehrfach erwidhnten drei Biande der Foundations of Measure-
ment (Krantz et al., 1971; Suppes et al., 1989; Luce et al., 1990), in welchen sich
auch ein umfangreiches Literaturverzeichnis findet. Als Standardwerke sind des wei-
teren Pfanzagl (1971) und Narens (1985) zu nennen. Wihrend diese Werke eher
mathematisch-theoretisch ausgerichtet sind, nahert sich Roberts (1979) dem Thema
aus einer anwendungsorientierten Perspektive.

Ein Uberblick iiber die relevante Literatur zu den in den Schlufbetrachtungen an-
gesprochenen Grundlagenfragen und zur Kritik verschiedener Aspekte des Reprasen-
tationsansatzes kann hier nicht gegeben werden (zum letzteren Punkt siehe z.B.
Adams, 1966, und Savage & Ehrlich, 1992). Innerhalb des axiomatisch-reprisen-
tationstheoretisch orientierten meBtheoretischen Schrifttums werden diese Themen
(und damit verkniipfte Probleme des Reprisentationsansatzes) sowie Fragen der pra-
dikatenlogischen Axiomatisierbarkeit, welche hier nicht angesprochen werden konn-
ten, insbesondere in Suppes et al. (1989, Kap. 21), Niederée (1992b, 1994) und Luce
und Narens (1994) diskutiert, wo sich auch weitere Literaturangaben zu diesem The-
menkreis finden.
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