
Axiomatische Meßtheorie

Reinhard Niederée und Louis Narens

Ein wesentliches Element der quantitativ-mathematischen Modellierung empirischer
Sachverhalte bilden Skalen. Diese ordnen „empirischen“ oder allgemeiner „qualita-

tiven“ Objekten (im allgemeinsten Sinne des Wortes „Objekt“) Maßzahlen zu, z.B.

geeigneten physikalischen Objekten ihre Länge bezüglich einer Maßeinheit. Mit der

Frage, unter welchen Voraussetzungen und auf welche Weise ein sinnvoller Bezug
auf Maßzahlen in den empirischen Wissenschaften möglich ist, beschäftigt sich ins-
besondere die interdisziplinäre Theorie der Messung.

Von besonderem wissenschaftlichen Interesse sind ohne Zweifel solche Skalen,

welche nicht nur mehr oder weniger willkürlich festgelegte numerische Indizes lie-
fern, sondern eine unmittelbare substanzwissenschaftliche Verankerung besitzen, wie

z.B. die bereits erwähnten Längenskalen. Von zentraler Bedeutung ist in diesem Zu-
sammenhang das Konzept der fundamentalen Messung, welches die Grundlage des

sogenannten „Repräsentationsansatzes“ in der Theorie der Messung bildet und im

Mittelpunkt der folgenden Betrachtungen stehen wird. Von fundamentaler Messung
wird dann gesprochen, wenn die betrachteten Skalen die Eigenschaft haben, daß

durch sie gewisse für den betrachteten Gegenstandsbereich wesentliche „qualita-

tive Relationen“ durch geeignet festzulegende numerische Relationen „repräsentiert“
werden: Stehen qualitative Objekte der betrachteten Art in einer dieser Relationen

zueinander, so stehen ihre Skalenwerte in der entprechenden numerischen Relation
zueinander. Dieses Konzept der „strukturerhaltenden“ Zuordnung von Zahlen zu

Objekten wird im folgenden noch näher erläutert werden. Eine wesentliche Aufgabe
der ariomatischen Meßtheorie ist es nun, Bedingungen „axiomatisch“ zu charakteri-
sieren, welche die zugrundegelegten qualitativen Relationen erfüllen müssen, damit

fundamentale Messung in diesem Sinne möglich ist. Wie wir im Laufe des Kapitels
sehen werden, wird durch diese „qualitativ-empirische“ Perspektive der Aspekt der

Theoriebildung selbst in das Zentrum der Aufmerksamkeit gerückt, der gegenüber
die ursprüngliche Frage der Zuordnung von Zahlen zu den betrachteten Objekten in

einem gewissen Sinne eine sekundäre, untergeordnete Stellung einnimmt.

1 Ein klassisches Beispiel: die extensive Messung

Betrachtet man axiomatisch-meßtheoretische Analysen, so lassen sich darin gewöhn-

lich vier konzeptuelle Schritte unterscheiden. Wir werden jeden dieser Schritte jeweils

kurz allgemein charakterisieren und sodann anhand eines klassischen Konzeptes fun-
damentaler Messung erläutern. Es ist dies das insbesondere für die Physik sehr be-
deutsame Konzept der eztensiven Messung, dessen axiomatische Analyse durch den

Physiker und Physiologen Helmholtz (1887) und den Mathematiker Hölder (1901)
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am Anfang der modernen axiomatischen Meßtheorie stand. Das abstrakte Konzept

der extensiven Messung werden wir wiederum mittels des bereits erwähnten Beispiels
der Längenmessung veranschaulichen.

1.1 Qualitative Axiome

Wenden wir uns nun dem ersten der genannten vier Schritte zu, in dem zunächst
wesentliche strukturelle Eigenschaften der jeweiligen qualitativen Situation durch
„qualitative Axiome“ präzise zu erfassen sind. Zahlen spielen hier somit noch keine

Rolle. Ob diese „Axiome“ für die betrachtete Situation tatsächlich gültig sind, ist,

wie bereits Helmholtz (1887) betont, im Prinzip eine empirische —- und damit ggf.
durch geeignete Experimente zu überprüfende - Frage. Wir werden auf dieses Pro-

blem später zurückkommen.

Im Falle der extensiven Messung beziehen wir uns auf eine Menge X von qua-
litativen Objekten, eine darauf gegebene zweistellige (Ordnungs-) Relation % und
eine ebenfalls zweistellige qualitative Verknüpfung o, welche üblicherweise als Kon-
katenation bezeichnet wird.

Bei unserer Besprechung des Spezialfalls der Längenmessung wollen wir uns
zunächst zur besseren Veranschaulichung die idealisierende Vorstellung einer
hinlänglich reichhaltigen unendlichen Menge von starren Stäben erlauben. Die Re-
lation % sei hier die qualitative „Mindestens-so-lang-wie“-Ordnung, welche sich aus

einem unmittelbaren Längenvergleich ergibt; d.h. x Z y gilt genau dann, wenn die
Stäbe z und y so parallel aneinandergelegt werden können, daß x an beiden Enden
y überragt oder zumindest gleich abschließt. Wie üblich ergeben sich hieraus unmit-
telbar die Relationen ~ und >, welche im Fall der Länge für „gleichlang wie“ bzw.

„länger als“ stehen; hierzu definiert man:(i) u ~ v gdw. u X v und v X u; (ii) u >v
gdw. u % v, aber nicht u ~ v (die Abkürzung „gdw.“ steht wie üblich für genau

dann, wenn).
Die Operation o schließlich sei hier die Konkatenation zweier Stäbe, so daß z o y

für einen Stab steht, der sich durch geradliniges Aneinanderlegen von z und y ergibt.!
Die jeweilige Menge X gemeinsam mit den betrachteten qualitativen Relationen

und Operationen - im Falle der extensiven Messung also das Tupel ¥ = (X, %,0) -

wird als qualitative Struktur bezeichnet. (Häufig findet man auch die Bezeichnungen
„empirische Struktur“ oder „empirisches Relativ“).

Für die meßtheoretische Analyse einer solchen Situation sind nun qualitative

Axiome wie die folgenden von Bedeutung:

1. Schwache Ordnung: Die Relation > ist eine schwache Ordnung auf X, d.h.
sie ist transitiv (aus z % y und y X z folgt stets z X% z) und konnez (d.h. es
gilt stets z ©% y oder y © z).

2. Assoziativität: Für alle z, y, z aus X gilt

(zoyj)oz~zo(yoz).
 

Fälle wie zox zeigen bereits, daß diese Formulierung etwas vereinfacht ist; es genügt hier

jedoch ein sinngemäßes Verständnis.
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3. Positivität: Für alle z,y aus X gilt

roy>r und zoy>y.

4. Monotonie: Für alle z, y,v,w aus X gilt

rzy & vžw => zrovř yow.

ð. Eingeschränkte Lösbarkeit: Für jedes z und y aus X mit z > y existiert
ein z in X, so daĵ z % yoz.

6. Archimedisches Axiom: Zu allen z,y aus X existiert ein Vielfaches z; von
x so daß z; Z y.

Unter einem Vielfachen von z versteht man dabei ein Element der zu z gehörigen
Standardfolge xı = z, £2 = z 0 £, £3 = (xo x)o z, usw. Das archimedische Axiom

stellt sicher, daß je zwei Objekte in ihrer Größe in dem Sinne vergleichbar sind, daß

nicht eines „unendlich viel größer“ sein kann als das andere.

Nurdie in den jeweils betrachteten Axiomen erfaßten strukturellen Eigenschaften

der zugrundeliegenden Struktur ¥ gehen in die weiteren Schritte einer axiomatisch-

meßtheoretischen Analyse ein. Somit werden die nachfolgenden Betrachtungen zur
extensiven Messung nicht nur auf den Fall der Längenmessung anwendbarsein, son-
dern auf beliebige Situationen, die diesen Axiomen genügen.

1.2 Numerische Repräsentation

Hiermit kommen wir zum zweiten Schritt, in dem das zu Beginn skizzierte Konzept
der strukturerhaltenden Abbildung in einen Zahlbereich in einer für die jeweils be-
trachtete Situation geeigneten Weise präzise spezifiziert wird. Solche Abbildungen

werden dann als Repräsentationen bezeichnet. (Häufig geht man auch von einem

solchen Repräsentationskonzept aus und sucht sich dann passende Axiome.)

Im Fall der extensiven Messung werden gewöhnlich additive Repräsentationen
betrachtet; dies sind Abbildungen f von X in die Menge R*+ der positiven reellen
Zahlen, für die gilt (jeweils für alle z und y aus X)

G) z XZ y gdw. f(x) > f(y) und

Gi) f(z oy) = f(e) + f(y).

Die üblichen Längenskalen (zu beliebigen Einheiten, wie z.B. m, cm, Fuß) sind Bei-
spiele für additive Repräsentationen in diesem Sinne.

Wie viele der in der Meßtheorie betrachteten spezifischen P epräsentationskon-

zepte läßt sich auch dieses als Spezialfall eines abstrakteren mathematischen Kon-
zepts auffassen, welches in diesem Zusammenhang erstmals von Scott und Suppes

(1958) diskutiert wurde, nämlich das der homomorphen Abbildung einer qualitati-
ven Struktur ¥ in eine numerische Struktur N (man spricht auch kurz von einem
Homomorphismus). Im Fall der soeben eingeführten additiven Repräsentationenist,
wie gehabt, ¥ = (X, %,0), während N durch die Struktur (Rt, >,+) gegebenist;

? au?
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die beiden Bedingungen (i) und (ii) entsprechen dann für diese Situation gerade den
Kriterien, welche einen Homomorphismusdefinieren.’

Es ist zu beachten, daß der Terminus „Messung“ sich hier zunächst also nicht auf

konkrete Meßverfahren bezieht, sondern auf theoretische Maßfunktionen (im Sinne
spezieller mathematischer Funktionen). Diese können aber häufig auf die ein oder
andere Weise zu solchen Verfahren in Beziehung gesetzt werden. Wir werden auf
diesen Punkt später noch einmal kurz zurückkommen.

1.3 Eristenz und Eindeutigkeit von Repräsentationen

Obdie im ersten Schritt eingeführten Axiome und das im zweiten Schritt betrachtete
Repräsentationskonzept tatsächlich zueinander „passend“ gewählt wurden, entschei-

det sich im dritten und vierten Schritt. Im dritten Schritt ist mathematisch nach-
zuweisen, daß aus den Axiomen die Existenz mindestens einer Repräsentation folgt;
dies ist der sogenannte Eristenzsatz. Da es häufig mehr als eine solche Repräsen-
tation gibt, interessiert man sich in einem vierten Schritt des weiteren noch dafür,

in welcher Beziehung je zwei solcher „Skalen“ zueinander stehen, d.h. ob und wie

sie ineinander transformiert werden können (so, wie z.B. die Kilometerskala in die

Meterskala mit Hilfe des Faktors 1000 „umgerechnet“ werden kann). Dies ist Gegen-

stand des sogenannten Eindeutigkeitssatzes.
Für den hier diskutierten Spezialfall leistet dies der folgende mathematische

Repräsentationssatz:

? ma?SATZ 1. Sei X = (X, %Z,0) eine Struktur, welche die Axiome 1-6 erfüllt. Danngilt:

1. (Ezristenz) Es existiert eine additive Repräsentation von ¥.

2. (Eindeutigkeit) Sind f und g zwei additive Repräsentationen von ¥, so gibt

es eine positive reelle Zahl r („Umrechnungsfaktor“), so daß g = rf; d.h.

es gilt g(x) = rf(x) für alle z aus X. Umgekehrt gilt: Ist f eine additive
Repräsentation von ¥ und s eine beliebige positive reelle Zahl, so ist auch sf

eine solche Repräsentation.

Dieser Satz ist eine Variante des Satzes von Hölder (Hölder, 1901), der einen der
mathematischen Eckpfeiler der Meßtheorie bildet, auf welchem viele weitere Sätze
(und deren Beweise) aufbauen.

Während wir anfangs, dem üblichen Sprachgebrauch folgend, einzelne Repräsen-

tationen als „Skalen“ bezeichnet haben, wird in der Meftheorie häufig die Menge

aller strukturerhaltenden Abbildungen (der jeweils betrachteten Art) als Skala be-
zeichnet. Der Eindeutigkeitssatz bestimmt dabei das sogenannte Skalenniveau der
 

2 In der Meßtheorie wird ein Homomorphismus allgemein wie folgt definiert: Sei ¥ =

(X, Ri, ..., Rn: 91, --- 9m} eine Struktur, wobei X eine nichtleere Menge ist, R; (i= 1,...,n)

eine k;-stellige Relation auf X (d.h. R; C X*', wo X*:! das k;-fache kartesische Produkt von X

ist) und g; (j = 1,...,m) eine l;-stellige Operation, d.h. eine Abbildung von Xli nach X. Sei fer-

ner N = (N, S1,..., Sn, hi, ..., hm) eine weitere solche Struktur, wobei die Stelligkeiten von S;

und R; sowie die von gj und hj jeweils übereinstimmen. Eine Abbildung f von X nach N wird

als Homomorphismus von Æ nach N bezeichnet, falls für i = 1,...,n und j = 1,...,m und alle

T1, £2,... aus X gilt: (i) R;(z1,...,£;) gdw. S;(f(z1), .-., f(£k;)) (was zu verstehen ist im Sinne
von (z1,...,£k;) E€ Ri etc.); und (ii) f(g; (21, .--,£1;)) = h;(f(21), --., f(£4;)).



Axiomatische Meßtheorie 373

jeweiligen Skala (d.h. der betrachteten Menge von Repräsentationen; vgl. auch den

entsprechenden Beitrag von Niederée und Mausfeld, in diesem Band). Liegen die im

obigen Satz genannten Eigenschaften vor, so spricht man z.B. von einer Verhältnis-
skala.

1.4 Wichtige Spezialfälle und Verallgemeinerungen

Wenden wir uns nun wieder dem obigen Repräsentationssatz zu. Es fällt auf, daß
im allgemeinen mehrere Objekte unter einer Repräsentation f auf die gleiche reelle
Zahl abgebildet werden können; im Fall der Länge sind dies jeweils alle gleich langen

Objekte (im Sinne von ~). „Identifiziert“ man derartige Objekte?, so erhält man die
Menge der zugehörigen Größen; Relationen und Operationen übertragen sich dar-
auf in natürlicher Weise. Erfüllte die ursprüngliche qualitative Struktur das Axiom
der schwachen Ordnung, wie es im Fall der extensiven Messung vorausgesetzt ist, so
ergibt sich nun eine sog. lineare Ordnung (d.h. es gilt Axiom 1 erweitert um die Be-
dingung: aus x % y und y Z z folgt z = y). Die resultierende Größenstruktur ist in

der gleichen Weise repräsentierbar, nur daß nun einer reellen Zahl jeweils höchstens

eine Größe entspricht (man kann hier also z.B. von der Länge 1m, 2m etc. als je-

weils einer Größe sprechen). In einem theoretischen Zusammenhang ist es häufig

zweckmäßiger, sich auf solche Größenstrukturen zu beziehen (dies gilt nicht nur für
den Fall der extensiven Messung). Unter den Größenstrukturen sind nun in vielen
Zusammenhängen (insbesondere in der Physik, aber auch aus meßtheoretischer Per-

spektive; vgl. Narens, 1985) wiederum diejenigen theoretisch besonders bedeutsam,

in denen alle „möglichen Größen“ vorkommen in dem Sinne, daß jeder reellen Zahl

(unter beliebigen additiven Repräsentationen f) genau eine Größe entspricht. Man
spricht dann von einem Kontinuum (in der extensiven Messung sind solche Struktu-
ren qualitativ dadurch charakterisiert, daß sie das Axiom der Dedekind- Vollständig-

keit erfüllen;t vgl. Narens, 1985). Additive Repräsentationen sind in diesem Fall
nicht mehr nur Homomorphismen, sondern Isomorphismen.5 Strukturen, zwischen
denen ein Isomorphismus besteht, werden als isomorph bezeichnet.

Der zuvor vorgestellte Repräsentationssatz (Satz 1) erfaßt natürlich nicht nur die-
sen wichtigen Spezialfall isomorpher Repräsentation. Er besagt, daß bereits die dort
vorausgesetzten Axiome gemeinsam hinreichend für die Existenz additiver Repräsen-
tationen sind (und zwar für Repräsentation auf Verhältnisskalenniveau). Nur einige

von diesen — im wesentlichen die Ordnungsaxiome, das Assoziativitätsaxiom und das
Monotonieaxiom - sind aber tatsächlich auch notwendige Bedingungen hierfür, so
daß weitere Verallgemeinerungen (mit schwächeren und oft in einem gewissen Sinne
realistischeren Voraussetzungen) möglich sind. Insbesondere läßt sich die implizite
Annahme, daß für „beliebig große“ xz und y die Konkatenation z o y stets definiert

sei, was die Existenz „beliebig großer“ Objekte impliziert, entscheidend abschwächen

(für eine detaillierte Darstellung vgl. z.B. Krantz, Luce, Suppes & Tversky, 1971,
 

3Mathematisch geschieht dies gewöhnlich durch den Übergang zu Äquivalenzklassen (siehe Sup-

pes, 1951; vgl. Pfanzagl, 1971, Abschnitt 1.5).

Da im Kontext der Axiome 1-5 das archimedische Axiom hieraus folgt, braucht es dann nicht

mehr separat aufgeführt werden.
šEin Homomorphismus f im Sinne von Fußnote 2 wird als Isomorphismus bezeichnet, falls zu

jedem r aus N genau ein z aus X existiert mit f(x) = r (Bijektivität).
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Kap. 3). In all diesen Fällen spricht man von eztensiver Messung.
Abschließend sei noch bemerkt, daß das Konzept der extensiven Messung keines-

wegs nur für physikalische Variablen von Bedeutung ist. Es ist z.B. eng verwandt

mit Konzepten additiver Repräsentation im Bereich der „objektiven“ bzw. „subjek-

tiven“ Wahrscheinlichkeit und dem maßtheoretischen Begriff des (endlich additiven)
Wahrscheinlichkeitsmaßes. Eine Darstellung axiomatisch-meßtheoretischer Zugangs-

weisen zu diesem Themafindet sich u.a. in Krantz et al. (1971, Kap. 5) und Narens
(1985, Abschnitt 2.8e).

2 Additiv-verbundene Messung

Bis weit in dieses Jahrhundert hinein herrschte die Auffassung vor, daß fundamentale
Messung stets extensiver Natur zu sein habe und somit zumindest auf Verhältnisska-

lenniveau. Geordnete Gegenstandsbereiche mit „natürlichen“ und gut manipulier-

baren monotonen Konkatenationsoperationen sind in der Psychologie nun aber weit

seltener anzutreffen als etwa in der Physik. Tatsächlich erlaubt der zuvor skizzierte
allgemeine axiomatisch-repräsentationstheoretische Ansatz neben der Analyse des

klassischen Konzepts der extensiven Messung die Diskussion einer Vielzahl mögli-

cher Formen fundamentaler Messung. Ein prominentes Beispiel hierfür ist die - ins-
besondere für die Physik, Psychologie und Ökonomierelevante - additiv-verbundene

Messung (additive conjoint measurement), welche auf Debreu (1960) und Luce und
Tukey (1964) zurückgeht. Sie ist überall dort potentiell anwendbar, wo zwei Fakto-
ren zusammenwirken in dem Sinne, daß eine schwache Ordnung % auf Paaren von
Objekten bzw. Größen - den „Faktoren“ - gegeben ist (dies ist der sog. zweifak-
torielle Fall; in ganz analoger Weise läßt sich der mehrfaktorielle Fall behandeln).
Als Beispiel für eine solche Situation aus dem Bereich der Psychophysik könnte man

Paare (ż, j) (im folgenden kurz: ij) von Sinustönen einer festgelegten Frequenz, aber
unterschiedlicher physikalischer Intensität betrachten, welche gleichzeitig binaural

dargeboten werden (i im linken, j im rechten Ohr); hier ist somit die physikalische

Intensität die relevante Größe für beide Faktoren. Eine schwache Ordnung wird dann
z.B. gegeben durch die induzierte subjektive Lautstärke, indem wir festsetzen, daß
iJ Z tJ’, wenn der wahrgenommene Ton bei Vorgabe des Reizes iJ als mindestens
ebenso laut empfunden wird wie bei Vorgabe von 1'J' (vgl. Levelt, Riemersma &

Bunt, 1972). Als einfaches Beispiel aus dem Bereich der euklidischen Geometrie be-
trachte man zu Paaren von Strecken ż¿ und J variabler Länge die schwache Ordnung,

die sich aus dem Flächenvergleich der von diesen Strecken aufgespannten Rechtecke
ergibt. Anders als in diesen beiden Beispielen können die Objekte bzw. Größen im
allgemeinen Fall für beide Faktoren auch von verschiedener Art sein.

Allgemein lassen sich solche Situationen durch qualitative Strukturen der Art

C = (A x P,%} charakterisieren, wo % eine schwache Ordnung auf dem kartesi-
schen Produkt A x P darstellt; da hier zwei Objektbereiche, A und P, eine Rolle
spielen, spricht man auch von einer mehrsortigen Struktur. Repräsentationen für

solche mehrsortigen Strukturen bestehen aus einem Paar von Abbildungen (f,g),
wobei f und g jeweils den Bereich A bzw. P in die Menge der reellen Zahlen abbil-

den. In der Theorie der additiv-verbundenen Messung interessiert man sich nun für
die axiomatische Charakterisierung von Strukturen dieser Art, welche eine additive
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Repräsentation besitzen; hierunter versteht man eine Repräsentation (f,g) mit der
Eigenschaft, daß für alle Paare ap und bq aus A x P gilt:

ap% bq gdw. f(a)+g(p) > f(b) + g(4).

Auch dieses Konzept läßt sich unter das Konzept des Homomorphismus subsumieren,

sofern letzteres geeignet auf mehrsortige Strukturen verallgemeinert wird. Dieses

Konzept ist eng mit dem der extensiven Messung verknüpft. Unter anderem läßt
sich dies bereits daran erkennen, daß jeder extensiven Struktur (A, %*, 0) vermittels

der Definition cıdı Z c2d2 gdw. cı o dı Z* c20 dz eine von ihr induzierte additiv-

verbundene Struktur (A x A, %} zur Seite gestellt werden kann (ist nämlich f eine
additive Repräsentation der ersteren, so ist offensichtlich (f, f) eine der letzeren).

Für die nachfolgend erläuterten qualitativen Axiome der Unabhängigkeit (inde-

pendence) und der Doppelkürzbarkeit (double cancellation) rechnet man leicht nach,

daß sie in einer Struktur C = (A x P,%) erfüllt sein müssen, wenn eine additive Re-
präsentation für diese existiert, d.h. sie stellen notwendige qualitative Bedingungen
für die Existenz einer solchen Repräsentation dar.

Das Azriom der Unabhängigkeit fordert, daß für alle a und b aus A und alle p und

q aus P gilt:

(i) wenn ap X aq, dann auch bp X bq, und

(ii) wenn ap % bp, dann auch aq Z bq.

Dieses Axiom besagt gerade, daß % verträglich ist mit schwachen Ordnungen %7’ und
~” auf den beiden „Komponenten“ A und P in dem Sinne, daß für beliebige a und b
aus A und alle p, q aus P gilt: p Z” q gdw. ap % aq, und a 7’ b gdw. ap Z bp. Wenn
C diese Eigenschaft hat, spricht man auch von einer (ordinal) verbundenen Struktur.

Im oben erwähnten geometrischen Beispiel des Flächenvergleichs von durch zwei
Strecken (Grundseite und Höhe) aufgespannten Rechtecken entspräche den Kom-
ponentenordnungen gerade ein Längenvergleich von Grundseiten bzw. Höhen. Im
psychophysikalischen Beispiel binauraler Lautstärke würde man erwarten, daß die

beiden Ordnungen (bei festgelegter Frequenz) gerade der physikalischen Relation „ist

von größerer physikalischer Intensität als“ entsprechen, doch müßte man dies empi-

risch überprüfen. Man beachte aber, daß das Unabhängigkeitsaxiom selbst lediglich
besagt, daß überhaupt zwei mit % verträgliche Komponentenordnungen existieren
(auch diese schwächere Bedingung wäre im letztgenannten Beispiel ggf. empirisch
überprüfbar).

Als weiteres notwendiges Axiom wurde oben das Doppelkürzbarkeitsariom er-

wähnt. Dieses fordert, daß für alle a, b, c aus A und alle p, q, r aus P gilt:

wenn ar% cq und cp% br, dann ap zȘ% bq.

Es übernimmt in einem gewissen Sinn die Rolle des Monotonieaxioms der extensiven
Messung.®’
 

Vgl. hierzu das Beispiel einer durch eine extensive Struktur induzierten verbundenen Struktur.
Die beiden Prämissen besagen hier gerade, daß aor m" coq und cop m" bor; mittels mehrfa-

cher Anwendung des Monotonieaxioms (und weiterer Axiome wie Assoziativität und dem von den
übrigen Annahmen implizierten Kommutativitätsgesetz) folgt hieraus zunächst (a o r) o (c o p) Z"

(coq)o(bor) und dann weiter a o p >" b o q („Herauskürzen“ von c und r), d.h. ap % bq.
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Um ein System von qualitativen Axiomen zu gewinnen, welches für den Nach-

weis der Existenz additiver Repräsentationen hinreichend ist, betrachtet man weitere
Axiome, welche wir hier nicht aufführen wollen (im wesentlichen geeignete Varian-
ten des archimedischen Axioms und des Lösbarkeitsaxioms; siehe hierzu und zum

nachfolgenden Satz z.B. Krantz et al., 1971, Kap. 6; Narens, 1985, Abschnitt 3.4).

Strukturen C, welche diese Axiome erfüllen, werden als additiv-verbundene Struktu-

ren bezeichnet. Diese Bezeichnung rechtfertigt sich aus dem folgenden Repräsenta-
tionssatz:

SATZ 2. Es sei C = (A x P; X) eine additiv-verbundene Struktur. Dann gilt

1. (Existenz) C besitzt eine additive Repräsentation.

2. (Eindeutigkeit) (i) Für je zwei additive Repräsentationen (f1, g1) und (f2,g2)
von C existieren eine positive reelle Zahl r und reelle Zahlen s und t, so daß

fz =rfiı +s und g2 = rg, + t; (ii) ist (f1, g1) eine additive Repräsentation von
C, so ist auch (rfı + $s,rgı + t) eine solche (wo r, s, t beliebige reelle Zahlen
sind mit r > 0).

Die A- bzw. P-Komponenten additiver Repräsentationen (die f's bzw. g's) bilden
hier somit keine Verhältnisskalen mehr, sondern sogenannte Intervallskalen.

2.1 Additive vs. multiplikative Repräsentation

Man beachte, daß man von einer additiven Repräsentation (f,g) einer additiv-
verbundenen Struktur unmittelbar zu einer multiplikativen Repräsentationen (f*,g*)
übergehen kann. Hierunter versteht man eine Repräsentation mit der Eigenschaft

ap% bq gdw. f*(a)g"(p) > f*(b)g" (q).

Wie man mit Hilfe der Potenzgesetze leicht nachrechnet, ist hierzu lediglich f*(a) =
efla) und g*(a) = e°(°) zu setzen. Umgekehrt kann man von einer multiplikativen
Repräsentation durch Logarithmierungstets zu einer additiven übergehen. In diesem
Sinne könnte man statt von „additiv-verbundenen“ ebenso von „multiplikativ-ver-

bundenen“ Strukturen sprechen.
Ähnliches ist natürlich auch im Falle der extensiven Messung möglich: Multipli-

kative Repräsentationen entsprechen dort homomorphen Abbildungen (Homomor-

phismen) in die numerische Struktur (R>1, 2, x), wo R,ı für die Menge der reellen
Zahlen > 1 steht und x für die Multiplikation. Diese ist isomorph zu der ursprüng-

lich betrachteten numerischen Struktur (d.h. es existiert ein Isomorphismus zwischen
beiden Strukturen; ein solcher ist hier gerade die Exponentialfunktion y = e). Da-

neben gibt es unendlich viele weitere isomorphe numerische Strukturen, welche als

„äquivalente“ (nicht-additive) Repräsentationsstrukturen in Betracht kommen. Wel-
che davon man wählt, ist lediglich eine Frage der Zweckmäßigkeit und damit der
Konvention. Keine Frage der Konvention, sondern - zumindest im Prinzip - eine
der empirischen Überprüfung ist dagegen die Gültigkeit der entsprechenden quali-

tativen Axiome (welche hinreichend und/oder notwendig für die Ezristenz derartiger
Repräsentationen sind). Entsprechendes gilt für den Fall additiv-verbundener Struk-
turen wie für meĝftheoretische Repräsentationskonzepte ganz allgemein.
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2.2 Die distributive Verknüpfung eztensiver und

additiv-verbundener Strukturen

Ein weiterer in diesem Zusammenhang bedeutsamer Punkt sei am Beispiel des
Flächenvergleichs von Rechtecken mit Seiten ż¿ und j erläutert. In diesem Fall, in
dem in der Tat eine additiv-verbundene Struktur vorliegt, ist beispielsweise eine

multiplikative Repräsentation zweckmäßig und uns allen wohlvertraut, kann doch in

diesem Fall für f und g einfach ein übliches extensives Längenmaß gewählt werden
(„Fläche gleich Länge von i mal Länge von j“).

In der Tatsache, daß sich in diesem Beipiel ein solch einfacher Zusammenhang

zwischen einer additiven Repräsentation der Komponenten (bezüglich der Kompo-

nentenordnungen und Konkatenation o) und einer multiplikativen der betrachteten
additiv-verbundenen Struktur herstellen läßt, drückt sich ein entsprechender qua-

litativer Zusammenhang aus, welcher sich seinerseits durch geeignete qualitative
Axiome charakterisieren läßt. Eine wesentliche notwendige Bedingung für ein sol-
ches Zusammenspiel von additiven und multiplikativen Repräsentationenist z.B. die

folgende qualitative „Distributivitätsbedingung“: Wenn ap % bq und cp % dq, dann

auch (aoc)p % (bod)q. (Man beachte, daß hier z.B. (ao c)p vereinbarungsge-
mäß für das „Faktorenpaar“ (ao c,p) steht.) Tatsächlich findet sich gerade in der
Physik eine Fülle von Beispielen, in denen ein ähnlich „schönes Zusammenspiel“

zwischen additiv-verbundener und extensiver Messung besteht (unter Bezugnahme
auf Operationen auf A, P und/oder A x P und geeignete Distributivitätsbedin-
gungen; vgl. Narens, 1985, Abschnitt 3.5). Auch derartige Situationen, in denen

es um den Zusammenhang von qualitativen Strukturen untereinander und einen
„entsprechenden“ Zusammenhang der mit ihnen verknüpften Skalen geht, sind ein

bedeutender Gegenstand meßtheoretischer Analysen. Dies erlaubt insbesondere ein
vertieftes qualitativ-strukturelles Verständnis vieler elementarer Gesetze der Physik,

des aus ihnen abgeleiteten dimensionalen Gefüges physikalischer Größen (,Dimen-
sionen“ wie Volumen, Dichte, Stromstärke usw. als Produkte von Potenzen weniger

extensiver Basisdimensionen wie Länge, Masse, Zeit) und damit auch der Grund-
lagen der sog. Dimensionsanalyse (siehe Krantz et al., 1971, Kap. 10; Luce, 1978;

Luce, Krantz, Suppes & Tversky, 1990).

2.9. Nicht-additive Strukturen

Nicht unerwähnt bleiben soll an dieser Stelle, daß die vorgestellten Analysen mitt-

lerweile auch auf den Fall von Konkatenations- und verbundenen Strukturen ausge-
dehnt wurden, welche nur nicht-additiv repräsentierbar sind (dies ist streng vom Fall
nicht-additiver Repräsentationen für die bisher betrachteten „additiven“ Strukturen

zu unterscheiden). Hierbei handelt es sich um Strukturen, welche keine additive
(und damit auch keine multiplikative) Repräsentation zulassen, da sie die hierfür
notwendigen qualitativen Bedingungen der Assoziativität bzw. Doppelkürzbarkeit

nicht erfüllen (z.B. Narens, 1985; Luce et al., 1990). Ausgehend von den Untersu-

chungen von Cohen und Narens (1979) und Narens (1981) werdenstatt dessen häufig
qualitative Annahmen herangezogen, welchesich auf die inneren Symmetrien der zu-
grundeliegenden qualitativen Strukturen beziehen (d.h. auf deren Automorphismen;
vgl. das folgende Kapitel von Niederée & Mausfeld, in diesem Band).
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3 Einige allgemeine Schlußbetrachtungen

Die extensive und die additiv-verbundene Messung sowie eng mit diesen verbundene
Konzepte - wie z.B. das der Differenzenmessung — oder Erweiterungen - wie das
des polynomial conjoint measurement — sind sicher die bekanntesten Beispiele axio-

matisch-meßtheoretischer Repräsentationskonzepte (vgl. Krantz et al., 1971, Kap. 4

bzw. Kap. 7; ein bereits bei Hölder, 1901, behandeltes Beispiel der Differenzen-

messung wäre der Abstand zwischen zwei Punkten auf einer Geraden). Doch sie
sind bei weitem nicht die einzigen. Einige der zahlreichen weiteren Beispiele wur-
den bereits im letzten Abschnitt erwähnt. Wichtige Anwendungsbereiche sind z.B.
die Entscheidungs- und Nutzentheorie (vgl. z.B. Krantz et al., 1971, Kap. 8) oder

die Psychophysik, wie z.B. meßtheoretische Untersuchungen zu Schwellenkonzepten

oder zur Farbmetrik belegen (vgl. Suppes, Krantz, Luce & Tversky, 1989). Letzteres
ist ein Beispiel für ein mehrdimensionales Repräsentationskonzept; eine axiomatisch-

meßtheoretische Grundlegung solcher Konzepte findet sich daneben u.a. auch in den
Bereichen der multidimensionalen Skalierung und der Geometrie (vgl. ebenfalls Sup-

pes et al., 1989).
Dies möge an Belegen für die potentielle Fruchtbarkeit und Reichhaltigkeit des

axiomatisch-meßtheoretischen Ansatzes genügen. Abschließend wollen wir noch kurz
auf einige grundsätzliche konzeptuelle und wissenschaftstheoretische Fragen einge-
hen, welche sich in diesem Zusammenhang stellen. Viele der im folgenden angespro-

chenen subtilen Themen werden in der einschlägigen Literatur kontrovers diskutiert.
Nicht selten werden sie auch in übermäßig vereinfachender Weise behandelt. Wir
werden uns hier weitgehend auf die andeutungsweise Darstellung eines uns kohärent
erscheinenden Standpunktes beschränken müssen.

Häufig wird der axiomatischen Meßtheorie lediglich die Aufgabe zugeschrieben,
das empirische Fundament für die Einführung von „Basisskalen“ auf der Grundlage

geeigneter Konzepte „fundamentaler Messung“ zu legen, von denen ausgehend dann
weitere Skalen rein numerisch definiert werden können (wie z.B. Dichte als Quotient
von Masse und Volumen). Man spricht dann von abgeleiteter Messung (Campbell,
1920; Suppes & Zinnes, 1963; implizit findet sich eine solche Unterscheidung be-

reits bei Helmholtz, 1887). Dies ist sicher eine mögliche Vorgehensweise; dabei darf
die Unterscheidung „fundamental“ vs. „abgeleitet“ aber nicht als eine in einem epi-

stemologischen oder ontologischen Sinne „absolute“ Klassifikation mißverstanden

werden (die Rollen können z.B. häufig vertauscht werden).
Folgt man dieser Auffassung, welche den potentiellen Wirkungskreis axiomatisch-

meßtheoretischer Analysen vergleichsweise eng zieht, so übersieht man jedoch leicht,
daß eine qualitativ-axiomatische Analyse oft auch für Skalen sinnvoll und erhellend

sein kann, welche als abgeleitete Skalen eingeführt wurden. In der Physik liegen ihrer

Einführung beispielsweise in aller Regel Naturgesetze, wie z.B. gewisse [Invarianzen,
zugrunde — Helmholtz (1887) bezog sich explizit auf diesen Fall, der auch im Beispiel
der Dichte vorliegt —, die dann den Ausgangspunkt für eine solche Analyse bilden
können. Entsprechendes gilt allgemein für das Zusammenspiel mehrerer Skalen und
der sie verbindenen Gesetze. Man denke etwa an das obige Beispiel der distributiven

Verknüpfung von additiv-verbundenen und extensiven Strukturen (die Beziehung
von Dichte, Masse und Volumenließe sich z.B. ganz ähnlich qualitativ analysieren).
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Ob mannunin einem gegebenen Fall eine solche explizite qualitative Darstellung
derartiger Zusammenhänge anstrebt oder nicht, eines sollte sicherlich nicht vergessen
werden: Letztlich ist es gerade dieses Zusammenwirken von Skalen und Gesetzen in-
nerhalb eines reichen empirisch-theoretischen Zusammenhangs, welchem wesentlich
der Erfolg der quantitativen Methode in reifen Wissenschaften wie der Physik zu

verdanken ist. Auch die Längenmessung verdankt ihre Bedeutung nicht allein der
Tatsache, daß sie sich als Prototyp fundamentaler Messung auffassen läßt, sondern

der Rolle, die sie u.a. in Geometrie, Physik und Technik spielt.

Betrachtet man die qualitativ-axiomatische Vorgehensweise aus der zuletzt
angesprochenen Perspektive, so tritt der Aspekt der substanzwissenschaftlichen

Theoriebildung in den Mittelpunkt und das Bemühen, den qualitativ-empirischen

Gehalt von quantitativen Konzepten und Modellen/Theorien dort, wo dies auf

diese Weise möglich ist, zu erhellen. Dies dient zum einen dem Ziel begrifflich-
konzeptueller Klärung. Zum anderen bieten die jeweiligen qualitativen „Axiome“je-
doch unter Umständen auch wertvolle Ansatzpunkte für eine gezielte ezperimentelle
Überprüfung der betreffenden Theorien. Im Mittelpunkt werden dabei „unmittelbar

testbare“ universelle Axiome („für alle...“) stehen wie z.B. das Monotonieaxiom
in der Theorie der extensiven oder das Doppelkürzbarkeitsaxiom in der Theorie der

additiv-verbundenen Messung. Andere, wie z.B. das archimedische Axiom, sind nicht

in einem solchen Sinne unmittelbar testbar (falsifizierbar); sie werden daher gele-
gentlich als „technische Axiome“ bezeichnet (vgl. Adams, Fagot & Robinson, 1970).
Dies bedeutet jedoch nicht, wie gelegentlich angenommen, daß solche Axiome da-
mit tatsächlich stets ohne jeden qualitativ-empirischen Gehalt seien (einige knappe
Anmerkungen zu diesem subtilen und u.E. bisher nicht ausreichend in der Literatur
beleuchteten Punkt finden sich z.B. in Niederée, 1994, S. 576; vgl. auch Adams, 1979,

S. 208f. und Luce et al., 1990, Kap. 21).
Begriffe wie „unmittelbar testbar“ (oder „falsifizierbar“), „empirischer Gehalt“,

„empirische Struktur“ etc. dürfen in den zuvor angesprochenen Zusammenhängen

nicht, wie es häufig geschieht, naiv-empiristisch mißverstanden werden. Dies ist der
Grund, weshalb wir hier den (leider gelegentlich seinerseits mißverstandenen) Be-
griff der „qualitativen Struktur“ (etc.) dem der „empirischen Struktur“ vorgezogen

haben. Zum einen gibt es aus einer theoretischen Perspektive keinen Grund, die An-
wendung der hier diskutierten Konzepte auf den Fall beobachtbarer Relationen und
Operationen in einem engen empiristischen Sinne zu beschränken. Schwerwiegender
ist der Einwand, daß selbst in allgemein akzeptierten Fällen fundamentaler Messung
die betrachteten Objekte und Relationen kaum je im strengen Sinne dem in direkter

Beobachtung unmittelbar und unanfechtbar Gegebenen entsprechen, welches dann
als unumstößliche qualitativ-empirische Datenbasis aufgefaßt werden könnte (nur so
wäre ja eine Falsifikation von qualitativen „Axiomen“ im strengen Sinne möglich).

So ist selbst im Falle der Längenmessung eine streng empiristische Lesart der
genannten Art unangemessen. Dies ist z.B. für Objekte makroskopischer oder mi-

kroskopischer Größenordnung unmittelbar evident. Der theoretische (was nicht not-
wendig heißt: „irreale“ oder „unanschauliche“) Charakter der Operation o und der
Relation % liegt für solche Objekte auf der Hand. In der Psychologie würde man
in einem solchen Fall von einer latenten Variablen sprechen. Tatsächlich kann selbst

im Falle „irdischer“ Größenordnungen die betrachtete qualitative Struktur - soll die
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Annahmeaufrecht erhalten werden, daß sie die obigen Axiomeerfüllt — lediglich als
„beobachtungsnah“ bezeichnet werden. In der Tat werden reale Stäbe die Axiome der

extensiven Messung nur approximativ im Sinne unmittelbarer Beobachtungsprädi-

kate erfüllen (auch wenn dies für die meisten Zwecke völlig ausreicht): Man denke
etwa an die hier implizit gemachte problematische Annahme der absoluten „Un-

veränderlichkeit“ der betrachteten Stäbe; oder an die Tatsache, daß aus den obigen
Axiomenfolgt, daß, wenn aı ~ a2, a2 ~ a3, ..., An-1 ~ An, Stets auch aı ~ an gelten

muĝ; usw. Die qualitative Struktur ¥ = (X, %,0) selbst, auf die wir uns in unserer
obigen Darstellung bezogen haben, muĝ also strenggenommen bereits als eine aus
theoretischen Gründen eingeführte „Hintergrundstruktur“ betrachtet werden (wel-
che sich etwa auf „physikalische Strecken“ beliebiger Länge statt auf konkrete Stäbe
bezieht). Diese Struktur können wir dann auf die eine oder andere Weise zur „Beob-

achtungsebene“ in Beziehung setzen. Zu einer solchen Gegenüberstellung paßt auch
die Unterscheidung des wissenschaftlichen common sense von „wahrer“ Länge (zu
einem bestimmten Zeitpunkt -— auch hierin steckt bereits ein theoretisches Element)
und der jeweiligen gemessenen Länge, von denen letztere mit einem „Meßfehler“

behaftet sein kann. Die diesem common sense am nächsten stehende (wenn auch
aus „anti-realistischer“ Sicht kontrovers diskutierte) philosophische Position, wel-

che im Gegensatz steht zu traditionellen empiristischen Positionen, ist die des sog.
wissenschaftlichen Realismus.

Entsprechendes gilt natürlich für andere Beipiele fundamentaler Messung. Die

hier angedeuteten Probleme hängen mit tiefliegenden allgemein-wissenschaftstheore-
tischen Fragen zusammen,auf die wir hier nicht eingehen können. In der Meßtheorie
spricht man in diesem Zusammenhang gewöhnlich von dem Fehlerproblem. Über das
Konzept des Meßfehlers im traditionellen Sinne hinaus schließt es die Problematik

des Testens meßtheoretischer Axiome auf qualitativer Ebene mit ein.

Eine erhebliche Quelle von Schwierigkeiten kann in diesem Zusammenhang etwa
eine intrinsische Variabilität der betrachteten Objekte (und damit ihrer Relatio-
nen zueinander) sein, wie sie in der Psychologie oft gegeben ist. Ein fruchtbarer

theoretischer Weg, hiermit umzugehen, könnte in geeigneten Situationen die Pro-
babilisierung meßtheoretischer Konzepte sein (der Bezug auf Beobachtung/Daten
erfordert dann eine inferenzstatistische Vorgehensweise). Erste Ansätze hierzu fin-
den sich in der probabilistischen Meßtheorie (siehe z.B. Falmagne, 1985; Suppes et

al., 1989; Heyer und Niederée, 1992). Doch muß vor jedwedem schematisch verallge-

meinernden Lösungsversuch „des“ Fehlerproblems gewarnt werden: Sieht man von
rein pragmatischen Intentionen ab, bleibt die entscheidende Ebene die der jeweiligen

substanzwissenschaftlichen Theoriebildung (siehe z.B. Heyer und Mausfeld, 1987).
Einen Aspekt, der für die Anwendung der entsprechenden Theorien (aber auch

aus theoretischen Gründen selbst) von Interesse ist, haben wir bisher vernachlässigt:

die Rolle von Meßverfahren und Maßzahlen (gewöhnlich reelle Zahlen; Narens, 1974,

1985, betrachtet z.B. auch sog. nonstandard reals, welche auch infinitesimale, d.h.
„unendlich kleine“ Größen einzubeziehen gestatten). Tatsächlich spielen in einem

gewissen theoretischen Sinne „Meßverfahren“ im axiomatisch-repräsentationstheo-

retischen Ansatz eine wesentliche Rolle, wenn auch häufig nur implizit in Gestalt

der den Beweisen der Repräsentations- und Eindeutigkeitssätze zugrundeliegenden

Skalenkonstruktionen.
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Im Fall der extensiven Messung beruht die Bestimmung eines Meßwertes z.B.
auf der folgenden bekannten Grundidee (wir beziehen uns hier wieder auf die theo-
retisch zugrunde gelegte extensive Struktur selbst, d.h. das Fehlerproblem ist aus-

geklammert): Es wird willkürlich ein Bezugsobjekt e festgesetzt, dem der Wert 1

zugeordnet wird (Einheit). Man betrachtet dann Vielfache der Einheit und des zu
messenden Objektes a, oder auch Vielfache von n-ten bzw. m-ten Teilen davon, z.B.
von Zehnteln, Hundertsteln etc.; diese lassen sich rein qualitativ unter Rückgriff auf

den Begriff der Standardfolge (s.o.) einführen. Der Meßwert von a relativ zur Einheit
e ergibt sich dann aus dem Vergleich der resultierenden Objekte hinsichtlich ~ und

> (siehe Hölder, 1901; vgl. Niederée, 1992a). Ist im Fall der Längenmessung z.B.
aoa gleich lang (im Sinne von ~) wie (eo e) o e, so ergibt sich, daß der Skalenwert
für a gleich 3/2 ist; gilt > (<) statt ~, so ergibt sich, daß er grösser (kleiner) als 3/2
sein muß. Während rationale Skalenwerte im Prinzip durch einen einzigen Vergleich

der ersten Art bestimmt sind, werden irrationale Skalenwerte erst durch unendlich

viele Vergleiche der zweiten Art festgelegt (durch endlich viele werden sie nach und
nach besser „approximiert“). In mathematischen Beweisen des Satzes von Hölder
(Satz 1) wird daher häufig auf Konzepte wie das des Grenzwertes zurückgegriffen.

Solche Skalenkonstruktionen sind, anders als etwa bei den meisten auf dem Wege

der Operationalisierung eingeführten numerischen Indizes, stets eng verknüpft mit

der jeweiligen qualitativen Theorie (also hier den Axiomen der extensiven Messung).
Ein entsprechendes allgemeines Konzept des Meßverfahrens und ein darauf gestütz-
tes allgemeines Konzept der Maßzahl findet sich jedoch in den traditionellen meßĝ-

theoretischen Darstellungen nicht. Tatsächlich ist ja nicht einmal klar, warum ein
allgemeines Konzept der Maßzahl stets mit dem der reellen Zahl zusammenfallen
sollte, welches sich historisch aus einem Spezialfall fundamentaler Messung, nämlich

dem der eztensiven Messung (bzw. mit Blick auf negative reelle Zahlen: dem der Dif-
ferenzenmessung) im Sinne eines zugehörigen theoretischen Bereichs von „Maßzah-

len“ entwickelt hat. Eine logisch-modelltheoretische Weiterentwicklung des repräsen-
tationstheoretischen Ansatzes, die ein entsprechendes Konzept des „Meßverfahrens“

zum Ausgangspunkt nimmt und hieraus ein allgemeines Konzept der „Maßzahl“
ableitet, wurde von Niederée (1992a, 1992b) vorgeschlagen.

Der zunächst einmal abstrakt-theoretische (mathematische) Charakter der zuvor
angesprochenen Konzepte des „Meßwertes“ und des „Meßverfahrens“ bzw. der Maß-

funktion ist unübersehbar. Er wird bereits deutlich durch den Bezug auf reelle Zahlen
und unendliche Approximationsverfahren (man denke etwa an die Darstellung reel-
ler Zahlen durch unendliche Dezimalbrüche). Wie in der obigen Skizze eines solchen
Meßverfahrens für extensive Strukturen deutlich wird, kann ein solches ,„Meßver-

fahren“ in mehr oder weniger enger Beziehung stehen zur tatsächlichen praktischen
Messung im Sinne einer regelgeleiteten praktischen Zuordnung von Zahlzeichen zu
konkreten empirischen Objekten. Dennoch sind diese beiden konzeptuellen Ebenen

sorgfältig zu unterscheiden, wie bereits aus der Tatsache deutlich wird, daß Zahlzei-
chen - welche sich als konkrete Zeichen („Namen“) für abstrakte Zahlen auffassen
lassen — in der Regel nur für rationale Zahlen zur Verfügung stehen (Brüche; end-
liche Dezimalbrüche), in der Praxis sogar nur für einen vergleichsweise kleinen Teil
davon, aus grundsätzlichen mathematischen Gründen aber keinesfalls für beliebige
reelle Zahlen (man wird sich dann in der Praxis ggf. auf Paare von Zahlzeichen
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oder dergleichen im Sinne einer unteren und einer oberen Abschätzung beziehen).

Eine vielzitierte, operationalistisch gefärbte Explikation des Begriffs der „Messung“

der letztgenannten Art, d.h. im Sinne einer regelgeleiteten Zuordnung von Zahlen
bzw. Zahlzeichen,findet sich z.B. bei Stevens (1959); wie viele andere unterscheidet

er dabei jedoch nicht zwischen Zahlen (numbers) und Zahlzeichen (numerals) und
verstellt damit den Blick auf entscheidende konzeptuelle Unterschiede.

Neben den genannten konzeptuellen Unterscheidungen steht einer unmittelbaren
Identifizierung praktischer Messung mit Skalenkonstruktionen der oben beschriebe-
nen Art natürlich auch der mit dem Fehlerproblem verknüpfte Problemkreis ent-
gegen; dies kann selbstredend auch aus praktischer Sicht eine bedeutsame Kompli-

kation darstellen. Hinzu kommt nicht zuletzt die Tatsache, daß praktische Meßver-

fahren häufig auf die ein oder andere Weise „indirekt“ sind, etwa indem sie Meßin-

strumente einbeziehen (im Fall der Messung von Längen im mikroskopischen oder
makroskopischen Bereich ist dies z.B. unumgänglich). Deren theoretische Rechtfer-
tigung erfordert häufig zusätzliche Annahmen, die, wo dies fruchtbar erscheint, ih-
rerseits natürlich wieder qualitativ-meßtheoretisch analysiert werden können. Hier

spielt mit anderen Worten der oben angesprochene empirisch-theoretische Kontext
eine entscheidende Rolle.

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß der repräsentationstheoretische Ansatz der
axiomatischen Meßtheorie einen wichtigen Beitrag zum Verständnis der qualitativ-

theoretischen Grundlagen quantitativer Konzepte leisten kann. Wesentlich hierbei ist

die ihm zugrundeliegende qualitativ-strukturelle Perspektive, welche in substantieller

Weise die Frage nach der empirischen „Bedeutsamkeit“ quantitativer Konzepte und

Modelle zu erhellen erlaubt.
Hierin, dies sei an dieser Stelle noch hinzugefügt, unterscheidet er sich deut-

lich von der - vor allem unter Psychologen populären, doch zumeist irregeleiteten —

Praxis, den Blick unter Ausklammerung qualitativ-struktureller Betrachtungen im
Gefolge von Stevens (z.B. 1946, 1959) auf „das Skalenniveau“ einzuengen. Skalenni-

veaubezogene meßtheoretische Invarianzkriterien werden dann häufig als „Bedeut-
samkeitspostulate“ mißverstanden. Eine Kritik einer derartigen, scheinbar „meß-

theoretischen“ Vorgehensweise findet sich im folgenden Kapitel von Niederée und
Mausfeld (in diesem Band), wo andererseits jedoch auch aufgezeigt wird, daß sich
im Rahmeneiner (ggf. probabilistisch zu erweiternden) qualitativ-strukturellen Per-
spektive durchaus fruchtbare substanzwissenschaftliche Anwendungsmöglichkeiten
meßtheoretischer Invarianzkonzepte ergeben können.

Auch der gegenüber einem reinen Skalenniveau-Ansatz wesentlich reichhaltigere
konzeptuelle Rahmen der axiomatischen Meßtheorie beantwortet jedoch noch nicht

alle mit dem Thema „Theorie und Messung“ verknüpften wissenschaftstheoretischen

Grundlagenfragen. Wie wir gesehen haben, erfordert ein umfassendes Verständnis
dieses Problemkreises bereits in scheinbar einfachen paradigmatischen Beispielen
fundamentaler Messung, wie dem der Längenmessung, die Einbeziehung zusätzlicher
Gesichtspunkte. Dies schmälert jedoch bei angemessener Betrachtungsweise weder
die Bedeutung dieses Ansatzes als Instrument konzeptueller Klärung noch seinen
potentiellen Beitrag zur Theoriebildung in den empirischen Wissenschaften.
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4 Weiterführende Literatur

Lesenswerte einführende Artikel, welche einige neuere Entwicklungen mitberücksich-
tigen, sind u.a. Luce (1992) und Luce und Narens (1987). Einen umfassenden Über-
blick über die axiomatisch-repräsentationstheoretische Meßtheorie auf hohem Niveau
vermitteln die bereits mehrfach erwähnten drei Bände der Foundations of Measure-

ment (Krantz et al., 1971; Suppes et al., 1989; Luce et al., 1990), in welchen sich
auch ein umfangreiches Literaturverzeichnis findet. Als Standardwerke sind des wei-
teren Pfanzagl (1971) und Narens (1985) zu nennen. Während diese Werke eher
mathematisch-theoretisch ausgerichtet sind, nähert sich Roberts (1979) dem Thema
aus einer anwendungsorientierten Perspektive.

Ein Überblick über die relevante Literatur zu den in den Schlußbetrachtungen an-
gesprochenen Grundlagenfragen und zur Kritik verschiedener Aspekte des Repräsen-
tationsansatzes kann hier nicht gegeben werden (zum letzteren Punkt siehe z.B.
Adams, 1966, und Savage & Ehrlich, 1992). Innerhalb des axiomatisch-repräsen-

tationstheoretisch orientierten meßtheoretischen Schrifttums werden diese Themen
(und damit verknüpfte Probleme des Repräsentationsansatzes) sowie Fragen der prä-
dikatenlogischen Axiomatisierbarkeit, welche hier nicht angesprochen werden konn-

ten, insbesondere in Suppeset al. (1989, Kap. 21), Niederée (1992b, 1994) und Luce
und Narens (1994) diskutiert, wo sich auch weitere Literaturangaben zu diesem The-
menkreis finden.
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