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Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis der Existenz bzw. die explizi-
te Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren auf
dem Siegelschen Halbraum H,, und mit vektorwertigen Ausgangsautomor-
phiefaktoren.

Ansatz Es werden nicht-holomorphe, dquivariante Differentialoperato-
ren verwendet, um holomorphe, dquivariante Differentialoperatoren zu kon-
struieren. FEin einfaches Beispiel (s. [3 5.40/41]), um den verwendeten An-
satz zu beschreiben, erhdlt man z.B. fiir den Maas-Shimura- Differentialope-
rator von Grad 1 (s. Kapitel 3)

Fiir Funktionen f € H,(H,C) und g € H,(H, C) (s. Kapitel 1, S. 9/10) ist
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Als Differenz (mit passenden Koeffizienten) geschrieben erhilt man
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holomorpher Dif ferentialoperator
(Rankin—Cohen—Klammer)
Somit ist die Idee der Konstruktion in aller Kiirze beschrieben und in dieser
Arbeit werden wir hoherdimensionale Versionen hiervon behandeln, aus-

gehend von vektorwertigen Automorphiefaktoren.

Vorgehensweise | Ausgehend von dem nicht-holomorphen, dquivari-
anten Differentialoperator aus einer gemeinsamen Arbeit von S. Bocherer,
T. Satoh & T. Yamazaki [2] werden wir auf zwei Weisen holomorphe und

dquivariante Differentialoperatoren direkt und explizit entwickeln. Zu ei-



ner Darstellung p = Sym” ® det* wird ein bilinearer, holomorpher Differen-

tialoperator
[*’ *} : /7’—[Sym"®det’c (Hm V(V)> X H gert (Hn7 (C) — H,S'ymu+2®detk+l (Hn, V(V+2))

konstruiert werden, der fiir alle Funktionen f aus Hgymvgaets (Hn, V®)) und
g aus Hgeq (H,, C) die Aquivarianzeigenschaft

|:f ‘Sym”@detk Mag ’detl M:| = |:f7 g} ’Sym”+2®detk+l M

fur M € Sp(n,R) erfiillt. Des Weiteren wird ein linearer und holomorpher

Differentialoperator
D HgymV@)detk <H2n> V(V)) — HSym"+2®detk (HQm V(V+2))

vermoge D .= [* ,det(Z2>l}

entwickelt werden, der fiir alle Funktionen f € Hg,»gder (Han, V¥)) die

Aquivarianzeigenschaft

D(.f |Sym”®detk MT) = D(f) ’Sym”+2®detk MT
D(f ‘Sym”@detk Mi,) = D(f) ’Sym”+2®detk‘ M\L

und
D(f |Sym"<§§dei§‘IC V) = D(f) ’Sg,(rnl”ﬂ@det’C V

01
fur alle M € Sp(n,R) und V = ( 100 001 ) € Sp(2n,R) erfullt. Wir werden
10

auflerdem sehen, dass beide Konstruktionen, mit Ausnahme eines Spezial-
falles, ungleich Null sind.

Vorgehensweise Il Ausgehend von dem nicht-holomorphen, dquivari-
anten Differentialoperator aus einer Arbeit von G. Shimura [19] werden zu-
ndchst wieder auf zwei Weisen holomorphe, dquivariante Differentialope-
ratoren explizit entwickelt, dieses Mal zu einer Darstellung p = Sym' ®det*.



Auch zu dieser Darstellung wird ein bilinearer und holomorpher Differen-

tialoperator
[*7 *:| : HSym1®detk (Hn7 X) X Hgept (Hna (C) — HSym1®Sym2®detk+l (Hnu S1 (Tu X))

explizit konstruiert werden, der dquivariant beziiglich der symplektischen
Gruppe Sp(n, R) ist sowie einen linearen, holomorphen Differentialoperator

D: %Sym1®detk‘ (HQna X) — HSym1®Sym2®detk (HZna Sl (T7 X))

vermoge D .= [*, det(Zz)l]

der dquivariant beztiglich der Untergruppe Sp(n,R) x Sp(n,R) C Sp(2n,R)
ist.

An diesem Ansatz ankniipfend, fiihrt uns dieser schliefdlich (mittels Dar-
stellungstheorie) zu einem - iiber die expliziten Konstruktionen hinausge-
henden - Resultat, mit Hilfe dessen wir letztendlich zu jeder beliebigen irre-

duziblen Darstellung p einen bilinearen, holomorphen Differentialoperator
[%, %]« Hp(Hp, X) X Haept(Hy, C) = Hposyme@dent (Hn, S1(T, X))

erhalten werden, der fiir alle Funktionen f € #,(H,,, X ) und g € Hg.u (H,, C)
eine Aquivarianzeigenschaft fiir Sp(n, R) erfiillt. Auerdem werden wir zu
jeder beliebigen irreduziblen Darstellung p einen linearen und holomor-

phen Differentialoperator
D : H,y(Hopn, X) = H,ppsymz (Hay,, S1(T, X))

erhalten, der dquivariant bzgl. der Untergruppe Sp(n,R) x Sp(n,R) von
Sp(2n,R) ist. Auch hier werden wir wieder sehen, dass die Konstruktionen
(aus Vorgehensweise II), mit Ausnahme eines Spezialfalles, ungleich Null

sind.



Abstract

The purpose of this thesis is to prove the existence of holomorphic & equiva-
riant differential operators acting on the Siegel upper half space H,,, starting
from a vector-valued case (i.e. vector-valued factor of automorphy) and con-
struct such operators explicitly.

Approach We get such holomorphic, equivariant differential operators
from non-holomorphic, equivariant differential operators of Maas-Shimura
type. To describe our approach, we first consider a simpler case (see [3, p.
40/41]) using the degree one Maas-Shimura differential operator (see Chap-
ter 3)

o (9) = (35 + 2) (9).

With f € Hi(H,C) and g € H;(H, C) (s. Chapter 1, p. 9/10) we can write

down

{07 (0) = Ot (£ -9) e (k- S (29) =1 (26) ).

Cps (H,C) Cps (H,C) Hpq 1 (H,C)

And with suitable coefficients we get

(k) [ (9) = 1- 00 (F-9) = (k- f (£9) —1-(£) 9) -

[

holomorphicgi f f.operator
(Rankin—Cohen—Bracket)
This example summarizes briefly how we build our operators. In this thesis
we will consider a higher-dimensional version of this idea with a vector-

valued factor of automorphy as starting point.

Method I Using the non-holomorphic, equivariant differential operator
constructed by S. Bocherer, T. Satoh & T. Yamazaki in their paper [2], we
construct holomorphic, equivariant differential operators directly and ex-



plicitly in two different ways. Given a representation p = Sym” ® det”, we
get a bilinear holomorphic differential operator

[*’ *} : HSym"@detk (Hm V(V)> X H gert (Hn7 (C) — H,S'ymu+2®detk+l (Hn, V(V+2)>
satisfying
[f |Sym’/®detk M’“q |detl M} = [f7 g} |Syml’+2®detk+l M

for all f € Heymraderr(Hn, V¥), g € Hyen(H,,C)and M € Sp(n,R). Further
we get a linear and holomorphic differential operator

D : Hsyme et (Hln, V(V)) — Hymv+2@det (Hy,, V(V+2)>

with 1
D := [* ,det(Zs) } ,
satisfying
D(f |Sym”®detk MT) = D(f) |Sym”+2®detk MT
D(f |Sym”®detk Mi) = D(f) |Sym”+2®detk M\L
and

D(f ’Sym”@det’“ V) = D(f) ’Sym”+2®detk Vv

01
forall f € Heymroders (Han, VW), M € Sp(n,R) and V=< 100 001 ) € Sp(2n,R).
10

We will see that, except of one special case, both constructions are nonzero.

Method Il Using G. Shimura’s non-holomorphic differential operator
described in [19], again we construct holomorphic, equivariant differential
operators directly and explicitly in two different ways, but this time consi-
dering a representation p = Sym' ® det*. Given this representation, we get
a bilinear holomorphic differential operator

[*7 *} : HSym1®detk’ (Hna X) X Hdetl (Hna C) — HSym1®Sym2®detk+l (Hna Sl (T, X))



with some equivariance properties with respect to the symplectic group
Sp(n,R) and again a linear and holomorphic differential operator

D: HSyml(XJdetk (H2n7 X) — ?—[Syml(XJS'g;m?(XJ(ielS’c (H2n7 Sl <T7 X))

with
D := [x,det(Z,)']

and with some equivariance properties with respect to the subgroup
Sp(n,R) x Sp(n,R) C Sp(2n,R).

Following up on this (and by means of representation theory), Method II
leads us to a statement, beyond our explicit constructions, which takes us
to the final result. Given an arbitrary irreducible representation p, we get a
bilinear holomorphic differential operator

[, %] = Hp(Hoy X) X Hgert (Ho, ©) = Hpsgymeacnt (Hay S1(T, X))

with some equivariance properties with respect to the symplectic group
Sp(n,R). Furthermore we get a linear and holomorphic differential operator

D : Hp(Hgn,X) — Hp@Sme(HQna Sl(T,X))

with some equivariance properties with respect to the subgroup
Sp(n,R)xSp(n,R) C Sp(2n,R). Again we will see that, except of one special
case, these constructions (of method II) are nonzero.
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Einleitung und Gliederung

Einleitung

Aquivariante holomorphe Differentialoperatoren auf hermiteschen symme-
trischen Rdumen - in dieser Arbeit betrachten wir nur den Siegelschen Halb-
raum H, - sind ausgesprochen rar ([13]], [6] & [1]). Dabei versieht man den
Raum der holomorphen Funktionen auf H,, mit der Operation

(M) f 1 M, (f |« M)(Z) :=det(CZ+ D)™ f(M(Z)),

A B
fiir M = ( ) € Sp(n,R)und Z € Hi,.
C D
Man fragt nach holomorphen Differentialoperatoren mit der Eigenschaft
D(f [ M) =(Df) [y M

mit M € Sp(n,R). Eines der wenigen Beispiele hierfiir ist fiir den Fall n = 1
die gewdhnliche holomorphe Ableitung 2 mit k = 0 und k" = 2.

Eine Reihe von Autoren, wie beispielsweise G. Shimura, T. Ibukiyama und
S. Bocherer, haben auf je verschiedene Weise durch Abschwéchung der ver-
langten Eigenschaften versucht, die Situation zu verbessern. G. Shimura
durch Abschwéchung der Holomorphie, T. Ibukiyama und S. Bocherer durch
Verkleinerung der betrachteten (Lie-)Gruppe G. Von besonderem Interesse
ist dabei der Fall n = 2m,

G = Sp(m,R) x Sp(m,R) — Sp(2m,R).



Hier kann man Aquivarianz verlangen mit gleichzeitiger Restriktion der
Funktion f auf die diagonal eingebetteten Halbraume H,, x H,, — Hy,,.
Dieser Fall wurde von T. Ibukiyama in [15] untersucht. Starker kann man
verlangen, dass die Aquivarianz auch ohne Restriktion vorliegt. Dieser Fall
ist in [4], [3] und [5] zu finden. Die Differentialoperatoren ohne Restriktion
haben die wichtige Zusatzeigenschaft, dass man sie iterieren kann.

Diese Operatoren sind noch nicht wirklich verstanden, einige strukturelle
Ansitze aus dem Forschungsseminar [3]] sind noch nicht ausgearbeitet und
insbesondere weiff man gar nichts {iber solche Operatoren mit vektorwer-
tigen Automorphiefaktoren als Ausgangspunkt. Solche Automorphiefak-
toren werden durch irreduzible polynomiale Darstellungen p der Gruppe
GL(n,C) parametrisiert, daher wird die Darstellungstheorie der allgemei-

nen linearen Gruppe auch eine wichtige Rolle in dieser Arbeit spielen.

Damit ist das Thema der vorliegenden Arbeit grob beschrieben. Es geht um
die Existenz solcher holomorpher & &dquivarianter Differentialoperatoren
mit vektorwertigen Ausgangsautomorphiefaktoren. Zum Startzeitpunkt die-
ser Arbeit war dabei noch vollig unklar, ob am Ende eine Aussage tiber die
Nichtexistenz steht, eine explizite Konstruktion oder sogar beides, je nach

Typ der zugehorigen Darstellungen p und p'.

Um die Herangehensweise an das Thema zu verdeutlichen, sei nachfolgend
die Gliederung der Arbeit in aller Kiirze skizziert.

Gliederung

In Kapitel 1 - Grundlagen werden, orientierend an der Theorie der Sie-
gelschen Modulformen, die Definition der symplektischen Gruppe Sp(n, R)
und des Siegelschen Halbraumes H), eingefiihrt sowie einige Resultate der
dazugehorigen Theorie genannt.

Ziel von Kapitel 2 - Darstellungstheorie ist es, die fiir die vorliegende Ar-
beit relevanten, Resultate, Konzepte und Begriffe der Darstellungstheorie



(der GL(n,C)) kurz und tibersichtlich zusammenzustellen. Besonderes In-
teresse gilt hierbei einem Resultat von H. Weyl und der Regel von Pieri, fiir

die - in einem Spezialfall - eine konkrete Basis eingefiihrt wird.

Kapitel 3 - Differentialoperatoren beschaftigt sich mit allen Differential-
operatoren, die in dieser Arbeit vorkommen. Hauptaugenmerk liegt auf
zwei nicht-holomorphen dquivarianten Differentialoperatoren, einem von
G. Shimura ([19]) konstruierten und einem Operator aus der gemeinsamen
Arbeit von S. Bocherer, T. Satoh & T. Yamazaki ([2]).

Den mathematischen Kern dieser Arbeit - die Existenz und Konstruktion
dquivarianter, holomorpher Differentialoperatoren auf dem Siegelschen Halb-
raum H,, und mit vektorwertigen Ausgangsautomorphiefaktoren - bilden

Kapitel 4: Konstruktion holomorpher und dquivarianter Differen-

tialoperatoren - Vorgehensweise I

Kapitel 5: Konstruktion holomorpher und dquivarianter Differen-

tialoperatoren - Vorgehensweise 11

In Kapitel 4 werden holomorphe Differentialoperatoren konstruiert, ausge-
hend von dem Differentialoperator aus [2] und in Kapitel 5, ausgehend von

dem Differentialoperator aus [19].



1 Grundlagen

In diesem Kapitel mochten wir in einem ersten Schritt, orientierend an der
Theorie der (Siegelschen) Modulformen, die Definition der symplektischen
Gruppe und des Siegelschen Halbraumes einfiihren sowie einige Resulta-
te der dazugehorigen Theorie nennen. Im zweiten Schritt werden wir uns
dann holomorphen Funktionen widmen und einen Operator auf dem Raum,
der auf dem Siegelschen Halbaum holomorphen Funktionen, einfiihren. Da
es sich bei diesem Kapitel lediglich um eine Zusammenfassung bekannter
Resultate handelt, wird grofitenteils auf Beweise verzichtet und stattdessen
auf die Lehrbiicher [9], [10], [16] und [19] verwiesen.

Die symplektische Gruppe Wir beginnen mit der allgemeinen Defini-
tion der symplektischen Gruppe, wie sie auch in [16] zu finden ist.

Definition 1.1.

Sei R ein kommutativer Ring und n € N. Dann ist die Menge
Sp(n,R) := {M € GL(2n, R) | M'IM =T} mit I := (% Ir)
die symplektische Gruppe vom Grad n iiber R.

Mit 0,, wird hier die n x n— Nullmatrix bezeichnet, mit 1,, die n x n— Ein-
heitsmatrix. Oft werden wir auch einfach 0 und 1 schreiben, sofern keine
Verwechslungsgefahr besteht.

Man kann leicht nachpriifen, dass Sp(n, R) eine Untergruppe von GL(2n, R)
ist (s. [16} S.1]). Des Weiteren kann ein Element A der Gruppe Sp(n, R) in
Blocke der Grofie n x n zerlegt werden. Besteht keine Verwechslungsgefahr,
wird die Schreibweise



1 Grundlagen

<
I
A/

A B
C D
gewdhlt.

Wir interessieren uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur fiir den Fall
R = R und daher formulieren wir, vollig analog zu obiger Definition, fol-

gende

Definition 1.2.
Die reelle symplektische Gruppe vom Grad n iiber R wird definiert durch

Sp(n,R) :={M € GL(2n,R)|M'IM = I} mit I := (_Ufn (1):).

Auch sie besteht nattirlich aus allen reellen 2n x 2n Matrizen M € GL(n,R),
die / invariant lassen. Dartiber hinaus kann die symplektische Gruppe
Sp(n,R) in die Gruppe Sp(2n,R) eingebettet werden. Wir betrachten die
natiirliche Einbettung

Ly 2 Sp(n,R) x Sp(n,R) — Sp(2n,R)
(s. [3, S.24]) und formulieren folgende

Bemerkung 1.3. (vgl. [4, 5.1])
Fiir eine Matrix M = (2 B) aus der reellen symplektischen Gruppe Sp(n,R) seien

A0 B O
A B 01 0 0
M = = M= € Sp(2n,R)
C D C 0D O
0 0 0 1
1 0 0 0
A B 0 A0 B
= — Mt = € Sp(2n,R).
C D 0 01 O
0 C 0 D

Die symplektische Gruppe Sp(n, R) kann also auf diese zwei Weisen in die
Gruppe Sp(2n, R) eingebettet werden und fiir M € Sp(n,R) schreiben wir
M" bzw. M* anstelle von ¢, (M, 15,,).

Es folgen einige grundlegende Eigenschaften der symplektischen Gruppe.



1 Grundlagen

Bemerkung 1.4. ([9, Bem. 1.2])

A B
1) Eine Matrix M = c D ist genau dann symplektisch, wenn die folgen-

den Relationen erfiillt sind:
A'D-C'B=1, A'C=C'A, B'D=D'B.

Insbesondere ist im Fall n = 1 die symplektische Gruppe Sp(1, R) gerade die
spezielle lineare Gruppe SL(2, R).

2) Esgilt I"* = —I. Daher ist mit M auch ihre transponierte Matrix M" sym-
plektisch, d.h. es gilt

AD'— BC*=1, AB'= BA', CD'= DC"

3) Die Inverse der symplektischen Matrix M ist

- e (27
- C\-otoAn )

4) Spezielle Beispiele symplektischer Matrizen sind

a) (1 S) S =St e M(n, R)
0 1

t

b) (U 0 ) U e GL(n,R)
0 Ut

Y (0 1>‘
-1 0

Satz 1.5. [9, Satz 1.3]
Sei R ein Euklidischer Ring und n € N. Die Gruppe Sp(n, R) wird von den obigen

speziellen Matrizen a) und c) erzeugt.

Folgerung 1.6. [9, Folgerung 1.3]

Symplektische Matrizen haben stets Determinante +1.



1 Grundlagen

Der Siegelsche obere Halbraum Im nichsten Schritt wird nun der Sie-
gelsche Halbraum H,, definiert. Er ist eine Verallgemeinerung der oberen
Halbebene und fiir die vorliegende Arbeit von grofSer Relevanz, da wir spé-
ter ausschliefSlich Funktionen auf H,, betrachten. Im Anschluss wird eine
Operation der symplektischen Gruppe Sp(n, R) auf dem Siegelschen Halb-

raum H, eingefiihrt.

Definition 1.7.
Fiir ein n € N ist der Siegelsche Halbraum oder die Siegelsche Halbebene von
Grad n definiert als die Menge

H,={Z=X+iY € M(n,C)| Z=2' Y > 0}.

Der Siegelsche Halbraum besteht demnach aus allen komplexen symmetri-
schen n x n— Matrizen Z = X +1Y , deren Imaginérteil Y positiv definit ist.

Im Fall n = 1 ist der Siegelsche Halbraum gerade die obere Halbebene
Hi=H:={ZcC|ImZ > 0}

Im Folgenden wird die Wirkung der reellen symplektischen Gruppe Sp(n, R)
auf der Siegelschen Halbebene H,, betrachtet.

Proposition 1.8. [16, Prop.1]
Fiir n > 0 operiert die reelle symplektische Gruppe Sp(n,R) auf der Siegelschen
Halbebene H,, via

Sp(n,R) x H,, — H,
(M,Z) — M{Z):=(AZ + B)(CZ+ D)™!

mit M = (4 5).

Satz 1.9. [10, Satz 1.2]
Seien M € Sp(n,R) eine reelle symplektische Matrix und Z € H,, ein Punkt aus
der verallgemeinerten oberen Halbebene. Dann gilt:

1) det(ZC + D) # 0
2) M(Z) € Hi,.

Die Gruppe Sp(n,R) operiert vermoge (M, Z) — M(Z) auf H,, das heifst



1 Grundlagen

es gilt
a) 1(Z) =2 b) M(N(Z))=(M-N)(Z).

Zwei symplektische Matrizen M, N definieren genau dann dieselbe symplektische
Substitution, falls sie sich nur um das Vorzeichen unterscheiden.

Die Wirkung der speziellen Substitutionen a) bis c) aus Bemerkung 1.4. ist gegeben
durch

a)Z—Z+8S b)Z—UZU ¢ Zw— —Z7L

Der Strichoperator Im Folgenden mochten wir eine Operation auf dem
Raum, der auf dem Siegelschen Halbraum holomorphen Funktionen, ein-
fiihren und benotigen hierfiir zunédchst noch die Definition eines ,, Automor-

phiefaktors”.

Wie gerade eingefiihrt, operiert Sp(n,R) vermoge (M, Z) — M(Z) auf H,

und so formulieren wir folgende

Definition 1.10.
Essei M = (4 B) aus Sp(n,R). Wir definieren die Funktion

7. Sp(n,R) x H,, - GL(n,C)
' (M,Z) —CZ+D

die fiir My, My € Sp(n,R) die folgende Relation, auch Kozykelrelation genannt,
erfiillt (s. [19, (3.18)]):

J(My o My, Z) = J(My, Ma(Z)) 0 J(Ms, Z).

Fiir die nachfolgende Definition betrachten wir nun vektorwertige Auto-

morphiefaktoren.



1 Grundlagen

Definition 1.11.

Sei p : GL(n,C) — GL(V,) eine polynomiale Darstellung [[| auf einem endlich-
dimensionalen Vektorraum V, = V. Fiir V-wertige Funktionen f : H, — V und
ein M aus Sp(n,R) definiert man eine neue Funktion

flo,M:H, =V
durch
(f o M)(Z) := p(J(M, Z))~' f(M(Z)).

Die Gruppe Sp(n,R) operiert von rechts auf solchen V-wertigen Funktionen, d.h.
es gilt

flo (Myo M) = (f1, My) |, My

fiir alle My, My € Sp(n,R) (s. (5.6a) [19]]). Der Operator |, wird als Strichopera-
tor bezeichnet.

Fiir den Fall einer Darstellung p = det* erhilt man analog zu obiger Defini-

tion die

Definition 1.12.
Fiir eine komplexwertige Funktion f : H,, — C, ein M € Sp(n,R) und ein k € Z

definiert man eine Funktion

durch
(f lx M)(Z) := det(CZ + D)~* f(M(Z)).

Wir schreiben in diesem Fall |}, anstelle von |,.

Ublicherweise wiirde in diesem Kontext nun die Definition der Siegelschen
Modulform folgen. Da wir uns an der Theorie der Modulformen aber nur
orientieren, nicht aber die Modulformen selbst benétigen, verzichten wir
auf die Einfiihrung dieser. Stattdessen gehen wir iiber zu den noch fehlen-

den Bezeichnungen der Riume, mit denen wir uns beschéftigen.

Mehr zu Darstellungen in Kapitel 2: Darstellungstheorie.



1 Grundlagen

Bezeichnung 1.13.

Man versehe den Raum komplexwertiger holomorpher Funktionen auf der Siegel-
schen Halbebene H,, mit der Operation

fiir M € Sp(n,R) (s. Def. 1.12). Diesen Raum bezeichnen wir mit H o (H,, C)
oder kurz Hy.(H,,, C). Betrachten wir C*°-Funktionen, so bezeichnen wir den Raum
mit C, (H,, C) oder kurz C*(H,, C).

Bezeichnung 1.14.

Analog versehe man der Raum V -wertiger holomorpher Funktionen auf der Siegel-
schen Halbebene H,, mit der Operation

(f:M)Hf’PM

fiir M € Sp(n,R) (s. Def. 1.11). Diesen Raum bezeichnen wir mit H ,(H,,, V') oder

H,(H,,, V). Fiir C*°- Funktionen bezeichnen wir den Raum mit C3°(H,,, V') oder
Co(Hl,, V).

10



2 Darstellungstheorie

Ziel dieses Kapitels ist es, die fiir die vorliegende Arbeite relevanten, Resul-
tate, Konzepte und Begriffe der Darstellungstheorie kurz und tibersichtlich
zusammenzustellen. Das Kapitel unterteilt sich in zwei Abschnitte, wobei
in Abschnitt 2.1 das Hauptaugenmerk auf der Darstellungstheorie der all-
gemeinen linearen Gruppe liegt. Unser besonderes Interesse gilt hierbei ei-
nem Resultat von H. Weyl und der Regel von Pieri, fiir die wir - in einem

Spezialfall - in Abschnitt 2.2 eine konkrete Basis einfiihren.

2.1 Grundlagen

Ziel dieses Abschnittes ist es zundchst einige Definitionen und Begriffe all-
gemeiner Darstellungstheorie einzufiihren und anschlieffend zur Darstel-
lungstheorie der allgemeinen linearen Gruppe G L(n,C) sowie deren rele-
vanten Aussagen, liberzugehen. Da es sich nur um eine Zusammenfassung
bekannter Resultate handelt, wird fiir Beweise auf [12] und [11] verwiesen.

Allgemeines Zunichst beginnen wir mit der allgemeinen Definition ei-
ner Darstellung sowie einigen grundlegenden Bezeichnungen.

Definition 2.1.
Sei G eine Gruppe und V' ein Vektorraum iiber einem beliebigen Korper K. Eine
Darstellung p von G auf V ist ein Gruppenhomomorphismus

p:G— GL(V).

Fiir g € G ist p(g) € GL(V), d.h. p(g) : V. — V ist ein Isomorphismus. Fiir
g9,h € G ist p(gh) = p(g)p(h).



2 Darstellungstheorie

Der Vektorraum V heifst Darstellungsraum von p und die Dimension des
Vektorraumes V' wird auch Dimension von p bezeichnet. Manchmal schrei-
ben wir anstatt I auch V,, wenn aus dem Kontext nicht klar ersichtlich ist, zu
welcher Darstellung der Vektorraum gehort. Wie tiblich bezeichnet GL(V)
bzw. Aut(V') die Gruppe aller Automorphismen von V.

Sei nun V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit
dim(V') = n, so kann eine Basis von V' gewdhlt werden. Man kann folglich
GL(V) identifizieren mit GL(n, K) und {ibergehen zu einer Darstellung

p:G— GL(n, K).

Mit GL(n, K) oder GL,,(K) bezeichnen wir die allgemeine lineare Gruppe
von Grad n iiber einem Korper K. Sie ist die Gruppe aller invertierbaren

n X n—Matrizen mit Koeffizienten aus K.

Beispiel 2.2.
Ein einfaches Beispiel einer Darstellung ist die triviale Darstellung. Sie ist gege-
ben durch p(g) = id fiir alle g € G.

Definition 2.3.
Eine Darstellung heif$t irreduzibel, wenn V und {0} die einzigen invarianten Un-
tervektorriume von V sind. Andernfalls heifit die Darstellung reduzibel.

Definition 2.4.
Eine Darstellung heifst vollstindig reduzibel, wenn sie sich als direkte Summe
irreduzibler Darstellungen schreiben lisst.

Darstellungstheorie der allgemeinen linearen Gruppe Im weiteren
Verlauf dieser Arbeit betrachten wir Darstellungen der Gruppe G = GL(n,C)

p:GL(n,C) - GL(V).

Bevor wir auf den nachfolgenden Seiten einige Resultate der zugehorigen
Theorie wiedergeben, mochten wir zuvor noch einen kurzen Einschub zu

den Erzeugenden der allgemeinen linearen Gruppe, betrachten.

12



2 Darstellungstheorie

Einschub: Erzeugung der allgemeinen linearen Gruppe Wir beru-
fen uns auf [17, Prop. 9.1] fiir den Beweis und behaupten, dass die Gruppe
GL(n, K) von den zwei Matrizen

(@ E,+(t—-1)E,; furte K,t#0und1<i<n
(b)y E,+tE;, firte Kund1<i#j<n

erzeugt wird. Hierbei bezeichnet E,, die n x n—Einheitsmatrix und E; ; die
n x n—Matrix, die aus Nullelementen besteht mit der Ausnahme, dass in der
i-ten Zeile und j-ten Spalte ein Einselement steht. (Manchmal wéahlen wir
fiir ¢ auch die Schreibweise ¢; ;, um zu verdeutlichen, an welcher Position
sich das t in der Matrix befindet). Es gilt also

Diese Matrizen sind auch unter der Bezeichnung Elementarmatrizen be-
kannt. (a) beschreibt gerade das Multiplizieren einer Zeile mit einem Wert
ungleich Null und (b) beschreibt das Addieren des t-fachen Wertes einer

Zeile zu einer anderen Zeile.

Wir werden in dieser Arbeit des 6fteren Eigenschaften der Gruppe GL(n, C)
nachpriifen miissen und mit dem Wissen der Erzeugenden wird es uns in
vielen Angelegenheiten geniigen, die Eigenschaften der gesamten Gruppe

nur fiir die Erzeugenden nachzupriifen.

Zuriick zur Darstellungstheorie der allgemeinen linearen Gruppe GL(n,C).

Wir beginnen mit folgender

Definition 2.5.
Eine Darstellung von GL(n,C) auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V
heifit polynomial, wenn fiir alle g € GL(n,C) die Eintriige der Matrix p(g) Po-

lynome in den Eintrigen von g sind.

13



2 Darstellungstheorie

Definition 2.6.

Eine Darstellung von GL(n,C) auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V
heif$t rational, wenn fiir alle ¢ € GL(n, C) die Matrixeintriige rationale Funktio-
nen in den Eintrigen von g sind.

Wir mochten zwei Beispiele hierzu betrachten.

Beispiel 2.7. [21] 5.440]
Essein = 2und g = (¢%) € GL(2,C). Wir definieren eine Darstellung
p:GL(2,C) — GL(3,C) durch

a? 2ab b2
a b

p = |ac ad—+bc bd
c d

c? 2cd d?

Man kann nachrechnen, dass p ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Eintrige der
Matrix p(g) sind homogene Polynome von Grad 2 in den Eintrigen von g und so
ist p eine polynomiale Darstellung von Dimension 3. Es handelt sich bei diesem
Beispiel um die Darstellung Sym?* von GL(2,C), auf die wir spiter noch genauer

eingehen werden.

Beispiel 2.8. [21, S.441]
Es sei n beliebig und g € GL(n,C). Wir definieren eine Darstellung
p:GL(n,C) - GL(1,C) = C* durch

p(g) = (det(g))™

mit m € Z. Fiir den Fall m > 0 ist dies eine polynomiale Darstellung von Dimen-
sion 1. Fiir m < 0 ist p rational, aber nicht polynomial.

Es folgen nun einige wesentliche Resultate aus der Darstellungstheorie der
Gruppe G L(n, C), wobei wir hier [12, Kapitel 3 & 8] folgen.

Die allgemeine lineare Gruppe ist reduktiv, d.h. jede rationale Darstellung
von GL(n,C) ist direkte Summe irreduzibler Darstellungen. Eine ausfiihrli-
cher Beweis dieser Aussage ist in [12, § 3.3, Theorem 3.3.11] zu finden.

14



2 Darstellungstheorie

Eine irreduzible Darstellung p : GL(n,C) — GL(V) wird eindeutig be-
stimmt durch ihr Hochstgewicht. Ein Vektor v, # 0 heifst Hochstgewichts-

vektor der Darstellung p wenn

p(u)v, = v,

fiir alle u aus der Gruppe U der unipotenten, oberen Dreiecksmatrizen und
ai 0 n

0 an

mit \; € Zund \; > Ay > --- > \,,. Das Tupel (A, ..., \,) wird als Hochst-
gewicht der Darstellung p bezeichnet.

Jede endlich-dimensionale irreduzible Darstellung besitzt, bis auf Vielfache,
nur einen Hochstgewichtsvektor. Detaillierte Informationen hierzu sind in
[12, § 3.2] zu finden.

Letztlich wird ein solches Hochstgewicht veranschaulicht durch ein soge-
nanntes Diagramm, auch Young-Diagramm oder Ferrer-Diagramm genannt.

Eine Definition wollen wir uns im Folgenden anschauen.

Definition 2.9.

Ein Diagramm oder Young-Diagramm zu einem Tupel A = (\1,. .., \,) besteht
aus p linksbiindig angeordneten Zeilen mit Kistchen, bei der die i-te Zeile aus ),
Kiistchen besteht. Hierbei ist p der grofste Index i, so dass \; > 0. Die Kiistchen
sind dabei so angeordnet, dass deren Anzahl in jeder neuen Zeile nicht zunimmit,
d.h.es gilt \y > Ny > --- > X\, > 0. Ein Young-Diagramm mit p Zeilen ist ein

Diagramm der Linge p.

Mittels dieser Young-Diagramme lassen sich die irreduziblen polynomia-
len Darstellungen von G L(n, C) parametrisieren und eine solche irreduzible
Darstellung von GL(n, C), korrespondierend zu dem Tupel A = (Aq,..., \,)
bezeichnen wir mit p.

Wir wollen uns hierzu nachfolgend Beispiele anschauen.
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2 Darstellungstheorie

Beispiel 2.10.
Beispiele fiir den Fall n = 2 sind

|
(a) E} ® L o 1]

A= (1,1) A= (2,1) A= (2,0).

Tensorprodukte Wir wissen aus der allgemeinen Darstellungstheorie,
dass wir fiir zwei gegebene Vektorrdaume V; und V, und Darstellungen
m; : G — GL(V;) fiir i = 1,2 eine Darstellung

o { G = GL(V; ® V)
T g (mem)(9) : (v @ ) = mi(g)(v1) ® malg) (vs)

definieren konnen. Dies mochten wir weiterentwickeln. Wir folgen hierbei
den Ausfithrungen von W. Fulton & J. Harris [11), § 6.1].

V sei ein C-Vektorraum. Wir definieren unsere Ausgangsdarstellung durch

- { GL(V) = GL(V)
id - w - w

Die Matrixform dazu lautet

. GL(n,C) - GL(n,C)
Tid -
) A4

Fiir & > 1 definieren wir die Darstellung

ok | { GL(V) = GL(V®F)
id - g (0@ @)~ gv) @+ ® g(vg)

mit VO .=V ® --- ® V (k mal). Sei dim(V') = n, so lautet die Matrixform

o | GL(n,C) = GL(n*,C)
4T A ABH

16



2 Darstellungstheorie

mit A®* als k-faches Kroneckerprodukt. Dies definiert eine Darstellung von
GL(n,C) auf V®*. Nun betrachten wir eine Darstellung der symmetrischen
Gruppe S auf V&

Tk -
0= (M@ @Ug) = Vp1(1) @+ @ Up—1(s)

mit 0 € Sj. Diese Operation von S, auf V®* kommutiert mit der obigen
Operation von GL(V). Schliefilich fithren wir noch zwei, GL(V )-invariante,
Untervektorraume von V®* ein:

o Sym*(V) ={weV® |Voes,: o) (w)=w}

o AltF(V) ={weV® |VoeS,:m(o)(w)=sgn(oc)w}.

Wie angekiindigt, kommen wir nun noch einmal zurtick zu folgendem

Beispiel 2.11.

Wir erinnern uns an das Beispiel 2.7 zu Beginn des Kapitels und werden auf dieses
nun genauer eingehen. Sein = 2 und V. = C? ein zweidimensionaler Vektorraum
mit Basis 1, e2. Wenn g = (2Y) € GL(2, K), dann

e1 — aeq + ces

ey > bey + des.

Eine Basis von Sym?(C?) lautet:

e1®e;, egRe+es®e;, €3 es.

Betrachten wir nun, wie 75> auf Sym>C? aussieht.

e1 ®er > (aep + ces) @ (aeq + ces)
=a*(e; ®e1) + ac((e; @ e3) + (ea ® e1)) + 2 (e2 ® €3)
€1 ® eg + €2 ® e — (aey + cex) @ (bey + dey) + (bey + deg) ® (aey + ces)
=2ab(e; @ e1) + (ad + be)((er @ ea) + (e2 ® 1)) + 2cd(eg ® eg)
ey ® eg > (bey + des) ® (bey + des
=b*(ey ® e1) + bd((e1 ® eg

)
(
)
)

+ (e2 ®e1)) + d*(ex @ e)

17
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Somit
2

a 2ab b
a b
= | ac ad+bc bd
c d ) )
c 2¢d d
Dies entspricht einer Darstellung von GL(2, C) auf Clzy, z2)s.

Das Young-Diagramm zu dieser Darstellung Sym? haben wir in Beispiel
2.10. (c) bereits, als einzeiliges Diagramm mit zwei Késtchen, kennengelernt.
Allgemeiner kann auch Sym*, mit einem Hochstgewicht (k,0, ... ,0), durch
ein Young-Diagramm bestehend aus einer Zeile und k Kéastchen dargestellt
werden ([11}, S.77]).

Nun kommen wir noch zu einer Aussage von H.Weyl. Vorbereitend benoti-

gen wir folgende

Bemerkung 2.12. [11} S. 76]
Sei cy der sogenannte Young-Symmetrisiererf| zu einem \. Dann bezeichnen wir
das Bild von cy, auf V®* durch

SA(V) = Im(cy).

Dies ist wieder eine Darstellung von GL(V') und wir nennen diese, bzw. die Zu-
ordnung V — Sy\(V'), Weyl-Modul.

Satz 2.13. Satz von Weyl [11, Theorem 6.3 (2) & (4)]
Sei m,, die Dimension der irreduziblen Darstellung V\ von Sy zu einem \. Dann
ist

vk B (H(V)™

Dariiber hinaus ist jeder Weyl-Modul S»(V') eine irreduzible Darstellung von
GL(V).

2Den Young-Symmetrisierer ¢y zu einer Darstellung der Sy, zu einem \ erhilt man durch
Mutliplikation des (Zeilen) Symmetrisierers mit dem (Spalten) Schief-Symmetrisierer.
Mehr Informationen hierzu in [11} S. 46] und [12] S. 409-411].
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2 Darstellungstheorie

Ein zweifellos wichtiger Satz aus der Darstellungstheorie, dessen Aussage-
kraft wir aber im weiteren Verlauf der Arbeit gar nicht vollstandig ausnut-
zen werden. Fiir uns wird spiter (in Kapitel 5) nur eine schwichere Aussa-
ge relevant sein, namlich die, dass jede irreduzible Darstellung von GL,, in
einem solchen Tensorprodukt vorkommt, moglicherweise mit hoherer Mul-
tiplizitat.

Verzweigungsregeln Nun mochten wir noch etwas tiber die Zerlegung
von Tensorprodukten zweier irreduzibler Darstellungen in irreduzible Dar-
stellungen erfahren. Es gibt einige Ergebnisse in diesem Zusammenhang,
aber eines ist fiir uns von besonderer Bedeutung. Uns interessiert das Ten-
sorprodukt einer beliebigen irreduziblen Darstellung von GL(n,C) mit ei-
ner Darstellung, die durch eine einzeiliges Young-Diagramm gegeben ist.
Dieser Fall ist in der Literatur als Regel von Pieri bekannt und er ist ein Spe-
zialfall der bekannten Littlewood-Richardson-Regel.

Nachfolgend werden wir die Regel von Pieri mittels Young-Diagramme be-
schreiben.

Satz 2.14. Regel von Pieri [12, Korollar 9.2.4]
Sei 1 ein Diagramm der Linge < n — 1 und v ein Diagramm der Linge 1. Dann
gilt

%®%%@@

wobei die Summe iiber alle Diagramme X der Linge < n liuft, so dass |\| = |p|+|v|
Mnd >\1 Z H1 2 )\2 Z e Z )\n—l Z Hn—1 2 )\n gllt

In anderen Worten: Ist u das Diagramm zu einer beliebigen irreduziblen
Darstellung und v = (k,0, ...,0) Tupel zu einem einzeiligen Diagramm (zu
einer Darstellung Sym*), so kommen die irreduziblen Darstellungen p}) im
Tensorprodukt pf ® p? nur mit Multiplizitdt 1 vor. Die auftretenden Dia-
gramme \ erhdlt man aus dem Diagramm ; durch Hinzufiigen von £ Kast-
chen unter der zuséitzlichen Bedingung, dass in jeder Spalte nur hochstens

ein Kéastchen hinzugefiigt werden darf.
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Beispiel 2.15. [12, 5.388]

Es seien die Diagramme

|
W= L_ undv = 1]

gegeben. Die Diagramme )\, die in der Zerlegung von pt & pl, fiir n > 3 auftreten

sind

1X]
[ X[X] Xl X
X X und X

L 7 7

Mit X gekennzeichnete Kistchen sind die zu p hinzugefiigten Kistchen.

Wir interessieren uns fiir einen Spezialfall der Regel von Pieri, ein Fall in
dem beide Diagramme die Lange 1 haben.

Beispiel 2.16.
Es seien die Diagramme

= (T undv =[]

gegeben. Die Diagramme ), die in der Zerlegung von p!* ® pl auftreten sind

X ung (X

Dieses Beispiel beschreibt gerade das Tensorprodukt Sym' ® Sym?. Nach
der Regel von Pieri treten zwei Komponenten bzw. irreduzible Darstellun-
gen mit Multiplizitdt 1 in diesem Tensorprodukt auf. Bei der ersten auftre-
tende Darstellung - zu dem Tupel (3,0, ...,0) - handelt es sich wieder um
eine symmetrische Potenz Sym?. Diese Komponente werden wir mit Pieri-
Komponente bezeichnen. Die zweite auftretende Darstellung wird mit Anti-
Pieri-Komponente oder Pierikomplement bezeichnet. Fiir diesen Spezial-
fall der Regel von Pieri mochten wir im ndchsten Abschnitt 2.2 eine Basis

einfiihren.

Diese Basis werden wir spiter, in Kapitel 5, an entscheidender Stelle benoti-
gen, um den nicht-holomorphen Teil unseres konstruierten Differentialope-
rators komponentenweise in den Griff zu bekommen (zu eliminieren !) und

somit einen holomorphen Differentialoperator zu erhalten.
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2.2 Regel von Pieri: Eine Basis.

Dieser Abschnitt dient dazu eine konkrete Basis fiir die Zerlegung des Ten-
sorproduktes Sym' ® Sym? (Beispiel 2.16.) fiir GL(n,C) einzufiihren. Bis
zum Abschluss dieser Arbeit war mir zu diesem Punkt keine Literaturquel-
le bekannt [’} Die folgenden Rechnungen wurden selbstidndig durchgefiihrt.

2.2.1 Basis Pieri-Komponente
In diesem Unterabschnitt wird die Basis der Pieri-Komponente vorgestellt.
Sei V' = C" mit Basis {z1,...,2,} und W := Clyi, ..., yn]o- Wir mochten

die Pieri-Komponente des Tensorproduktes V @ W (= Sym!' ® Sym?) be-
stimmen. Basiselemente von V' ® W werden gegeben durch die

1 7=k
Ti Q € Ui | < kunde;, =
3,k Z/JZ/k J i,k { 9 j 7& I
Nun seien z, .. ., z, weitere Variablen. Wir bilden x; auf z; ab und y; auf z;.
Die obigen Basiselemente werden dann zu Monomen dritten Grades, also
zu Elementen von C[z1, . . ., 2,]3 = Sym3.
Satz 2.17.
Fiir ein gegebenes Monom M aus C|zy, . . ., 2,3 wird durch
1 j=k
T Q€ Yi | < kunde;, =
Z 3.k YiYk J 7,k { 9 j ?é L

eine Basis der Pieri-Komponente von V & W gegeben. Summiert wird hierbei iiber
alle z; @ e; . Yy, die auf das gleiche M abgebildet werden.

Zur Veranschaulichung mochten wir betrachten, wie die Behauptung fiir

den Fall n = 2 aussehen wiirde. Wir haben die Elemente

3Im Rahmen seines Besuches in Mannheim, konnte ich mich mit T. Yamauchi zu seiner
Basis fiir den kleinen Fall n = 2 bzw. GL(2,C) austauschen. Dariiber hinaus war aber
auch ihm keine Basis oder Literaturquelle fiir den allgemeinen Fall GL(n, C) bekannt.
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T QY 23 11 @ 2y1yn > 22329 T QY3 > 2122
Ty QUi 232 Ty @ 2y1Ys > 22123 Ty QY3 25

und wenn die obige Behauptung stimmt, dann sind

1 ® Y3 T2 ® Y3 T1 @ 2Y1y2 + T2 @ Y2 T1 Q@ Y5 + T2 @ 2y1ys

Basiselemente der Pieri-Komponente von Sym! @ Sym? fiir GLs(K).

Fiir den Beweis von Satz 2.17. miissen wir in einem ersten Schritt nach-
weisen, dass dass der so erzeugte Unterraum von V' ® W invariant un-
ter GL,(K) ist. In einem zweiten Schritt wird die Lineare Unabhéngigkeit
nachgewiesen. Beginnen wir aber zunédchst mit einer Vorbemerkung zur Di-

mension der Pieri-Komponente.

Vorbemerkung 2.18.
Es gibt drei verschiedene Typen von Basiselementen, die sich aus der obigen Kon-
struktion der Basis ergeben.

Typl @y} fiirie{1,...,n}
Typ Il ;@ 2yy; + 2 @ y? fiiri,j € {1,...,nyundi #j
Typ I x; @ 2y;y, + 2 Q@ 25y, + 2, @ 2y5y; firl<i<j<k<n

Wir mdchten nun priifen, ob die Gesamtanzahl der Elemente von Typ LIl und III
mit der Dimension der Pieri-Komponente iibereinstimmt. Die Dimension der Pieri-
Komponente entspricht gerade der Dimension eines Vektorraumes homogener Po-

lynome von Grad drei. Aus der Algebra (s. [17]) wissen wir, dass diese Dimension

T =0 = S

mente und fragen uns, wie oft die Basiselemente von Typ I, Il und I1I vorkommen.

ist. Andererseits betrachten wir die Basisele-

gerade (

* Es gibt n Elemente von Typ I.

* Es gibt n(n — 1) Elemente von Typ I1.

o Es gibt “"=10"=2) Elemente von Typ III
gi 5 emente von Typ II1.

Auf Typ III mochten wir genauer eingehen. In der Beschreibung der Tupel (i, j, k)
fiir beliebiges n fordern wir 1 < i < j < k < n. Das entspricht dem, drei ver-

schiedene Elemente aus {1,...,n} zu wihlen, also () = #lg), viele. Es gibt
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2 Darstellungstheorie

also w Elemente von Typ I1I. Die Gesamtanzahl der Elemente ist somit die

Summe
ntn(n—1)+ n(n — 1(2(71 —2) _Gn+ 6(n(n — 1));— n(n—1)(n —2)

P+ 3n%+2n

B 6

_n(n+1)(n+2)

a 6

(n=1Dnn+1)(n+2)
3l(n—1)!

 (n+2)!

~3l(n—1)!

_B+n-1)!

~ 3l(n—1)!

Dies entspricht der Dimension der Pieri-Komponente.

Nun konnen wir uns dem Beweis von Satz 2.17. widmen.

Beweis. (Satz 2.17.)

Erster Beweisschritt: Wir zeigen, dass die Elemente einen G L,,(K)-invarianten
Raum aufspannen. Hierzu wird die Invarianz unter den Erzeugenden von
GL,(K) (s. Kapitel 2) nachgewiesen.

Wir zeigen die Invarianz unter =, — tz, + z, und y, — tys + vy, (Elementar-

matrix (b)) fiir Basiselemente von Typ I, IT und III:
Typl: z, ®y?

:<t$s + xr) ® (tys + yr)2
=tz, @ Y2 + tr, @ 2y,ys + trs @ Y2 + 1, @ Y2 + 1, @ 2y ys + T, @ Y2
=t (2, @ Y2) + 12225 @ YpYs + T @ Y3) + t(2r @ 24rys + 2 @ Y2) + (2, @ Y7
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2 Darstellungstheorie

Fiir Elemente von Typ II miissen wir vier verschiedene Fille unterscheiden,
wie wir r und s in ein Tupel (4, j) einsetzen. Diese sind (r, s), (s, r), (r, ) und

(¢,7) und wir werden sie nachfolgend genau betrachten.

TypII, Fall 1: =, ® 2y,ys + x5 ® Y2

=((tzs 4+ ) @ 2((tys + Yr)ys) + s @ (tys + yr)?
=2tr, ® tyf + 2t @ Y, ys + 22, @ tyg + 22, QYpYs + s @ t2y§ + s @ 2tY,ys
+ 2, @ Y2 = 3t (2, ® Y2) + 26275 @ YpYs + T, @ Y2) + (22, @ Ypys + 5 @ Y7)

Typ II, Fall 2: 2, ® 2ysy, + 2, ® y2

=2, ® 2y, (tys +yp) + (tzs + 2,) ® 1>
=1, ® 2ty} + T @ 2ysyy + 12, O Y + T, QY
=3t(7s ® 2¢2) + (25 @ 2ysYr + T, @ Y7)

TypII, Fall 3: z, ® 2y,y; + z; ® y?

=((tzs + 2) @ 2((tys + yr)y;) + 25 © (tys + vr)°

=tz ® 2tysy; + trs @ 2y,y; + T, @ 2tysy; + T ® 2,y; + 15 ® Y2
+ 25 ® 2ypys + x5 Qyp

=t* (2, @ 245y, + 7; @ Y3) + (2, ® 2,5 + 25 @ y7)
+t(zs @ 2y,y; + T @ 2y5y; + 5 @ 2y,Ys)

Typ II, Fall 4: z; @ 2y,y, + z, @ y?

=7; ® 2yi<tys + yr) + (txs + xr) & yi2
=2; ® 2ty;ys + T @ 2y +trs @ YF + 1, @ Y7
=t(z; ® 2yiys + T, @ Y;) + (; ® 23y, + 2, R Y})

Aufgrund der Gestalt der Elemente von Typ III miissen wir nur zwei Fal-
le unterscheiden, wie wir r und s in ein Tupel (7, j, k) einsetzen, diese sind
(r,s,k)und (r, , k).
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2 Darstellungstheorie

Typ I, Fall 1:  z, ® 2ysyx + s @ 2y, Yk + T @ 2Ysys

=(tws + 1) @ 2Ysyp + 5 @ 2(tys + yp )Yk + Tr @ 2ys(tys + yy)
:2txs ® YsYk + 2Ir X YsYk + 2(135 ® tysyk + 2[Es X YrYk + 2Ik X ty? + ka ® YrYs
=2t(274 @ Yy + Tk @ Y2) + (27, @ Yy + 275 @ Yolp + 221 @ Y,Ys)

Typ ITL, Fall 2: 2, ® 2y;yx + 2; @ 2y, Yk + Tk @ 2y,Yyr

=(txs +x,) ® 205y +1; @ 2(tys + yr) Yk + T ® zyj(tys + )
=ty @ 2Y;yp + Tr Q@ 2y5yk + 15 @ 2ty yr + 15 @ 2y, + Tk @ 2tysy; + 1 @ 29,y
=t(zs @ 2y5yr + T @ 2Ysyr + T @ 2y5y;) + (Tr @ 2y5uk + 75 @ 2ypyk + 11 @ 2yy5)

Nun zeigen wir die Invarianz unter z, — tz, und y, — ty, (Elementarma-

trix (a)) fiir Basiselemente von Typ I, IT und III:

Typ L 2, @ y? = (ta,) @ (tyr)? = t3(z, @ y2)

Fiir Typ II muss man, im Gegensatz zu (b), nur zwei Félle unterscheiden.
Typ I, Fall 1: z, @ 2y,y; + x; ® y2

=(tz,) @ 2(ty,)y; + 7; @ (ty,)? = (22, @ yry; + 7; @ y7)

Typ II, Fall 2: z; ® 2y,y, + z, ® y?

=1; @ 2y (ty,) + (t,) @ Y7 = 122 ®@ yiyr + 2, @ 47)

Fiir Typ III benotigen wir, im Gegensatz zu (b), hier sogar nur einen Fall.
Typ Il 2, ® 2y;y1 + 25 @ 2y,yx + T4 @ 2y,

=(tz,) @ 2yyk + ;5 @ 2(ty, )yr + T @ 2(ty, ) ys
=t(r, @ 2Y;Yk + Tj @ 2y, Y + T1 @ 29,Y;)
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2 Darstellungstheorie

Zweiter Beweisschritt: Wir mochten zeigen, dass die Elemente - als Funk-
tionen betrachtet - linear unabhéngig sind. Um unsere Vorgehensweise deut-
licher darzustellen, betrachten wir zunéchst den Fall GL(2, C):

a(z1 @ yi) + B(w2 @ ¥3) + y(21 @ 201Ys + T2 @ Y?) + §(22 @ 201y + 71 ® y3)

Wenn es hier lineare Abhédngigkeiten gibt, dann nur innerhalb des gleichen
Index i von z; und so zeigen wir, dass es keine Linearkombinationen mit
dem gleichen z; geben kann. Fiir den Fall, dass z; = 0 mit i # 1, ist

a2, @YD) +y(21 @ 211p) +6(11@Y2) =0 & a=7=56=0
Fiir den Fall, dass x; = 0 mit i # 2, ist
Blaa @y3) + (22 ®@y7) + 0(22 @ 21ya) =0 & f=7=0=0.

Fiir den allgemeinen Fall GL(n,C) gehen wir analog vor. Fiir den Fall, dass
z; = 0 mit z.B. i # 1 folgt dann

a(r @y)+ > Biler @2y) + Y i@ @y + Y Gikler © 2y5u) =0

j=2 j=2 1<j<k<n

Allgemein betrachten wir den Fall, dass z; = 0 mit ¢ # ¢ und es gilt

oz, ®y7) + Z Bi(xr @ 2yy;) +Z V(T ®y2) + Z 8ix(xr @ 2y5y,) = 0

Jj=1 Jj=1 1<t<j<k<n
J#t J#t
n n
Ga=) = v= ), du=0
j=1 j=1 1<t<j<k<n
J#t J#t

Somit ist auch die lineare Unabhédngigkeit bewiesen und der Beweis des
Satzes 2.17. abgeschlossen. O
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2 Darstellungstheorie

2.2.2 Basis Anti-Pieri-Komponente

In diesem Abschnitt wird die Basis der Anti-Pieri-Komponente eingefiihrt.
Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 2.2.1.

Satz 2.19.

Durch die Elemente

Typ1la

(—5) (% © 2y3y;) + (7; @ y7) i,je€{l,...,n},i#j
Typ Il a

(—3)(@: @ 2y5uk) + (—3) (25 @ 2y5yn) + (26 @ 2y5y;) 1<i<j<k<n
Typ III b

(—=2)(@: ® 2y50) + (25 @ 2ya) + (—3) (@ @ 2y5y;) 1<i<j<k<n

wird eine Basis des Pierikomplements bzw. der Anti-Pieri-Komponente von V@ W

gegeben.

Fiir den Beweis des Satzes miissen wir, analog zu Satz 2.17., auch hier wie-
der in einem ersten Schritt nachweisen, dass dass der so erzeugte Unter-
raum von V ® W invariant unter G L, (K) ist. In einem zweiten Schritt wird

wieder die Lineare Unabhangigkeit nachgewiesen.

Auch hier beginnen wir zundchst wieder mit einer Vorbemerkung zur Di-
mension der Anti-Pieri-Komponente, in der gepriift wird, ob die Anzahl
der Elemente der Basis (von Typ II a, III a & III b) auch der Dimension der

Anti-Pieri-Komponente entspricht.

Vorbemerkung 2.20.

Wir erinnern uns daran, dass sich das Tensorprodukt V @ W = Sym! ® Sym? in
die Summe zweier Komponenten aufteilt. Die Dimension der Anti-Pieri- Kom-
ponente ist demnach

dim(W) - dim(V) —dim(Pieri — Komponente)
SN—— ~/

~—— ~
_ (24n-1)! ) _ (34n-=1)!
 2l(n—1)! — (n-1)! - 3l(n—-1)!
_ (n—=1)In(n+1) o _ n(n+1)(n+2)
= T al(n_1) =n = 6
_ n(ntl)

2
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und somit
n(n+1) oy n(n+1)(n+2)  3((n-n(n+1)) — (n®+ 30+ 2n)
2 6 6
_3n° +3n° —n® —3n* - 2n
B 6
2% —2n
=
nP-n
3

Andererseits betrachten wir die Basiselemente und fragen uns, wie oft die Basisele-

mente von Typ 1 a, Typ I1I a und Typ 111 b vorkommen.
® Es gibt n(n — 1) Elemente von Typ II a.

* Es gibt ”(”%)(”_2) Elemente von Typ Il a und die gleiche Anzahl nochmal
fiir Typ 11 b.

Die Anzahl der Elemente zusammengerechnet ergibt somit

nn—1)(n—-2)\ 6(n(n—1)) n(n—1)(n —2)
n(n—l)—|—2( o )— 5 —1—2( G )
6n? — 6n + 2n3 — 6n? + 4n
- 6
207 —2n
_3T
!

Das entspricht der Dimension der Anti-Pieri-Komponente.

Nun kénnen wir mit dem Beweis des Satzes 2.19. beginnen.

Beweis. (Satz 2.19.)

Erster Beweisschritt: Analog zur Vorgehensweise bei der Basis der Pieri-
komponente miissen wir zeigen, dass die Elemente einen GL,,(K)- invari-
anten Raum aufspannen. Hierzu wird die Invarianz unter den Erzeugenden

von G L, (K) nachgewiesen.
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2 Darstellungstheorie

Wir zeigen die Invarianz unter z, — txs + z, und y, — tys + y, (Element-
armatrix (b)) fiir Basiselemente von Typ II a, Typ III a & III b. Fiir Elemente
von Typ II a miissen wir, analog zu Typ Il aus 2.2.1, wieder vier verschiede-
ne Félle unterscheiden, ndamlich (7, s), (s,7), (r,j) und (i, 7).

Typla, Fall 1: —1(z, ® 2y.y,) + (2, © y2)

= — 2 ((tzs + ) @ 2((tys + y2)ys) + (25 @ (tys + yr)?)

=(—3) 2tz @ ty?) + (—3) (2tzs @ ypys) + (—5) (22, @ ty?) + (—3) (22, ® y,ys)
+ 2, ® t2y§ + 25 @ 2tYsyr + s @ yf
— t(—3(zs ® 2y,95) + (2, @ y2)) + (=3 (2r @ 29y,) + (2, ® y7))

TypIla, Fall 2: —3(z, @ 2y,y,) + (2, ® y?)

Hws @ 2((tys + yr)ys) + ((tzs + 2,) @ y2)
=(—1)(z, @ 2ty2) + (—1) (%5 @ 2ypys) + txs @ Y2 + 2, R Y2
(—3)(zs ® 2y,y5) + (2 @ y?)

Typ Il a, Fall 3: —%(mr ® 2yy;) + (x; @ y2)

— 3((tws + 2) @ 2((tys + yo)ys) + (27 @ (tys + yr)?)
=(—3) (s ® 2yy;) + (—3)t(zs © 2y,45) + (—5)t(zr @ 2ysy;)+
(—=3)(@r @ 290y;) + 17(x; @ y3) + t(z; @ 24ys) + (25 @ ;)
=t*((—3)(2s @ 2y5y;)) + (25 @ ¥2)) + ((=3) (2 @ 2909;) + (2; @ y2))+
t((—3) (s © 29,5) + (—5) (2 @ 2y5y;) + (5 @ 2y,y5))

Typ Il a, Fall 4: —%(:)31 ® 2y:yr) + (2, @ y?)

=(—3)(w: @ 2u;(tys + yr)) + ((ts + 2) @ Y7
=(—3) (2 ® 2tyys) + (—3) (2 @ 2y5yr) + (tzs @ Y7) + (2, @ Y7)

=t((—5) (2 © 2tysys)) + (2 @ y7)) + (=5 (2 @ 2p,) + (2, @ 47))
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2 Darstellungstheorie

Aufgrund der Gestalt der Elemente von Typ III a und Typ IIL b, reicht es aus
jeweils zwei Félle zu unterscheiden, diese sind (r, s, k) und (r, j, k).

Typ Il a, Fall 1: (—3)(z, @ 2ysy) + (—3) (@5 ® 2y,yx) + (25 @ 2ysyr)

=(—3)((tzs + 2) @ 2y5y) + (—3) (s @ 2(tys + yr)yr) + (21 @ 2ys(tys +y))

=(—3) (x5 @ 2ys) + (—3)(zr @ 2ysk) + (—3) (s @ 2ty yp)+
(—3)(2s © 2upyk) + 26(xk @ Y2) + (24 @ 2y5yr)

=2t((—3) (s ® 2ysux)) + (zx @ ¥2))+

(—3) (2 ® 2yyr) + (—3) (s @ 20045) + (24 © 245y,

Typ Il b, Fall 1: (—3)(zr ® 2ysyx) + (25 @ 2y,ux) + (—3) (2 @ 2y,y,)

Z(—%)((ms + ;) @ 2y5yk) + (25 @ 2(tys + v )yi) + (—3) (2 @ 2y (tys + yr))
—t((—=3)(zs ® 2yswi)) + (z @ Y2))+
(—%)(wr ® 2ysyr) + (—3) (T ® 2ysyr) + (25 @ 2y, Y1)

~+

TypIlla, Fall 2: (—1)(x, ® 2y;ue) + (—3)(2; @ 240ur) + (21 ® 2y5yy)

A/_\/_\

=) (tws + @) @ 2y5ux) + (—=3)(2; @ 2(tys + yr)y) + (21 @ 2y5(tys + yy))
—)(ta, @ 2yux) + (=) (2 ® 2y5u1) + (= 1) (25 ® 2ty,yn)+
—2)(; ® 2y, ) + (2 @ 2ty;ys) + (2 @ 2y,yr)
=t((—3)(xs ® 2y5ux) + (—3)(2; @ 2ysyn) + (21 @ 2y;95))+
(—3) (@ ® 2y59n) + (—3) (25 @ 2yy5) + (24  2y;9,)

l\.?l»—l wl»—l wl»—t

Typ Il b, Fall 2: (—%)(wr ® 2y;yr) + (T @ 2y,y) + (—%)(wk ® 2y;Yy)

=(—3)((txs + =) © 2y50) + (25 © 2(tys + yr)yi) + (—3) (2x @ 2y;(tys + v,))
=(—5)(tzs @ 2y5uk) + (—3) (T © 2y591) + 5 @ 2ysy+

25 @ 2k + (—3) (T @ 2ty5ys) + (—5) (@k @ 2y59r)
=t((—3) (s @ 2y;ue) + (—3) (T @ 2u5ys) + T; @ 2yys)+

(—3)(@r @ 2y55) + (—5) (T @ 2y5ur) + 2 @ 24,y
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Nun priifen wir die Invarianz unter =, — tz, und y, — ty, (Elementarma-
trix (a)).

TypIl, Fall 1: —1(z, ® 2yy;) + (z; ® y?)

= — Ltz @ 2tyy;) + (25 ® (ty,)?) = £2(— (2, @ 29y;) + (25 @ y2))
Typ T, Fall2: —L(z; ® 2y,) + (2, @ 42)

= — §(@ @ 2yity,) + (2, @ y7) = t((=3)(2: © 249,) + (2. © 7))

TypIlla, Fall 1: (—%)(a:r ® 2yyx) + (—%)(x] ® 2y,yx) + (Tr ® 2y;y,)

=(=3)(tz, ® 2y;ye) + (—3)(2; @ 2ty,yp) + (21 ® 2y;ty,)
=t((—3) (2, @ 2y5ux) + (—3)(z; @ 2y,u1) + (z1 ® 2y;y,))

Zweiter Beweisschritt: Nun miissen wir noch die lineare Unabhéngigkeit
beweisen. Zundchst mochten wir zeigen, dass die Pieri-Komponente und
die Anti-Pieri-Komponente zwei unterschiedliche (Unter-) Rdume sind. Hier-
zu vergleichen wir in einem ersten Schritt die Dimensionen der beiden Kom-
ponenten. Die Dimension der Pieri-Komponente (s. Vorbemerkung 2.18.)
lautet:

n(n —1)(n —2)

n+n(n—1)+ 5

Die Dimension der Anti-Pieri-Komponente (Vorbemerkung 2.20.) lautet:

n(n—1)(n — 2) n(n—1)(n —2)
6 * g

_ n3=3n2—4n 6n
- 6 + 6

n(n —1)+

J/

n(n—1)(n —2) +n3—3n2—4n
6 6

=n+n(n—1)+
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Die Dimensionen der beiden Raume unterscheiden sich also um den Faktor

n3—3n?—4n
— 6 -

Man kann leicht nachrechnen, dass die Funktion f(n) = W tiir den
Fall n € {1,2,3} negative Werte annimmt und folglich die Dimension der

Pieri- Komponente grofler ist, als die der Anti-Pieri-Komponente.

Fiir den Fall n > 5 nimmt die Funktion f(n) = »=32=4" nur Werte gro-
er null an und somit ist die Anti-Pieri-Komponente in diesem Fall grofier

als die Pieri-Komponente.

Bleibt noch der Fall n = 4 zu betrachten, fiir den f(n) gleich 0 ist und somit
die Dimensionen beider Raume gleich sind. In diesem Fall gentigt es uns
z.B. das Element z; ® y} aus der Basis der Pieri-Komponente zu betrachten.
Dieses kann nicht durch die Elemente aus der Anti-Pieri-Komponente er-
zeugt werden. Auch fiir den Fall n = 4 sind die Rdume folglich nicht gleich.

Wir wissen bereits, dass wir zwei invariante Raume haben. Der eine ist die
Pieri-Komponente, der andere ist ein, von der Pieri-Komponente verschie-
dener, Raum. Wir wissen auch, dass das Tensorprodukt in zwei Rdume zer-

féilhﬁ und der andere somit das Komplement sein muss. O

Hiermit endet nun das Kapitel der Darstellungstheorie und wir fassen die

wesentlichen Erkenntnisse nachfolgend in aller Kiirze zusammen.

Resumé Was sollte man aus diesem Kapitel mitnehmen? Grundlegend
ist die Tatsache, dass eine irreduzible polynomiale Darstellung von
GL(n, C) eindeutig bestimmt wird durch ihr Hochstgewicht A = (A\y,..., \,),
welches man wiederum durch ein Young-Diagramm veranschaulichen kann.
Mittels dieser Diagramme wird in Abschnitt 2.1 die Regel von Pieri, eine
Formel zur Zerlegung von Tensoprodukten zweier Darstellungen in irre-
duzible Darstellungen, beschrieben. Konkret betrachten wir das Tensorpro-

dukt einer beliebigen irreduziblen Darstellung von GL(n, C) mit einer Dar-

* Anmerkung: Die Zerlegung in isotypische Komponenten ist eindeutig.
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2 Darstellungstheorie

stellung, die durch ein einzeiliges Young-Diagramm (entsprechend
Sym*(V)) gegeben ist.

Fiir einen Spezialfall dieser Regel, der Zerlegung des Tensorproduktes
Sym! @ Sym? in zwei Komponenten, wurde in Abschnitt 2.2. eine explizi-
te Basis eingefiihrt. Diese wird uns in Kapitel 5 an relevanter Stelle duflerst
niitzlich sein, um einen holomorphen Differentialoperator zu erhalten.

Neben der Regel von Pieri ist auch der Satz von Weyl (bzw. die davon ab-
geleitete schwache Version) ein relevantes Resultat, das man allgemein und
insbesondere im Hinblick auf diese Arbeit, aus diesem Kapitel mitnehmen
kann.
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3 Differentialoperatoren

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit allen Differentialoperatoren, die in die-
ser Arbeit auf irgendeine Art vorkommen, sei es zur Konstruktion holomor-
pher Differetialoperatoren, zur Interpretation von Ergebnissen, als Hilfestel-
lung in Zwischenrechnungen oder einfach nur als Beispiel zur Veranschau-
lichung.

Angefangen mit einem kurzen allgemeinen Uberblick in Abschnitt 3.1, wird
in Abschnitt 3.2 der Differentialoperator aiy und zwei hilfreiche Resultate,
der dazugehorigen Theorie, eingefiihrt. Anschliefiend werden in Abschnitt
3.3 und 3.4 die Differentialoperatoren eingefiihrt, die wir im Kern dieser
Arbeit zur Konstruktion holomorpher dquivarianter Differentialoperatoren
verwenden werden. Der Abschluss dieses Kapitels bildet mit Abschnitt 3.5
noch ein interessanter Zusammenhang zwischen den beiden Differential-
operatoren aus 3.3 und 3.4.

3.1 Einfihrung

Es gibt zahlreiche Moglichkeiten ein Kapitel {iber Differentialoperatoren zu
beginnen und {iiber einen sinnvollen & verniinftigen Einstieg in das Thema
lasst sich diskutieren. Ein Punkt in dem - bei Mathematikern aller Fach-
richtungen - aber sicher Einigkeit herrscht ist, dass das wohl bekannteste
Beispiel eines Differentialoperators (erster Ordnung) die normale Ableitung

einer Funktion in einer Variablen

0 /
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3 Differentialoperatoren

ist. Dicht gefolgt von der gewohnlichen partiellen Ableitung

o of

Zwei weitere bekannte Beispiele fiir Differentialoperatoren sind die soge-

nannten Wirtinger Ableitungen

o 1/(0 0 o 1[0 0

—==| =i d —=z|—+ix 1

0z 2 <8x Z@y) ez T g (&E —Hé?y) G.1)
In der Funktionentheorie bekannt u.a. fiir ihre Niitzlichkeit mit ihnen Funk-
tionen auf Holomorphie iiberpriifen zu kdnnen, werden wir sie (bzw. nur
eine davon) hauptsachlich zwecks ihrer hilfreichen Darstellung komplexer

Ableitungen verwenden. Fiir mehr Informationen sowie Rechenregeln fiir

die Wirtinger-Ableitungen sei auf [8, 5.24/25] verwiesen.

Nattirlich konnte man sich seitenweise mit weiteren interessanten und ntitz-
lichen Differentialoperatoren beschiftigen, aber wir mochten uns auf diese
beschranken, die auch tatsdchlich in dieser Arbeit auftreten und daher nun
zum Wesentlichen iibergehen. Fiir die vorliegende Arbeit sind zwei Typen

von Differentialoperatoren von besonderem Interesse,
¢ die nicht-holomorphen Maaf3-Shimura Differentialoperatoren und
¢ die bilinearen holomorphen Rankin-Cohen Differentialoperatoren.

Diese mochten wir nachfolgend kurz beschreiben.

Rankin-Cohen Differentialoperatoren Der geschichtlichen Zusammen-
fassung von D. Zagier aus [22, S.57] folgend, wurde bereits im Jahr 1956
von R. A. Rankin eine allgemeine Beschreibung von Differentialoperatoren
untersucht, die Modulformen auf Modulformen abbilden. 21 Jahre spater
beschiftigte sich auch H. Cohen mit diesem Thema und definierte fiir jedes
n > 0 einen bilinearen Differentialoperator, der zwei Modulformen f und g
vom Gewicht k& und [ eine Modulform [f, g],, vom Gewicht &k + [ + 2n zuord-
net. Dieser ist bekannt unter dem Namen Rankin-Cohen-Klammer und fiir
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zwei Modulformen wird die n-te Rankin-Cohen-Klammer definiert durch

a6 = o S Cor (TN (TN o)

r4+s=n

Fiir den Fall n = 1 ist die Rankin-Cohen-Klammer gerade von der Gestalt

ool = g (K (5 o) 1 (7 -9)) 33)

Fiir mehr Informationen zu Rankin-Cohen-Klammern verweisen wir auf
die Arbeiten von R. Rankin [18], H. Cohen [7] oder D. Zagier [22].

Wie bereits erwdhnt, werden Modulformen in dieser Arbeit nicht zum Ein-
satz kommen und daher werden wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Rankin-Cohen-Klammer nicht mit Modulformen, sondern stattdessen mit
den - in Kapitel 1 definierten - holomorphen Funktionen aus dem Raum
Hi(H,, C) bzw. H,(H,,, V,) betrachten (vgl. S. 9/10).

MaaB-Shimura Differentialoperatoren Thren Ursprung haben Maafs-
Shimura Operatoren in der Lie-Theorie und konnen durch diese erklart
werden. Sucht man Informationen hierzu, so wird man sie z.B. in der Ar-
beit [14] von M. Harris finden. Wir wihlen nachfolgend einen etwas ande-
ren Einstieg und um die Maaf3-Shimura Differentialoperatoren einfiihren zu

konnen, benétigen wir zunéchst folgende

Definition 3.1.
Eine Funktion f : H,, — V heifit fast-holomorph genau dann wenn f ein Poly-
nom in den Eintrigen von Y ! (Z = X + 1Y) mit V-wertigen beliebigen holomor-

phen Funktionen als Koeffizienten ist.

Bezeichnung 3.2.
Wir bezeichnen mit

N (H,,V) :={f:H, — V| ffast holomorph, Polynom Grad < vinY '}

p

den Raum aller V-wertiger fast-holomorpher Funktionen auf H,, von Grad < v.
Der Index p gibt an, dass wir diesen Raum mit der Operation |, von Sp(n,R)
ausstatten (vgl. [20, Lemma 8.3]).
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3 Differentialoperatoren

Die Maaf$-Shimura Differentialoperatoren D sind Polynome in den (ho-
lomorphen) Ableitungen und den Eintrdgen von Y . Sie operieren auf V-
wertigen Funktionen und bilden diese ab auf V;-wertige Funktionen und

sie sind dquivariant beziiglich der Operation von Sp(n,R), d.h.
D(f |, M)=D(f) |, M

mit M € Sp(n,R). Der einfachste Fall eines solchen Operators ist der, aus

der Theorie der (elliptischen) Modulformen bekannte, Maafs Operator von
Grad 1

=g+

Detaillierte Informationen zur Aquivarianzeigenschaft, Iteration u.s.w. sind

beispielsweise in G. Shimuras [20, IIL,§ 8] zu finden.

Auch im Fall der Maaff Shimura Operatoren werden wir spéter etwas von
der gerade eingefiihrten ,gewohnlichen” Beschreibung abweichen und in
Abschnitt 3.3 eine Definition betrachten, die ohne fast-holomorphe Funktio-
nen auskommt. Auch Shimuras konkrete Konstruktion eines solchen Diffe-

rentialoperators werden wir in 3.3. kennenlernen.

3.2 Der Differentialoperator -2

Dieser Abschnitt ist eine sehr kurze Zusammenfassung der, fiir uns, rele-

vanten Aussagen von E. Freitag aus [9) S5.209-201] tiber den Differentialope-

0

rator 7"

Wir betrachten unendlich oft differenzierbaren Funktionen f : H, — C.
Wir sind interessiert an den Differentialoperatoren

05 =5 (1+0i;) o (3.4)

0Yi.j

mit 1 < 4,7 < n und 6;; = Kronecker-Delta. Diese konnen wir zu einer

Matrix von Operatoren zusammenfassen
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3 Differentialoperatoren

Die Operatoren 0, ; sind untereinander vertauschbar, d.h. sie erzeugen einen
kommutativen Ring in der Algebra aller Operatoren. Man kann insbeson-
dere Unterdeterminanten von 0 betrachten und diese in der p-ten dufleren

Potenz zusammenfassen:
O = (1012)  apcir,..m

mit \8|§ = det (aivj)i@z,jeb'
Fall p = 1 benétigen, konnen wir auf die Einfithrung des formalen Apparat

Da wir fiir diese Arbeit nur den unkomplizierten

der multilinearen Algebra in diesem Kontext verzichten. Bei Interesse kann

dieser aber in [9) S5.205-209] nachgelesen werden.

Wenn wir die Matrix 0" auf eine C>®°-Funktion f : H, — C anwenden,

so ist diese nattirlich komponentenweise zu verstehen

oW f = (0lf)-

Wir wollen fiir 91! nachfolgend zwei Rechenregeln nennen und beginnen

zunachst mit der Produktformel

Satz 3.3. [9, Hilfssatz 6.4 fiir h = 1]
Fiir die beiden C*°-Funktionen f : H,, = Cund g : H,, — C gilt

M(fg) = (0Mf) g+ (8Mg) f.

Als Zweites interessiert uns die Wirkung von 9!/ auf Potenzen der Deter-
minante von Y. Auch hier interessiert uns nur der einfache Fall erster Ab-

leitungen.

Satz 3.4. [9, Satz 6.9, fiir h = 1]
Es gilt
oM det(Y)™ = a - det(Y)* - YL

Auf beide Resultate werden wir spéter zurtickgreifen.

Abschliefiend sei noch angemerkt, dass man auch die, aus den komplexen
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Ableitungen gebildete, Operatorenmatrix
0:= (Givj)lgmgn &-J = % (1 + 51‘7]') %

betrachten kann und sich die, im reellen bewiesenen Resultate, auf den

komplexen Fall tibertragen [9, S.215].

3.3 Differentialoperator - G. Shimura

Dieser Abschnitt dient der Einfiihrung eines Maas-Shimura Differentialope-
rators aus der Arbeit von G. Shimura, der in Kapitel 5 zur Konstruktion ho-
lomorpher Differentialoperatoren verwendet wird. Die hierfiir benétigten
Notationen und Grundlagen, den Differentialoperator selbst sowie seine -
fiir uns relevanten - Eigenschaften werden aus [19, Kapitel I1I] wiedergege-
ben, daher wird auf Beweise in diesem Abschnitt grofitenteils verzichtet.

Einleitung Zunichst werden wieder einige Bezeichnungen sowie etwas
Darstellungstheorie von G'L(n, C) benétigt. Mit p bezeichnen wir wieder ei-
ne Darstellung p : GL(n,C) — GL(X) der Gruppe GL(n,C).

Es sei
T := Sym,(C) ={X e C""| X = X'}

die Menge der symmetrischen n x n-Matrizen.

Es seien X, Y endlich-dimensionale C-Vektorraume und p € Ny. Dann be-

zeichnet
MUY, X) ={f:Y x--- xY = X]| f ist multilinear}

den Vektorraum aller C-multilinearer Abbildungen vonY x --- x'Y (p Ko-

pien) nach X und
Sp(Y, X) :={f:Y — X]| fist polynomial , homogen Grad p}

den Vektorraum aller homogener polynomialer Abbildungen von Y nach
X von Grad p. Fur Grad 1 ist daher 5,(Y, X) = M, (Y, X) = Home(Y, X)
der Vektorraum aller C-linearer Abbildungen von Y nach X. Des Weiteren
setzen wir Sy(Y, X) = Miy(Y, X) = X und S,(Y) = S,(Y, C).
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Ausgangspunkt sei nun eine Darstellung p : GL(n,C) — GL(X). Wir defi-
nieren eine neue Darstellung (vgl. [19, (12.7a) fiir p=1])

p®7:GL(N,C) = GL(MI(T, X))
durch

(p@7)(g)(h)(u) = p(g)(h(g'ug))

wobei g € GL(n,C) sowie h € Ml;(T,X) = S1(T, X)undu € T.

Einen Spezialfall der obigen Darstellung erhdlt man wenn p die triviale

Darstellung ist und X = C. Dann bekommt man eine Darstellung 7 von
GL(n,C) auf S,(T") durch

7(g9)(h)(u) = h(g'ug)

mit g € GL(n,C) sowie h € S;(T)und u € T.

An dieser Stelle sei noch ein Resultat zu S, (7', X') zu erwdhnen.

Satz 3.5. [[19, 5.94, (12.19)]
Wir konnen Sy (T, X)) mit Sy(T') ® X identifizieren durch

(h®a)(u) = h(u)z
firhe Si(T), € XundueT.
Dartiber hinaus halten wir folgende Beobachtung fest:

Beobachtung 3.6.
Man kann Sy(T) mit Sym?, GL(n, C) dquivariant, identifizieren.

Diese Beobachtung werden wir am Ende des Abschnittes beweisen.

Differentialoperator Sei pbzw. p’ eine Darstellung p : GL(n,C) — GL(X)
bzw. p' : GL(n,C) — GL(X') und N, (H,, X) bzw. /\/’p, (H,,, X") der Raum der
fast-holomorphen Funktionen. Die Gruppe Sp(n, R) operiert auf NV, (H,,, X)
durch |, (s. [20, Lemma 8.3]). Wie in 3.1 eingefiihrt, nennen wir einen dqui-

varianten Differentialoperator

M : N,(H,, X) = N, (H,, X)
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3 Differentialoperatoren

mit Polynomen in den Eintrdgen von Y ! (und holomorphen Ableitungen)
einen Maaf3-Shimura Differentialoperator.

Bemerkung 3.7.

Man kann einen Maaf-Shimura Differentialoperator aber auch allgemeiner auf
C>°-Funktionen definieren. Man betrachtet dann anstelle des Raumes der fast-
holomorphen Funtionen N ,(H,,, X) den Raum C°(H,, X). Dies werden wir im

folgenden auch tun.
Shimura konstruiert ihn aus folgendem Differentialoperator ([19, (12.12 a)])

D : C2(H,, X) — O

pRT

(Hm Sl(T7 X))

D(f)(u) = 3 uijz2-
2y
mitl <7 < j < nund @ Mbglichkeiten ein Index-Paar i, j zu bilden.
Auflerdem ist z € H,, sowie u € T = Sym,,(C™*"). Df ist damit Element

von C%¢ (H,, S1(T, X)), wenn f € C5°(H,, X).

pRT

Beispiel 3.8.
Fiir n = 2 lautet der Operator:

2] 2] 2]
D(f)(u) = ulﬂazil + U1,2 Bziz + U2,2 325,2 ’

Nun fehlt uns noch eine weitere Definition sowie die Aquivarianzeigen—

schaft des Differentialoperators. Hierfiir benttigen wir folgenden

Satz 3.9. [[19, (12.18 & 12.10, e=1)]
Fiir p : GL(n,C) — GL(X) und eine C*-Funktion f : H, — X definiert man
nunein D,f € Co¢ (H,, S1(T, X)) durch

D,(f)(u) = p(Y)' D [p(Y)f] (u).

Fiir M € Sp(n,R) erfiillt der Operator

Dy(f lp M) = Dp(f) lpar M.

Abschliefiend benotigen wir noch folgendes
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Lemma 3.10. [19, 13.17. fiir e=1]
Seien p : GL(n,C) — GL(X) und o : GL(n,C) — GL(Y') zwei Darstellungen
von GL(n,C) und sei f € C3*(H,,, X) und g € C3*(H,,,Y). Dann gilt

Dyso (f®9) =D, (f) @9+ f®Ds(g). (3.6)

Damit ware der Differentialoperator beschrieben und wir kommen noch

einmal zurtick zur Beobachtung 3.6, deren Beweis noch aussteht.
Behauptung: Man kann S1(T) mit Sym?, G L(n, C)-iquivariant, identifizieren.

Warum ist diese Beobachtung tiberhaupt von Interesse fiir uns? Wir wissen,
dass D(f) ein Element von C, (H,, Si(T, X)) ist. Wir schauen somit auf
eine Darstellung p ® 7. Wir interessieren uns fiir eine multiplizitdtenfreie
Zerlegung dieses Tensorproduktes und fiir p® Sym? haben wir eine solche -
mit der Regel von Pieri - sogar schon kennengelernt. Um Sym? zu beschrei-
ben, miissen wir demnach von den v, ; aus 7' zu Polynomen von Grad zwei
tibergehen. Wir haben somit zwei Realisierungen, die der symmetrischen
Matrizen benétigen wir aufgrund von G. Shimuras Theorie und die Rea-
lisierung in Termen des Raumes der homogenen Polynome benétigen wir,

um die Regel von Pieri anwenden zu kdnnen.

Beweis. (Beobachtung 3.6)
Zuniéchst sei S;(T) = T. Eine Identifizierung ¢ von T mit Sym? im Fall
GL(n,C) ist gegeben durch

w: { T—)C[ml,...,xn]g

u — ruxt
mit z = (x4, ..., x,). Die Identifizierung erhalten wir durch
WL e UL e UL e UL -

(731 ----- Liyeesy Lj.osTm )

ULj e Ui e Ujg o Ujm zj
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und ausmultipliziert ist dies gerade die Summe

_ ; U2+ Y 2up 1, (3.7)

r=1 s=1
S#ET
Wir identifizieren also ein u,, aus T’ mit dem Polynom z? ein u, s aus T’ mit

dem Polynom 2z, ;.

Wir behaupten, dass es sich hierbei gerade um einen dquivarianten Homo-
morphismus handelt und wollen aufierdem nachrechnen, dass wir den Fak-
tor 2 tatsdchlich in der Definition von 1 benotigen. Den Beweis erbringen
wir fiir die Erzeugenden von GL(n, K). Dies sind die beiden Elementarma-

trizen a) und b), die in Kapitel 2 eingefiihrt wurden.

Beginnen wir mit der Elementarmatrix - Fall a). Zunédchst benotigen wir

Nun wird ¢; ;z;=:27°" in (3.7) eingesetzt. Dadurch erhélt man eine Summe
der Gestalt

n n n n
D gt} A (i) + ) Y 2ty + Y 2uniy (L), (3.8)
r=1 r=1 s=1 r=1
r#£i r#£i S#£i r#£i

SFET

Andererseits betrachtet man ¢ (gug’) mit g € GL(n, K)und u € T

1 UL, 1 e ULy «or UL oo Uln 1
1 1
Ul o Ujyq --o Ujj -0 Uim
1 1
¢ tii i
1 . : 1
UL,5 oo Uj g oon Ujg oo Ujn
1 . . 1
1 Ul,n - Uip oo Ujn - Un,n 1
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Nach Matrizenmultiplikation folgt

u1,1 - iUl - UL e Uln

ti,i;/ll,i tf,iuivi v Ti UGG e ti,il'l,iyn
(8

’lL1.7j tiﬁiui’j Uj G e 'Uzj.,n

uln o biiUin e Ujn e unn

Durch Anwenden von v, also z(...)z" erhdlt man die Summe

Zn: uT,Tx% + t?,iui,ixzz + Zn: Xn: 2ur,s$r$s + Zn: Qtiﬂ'unﬂirxi (3.9)

r=1 r=1 s=1 r=1
r#i r#i s#i r#i
r#s

(3.8) und (3.9) stimmen also iiberein. Der Beweis fiir die Elementarmatrix

im Fall a) ist somit abgeschlossen.

Nun folgt die gleiche Vorgehensweise fiir die Elementarmatrix - Fall b).

Zunichst bendtigen wir wieder
(l‘l o T e T e zn) 1t — (xl v T e b LT xn)

Nun wird ¢; jz; + x; =: 27" eingesetzt in (3.7). Dadurch erhélt man

n n n n
2 2 2
E U Ty 4 W7 + uj (b2 + x4)” + g E Uy T + E PATIY
r=1 r=1 s=1 =

= r=1
T#4,J T#4,J 57,5 r#i
T#S

+ Z 2ur7]~xr(ti7jxi + Ij) + QUZ"jl'i(ti’jZEi + ZL‘]‘)

r=1
T#]
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Durch weitere Umformung erhélt man eine Summe der Form

n n n
2 2 2 2
= § Uy + U5 7 + 25 (Wi + T w5 + 2t jug ) + E § TR

r=1 r=1 s=1
r#i,j r#i s#£i
ris (3.10)
n
+ > 2wt e + )
r=1
r#i
Andererseits berechnet man wieder ¢ (gug'):
1 UL,1 e ULy wer ULj o Uln 1
1 1
u. G e Ugg oeen Uj g .en ui:n .
! 1 t 17 ’ ! 1
w 1 “J : : 1
UL, - Ujj oo Ujj oo Ujm
i
1 . . 1
1 Uln + Uin - Ujn ... Unn 1

(Es gilt t; ; = t;;, = t, der Index gibt nur die Postion des Elementes ¢ an.)

Nach Matrizenmultiplikation folgt

U1l uy,i+tul,; u,j Ul,n
ul,i—i:tul,j ui7i+tui,j+t(ui,j+tuj,j) 'uq;,]-—l-tu]-,]- ui’n—i:tu]-,n
(G
’Ltl.yj uq jHtug Uj j Uj.,n
7L£,n ui,n“‘tuj,n Ujn u7;,7l

Anwenden von v, also z(...)" fithrt zu

n n n n
Z Upp 2+ 33 (i + g + 2tu ) + Z Z 20y 5T, X5 + Z 2z,x;(tuyj + Uy ;)
r=1 r=1 s=1 r=1
r#£i r#£i SF£L r#£i
SFET

(3.11)

Auch in diesem Fall stimmen (3.10) und (3.11) tiberein. Somit ist der Beweis
abgeschlossen. O
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3.4 Differentialoperator - S. Bocherer, T. Satoh und T.
Yamazaki

Dieser Abschnitt dient dazu, den Differentialoperator aus der gemeinsamen
Arbeit von S. Bocherer, T. Satoh und T. Yamazaki einzufiihren. Die hierfiir
benoétigten Notationen und Grundlagen, den Differentialoperator selbst, so-
wie seine - fiir uns relevanten - Eigenschaften werden aus [2, S.1-4] wie-
dergegeben. Auf Beweise werden wir daher auch in diesem Abschnitt ver-
zichten. Der Differentialoperator ist fiir die vorliegende Arbeit von grofserer
Bedeutung, da er in Kapitel 4 zur Konstruktion holomorpher Differential-

operatoren verwendet wird.

Einleitung Wieder sei p eine Darstellung von G L(n, C) mit einem Dar-
stellungsraum W und f eine W-wertige C*°-Funktion auf H,,. Der Raum
dieser Funktionen wird wieder mit der Operation f |, M fiir M € Sp(n,R)
versehen und mit C3°(H,,, W) bezeichnet. Wenn wir fiir p eine Darstellung
det* ® Sym' wihlen, dann schreiben wir |, als | xeg,m Oder platzsparen-
der als [4;. Den Raum C7°(H,, W) schreiben wir als C3,. g, .. (Hy, W) oder
CR9(H,, W).

Fiir einen Vektorraum W bezeichnen wir mit W das i-te symmetrische
Tensorprodukt und identifizieren W(® mit C. Sei = (x1,...,z,) Zeilen-
vektor bestehend aus n Unbestimmten. Wir setzen V = Cz; & - - - & Cx,, und
identifizieren V¥ mit C[z1,.. ., z,)), wobei der Index (1) fiir homogene Po-
lynome von Grad [ steht. Dann operiert GL(n, C) auf V) durch

(gv)(z) = det(g)*v(zg)

fiir g € GL(n,C) und v € V. Das ist isomorph zu det* @ Sym! und wir
nutzen diese Realisierung. Auflerdem identifizieren wir C*°(H,,, V) mit
COO(Hn)[xl, - ,:z:n](l).

Differentialoperator Sei Z = (z; ;) eine Variable auf H,,. Fiir eine ganze
Zahl | > 0 und eine Funktion f € C=(H,,, V") setzen wir

46



3 Differentialoperatoren

Nf=(-30m2)""f)[2]
onf =kNf+ Df.

. . 146,
Hier sei .2, = (%%)
#3 /1<i,j<n

und Im Z = Y. Des Weiteren sei A[z] = zAz".

, wobei ¢;; das Kronecker-Delta bezeichnet

Df, Nf und 6, f sind dann V{+2?)-wertige Funktionen und der Differential-
operator erfiillt die folgende Aquivarianzeigenschaft:

Lemma 3.11. [2, Lemma 2.1]
Der Operator 0y, erfiillt

Ok f) kare M = i (f |6y M)

fiir f € C*(H,,V®) und M € Sp(n,R). Insbesondere bildet er C35(H,, V") auf
Cpo o (Hy, VUH2) ab. (Auflerdem ist der Operator iterierbar).

Somit haben wir nun alles, was wir bendtigen, um mit der Konstruktion
holomorpher Differentialoperatoren beginnen zu konnen. Dennoch méch-
ten wir mit folgendem Abschnitt noch einen kleinen Umweg gehen und ei-
ne wissenswerte Verbindung dieses Differentialoperators zu dem Operator

von G. Shimura festhalten.
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3.5 Zusammenhang der Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt méchten wir einen interessanten Zusammenhang zwi-
schen dem Differentialoperator von Shimura (aus Abschnitt 3.3) und dem
Differentialoperator Satoh-Yamazaki-Bocherer (aus Abschnitt 3.4) herstel-

len.

Grundlegend ist folgende

Beobachtung 3.12.
Es gibt einen explizit angebbaren nichttrivialen dquivarianten Homomorphismus

Y(p,v) : Symt @ Sym” — Sym#+

gegeben durch

Somit kann man v (x, v) als Beschreibung der hochsten Pieri-Komponente
verstehen (Regel von Pieri - Satz 2.14.).

Satz 3.13.
Der Operator Satoh-Yamazaki-Bocherer beschreibt die (irreduzible) Pieri- Kompo-

nente in Shimuras Differentialoperator D, fiir p = Sym*.

Beweis.

Fiir den Spezialfall p = Sym* bildet der Shimura Differentialoperator D,
Funktionen f mit Werten in Cg; . (H,,, V) ab auf Funktionen D, ( f) mit Wer-
tenin C3 ¢ g,m2 (Hy, V). (Dies ergibt sich durch Beobachtung 3.6 und Satz
3.5). Betrachten wir nun

Y(p,2) o Dp(f)-

——
P(Y) 1 3 w0 52— (V) f]

48



3 Differentialoperatoren

Mit p = Sym* ist dies von der Gestalt

(2o (Sym () Sz [Sym (V) ]).

1<u<v<n

Mittels der Identifikation aus Bemerkung 3.6. schreiben wir

P 2) o (Sym (V)7 Y ewy maag [Sym(Y)“f] )

1<u<v<n

mit e bzw. e, , = 2 falls v # v und e, , = 1 falls u = v. Nach Anwenden der

Produktregel erhalten wir

w(,u,Z)o[(Sym“(Y)_l Z exuxva Sym“( ))f

1<u<v<n

+(Sym“(Y)_1 Z €$u%az f)Sym“( )1]

1<u<v<n

und schlief3lich

w(,u,Q)o[(Sym“(Y)_l Z exuxva Sym“( )>f+ Z exua:v%f]

1<u<v<n 1<u<vn

[ N J/

VvV Vv
nicht—holomorpher Anteil holomorpher
Anteil

Betrachten wir nun zunéchst den holomorphen Anteil und versuchen die-

sen besser zu verstehen. Zwei Punkte sind hier zu erwdhnen:

¢ Die Funktion f, genauer f : H,, — V, mit p = Sym*, kdnnen wir

auffassen als etwas mit Werten in Sym#. Somit ist f von der Gestalt

mi mo
> Jioon o™ xpn
mi+---+man=v

(Darauf werden wir in Kapitel 4, Bez. 4.6., nochmal eingehen.)

¢ Die Elemente z,z, sind Bestandteile des Shimura Differentialopera-

tors.

Wir erinnern uns aus Abschnitt 3.3 daran, dass wir den Wertebereich des
Differentialoperators von Shimura als Tensorprodukt interpretieren kon-

nen. Wenden wir nun also (p, 2) auf den obigen holomorphen Anteil des
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Shimura Operators an, so entspricht dieser genau dem holomorphen Anteil
des Differentialoperators von S. Bocherer, T. Satoh & T. Yamazaki aus Ab-
schnitt 3.4.

In einem n&chsten Schritt betrachten wir nun die Differenz des Differen-
tialoperators von S. Bocherer, T. Satoh & T. Yamazaki und des Audrucks

b(p,2) 0 Dy(f)-

Da wir gerade gesehen haben, dass die holomorphen Anteile gleich sind,
hat diese Differenz demnach keine holomorphen Ableitungen mehr. Be-
trachten wir nun also, was beim Bilden einer solchen Differenz, noch iibrig
bleibt:

YY) | M)Z) = (Y)pu(CZ + D) f(M(Z))

= pur2(CZ + D) (M(Z)) f(M(Z)).

Wir folgen [9, 5.69] und nehmen an, dass Z = il,,, so dass M im Stabilisator

von i1, liegt. Die Zuordnung
M= (4-2)—U:=A+iB

definiert dann einen Isomorphismus Sp(n,R) N O(2n,R) — U(n), wobei

U(n) die unitdre Gruppe bezeichnet. Fiir uns ergibt sich somit

Y(iln) pu(Ci + D)_lf(“n) = put2(Ci + D)_lw(“n)f(iln)

mit p(C'i + D) als Darstellung der unitdren Gruppe U (n, C).

Aus der Darstellungstheorie wissen wir, dass die Restriktion einer irredu-
ziblen Darstellungen von GL(n,C) auf U(n,C) irreduzibel bleibt. Dies ist
eine unmittelbare Folgerung aus H. Weyls ,Unitdrem Trick” (s. [12] § 3.3.4]).

Auflerdem ist ¢ ein U (n, C)-dquivarianter Homomorphismus zwischen Sym*

und Sym#*? und nach dem Lemma von Schur (s. [11} S.7]) folgt somit

b(il,) = 0.
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Folglich ist auch
YY) =0.

Denn wihlen wir M von der Gestalt <?; A(ll ) so bekommt man zunédchst
BY )P AT) I F(AZA) = ppa A7) T O(AZA) f(AZA).
Speziell fiir f(Z) = v = const und Z = il,, gibt das

0 = pura (A7) (A Ad) ()

und dann ist auch (A Aq)(v) = 0 fiir alle v, also (A*Ai) = 0. Jedes Y ist
aber von der Gestalt Y = A*A mit einem A € GL(n,R).

Wir kénnen den Differentialoperator Satoh-Yamazaki-Bocherer jetzt bereits

als holomorphes Bild eines Shimura-Differentialoperators beschreiben.

Dariiber hinaus wissen wir aber sogar, nach der Regel von Pieri, dass Sym/*2
in Sym*®Sym? genau einmal vorkommt. Die Regel von Pieri diirfen wir an-
wenden, da wir mit Sym* und Sym? gerade zwei Darstellungen haben, die
beide durch einzeilige Diagramme beschrieben werden konnen. Mit
p= (1,0,..,0) und v = (2,0, ...,0) ergeben sich somit nach der Regel von
Pieri die moglichen Diagramme zu A = (1 + 2,0, ...,0) (entspricht gerade
Sym+#+?) sowie X = (u + 1,1,0,...,0) und X\ = (y,2,0,0,...,0) (diese bei-
den interessieren uns im Moment nicht) unter der gewohnten Bedingung
AL 2> py 2 2 1 2> Ay 2> 0.

Somit beschreibt der Operator Satoh-Yamazaki-Bocherer die (irreduzible)

Pieri-Komponente in Shimuras Differentialoperator D, fiir p = Sym#. [

Mit diesem interessanten Zusammenhang endet das Kapitel der Differen-
tialoperatoren und wir fassen nachfolgend noch einmal die wichtigsten Er-

kenntnisse aus diesem Kapitel zusammen.

51



3 Differentialoperatoren

Resumé Was sollte man aus diesem Kapitel mitnehmen? In Abschnitt

3.3 wurde ein nicht-holomorpher und dquivarianter Differentialoperator

D (CZO(]HLMX) — Cx (ansl(T7X))

pRT

eingefiihrt und definiert durch

D(f)(u) = > ui,j%

1<i<j<n
sowie

D,(f)(u) := p(Y)"' Dlp(Y) f](u).

Diesen werden wir in Kapitel 5 zur Konstruktion holomorpher Differential-
operatoren verwenden und uns hauptséchlich fiir den Fall p = Sym! @ det”
interessieren. Relevant ist aufierdem die zu Beginn des Abschnittes definier-
te Darstellung in 51 (7, X') sowie die Identifizierung mit S;(7) ® X im An-
schluss. Ferner wurde die Beobachtung festgehalten, dass man S;(7’) iden-

tifizieren kann mit Sym?.

In Abschnitt 3.4 wurde ein nicht-holomorpher und dquivarianter Differen-
tialoperator

O : CPy(H,,, VD) — Cfp,  (HL,, VEH2))
eingefiihrt und definiert durch
Onf = k(-£Y 1) 2]+ (555 /) [2].

Diesen werden wir in dem nun folgenden Kapitel 4 zur Konstruktion holo-

morpher Differentialoperatoren verwenden.
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4 Konstruktion aquivarianter und holomorpher
Differentialoperatoren - Vorgehensweise |

In diesem Kapitel werden wir holomorphe und dquivariante Differential-
operatoren konstruieren, ausgehend von dem nicht-holomorphen, dquiva-
rianten Differentialoperator §; aus der Arbeit von S. Bocherer, T. Satoh und
T. Yamazaki ([2]), der in Kapitel 3 eingefiihrt wurde.

Es werden im Folgenden auf zwei Arten neue Differentialoperatoren kon-

struiert. Zunichst wird im ersten Abschnitt 4.1 die Differenz

k-Opq1 (g-f) = (k+1)- 0k(f)-9g

betrachtet, ausgehend von einem f mit vektorwertigem Automorphiefak-
tor und einem skalarwertigen g. Wir werden sehen, dass wir auf diese Wei-
se einen bilinearen, holomorphen & dquivarianten Differentialoperator er-
halten werden und somit kénnen wir bereits am Ende des Abschnittes ein

erstes Ergebnis formulieren.

Auf dieser Konstruktion aufbauend wird in Abschnitt 4.2, durch das Ein-
setzen einer konkreten Funktion fiir g, ein linearer (und iterierbarer), ho-
lomorpher & &dquivarianter Differentialoperator konstruiert. Aus Griinden
der Ubersichtlichkeit wird der Abschnitt 4.2 in drei Unterabschnitte aufge-
teilt. 4.2.1 dient der Entwicklung des Minuenden der Konstruktion, 4.2.2 der
Entwicklung des Subtrahenden und in Unterabschnitt 4.2.3 wird der Diffe-
rentialoperator schlieSlich vollstindig betrachtet und analysiert. Abschlie-
8end dient der Abschnitt 4.3 der Veranschaulichung der neu konstruierten

Differentialoperatoren mit Hilfe eines Beispiels fiir den Fall n = 4.



4 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise I

4.1 Bilinearer, holomorpher Differentialoperator -
Konstruktion

(H,, V") und g aus C°

det!

Wir nehmen ein f aus C'° (H,, C) und be-

SymY @detk
trachten die Differenz

k-opag-f)—(k+1)-0r(f) g

Diese Differenz diirfen wir bilden, da es sich hierbei gerade um eine Diffe-

renz von Funktionen handelt, die beide Werte im Raum
v+2
Cg‘ZmV+2®detk+l (Hm V( - ))

haben und auf denen die gleiche Operation angewendet wird.

Wir leiten den Abschnitt zunédchst mit einer Erinnerung, aus Kapitel 3, ein.

Erinnerung 4.1.
Fiir eine Variable Z aus H,, und ein f aus Cgoymy Sdetk (H,, V(”)) wird der Differen-

tialoperator ¢y, definiert durch

uf = k(- m 2) 7 ) o] + () [o

mit % = (H;ij aj ) . Hierbei bezeichnet ¢;; das Kronecker-Delta und
i ) 1<ij<n
Im Z =Y. Des Weiteren sei A[x| = xAx" wobei x selbst Zeilenvektor (1, ..., x,)

ist.

Nun kénnen wir mit der Konstruktion des Differentialoperators beginnen.
Wir bilden die Differenz

k- Gualg - f) = (k+0)-6u(f) - g (4.1)

Nach dem Einsetzen des Differentialoperators § aus der Arbeit von S. Bo-
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cherer, T. Satoh & T. Yamazaki erhilt man:

B0 00)) el (s 0)) 1) = () ( (5 7 1) el iy ) ) o

Ein klein wenig mehr Ubersichtlichkeit erreicht man durch Multiplikation
der Terme mit den Koeffizienten und dies fiihrt zu einer Differenz der Ge-
stalt

(H42y (0 et (5 0 )l ( (427 ) o) g — (S22 )] .

Man beachte, dass g skalarwertig ist und kann somit direkt erkennen, dass
die beiden Imaginérteile von der gleichen Gestalt (mit unterschiedlichen
Vorzeichen) sind und somit wegfallen. Ubrig bleibt

%(%(gf)ﬁl’] - (271'7, ((azf) [= ]>

Nach Anwenden der Produktformel (Abschnitt 3.2, Satz 3.3.) erhilt man:

%((%g)f—i_ (%f)g)[x] - 27rz ((azf)[ ])

Zuletzt sieht man noch, dass 5= ((Z f)g[z]) im Minuend sowie im Subtra-

271

hend vorkommt und somit wegtéllt. So bleibt schliefslich noch eine Diffe-

renz der Form

S (CODICEE(CHIT)E 42

stehen. Dies ist unser erster konstruierter Differentialoperator und es ergibt
sich folgendes
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Erstes Ergebnis Fassen wir die Beobachtungen dieses Abschnittes zu-
sammen. Nach Einsetzten des Differentialoperators ¢ in die Differenz (4.1)
konnte man erkennen, dass sowohl der Minuend als auch der Subtrahend
aus zwei Teilen, einem nicht-holomorphen und einem holomorphen, beste-
hen. Der Imaginérteil (nicht-holomorpher Teil) beider Seiten war von der
gleichen Gestalt und fiel somit vollstindig weg. Somit blieben in unserer
Konstruktion nur noch holomorphe Anteile {ibrig und daher ist der kon-

struierte Differentialoperator holomorph.

Des Weiteren ist unser Differentialoperator dquivariant bzgl. der symplek-
tischen Gruppe Sp(n,R), da wir die Differenz zweier nicht-holomorpher,
dquivarianter Differentialoperatoren ¢ betrachten (vgl. Abschnitt 3.4, Lem-
ma 3.11.) und die Aquivarianz hierbei natiirlich erhalten bleibt.

Bleibt noch die Frage zu kldren, ob unsere Konstruktion (4.2) ungleich Null
ist. Fiir ein beliebiges g erkennt man direkt, dass die Differenz nicht Null
werden kann. Auf der rechten Seite stehen die holomorphen Ableitungen
von f und auf der linken Seite kommen keine Ableitungen von f vor, son-
dernnur f selbst. Fiir k, [ # 0 kann die Differenz somit im allgemeinen nicht

Null werden und somit formulieren wir folgendes

Theorem 4.2.
Es wird durch

Hsymvgdetr iy, V) X Haop (Hy, C) = Hgymvt2gders+i (Hi, V)

(o) = &5 ((9) ) - o (&Nl

ein bilinearer und holomorpher Differentialoperator gegeben, der fiir alle Funktio-
nen f € Hsymroder (Hn, VWY und g € Hyep (H,, C) die Aquivarianzeigenschaft

[f ‘Sym”@det’C Mvg |detl M} = [fv g} ’Sym”+2®detk+l M

fiir M € Sp(n,R) erfiillt. Die Konstruktion ist Null nur fiir den Fall k =1 = 0.
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Anmerkung 4.3.
Dieser Typ an Differentialoperator kommt uns natiirlich bekannt vor. Es handelt

sich hierbei um die, in Kapitel 3 eingefiihrte, Rankin-Cohen-Klammer.

Nun ist der obige Differentialoperator bilinear und leider nicht iterierbar.
Um unsere Chancen zu verbessern einen linearen und iterierbaren Diffe-
rentialoperator zu konstruieren, werden wir daher im ndchsten Abschnitt
unsere geforderten Eigenschaften etwas abschwéchen. Genauer gesagt wer-
den wir die Aquivarianzforderung auf die Untergruppe Sp(n, R) x Sp(n, R)
von Sp(2n, R) einschranken. Dies wird unsere Situation deutlich verbessern
und uns den Weg zu einem holomorphen, linearen und iterierbaren Diffe-

rentialoperator ermoglichen.

4.2 Linearer, holomorpher Differentialoperator -
Konstruktion

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit der Frage, wie wir ausgehend vom
dem bilinearen Differentialoperator (4.2)

o5 ((379) 1) 1] = 55 ((370) [a]) ¢

-

TV
=:Ls =:R;

einen linearen Differentialoperator gewinnen konnen. Ausgangspunkt sei
wieder f € CF° Hy,, V@) und g € O, (Hy,, C) (beachte: Grad 2n),

ymY @detk ( det!
nur dass wir diesmal fiir g eine konkrete Funktion einsetzen werden. Diese
Vorgehensweise wurde bereits im skalarwertigen Fall mit Erfolg von S. Bo-
cherer (s. [3]) umgesetzt und soll nun auch uns zum gewtinschten Ergebnis

verhelfen.

Zunichst benodtigen wir aber noch ein paar Informationen, die von S. Bo-
cherer bereits in [3] behandelt wurden und geben diese im Folgenden wie-
der. Wie in [3] und [4] bereits behandelt und auch in Kapitel 1 eingefiihrt,
betrachten wir nun die natiirliche (diagonale) Einbettung

tn : Sp(n,R) x Sp(n,R) — Sp(2n,R).

Fiir M € Sp(n,R) schreiben wir M anstelle von ¢,,(M, 15,).
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Des Weiteren zerlegen wir Z € H,, in Blockmatrizen der Grofie n und ver-

wenden die Bezeichnung

A/
Z=7" | mit 2,2, € H, und Z,, Z, € Ctn).
Zt 7y

Nun stellen wir uns die folgende Frage.

Was sollte die Funktion g erfillen? Ausgangspunkt sei der bilineare,
holomorphe Differentialoperator [*, ] aus Theorem 4.2. (p, det! + p'). Wir

mochten einen linearen Differentialoperator
D: C¥(H,,V,) = C¥(H,, Vy)

vermoge

D(f) =11, ¢]

erhalten. Wir suchen nach einer holomorphen Funktion ¢ : H,, — C und
fordern, dass

D(f |, M) =D(f) |, M

fur M € Sp(n,R) x Sp(n,R) C Sp(2n,R) erfiillt sein soll, d.h. es soll

!

LS 1o M, ¢] = [fielly M
—_——

=[f1p M, (¢l M) M|
:I:fa(b‘lM_l:l

gelten. Folglich suchen wir nach einer holomorphen Funktion ¢ : Hy, — C,
die die Bedingung
pLiM 1t =¢

fur alle M aus Sp(n,R) x Sp(n, R) erfillt.
Des Weiteren hangt eine solche Funktion nicht von den Realteilen von Z;

und Z, (und somit auch nicht von Z; und Z,) ab, denn fiir die Translation

By 0
M = ( St ) mit By, B, aus Sym,,(R) ist
2n 2n
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¢ Z1+B1  Z2 _¢ Zy Z2
Zi Zs+By ) — Z5 Zs ) -

Sucht man nun eine Funktion ¢ mit obigen Eigenschaften, die nur noch von
Z, abhdngt, dann bleibt uns fiir diese nur noch eine Wahl. Somit formulieren
wir, wie auch schon S. Bocherer in [3], folgende

Bemerkung 4.4. [3| 5.25, Remark 1]
Fiir | € Z definieren wir die Funktion

Hgn — C
"\ z=(4%) > dze)
Dann ist ¢, eine symmetrische Funktion von Gewicht —I fiir Sp(n, R)" und Sp(n, R)*,
d.h. fiir alle M € Sp(n,R) gilt:

Gl M =¢ , ¢l M=¢ und ¢(V(Z))=p(2)

v -2((31) - (27

Diese Funktion ist sogar - bis auf eine Konstante - eindeutig. Dies mochten

wir nachfolgend begriinden.

Wir behaupten, dass jede Funktion v, die die obigen Eigenschaften erfiillt,
von der Gestalt ¢ = c-det! ist, mit einer Konstanten c (diese ist gleich 1(1,,)).
Mochten wir nun die Gleichheit zweier holomorpher Funktionen auf C™"
(entspricht der Variablen Z, von oben) zeigen, so brauchen wir dies nur auf
reellen Matrizen Z zu tun, genauer gesagt auf invertierbaren reellen Matri-
zen Z = X € GL(n,R) (s. [10, S.310]). Jetzt hat ¢ aber unter

X0
(01 Ot)
Xt 0
R

ein Transformationsverhalten und dieses fiihrt zu

V(X) = (X - 1,) = det(X)" - p(1,).

Somit sind wir fertig mit unseren Uberlegungen zu einer geeigneten Funk-
tion g und kénnen nun nachfolgend die Funktion ¢,(Z) := det(Z,)" fiir g in

unseren bilinearen, holmorphen Differentialoperator (4.2) einsetzen.
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4.2.1 Entwicklung von L;
In diesem Teilabschnitt wird der Ausdruck
L= 2 ((29) £) o
der Konstruktion (4.2), nach dem Einsetzen der Funktion det(Z,)! fiir g, be-
trachtet.
Hierzu benétigen wir zundchst noch zwei Bezeichnungen.

Bezeichnung 4.5.
Fiir g : Ha,, — C mit Z s det(Z,)" konnen wir (nach Erinnerung 4.1) die Ablei-

tungen schreiben als
9 . _ <1+5ij ) > _(1+5z‘j 9 4 l>
D g=(u o = (M40 get(Z,
0z9 2 02,9 \<ij<om 2 0z, (Z2)

Diese partiellen Ableitungen werden mit 0" bezeichnet.

1<i,j<2n

Bezeichnung 4.6.

Sei [ : Hy, — V, gegeben mit der v-ten symmetrischen Potenz p = Sym” ® det”
als Darstellung. Diese konnen wir mit dem Vektorraum der homogenen Polynome
von Grad v in 2n Variablen identifizieren, daher schreiben wir im folgenden fiir f

m1 mo
> Jion oo xp
mi+---+man=v

Die Summe wird von nun an mit f bezeichnet.

Nun sind die benétigten Bezeichnungen eingefiihrt und wir kdnnen mit der
Entwicklung von Ls beginnen. Den Ausdruck

o ((329)f) 2]

konnen wir schreiben als

det det det det
81,1 81,71, 81,n+1 81,271
d.et (iet de.t d;;t - ~
k ( &1 s ) 8n,l 8n,n 8n,n+1 8n,2n (x1 ) f
; det det det det e
2mi 81,n+1 an,n+1 an+1¢n+1 8n+1,2n x2
det gdet  pdet T gdet
81,27L dn,2n d2n,n+1 d2'n,2n
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Hierbei bezeichnet (1 #2 ) die Matrix der Grofle 1 x 2n (bzw. den Zeilen-
vektor) mit #; = z1 ...z, und Z5 = T4 ... T2, und (%) die entsprechende
transponierte Matrix der Grofle 2n x 1 (bzw. den Spaltenvektor).

Die partiellen Ableitungen der Funktion det(Z,)' auf den Diagonalblécken
71 und Z, sind null und somit ergibt sich fiir L; folgender Ausdruck:

det det
0 .. 0 ot . ool
A B det det _ -
k (fl 2o ) 0 0 an?’n-&-l 871?271 (:1‘,‘1 ) f
2mi ety o9l 0 0 T2 )
d-t d"t . . .
al,eZn 87:271 0 0

Nach Matrizenmultiplikation erhilt man

k det det det det
5 <8l’n+1m1xn+1 o+ 019,120 + o+ Oy 1 T 1T+ s+ Oy, Ton Ty,

det det det det
+ O 11T + o+ O 1 T Ty + o+ 079, T1 T, + o F 8n72nxnm2n>f.

Die doppelten Eintrdge der Summe konnen zusammengefasst werden

£ (2ol wwa + ot (2000,) B

+ ..+ (2 831%”) T1Top + ... + (2 85‘35”) a:nxgn)f

und schliefilich, kurz und tibersichtlich, kann L; in folgender Form ausge-
driickt werden:

- (z S (20 ) ;

i=1 j=n+1

Bemerkung 4.7.
Da die Ableitungen auf der Diagonale null sind, haben wir in der obigen Summe
nur noch partielle Ableitungen 87<' mit i # j und daher ist

205" = 05 + 05! = §52-det(Zs)! + 5o det(Zy)' = 52-det(Zs)" .
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Mit Hilfe der Bemerkung 4.7. erhalten wir fiir Ls; den Ausdruck

S (i Z (82 det(Zs) ) x:zc]> 7

i=1 j=n+1

Damit ist die linke Seite fast beschrieben. Es fehlt nur noch die Berechnung
der partiellen Ableitungen von det(Z,)". Diese Ableitungen wollen wir nun

nachfolgend genauer betrachten.

Bemerkung 4.8.
Mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatz (Entwicklung nach der i-ten Zeile)
kann die Determinante einer n x n-Matrix Zy geschrieben werden als

n

det(Z,)! = (Z(—l)i” IR det(Zm))

j=1
wobei Z; ; die (n — 1) x (n — 1) Untermatrix von Z, ist, die durch Streichen der

i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht. (-1)"7 bezeichnet den Vorzeichenfaktor und
z; j den Wert der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Fiir die Ableitung ergibt sich daher

(Z2)' = 52— (Z(‘l)m : Zz‘,j’det(Zz‘,j)>

J=1

=1 (Z(—l)i“ “Zig det(Zz‘,D) ()77 - det(Zy5))

J=1

=1-det(Zo)"" - ((-1)"" - det(Z;;)) .

Setzt man das Ergebnis der Bemerkung 4.8. in L; ein, so erhélt man schlief3-
lich den Ausdruck

% ) <i Z H'Jdet )) xzx]> f (4.3)

i=1 j=n+1

Somit ist Ls beschrieben.
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4.2.2 Entwicklung von R;

In diesem Teilabschnitt wird der Ausdruck

der Konstruktion (4.2), nach dem Einsetzen der Funktion det(Z,)' fiir g, be-
trachtet.

Hierzu wird zundchst wieder eine Bezeichnung eingefiihrt.

Bezeichnung 4.9.
Es sei f : Hy, — V, mit p = Sym” ® det” und analog zu Bezeichnung 4.5.
schreiben wir die Ableitungen als

3 7\ _ (1465 & ~>
<azf) ( 2 ‘9zivif 1<i,j<2n

Diese partiellen Ableitungen werden im Folgenden mit Qf ; bezeichnet.

Analog zur Vorgehensweise in vorigem Abschnitt wird nun R; entwickelt.

Wir konnen

in der folgenden Form schreiben:

a{,l alf,n 8{,n+1 a{,Qn
7 of o of )

[ ( . ) an,l n,m n,n+l n,2n (561) i
— D) s - z ; 5 det(Zz)
2 f f f f z

e a1,7L+1 87L,7L+1 8'n+1,n+l 8n+1,2n

i ol i
81.,2'n a’n,2n a2'rL,n+l 8277,,2'n

Wieder bezeichnet (#1 «2 ) den Zeilenvektor mit #; = x; ...z, und
L9 = Tpyq ... To, und ( i; ) die Transponierte bzw. den entsprechenden Spal-

tenvektor.
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Nach Matrizenmultiplikation erhdlt man fiir R:

l-det(Z2)*
21

(ac%@{ﬁ ot xlxn@ﬁﬁ I1In+1alf’n+1+ ot x1x2n8{72n+ ot

xnx18{7n+ ot 2207 4+ xnajnﬂﬁimﬁ ot mnx2n8£72n+ ot

n-n,n

i f 2 of i
xlx?’b+1al,n+1+ et xnxn+1an,n+1+ C(”n—l-lan—&—l,'n—s—l+ ot xann+182n,n+1+

xlajgn@{gﬁ ot $n$2na£72n+ xn+1x2n8,{+172n+ ot x%nagn’% ) )
Zusammengefasst ergibt sich somit fiir R; die Gestalt

of; 20
2n /_/\ n 2n /'/\
l l § 2 9 ¢ 2 E o ¢
5 det(ZQ) . .CEZ» 821_’1_][ + l’i.fﬂj _821-,]- f
i=1 i=1 j=n-+1
M—/ [\ — J
(Ableitungen der Diagonale) (Ableitungen aus Zz und Z%)
po (19 f4 1 0 f
+ Z Lidj <2 0z ; f + 20z f) (44)
1<i<j<n

—~—
(Ableitungen aus Z1 ohne Diagonale)

+ Z TT; (éaz,jf - %62,1' f> )

n+1<i<j<2n

~
(Ableitungen aus Z4 ohne Diagonale)

(Anmerkung: Damit es zu keiner Verwechslung kommt sei erwahnt, dass
die Nummerierung (4.4) sich auf den gesamten Ausdruck R;s bezieht und

nicht nur auf die zweite Zeile.)

Somit ist R; beschrieben und wir kénnen nun den gesamten Differential-

operator betrachten.
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4.2.3 Die Differenz (L; — Ry)

In diesem Unterabschnitt betrachten wir nun schliefllich die gesamte Diffe-
renz

o ((579) f) 1] = 55 (1) [a]) g -

-

Ls (1.3) R, (1.4)

Man erhilt einen Operator der Gestalt

io1 i=1 j=n+1 ’ (4.5)
2 : 1.0 ¢ o r
+ Lillj (5 Bzi,jf + %6,2]'71' f)

1<i<j<n

bY a (T 1) )

n+1<i<j<2n

[y

Dies ist unser zweiter konstruierter Differentialoperator D und wir formu-

lieren ein

Zweites Ergebnis Fassen wir die Beobachtungen dieses Abschnittes
zusammen. Das Einsetzen der Funktion ¢;(Z) := det(Z,)' fiir g in den Diffe-

rentialoperator (4.2) hat uns einen linearen Differentialoperator (4.5)
D := [ x,det(Z,)!]

geliefert, der nur noch von der Funktion f abhédngt. Aus g = det(Z,)" wur-
den, von Z, abhédngige, Koeffizienten des Operators und leider sind diese
nicht-konstanten Koeffizienten auch der Preis, den wir zahlen miissen, fiir

das Erhalten eines linearen und iterierbaren Differentialoperators.

Des Weiteren ist der Operator noch immer holomorph, daran hat sich na-

tiirlich auch nach dem Einsetzen von det(Z,)" fiir g nichts gedndert. Auch
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die geforderte Aquivarianz ist wieder erfiillt, jedoch nur noch bzgl. der Un-
tergruppe Sp(n,R) x Sp(n,R) C Sp(2n,R).

Abschlieflend bleibt wieder die Frage zu klédren, ob die Konstruktion (4.5)
auch ungleich Null ist. Da es sich hier um die Differenz zweier Monome
unterschiedlichen Grades (! und [ — 1) handelt, konnen wir die Frage fiir

k,l # 0 mit ja beantworten und formulieren schlieflich folgendes

Theorem 4.10.
Mit der Konstruktion (4.5) gibt es zu einer Darstellung Sym” @ det" einen linearen

und holomorphen Differentialoperator

D : Hoymraderr (Hon, V) = Heymvr2gaers (Han, V)
vermaoge
D= [* ,det(Zg)l}
der fiir alle f € Hsymvwder (Han, VW) die Aquivarianzeigenschaft

D(f |Sym”®detk' MT) = D(f) ’Sym”+2®detk‘ MT
D(f |Sym”®detk' Mi) = D(f) |Sym”+2®detk M*
und
D(f ’Sym”@detk V) = D(f) ’Sym”+2®detk‘ Vv

01
10 Y
0

fiiralle M € Sp(n,R) und V' =
ist Null nur fiir den Fall k =1 = 0.

) € Sp(2n,R) erfiillt. Die Konstruktion

o
o

Beobachtung 4.11.

Iteriert man den Operator D und betrachtet ihn in Verbindung mit der Restriktion
Zy = 0, so wird dieser zu null. Da wir in unserer Konstruktion nur Ableitungen
erster Ordnung bilden, kann det(Z,)" nie zu einer Konstanten werden. Der Diffe-
rentialoperator bleibt sets von Z, abhiingig und fillt somit weg im Fall Zy = 0.

Bemerkung 4.12.

Die Konstruktionen in diesem Kapitel (s. Theorem 4.2. & 4.10.) haben jeweils ei-
ne Variante fiir holomorphe Funktionen und eine fiir C>°-Funktionen. Der Grund
dafiir ist, dass die Transformationseigenschaft dieser Operatoren herriihrt von der
Kettenregel fiir die holomorphe Transformation Z v~ (AZ + B)(CZ + D)~! und
von der Art und Weise, wie sich der Imagindrteil transformiert.
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4.3 Beispiel: Der Fall n=4.

Gegeben sei f € O it et (Hy, VW) und g € %, (Hy, C) und

et!
21,1 21,2 21,3 21,4

7 — Zy Za\ _ | 72,1 22,2 22,3 22,4
- Z§ Zy | — 21,3 22,3 23,3 23,4

21,4 22,4 24,3 24,4

Analog zum allgemeinen Fall (n beliebig) ergibt sich nattirlich fiir n = 4 der

gleiche bilineare Differentialoperator

£ ((%9)0)le)- & (F D)

J/
-

Ls Rs

mit ¥ = (21,29, 23, 74). Sei nun wieder g : Hy — C mit Z — det(Z,)!, so

ergibt sich fiir Ls:
ol o1y o1y o1
051 935 035 05 7
o | (712202 | i gt ot oy | \ 33 ) | (Fmtferatfinatiios)

ot o5 oy ofd
Die Ableitungen auf den Blocken Z; und Z, sind null und wir erhalten

det gdet
0 0 07% o7y

0 0 offedt | (I
o oy o o | (B ) | (nertfamfenstfiod).

T4
det Adet
074 05% 0 0

— (fﬂl T2 I3 IE4)
21

Ausmultipliziert ergibt dies fiir Ls den Ausdruck

4

% [$1l’3 28?? + T124 285{641e + Toxs 2(93’6; + Toxy 28&{641E } Z flxz
=1

Analog zur allgemeinen Vorgehensweise miissen wir auch an dieser Stel-

le die partiellen Ableitungen der Determinante von Z, berechnen. Hierzu

betrachten wir folgende

Nebenrechnung 4.13.
Esseidet(Zs) = det (%5 2 ) = 21,3224 — 21,422,3. Wir benitigen folgende partielle

Ableitungen der Determinante:

6det(Z2) — > 8d6t(22) — _x 8d6t(Z2) — _ 8det(Z2) — 5
9213 — <24 8214 - 2,3 7 8223 - 1,4 s 0224 — ~1,3 -
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Diese Ableitungen, aus der Nebenrechnung 4.13, konnen wir nun einsetzen

und erhalten fiir Ls den Ausdruck

4
[T123(29,4) + X124(—22,3) + T2x3(—21.4) + T224(21 3)] Z fizi.

=1

kel det(Z5)! =1

271
Somit ist L; fiir n = 4 beschrieben.

Nun betrachten wir R;. Fiir den Fall n = 4 erhilt man den Ausdruck
o], 0, 0f 5 0],
of of f x1
oL [ (1w ) [ P 2 O O <> det(Za)!
i a1,3 a2,3 83,3 83,4 T4

of 4 0f 405 0],

Auch hier folgt nach Matrizenmultiplikation

of 1.0f 1.9f
0z1,1 2 0z1,2 3 0221
? dot(Zo)! =~ ——— _ _ -
L
WM [ 0% of | +aiwy (0], + 04,) +xrwy 20] 5 + w124 20], + 23 04,

+ o3 204 5 + 22w4 205, + 23 045 + 374 (0, + 0L5) + 23 0L, .

Somit ist R fiir n = 4 beschrieben und wir konnen schliefslich wieder die

gesamte Differenz betrachten.

Fiir den Fall n = 4 lautet der Operator (4.5) daher

4

[2’2,4 T1T3 — 22,3 L1X4 — 21,4 T2T3 + 21,3 $2$4} E Jizi
i=1

kldet(Z2) 1
21

 ldet(Zo) [ 2 of 1.0f | 1.0f of of
21 Ty 8z1,1 + 21T (2 0z1,2 + 2 822,1) + 1123 8z1,3 + 1124 0z1,4 + 23 0z2,2

of of 2 af 1 98f 1 9f 2 9f
+ I'ng 82273 + x2x4 aZ274 + x3 82’3’3 + I‘3I4 <2 BZ3’4 + 2 82’4’3) + I‘4 aZ474 '
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In diesem Kapitel werden wir holomorphe und dquivariante Differential-
operatoren konstruieren, ausgehend von dem nicht-holomorphen, dquiva-
rianten Differentialoperator D, aus der Arbeit von G. Shimura ([19]), der in
Kapitel 3 eingefiihrt wurde.

Auch in diesem Kapitel werden wir anfanglich wieder auf zwei Arten Diffe-
rentialoperatoren direkt & explizit konstruieren. Zunéchst wird im folgen-
den Abschnitt 5.1 die Differenz

l- Dsyml(g)detk(f) g Lo (f ® Ddetl<g))

gebildet, ausgehend von einem f mit vektorwertigem Automorphiefaktor,

genauer f aus CY (H,,X) und einem skalarwertigen ¢ aus

Syml®detk

C%,.(H,,C). Diese Differenz diirfen wir bilden, da es sich hierbei gerade
um eine Differenz von Funktionen handelt, die beide Werte im Raum

COO

Syml@Sym2@detk+!

(Hn, 51 (T, X))

haben und auf denen die gleiche Operation angewendet wird. Hinter £ ver-
birgt sich die Zerlegung in irreduzible Teile des Tensorproduktes p ® 7 bzw.
in unserem Fall Sym' ® Sym?. (In Unterabschnitt 5.1.4 gehen wir darauf
genau ein). Auf diese Weise werden wir einen bilinearen, holomorphen &
dquivarianten Differentialoperator erhalten. Dies erfordert jedoch deutlich
mehr Aufwand als das in Kapitel 4 der Fall war, da der Imaginérteil hier

nicht durch eine einfache Differenzbildung wegfillt.
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der Abschnitt 5.1 in vier Unterab-
schnitte aufgeteilt. Unterabschnitt 5.1.1 dient der Entwicklung des Minuen-
den Dgy1 9400 (f)g der Konstruktion (ohne /), 5.1.2 beinhaltet die notwendi-
gen Nebenrechnungen fiir die Entwicklung des Minuenden, 5.1.3 dient der
Entwicklung des Subtrahenden f ® D, (g) der Konstruktion (zunéchst oh-
ne £) und in Unterabschnitt 5.1.4 wird die Differenz schliefilich vollstandig
betrachtet.

Auf dieser Konstruktion aufbauend wird in Abschnitt 5.2, durch das Ein-
setzen einer Funktion fiir ¢, ein linearer, holomorpher & dquivarianter Dif-
ferentialoperator konstruiert. Den Abschnitt 5.3 werden wir nutzen um ei-
ne, iiber die beiden expliziten Konstruktionen hinausgehende, Beobachtung
festzuhalten und schliefslich Differentialoperatoren zu jeder beliebigen irre-
duziblen Darstellung p zu erhalten. AbschliefSend dient Abschnitt 5.4 der
Veranschaulichung der neu konstruierten Differentialoperatoren mit Hilfe
eines Beispiels fiir den Fall n = 2.

5.1 Bilinearer, holomorpher Differentialoperator -
Konstruktion

Wir starten den Abschnitt mit einer Erinnerung aus Kapitel 3 und beginnen
dann direkt mit der Konstruktion des Differentialoperators.

Erinnerung 5.1.
Fiir f € C5°(H,, X) definieren wir Df € C55, (H,,, Si(T, X)) durch

D(f)(u) = 3 o5l

mitl <u<ov<nundu e T = Sym,(C"™). Des Weiteren definieren wir
D,f e C% . (H,, S1(T, X)) durch

D,(f)(u) := p(Y) "' Dlp(Y) f](u).

Bezeichnung 5.2.

Wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, werden wir fiir Zuuuvaf_fv die etwas

u,v

kiirzere und einfachere Schreibweise Yy u% withlen.
u,v
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Nun kénnen wir mit der Konstruktion unseres Differentialoperators begin-
nen. Wir starten zundchst mit einem etwas naiveren Ansatz - ohne Einbe-
zug von L - und arbeiten uns zu einer raffinierteren Losung, die die Zer-
legung des Tensorproduktes in irreduzible Teile bertiicksichtigt, vor. Aus-

gangspunkt sei die Differenz

[ Z)S;Lﬁnl@det’C (f)g —Lo (f ® Ddetl (g))7 (51)
b L s R
LD D

wobei wir zunidchst nur an den Ausdriicken Lp und Rp interessiert sind.

Diese werden nun getrennt voneinander entwickelt.

5.1.1 Entwicklung von L

Allgemein formuliert betrachten wir die Funktion

Dp(f)!)-

Nach Einsetzen der Definition von D und D, ist dies
p(Y)™ > ud [p(Y)f ]9

und fiir die Darstellung p = Sym' ® det" erhélt man fiir L, den Ausdruck

Sym*(Y) ™' @ det(Y)™* Z ul [ (Sym!'(Y) @ det(Y)¥) f } g.

Bemerkung 5.3.
Analog zu Bezeichnung 4.6. in Kapitel 4 kann man auch hier die Funktion f als

Summe der Form

> fionxi™ - oooaln

mi+-+mp=v
schreiben. Da wir in diesem Kapitel nur Sym' und somit v = 1 betrachten, ergibt

n
sich eine Summe (mit nur noch einem Index) der Form % fazg.
d=1
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Mit dieser Bemerkung 5.3. erhalten wir fiir L, den Ausdruck

Sym'(Y)' @ det(Y)7* Z U< [(Sym ) @ det(Y > Z fd:cd]

Weiter ist Sym!(Y) = Y und wir erhalten

) ' @ det(Y)7* Zu% ((Y) ® det(Y)k> Z fd-de] g

(Y) bzw. Y bezeichnet eine symmetrische n x n—Matrix.

Bemerkung 5.4.
Aus der Algebra wissen wir, dass man die Inverse einer Matrix mit Hilfe der Ad-

junkten berechnen kann (s. Cramersche Regel). Es gilt

Y7 = 5y - Adi(Y)

det

mit det(Y) # 0. Mit Adj(Y) wird die Adjunkte der Matrix Y, also die Trans-
ponierte der Kofaktormatrix Cof(Y')!, bezeichnet. Die Kofaktoren werden mit a; ;
bezeichnet und wie iiblich durch die Formel a; ; = (—1)"det(Y; ;) definiert. Hier-
bei bezeichnet det(Y; ;) gerade die Determinante der Untermatrix von Y, die durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Mit dieser Bemerkung 5.4. erhalten wir fiir Lp:

() @ det(v)) Y f] g
d=1

deto})kﬂ - Adj(Y) Z “%

Wir kénnen die endliche Summe >, fyzq als Produkt aus einem Zeilen-
vektor und einem Spaltenvektor schreiben. Dies ermdglicht die Berechnung
des Ausdrucks

b - AdY) S u [(m o) (y yl{n) (f> det(YV)*

u,v Yi,n - Ynn In

9
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durch Matrizenmultiplikation. Bevor wir das tun, miissen wir zundchst die

Produktregel anwenden und erhalten somit fiir L, die Summe

sy Adj(Y) [ (2 - xn)(ylyn ym) (Zud <:>>det( Vel g+

[

~
Nebenrechnung 1

Y11 - Yl f1

Yin - Yn,n fn

—

N

TV
Nebenrechnung 2

[ Y11 o Yin
—det(;)k-ﬂ . Adj(Y) (m xn> ( Do ) ( ) (Z ul det >
Yin o Ynn fﬂ u,v

TV
Nebenrechnung 3

Diese Nebenrechnungen werden im nachfolgenden Unterabschnitt 5.1.2 be-
rechnet. Fiir eine bessere Ubersichtlichkeit, greifen wir aber etwas vor und
setzen die Ergebnisse der drei Nebenrechnungen schon jetzt ein. Auf diese
Weise miissen wir die Entwicklung des Ausdrucks L an dieser Stelle nicht

unterbrechen. Fiir L, erhalten wir somit den Ausdruck

TR Z <Z u%fq> Ty det(Y)F+

L ¢g=1 u,v
N

—

g+

J/

TV
(5.3) Ergebnis Nebenrechnung 1

W —% qu <Z Ug,s (Z xra“)) - det(Y)*
q=1 s=1 r=1

g+

~
(5.4) Ergebnis Nebenrechnung 2

det(;)k+1 _% ( (Z quq) th > (Z Co,p U,y v) ] g
q=1

~~

(5.5) Ergebnis Nebenrechnung 3

1 fallsu=wv

mit Kofaktoren a € Adj(Y), mitu € Tund e, , =
2 falls u # v.
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Durch Wegkiirzen des Faktors det(Y)* bzw. det(Y)*™! erhilt man fiir Lp
schliefslich

[Z (Z “a%f4> Tql g +
q=1 u,v

T 52)
_% detl(Y) [(Z fq Z Uq,s Z SCTCLSJ) + k (Z quq Z eu,vuu,vau,v> ] g

q=1 =1 r=1 q=1 KT

N J/
-

LNicht—Hol

Somit ist Lp beschrieben und wir halten fest, dass der Ausdruck aus zwei
Termen besteht, einem holomorphen Anteil L ;,; und einem nicht- holomor-

phen Anteil (Imaginarteil) L yicn— ol

Im folgenden Unterabschnitt 5.1.2 werden nun die drei Nebenrechnungen
nachgereicht und detailliert aufgefiihrt. Die Entwicklung von R p ist im dar-

auffolgenden Unterabschnitt 5.1.3 zu finden.
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5.1.2 Nebenrechnungen zur Entwicklung von L,

Nebenrechnung 1
Die erste Nebenrechnung lautet

5 f1
(a:l In)(Ad](Y))(y)<§u§ ( )) det(Y)k] .
fn

Als n x n—Matrizen betrachtet kann man diese schreiben als

ai,l .- Q14 ... Qln Yi,1 - Y14 - Yin f1
: .o : : .o : P :
(1 oo Tjerr Ty) a1, .. Gig .. Qin Yii - Yid - Yin Zug fi det(Y)k .
u,v
ailn -+ QAin - Anmn Yin - Yin - Ynn f.n
~~ >
Adj(Y)

Bevor wir mit der Rechnung beginnen, benétigen wir noch folgende

Bemerkung 5.5.
Man kann leicht nachpriifen, dass die Adjunkte Adj(Y') einer symmetrischen Ma-
trix Y wieder symmetrisch ist. Es gilt daher

Adj(Y) = Cof(Y)! = Cof(Y)

und fiir einen Kofaktor mit beliebigem Index i, j gilt a; ; = a; ;.

Nun kénnen wir mit der Rechnung beginnen. Man erhilt fiir die erste Ma-

trizenmultiplikation (+') die folgende 1 x n—Matrix:

(1) =((z1a1,1+Fzia1,i++Tna1,n), (w101, i+ +T;i05 i+ FTnain )5 (T101, 0+ 305 n+-+Tnan,n))

n n n
= Z TrQl,r .y Z TrQi,r ;e Z Lran,r | .
r=1 r=1 r=1

Nach Einsetzen von (x') in die Nebenrechnung

Yi,1 - Y1, - Yln f1
Do : d :
\( )/ Yii - Yiyi - Yin 12}11@ fi det(Y)k
~ 3
(*1) : : .o .
Yin - Yin - Ynn fn

75



5 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise 11

und Multiplikation der Matrizen erhilt man:

%u%fl [ (x1a1,1 ++xia1,; + -+ Tnain) y1,1 ++
(101, ++ ®ia;; ++ Tnain) y1,i ++
(1010 ++ Tiain ++ Tnan,n) Y1,n ] det(y)k (Term 1)
+-+

0
2ug fi [ (x1a1,1 ++ @ia1,; ++ Tnarn) Yin +ot

w0
(z1a1,5 ++ 5055 +4 Tnain) Yii ++
(zx101,n++Ti0 n++Tnann) Yin } det(Y)* (Term )
ot

0
> uafn |: (zra1,1 +F xia1; ++ Tnain) Yi,n ++

u,v

(z1a1, +F 23055 ++ Tnain) Yin +F

(z101,0 ++ Ti@in +F TnGn,n) Yn,n } det(Y)* (Term n)

In einem ersten Schritt zusammengefasst ist dies gerade

n

a n n
> um-fi [( > :cra1,r)y1,1+---+ ( > zrai,r> y1,i+---+( xran,r) yl,n:| det(Y)k (Term1)
r=1 r=1 1

u,v r=

ot

8 n n n .
> uz—fi |:( > Z‘ral,r)yl,i+"'+ ( > ;traim)yi,r‘rm-‘r( > xTan,r)yi7n:| det(Y)s  (Termi)
u,v r=1 r=1 r=1

ot

8 n n n
> ua_zfn[( :rra1,r)y1,n+---+(z xrai,r)yi,n+"'+< xran,'r)yn,n:| det(Y)* (Termn)
u,v 1 r=1 1

) r= = r=

und weiteres Zusammenfassen als Summe fiihrt zu

n

9 n ) n n ) n n
Z u&fl |:Z ( »21 x’r‘as,r)yl,sj| ++Z u&fz |: Z ( X xras,'r>yi,s:| ++Z u&f’n |:Zl ( .27:1 x'ras,'r> yn,s:| .

s=1 s=1 \r=

Schliefdlich erhalten wir den Ausdruck der Form

n

8 n n

q=1wu,v s=1 \r=

Nun konnte man sich mit dieser zusammengefassten Summenschreibweise

zufrieden geben und diese als Ergebnis der Nebenrechnung 1 nutzen, aber
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wir mochten nochmal einen kleinen Schritt zuriick gehen und eine alternati-
ve Sortierung der Elemente betrachten. Hierzu nehmen wir einen beliebigen

Term 7 her und schauen uns diesen in folgender Bemerkung genau an.

Bemerkung 5.6.

o)
Zuafi T1Yi101,1 +F Ziyiia1,; ot TpYiieinteet
u,v
T1Yiia1,s ot TiYiiQii ot TeliiQin ot

T1YinAln +---+ TiYinlin -+ TnYinlnn ] det(Y)k
N —’
)

Versucht man den Term dieses mal nicht ,zeilenweise” zu lesen, sondern
,spaltenweise”, so fillt auf, dass die Elemente in der i-ten ,,Spalte” (siehe Pfeil) ge-
nau der Summe x; (Z;;l yi7jai,j> entsprechen. Nach dem Entwicklungssatz von
Laplace und einer Entwicklung nach der i-ten Zeile ist 3 77, y; ja; ; genau die De-
terminante von Y. Entsprechend sieht man, dass alle anderen ,Spalten™ gerade der
Entwicklung einer Determinante, mit Kofaktoren einer anderen Zeile, entsprechen.
Da die Entwicklung einer Determinante (nach der i-ten Zeile), mit Kofaktoren einer
anderen Zeile, den Wert null ergibt, folgt somit fiir den i-ten Term:

n

0 n n
> ug fi [wl 2 Yi a1t @ 3 Yijaig et T 30 yi,jan,j] det(Y)*
u,v Jj=1 1 j=1

Jj=

= > u%fZ [:pl-O ++ zi-det(Y) +-+ mn-O] det(Y)F
u,v

= Sk [wedet(v)] det(v)t

Mit dieser Bemerkung 5.6. erhalten wir fiir Nebenrechnung 1 die Summe
9 k1 9 k+1 9 k+1
> uz-f1 z1det(Y) 44| 30 ug—fi zidet(Y)Fti4 4 > uz-fn Tndet(Y) .

Dies konnen wir weiter zusammenfassen und erhalten somit als Ergebnis

fiir Nebenrechnung 1 den Ausdruck

> <Z u%fg)% det(Y)F L. (5.3)

q=1 \ u,v
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Nebenrechnung 2
Die zweite Nebenrechnung lautet

5 Y1,1 - Yin f
(21 @0 ) (Adji(Y)) (Zug ( Do >) 2| det(Y)k
’ Yin - Yn,n f.n

Als n x n—Matrizen betrachtet schreibt man sie als

ai,l1 ... Q14 ... QAln Yi,1 - Y14 - Yln f1
: .o . o . CE . .
(901 o T rn) A1, - Qi - Qi > ugms Y1 - Yii - Yin fi det(Y)*
w,v
aln - Qinp - Gnon Yin - Yin - Yn,n fn
7

TV
(*1) analog zu Nebenrechnung 1

Bevor wir mit der Matrizenmultiplikation beginnen, benétigen wir noch fol-

gende

Bemerkung 5.7.
Betrachten wir die Summe der partiellen Ableitungen der symmetrischen n x n—
Matrix Y genauer. Wir behaupten, dass

7 ) )
—SuU1,1 ... —HULG ... THUL,
Y1i,1 - Yl - Yl 2 27t 27Hn
Su | i v v = i a i
= Oz RN (7 ANREN M = —2u17i _2ui,i _2ui,n
>
Yin - Yin - Ynn 7;' 74.' ’L"
_§U1,n _§ui7n _Eun,n

Warum ist dies so? Betrachtet man die Summe der partiellen Ableitungen fiir einen
beliebigen Eintrag vy; ; der Matrix Y so erhilt man
S U G = un g5 o o 0
= u,v azu,v Yij = Ui, azl,l yi,j+"'+ul,n 82:1’” yz,j+"'+ui,j azi,j Yi,j +"'+Un,n azn’nyi,j
)
=0+...4+0+ ... Fu;; %yi,j +...4+0

=Tg Uiy

Der Faktor —% entsteht durch die Wirtinger Ableitung 2.

Diese Bemerkung 5.7. setzen wir in unsere Nebenrechnung 2 ein.
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Zusatzlich geben wir noch zwei weitere Indizes j, k in der Matrix an. Das
scheint jetzt noch nicht relevant, wird aber zu einem spéteren Zeitpunkt
hilfreich sein. Wir berechnen

7211,1’1 7211‘111 7211414 72’LL1JC 7211,1’"
fi
Lo Lo Lo i i :
—RULE e QUi - TRUiG e THUik - ToUin fz
Lo Lo Lo i i . k
\( ), —QULG - —gUig e TUjg e TQUjk - ToUjn fi det(Y)~ .
Vv
1 .
(+1) : : :
i i i i i fi
—2U1’k —2uiyk _2uj,k _2uk,k _2uk,n .
: : In
i i [ 4 4
—3UlLn - TRUin - TyUjn o THUkn - ToUnn

Nach Matrizenmultiplikation folgt

,Z: n n n n n

—5fi|ury X zrar et 3 zeaiebetury Y raj et tun g Y Crag et uln Y Eran, | det®
2 1 1 =T ' 1 ' 1
r= r= r= r= r=

+ ...+
4 i n n n n n k
—ofiuie 20 wrareteetui 30 Tr@ietetusg X Trag etk 30 Tragettlin Y Tran,r|det
L r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
+ ...+

i n n n n n
—ofi|urg 20 mrarete Tty 30 Trti ety G Y0 ety ete Uy g 2 Trag et tun 3 wran,r} det”
L r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

+ ...+

n

n n n n
_§fk Ul g 2 Tral et g Y Trli et tUs g Y Traj et U g Y Trlg et U g D CErlln,r:| det
r=1

L r=1 r=1 r=1 r=1

n

r n n n n
—ofn|uin 2 Trarstotuin 3 raieto i 30 Traj et 3 Trak et tunn mran,r:| det®
L r=1 r=1 r=1

r=1 = r=1

Das konnen wir wieder zusammenfassen und erhalten schliefdlich fiir Ne-
benrechnung 2 den Ausdruck

(5) 5 o £ g (£ v ) derr. (5.4)

g=1 s=1

(Hinweis zu (5.4): Fiir ein beliebiges Indexpaar ¢, j mit i # j zu einem Ele-
mentu € T betrachtet man einerseits ; ; und somit (~5): {uj ( é xraj,r)} det(Y)*

und andererseits auch u;, und somit (_%)fj [uﬂ ( ilxrai,r)}det(y)k J)
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Nebenrechnung 3
Die dritte und letzte Nebenrechnung lautet

f1
(21 @n) (Adi(Y)) (V) <fn> <Z%u%det(y)k>] .

Wir schreiben diese wieder als

a1 ... Q1,4 .- QAln Yi,1 -+ Y1, -+ Yin f1
s . o . ; e} k
(:731 cer T zn) a1 .o Qi4 ... Qin Y1, - Yigi - Yin fz Z 'U,a_det(Y) .
u,v z
ain -+ QAin ... Gnmn Yin - Yin - Yn,n fn

Die Matrizenmultiplikation erfolgt analog zu Nebenrechnung 1. Man erhilt

(( il quq> det(Y)) : <z u%det(Y)k> ,
q= w,v

SchlieSlich miissen wir noch die partiellen Ableitungen von det(Y)* berech-

nen. Wir benétigen hierzu folgende

Bemerkung 5.8.
Unter Anwendung der Wirtinger Ableitung 2 und mit Hilfe von Satz 3.4. aus
Kapitel 3, erhalten wir fiir eine beliebige Komponente die Ableitung

el i 0
&det(Y)k =fia—ydet(Y)k = <.k

Wir bilden die Ableitung fiir jede Komponente und erhalten somit fiir die Summe
der partiellen Ableitungen

5 e 52— det(Y)F =~ kdet(Y) 1S e ttunan.
u,v

az“fﬂ) u,v

mit w € T und Kofaktoren a € Adj(Y'). AufSerdem e, , = 2 falls v # v und

eun = 1 falls u = v.
Das Ergebnis von Nebenrechnung 3 lautet somit

_% << z":l quq> .det(y)k> . <z eu’vuu,vauw). (5.5)
q= Uu,v
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5.1.3 Entwicklung von R

Allgemein formuliert betrachten wir die Funktion
feD p(g )-

Nach Einsetzen der Definition von D und D, ist dies
Fop(Y)™ > ug [p(Y)g

und fiir die Darstellung p = det' erhilt man den Ausdruck Rp:

Z farq @ det(Y)™ Z ui [det(Y)lg } :
d=1 u,v

Nach Anwenden der Produktregel folgt fiir Rp der Ausdruck

(Zu 2 det(Y > g+ (Z u%g) det(Y)!

U,

Z deL’d X d@t

Nun sind wir schon fast fertig mit der Entwicklung von Rp und miissen
nur noch die Ableitungen der Determinante det(Y)! berechnen. Dies funk-

tioniert analog zu Bemerkung 5.8. und somit erhalten wir fiir Rp

(—%l : d@t(Y)l_l Z@u,vuu,vau,v> g+ (Z U%g) d@t(y !

Z farqg @ det(Y)™

d=1

mit e, , = 2 falls u # v und e, , = 1 falls © = v sowie Kofaktoren a € Adj(Y")
und u € T. Wegkiirzen der det(Y)" ergibt schlieflich

2 det y) [Z fdxd & (Z Cu,pUy,pvly v) g + Z fdl'd X Z U%g] (56)
d=1 u,v

V vV
RNicht—Hol Ruo

Somit ist Rp beschrieben. Auch hier konnen wir festhalten, dass der Aus-
druck aus zwei Termen besteht, einem holomorphen Anteil Ry, und einem

nicht-holomorphen Anteil R y;cht—mor-
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5.1.4 Die Differenz (I- Ly, — Lo Rp)

Fassen wir die bisherigen Erkenntnisse kurz zusammen. Wir wissen aus
Formel (5.2), dass der Ausdruck

\l)Syml(@det’c (f)gj

TV
Lp =Lgo +Lnicht—Hol

als Summe aus einem holomophen Anteil

[i (Z uu,v%fq> xq] g

q=1 u,v
. g
Vv

Lyo

und einem nicht-holomorphen Anteil der Gestalt

q=1 =1 r=1 q=1 u,v

J/

TV
LNicht—Hol

geschrieben werden kann. Analog wissen wir aus (5.6), dass der Ausdruck
f ® Ddetl (g)
—_—
Rp =RHoi + Rnicht—Hol
als Summe aus einem holomophen Anteil

[Z fdl‘d & Z Uny,v %9]

d=1 u,v

(.

R;ol
und einem nicht-holomorphen Anteil der Gestalt

_% detl(Y) [Z fdxd & (Z eu,vuu,vau,v> g]
d=1

U,
-

VvV
RpNicht—Hol

geschrieben werden kann. Was féllt uns nun auf, wenn wir die beiden Aus-
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driicke L und Rp betrachten?

Wir schauen zunéchst auf die nicht-holomorphen Anteile. Vergleichen wir
diese miteinander so sieht man schnell, dass diese - im Gegensatz zu Ka-
pitel 4 - nicht durch eine einfache Differenzbildung wegtallen wiirden. Es
sind daher ein paar mehr Arbeitsschritte notwendig, um das Problem in
den Griff zu bekommen.

Erinnern wir uns daran, dass wir mit (5.1) eine Differenz von Funktionen
haben mit Werten in Cgf;ml ©Sym2@deth+ (H,, S: (T, X)). Fiir das Tensorprodukt
Sym!* ® Sym? haben wir, mit Hilfe der Regel von Pieri, eine Zerlegung
in (zwei) irreduzible Komponenten kennengelernt. Fiir beide Komponen-
ten, genannt Pieri-Komponente und Anti-Pieri-Komponente, haben wir be-
reits in Kapitel 2, Abschnitt 2.2 eine geeignete Basis (-Transformation) ein-
gefiihrt. Diese mochten wir nun auf Lp und Rp anwenden. Zum Zwe-
cke der Ubersichtlichkeit und um einen Vergleich der beiden Seiten zu er-
leichtern, betrachten wir in einem ersten Schritt die Auswirkungen auf die
nicht-holomorphen Anteile L y;chi— o Und Ryicni— o und in einem zweiten

Schritt die Auswirkungen auf die holomorphen Anteile Ly, und Ry,.

Nicht-holomorpher Anteil: Pieri-Komponente Wir erinnern uns an die
Basiselemente der Pieri-Komponente aus Abschnitt 2.2.1. Diese lauten

Typl =z @y} firi € {1,...,n}
TypIl  z; ®2yy; +1; @y} firi,j € {1,...,n}undi # j
Typ Il o ® 2yyi + 25 Q@ 2y, + 2, @ 2y5y; firl <i<j<k<n

Zusétzlich erinnern wir uns daran, dass wir nach Beobachtung 3.6 aus Ka-
pitel 3 von den Elementen v € 7' := Sym,,(C) zu Polynomen von Grad zwei
tibergehen kénnen. Somit kénnen wir beispielsweise u;; mit y? identifizie-
ren und v;; mit 2y,y;. Letztlich rufen wir uns noch den Hinweis zu (5.4)

(Ergebnis der Nebenrechnung 2) von Seite 79 in Erinnerung.
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Die zur Pieri-Komponente dazugehorigen Koeffizienten aus L y;chi— o und

Ryichi— o lauten somit:

Koeffizienten aus Ly;chi— ol Koeffizienten aus R yicni— ol

Typl | (-4 — %) fia (-9) fiai;

Typ I | (=i —ik) fiaij + (-5 — §)fiaii | (<il) fiaij + (-5) fiai
Typ II | (=i — ik) fia;p + (—i — ik) fjaip | (<3l) fia;p + (<3l) fiai
(=i — ik) fra; +(=il) frai

Es gelten die Forderungen an die Indizes ¢, j, k fiir Typ LII & III der Pieri-Basis.

In der linken Spalte der Tabelle sehen wir nun die Elemente der Pieri- Kom-
ponente aus Ly;cni—no 0oder anders formuliert: die linke Spalte beschreibt
die Pieri-Komponente aus L y;cn—no und wir bezeichnen diese von nun an
mit LY, ., ;.- Die rechte Spalte der Tabelle beschreibt die Pieri-Komponente
aus Ryicni_mo, diese wird mit RY, ;. ., bezeichnet. Wahlen wir nun die

Koeffizienten

el = (—’51) und o) = (-4 -

ol

)

SO ist

P TP P pP _
1 Livieni—mot — €2 * Rvient—por = 0-

Um detailliert zu zeigen, warum das so ist, benétigen wir folgende

Nebenrechnung 5.9.
Wir rechnen nach fiir Basiselemente von Typ I, I und 111

Typl : cf(-%—%)fia; — b (-4) fiai; =0

TypII : (=i —ik)f, i + ¢ (—i — —)f]a“ — (cf(—z’l)fl-am + cQP(—%l)fjai’i)
= (‘i —8) (2fiaiy + fi0i5 — 2fiai; — [30i3) = 0
Typ 111 : ¢y (=i — ik) fiajp, + cf (=i — ik) fiaip + cf (=i — k) fras,

_02( zl)fza]k ( Zl)f]azk ( Zl)fka'i,j
= (-5 — %) (figjr + fiaix + fraij — fiajn — fiaix — fraij) = 0.

Somit ist die Nebenrechnung abgeschlossen.

84



5 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise 11

Fiir die Differenz

Cf : D.S'ym1®detk<f)g - 05 ’ (f ® Ddetl (g))

-~

LD Rp

bedeutet das Einsetzen der Koeffizienten ¢’ und cf (mit [ # 0, k # -1) ein
Wegfallen der Pieri-Komponente des Imaginérteils. Analog gehen wir nun
fir die Anti-Pieri-Komponente vor.

Nicht-holomorpher Anteil: Anti-Pieri-Komponente Wir erinnern uns
an die Basiselemente der Anti-Pieri-Komponente aus Abschnitt 2.2.2. Diese
lauten

Typlla -i(z; ®2yy;) + x; @y} fir i j={1,..n} , i#j
Typlla -1(z; ®2yur) + (-3) (7 ® 2yiys) + o1 @ 2ypy;  fiir 1<i<j<k<n
TypIIb  -i(z; ® 2y;ur) + 25 @ 2y;uk + (-3) (2 ® 2ysy;)  Jir 1<i<j<k<n

Die zur Anti-Pieri-Komponente dazugehorigen Koeffizienten aus L yichi— o
und Ryieni— o lauten somit:

Koeffizienten aus L y;chi—Hor Koeffizienten aus R yichi—Hol
TypIlla | (-2 + %) fiai;+ (2 — %) fia; | §fiai;+ (-2) fia
TypIlla (—4i + %)fiaj,k + (—i + %)fjaz‘,k iz_lfz‘aj,k + %lfjai,k
+(5 — k) frai +(=il) frai;
Typ IIb | (-5 + %) fiaje + (5 —ik) fiain | §fiaje + (=il) fiaix
+(-1 + 5)frai +5 fudi

Forderungen an die Indizes i, j, k fiir Typ Ila, Illa & b geméf der Anti-Pieri-Basis.

Die linke Spalte der Tabelle beschreibt die Anti-Pieri-Komponente aus
L yicht— o und wir bezeichnen diese mit Ly, ... Die rechte Spalte der Ta-
belle beschreibt die Anti-Pieri-Komponente aus R yicht—mo1, diese wird mit
RAL. . .. bezeichnet. Wahlen wir nun die Koeffizienten

AP _ il AP _ (i | ik
it =3 und ¢ —(4—|—2)
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SO ist

AP T AP AP AP _
r LiNien—mor — ¢ RiNieni—por = 0

und fiir die Differenz

le4p ’ DSym1®detk<f)g - CIQAP ’ (f ® Ddetl (g))

~~

Lp 1:{D

bedeutet das Einsetzen der Koeffizienten c{'¥’ und ¢ (mit [ # 0, k # 1) ein

Wegfallen der Anti-Pieri-Komponente des Imaginérteils.

Bilden wir nun eine Linearkombination, in der sowohl die Koeffizienten ¢!’

und ¢} als auch die Koeffizienten ¢;' und ¢4'*’ enthalten sind, so gilt

P P AP AP P P AP AP _
1 LiNient—mor T €1 LiNient—mor — €2 * RNient—mot — 27 * Riient—tro = 0

und der gesamte nicht-holomorphe Anteil von L, und R, fillt weg.

Mit dem Wegfall des nicht-holomorphen Anteils haben wir nun einen ers-
ten Meilenstein in diesem Kapitel erreicht und wissen nun, dass wir mit der
Differenz (5.1) (s. Seite 71) einen bilinearen holomorphen Operator erhalten.
Was wir jetzt noch nicht wissen ist, wie die holomorphen Anteile, aufgeteilt
in Pieri- und Anti-Pieri-Komponente, aussehen und ob unsere Konstruktion
letztlich tiberhaupt ungleich Null ist. Beides wollen wir nachfolgend klaren.

Vollig analog zur Vorgehensweise bei den Imaginirteilen, betrachten wir
daher nachfolgend auch die Pieri-Komponente und Anti-Pieri-Komponente

fiir die holomorphen Anteile L, und Ry,,.
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Holomorpher Anteil: Pieri-Komponente Die zur Pieri-Komponente da-

zugehorigen Koeffizienten aus Ly, und Ry, lauten:

Koeffizienten aus Ly, | Koeffizienten aus Ry,
Typl <az”fz) fi <85“9>

Typ II (%ﬁ) g+ ( - fj) fi (azl ) + /i (aZ,ﬂ)
Typ I (82 kﬁ) g+ <8z kf]) fi (azjk ) +Ji <62,k9>
+ <azi’jfk> + /i (82 » )

Forderungen an Indizes i, j, k fiir Typ I, II & III der Pieri-Basis.

Die linke Spalte (bzw. die rechte Spalte) beschreibt die Pieri-Komponente
aus Ly, (bzw. Ry,) und wir bezeichnen diese mit LE, , (bzw. RE ). Mit
unseren Koeffizienten ¢! und ¥ ist

P P
LHol R’Hol
P lé)
- G- Z <8za,3 ) g=c Z fy <azaﬁ )
(a,8,m)€lp (a,B,7)EIp

Hier bezeichnet I die Indexmenge, in der alle Tupel («a, 3, v) bzw. ,Index-
Kombinationen” aus der Basis der Pieri-Komponente enthalten sind, wie sie
auch in der obigen Tabelle abzulesen sind, genauer

Ip = {(i7i7i)7\(ivi7j>’ (i,j,i)},\(l’,j, k)? (]v k7i>7 (i7 k7]>}

TV TV
Typ I Typ I1 Typ I11
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Holomorpher Anteil: Anti-Pieri-Komponente Die zur Anti-Pieri- Kom-

ponente dazugehorigen Koeffizienten aus Ly, und Ry, lauten:

Koeffizienten aus Lz, Koeffizienten aus Ry,
Typlla | -1 ( fz) g+ (az”fﬁ> -3 /i (32 ) + i (82“ )
TypIla | -1 ( fkfz) 9+ (-3) (az kf;) ~3fi <m9> +(=3) /i (a )
(o) +h(529)

Typ OIb —l< f) <8z kf]) -3 <8z . > +fi ( o259 >
) <,3Z”fk> (“) Jr <8z” >

Es gelten die Forderungen an die Indizes i, j, k fiir Typ Ila, Illa & b der Anti-Pieri-
Basis.

o)
0zj 1
+ (-3

Die linke Spalte (bzw. rechte Spalte) beschreibt die Anti-Pieri-Komponente

aus Ly, (bzw. Ry,;) und wir bezeichnen diese mit L45 (bzw. R4E). Mit

A

unseren Koeffizienten c!” und c;'” ist

AP AP
LHol &) R‘Hol

AP 0 AP el
— Cl . Z €a7ﬁ7'y <8Z&,ﬁ f’y) - C2 . Z 601757')/ f’y (32’0@/3 g>

(a.By)ELaP (a,B,7)EIap

: _ 1 _ _ 1 _ _
mit € i = -3, €5 = 1, €k = 5, €pi = -lund €55 =

1
2 2°

Hierbei bezeichnet /4 p die Indexmenge, in der alle Tupel («, 5, v) bzw. , Index-
Kombinationen” aus der Basis der Anti-Pieri-Komponente enthalten sind,

wie sie auch in der obigen Tabelle abzulesen sind, genauer

‘[AP - {\(Z7j7 /L)J (Z7Z7j)17\<7/7.]7 k)? (j? k? 2)7 (ZJ k?j)/}'

TV TV
Typ Il a TypIlla,IIlb
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Betrachten wir nun unsere Differenz (5.1), so erhalten wir letztlich einen
bilinearen, holomorphen Differentialoperator, der sich in zwei Kompo-

nenten (Pieri & Anti-Pieri) aufteilen lasst:

CjiD' Z <<9z(z,5 f7> g 65. Z fv (%g>

(.B)€Elp (.B,7)Elp

. J

~
Pieri— Komponente des Dif ferentialoperators

+ (5.7)

AP 0 AP o)
Cl . Z €a7ﬁ"y <8za,ﬁ f'y) g — C2 . Z 6@75,7 f'y <8Za’6g) .

(Q,B,W)GIAP (0175»7)€IAP

(& J/
-

Anti— Pieri— Komponente des Dif ferentialoperators

Dies ist unser erster konstruierter Differentialoperator in diesem Kapitel

und wir formulieren folgendes

Erstes Ergebnis Allgemein formuliert haben wir es geschafft zu zei-
gen, dass es fiir eine Darstellung p = Sym' ® det* einen dquivarianten Au-
tomorphismus £ von X ® S;(7T') gibt derart, dass die Differenz (5.1)

I Dylf)g—L o (f @ Do (g)
——— ——

LD RfD

holomorph wird. Hinter £ verbirgt sich gerade die Zerlegung des Tensor-

produktes Sym!' @ Sym? in irreduzible Teile (Pieri & Anti-Pieri).

Wir wissen bereits aus (5.2) und (5.6), dass sowohl L als auch Rp aus
zwei Termen, einem holomorphen und einem nicht-holomorphen, besteht.
Von den nicht-holomorphen Anteilen wissen wir jetzt, dass sie wegfallen.
Dartiiber hinaus wissen wir, dass der holomorphe Anteil von Lp aus den
holomorphen Ableitungen von f multipliziert mit g besteht. Von dem ho-
lomorphen Term von R wissen wir, dass er aus f selbst, multipliziert mit
den Ableitungen von g, besteht. Folglich kann die Differenz dieser holo-
morphen Terme nicht zu null werden und auch die Aufteilung der holo-

morphen Terme in Pieri- & Anti-Pieri-Komponente hat daran nichts gedn-
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dert. Kritisch zu begutachten ist natiirlich, ob die Elemente von gleicher
Gestalt (die partiellen Ableitungen von f mit gleichem Index-Tripel) aus der
Anti-Pieri-Komponente und der Pieri-Komponente sich gegenseitig aufhe-
ben und zu einem verschwinden des Differentialoperators fiihren konn-
ten. Man kann aber leicht nachrechnen, dass dies nicht der Fall ist. Auch
kann man schnell sehen, dass die Elemente von Typ I nur in der Pieri-
Komponente vorkommen und sich somit niemals durch Elemente aus der
Anti-Pieri-Komponente aufheben lassen und der Differentialoperator auch
schon deshalb nicht null werden kann, sofern [ # 0 und k # -1.

Auch die irreduziblen Komponenten werden im allgemeinen nicht zu Null.
Einzige Ausnahme ist der Fall | = 0 & k = -1, fiir den die Pieri-Komponente
wegfillt und der Fall | = 0 & k = 3, fiir den die Anti-Pieri-Komponente
wegfillt.

Bleibt noch die Frage zu klédren, ob unser Differentialoperator dquivariant
beztiglich der symplektischen Gruppe Sp(n, R) ist. Diese Frage konnen wir
schnell mit einem Ja beantworten, denn die Aquivarianz liegt darin begriin-
det, dass wir mit (5.1) gerade die Differenz zweier nicht-holomorpher, dqui-
varianter Differentialoperatoren D, (s. Satz 3.9.) betrachten und die Aqui-

varianz hierbei nattirlich erhalten bleibt.

Nun haben wir alle notwendigen Informationen und formulieren folgendes

Theorem 5.10.
Mit Konstruktion (5.7) gibt es zu einer Darstellung p = Sym' @ det* einen bili-
nearen, holomorphen Differentialoperator
[*7 *} : ,}{S@ﬂnl(@det’C (Hn7 X) X Hgept (Hna (C) — %Sym1®5ym2®detk+l (Hnu Sh (T7 X))
der fiir alle f € Hsymiwaers(Hy, X) und g € Hgen(H,, C) die Aquivarianzeigen-
schaft
[f |Sym1®detk Mag |detl M] = |:f7 g] |Sym1®Sym2®detk+l M

fiir M € Sp(n,R) erfiillt. Die Pieri-Komponente der Konstruktion ist Null nur fiir
den Fall | = 0 & k = -1 und die Anti-Pieri-Komponente ist Null nur fiir den Fall
I=0&Fk=3.

90



5 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise 11

5.2 Linearer, holomorpher Differentialoperator

Der Ubergang von unserem bilinearen Differentialoperator zu einem linea-
ren Operator gestaltet sich hier ebenso wie in Kapitel 4. Fiir Details verwei-
sen wir daher auf Abschnitt 4.2.

Vollig analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 4.2 kdnnen wir daher auch
in den bilinearen Differentialoperator aus diesem Kapitel fiir g die Funk-
tion det(Z,)" einsetzen. Nach Berechnung der partiellen Ableitungen von
det(Zy)" (s. Bemerkung 4.8.) erhalten wir den Ausdruck

8 det(Z2)!

ootz Y (Gh) - Y h (M)

(a,8,7)€lp (a,8,7)€lp S—
l-det(Z2)!=1-((=1)2+Pdet(Za,p))

+

AP l i) AP 0 det(Z)!
o det(Z)' Y capn <_azaﬁ fw) - " D capn fy (_azi’;) )
N’

(a7677)€IAP (a7677)€IAP
analog

(5.8)

Das Einsetzen der Funktion det(Z,)! fiir g in den Differentialoperator lie-
fert uns auch hier einen linearen Differentialoperator, der nur noch von der
Funktion f abhingt. Aus g = det(Z,)! wurden, von Z, abhingige, Koeffi-
zienten des Operators und da es sich wieder um die Differenz zweier Mo-
nome unterschiedlichen Grades handelt, ist die Konstruktion auch hier un-
gleich Null, sofern [ # 0. Wie in Kapitel 4 schon der Fall, sind die nicht-
konstanten Koeffizienten ein Nachteil, den wir hinnehmen miissen, fiir das

Erhalten eines linearen und iterierbaren Differentialoperators.

Wenn man Kapitel 4, Abschnitt 4.2. ausfiihrlich gelesen hat, so beinhaltet
dieser Abschnitt 5.2. natiirlich keine Uberraschungen mehr. Einer einheit-
lichen Vorgehensweise zuliebe formulieren wir aber auch hier ein zweites

Ergebnis und fassen dies zusammen in folgendem
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Theorem 5.11.
Mit Konstruktion (5.8) gibt es zu einer Darstellung p = Sym' @ det* einen linea-

ren und holomorphen Differentialoperator

D HSym1®detk (HQRa X) — HSym1®Sym2®detk (HQTM Sl (Tv X))
vermaoge
D := [x,det(Z,)!]
der fiir alle f € Hgymioaers (Han, X) die Aquivarianzeigenschaft

D(f |Sy77’b1(2§)det’C MT) = D(f) |Sym1®5ym2®detk MT
D(f ‘Sym1®detk Ml{) = D(f) |Sym1®5‘ym2®detk Mi

und
D(f |Sym1®detk V) = D(f) |Sym1®5ym2®detk V

01
1000
0 7

fiiralle M € Sp(n,R) undV =
ist Null nur fiir den Fall | = 0.

) € Sp(2n,R) erfiillt. Die Konstruktion

O

Bemerkung 5.12.
Wie schon in Kapitel 4, haben auch die Konstruktionen in diesem Kapitel jeweils
eine Variante fiir holomorphe Funktionen und eine fiir C*°-Funktionen.

Warum haben wir in diesem Kapitel nun diesen enormen Aufwand einer
weiteren Konstruktion auf uns genommen, um einen Differentialoperator
zu einer Darstellung p = Sym! ® det* zu erhalten, obwohl wir in Kapitel 4
bereits einen Differentialoperator zu einer Darstellung p = Sym” @ det* ex-
plizit konstruiert hatten? Das Ergebnis des nachfolgenden Abschnittes wird
eine Antwort auf die Frage liefern und zeigen, warum sich die Miihe ge-
lohnt hat.
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5.3 Bonus: Differentialoperatoren zu einer beliebigen
irreduziblen Darstellung

Wir haben die Differentialoperatoren in diesem Kapitel entwickelt unter der
Voraussetzung, dass wir eine Darstellung p = Sym! ® det* betrachten. Hier-
fiir haben wir unsere Differentialoperatoren explizit konstruiert. Nun moch-
ten wir unsere Uberlegungen weiterfiihren und abstrakt begriinden, warum
wir sogar einen Differentialoperator zu einer beliebigen irreduziblen Dar-

stellung p erhalten kénnen.

Wir sagen, dass die Darstellung p : GL(n,C) — GL(X) die Eigenschaft »
erfiillt, wenn es einen dquivarianten Automorphismus £ von X ® .5, (7") gibt

derart, dass
1-Dy(f)g— Lo (f® Dygeu(g))

holomorph ist. Fiir p = Sym' @ det* haben wir in Abschnitt 5.1 gezeigt, dass
Eigenschaft « gilt. Wir betrachten jetzt nur noch den Fall £ = 0, folglich die
Darstellung p = id = Sym!.

Nun benétigen wir zundchst folgende

Bemerkung 5.13.

Die Eigenschaft x ist mit Tensorprodukten vertriglich, d.h. wenn p und p zwei
Darstellungen von GL(n,C) sind, die Eigenschaft * etfiillen, dann tut es auch
das Tensorprodukt p @ p.

Beweis.
Im folgenden verwenden wir ~ fiir die Gleichheit bis auf holomorphe Funk-

tionen. Es gilt

Dp(f) g Ep@T(f X Ddetl<g))
Dy(f)-g~Lyg(f ®Dyeu(g)) (5.9)
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Nach Lemma 3.10. aus Kapitel 3 folgt dann

Doy (FOf) 9= Dp(f)®F +F@Dy(f)) g
stalciwertig(Dp(f) . g) ® f’ + f ® (Dp,(f/> . g)

und somit ist

Doy (F®F) g ~ Logr(f @Dy (9)) @ f + f R Ly, (f @ Dyerr(9)).

Nun haben wir fast, was wir benétigen, nur die Reihenfolge im zweiten

Term ist noch nicht wie gewtinscht. Man braucht statt (5.9)

/

Dy(f) g~ L. gy (Daen(g) @ f). (5.10)

Mit dieser modifizierten Reihenfolge (s. hierzu untenstehenden Hinweis),
haben wir dann

‘Cp®7'(f ® Ddetl (g)) ® f/ + f ® ‘C7®p'(Ddetl (g) & f/)

und das konnen wir auch schreiben als

L(f® Dyeu(9) @ f)

mit £ := L, ®idy +idx @ L.

Die Summe zweier dquivarianter Isomorphismen ist wieder dquivariant, je-
doch haben wir hier keinen Isomorphismus mehr, sondern nur noch einen

Homomorphismus.

Somit sind wir mit dem Beweis der Bemerkung 5.13. fertig und mochten
nachfolgend nur noch einen kurzen Hinweis, zur verdnderten Reihenfolge
von Formel (5.9) auf (5.10), geben.

Hinweis:

Warum konnten wir diese ,,Reihenfolge” in Formel (5.10) einfach so &ndern?
Grundlegend ist der Isomorphismus S1(T, X) ~ S1(T) ® X (aus Satz 3.5.).
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Hierbei kommt es nicht auf die Reihenfolge an und wir diirfen S; (7') ® X mit
X ® 51(T) identifizieren. Betrachten wir nun auch nochmal Lemma 3.10 aus
Kapitel 3 (und dessen Anwendung in diesem Abschnitt), so steht auf der
linken Seite der Gleichung eine S;(7, X ® Y')-wertige Funktion und rechts
die Summe einer 5,(7, X) ® Y-wertigen und einer X ® S;(7,Y)-wertigen
Funktion. Alle drei sind zu interpretieren als Funktionen mit Werten in Ab-
bildungen von 7" nach X x Y (s. auch [19, (13.29)]). Entsprechend kommt
es, in unserem Kontext, auch bei den Tensorprodukten von Abbildungen
nicht auf die Reihenfolge an. Insbesondere ist die Reihenfolge der Argu-
mentein £, (f " ® Dye(g)) irrelevant und obige Begriindung funktioniert
mit £ := Lg, @ idy +idx @ L,y ,, angewandt auf f ® Dgep(g) ® f.

U

Mit Hilfe dieser Bemerkung 5.13. und dem Wissen, dass p = id = Sym!
die Eigenschaft  fiir GL(n, C) erfiillt, ist nun auch klar, dass Eigenschaft x
auch fiir jedes Tensorprodukt p®™ fiir dieses p gilt. Dann gilt Eigenschaft x
auch fiir jede irreduzible Teildarstellung von p®™ . Andererseits kommt jede
irreduzible Darstellung in einem geeigneten p®™ vor (s. schwache Version
von Satz von Weyl 2.13.), also gilt Eigenschaft « fiir jede irreduzible Darstel-

lung von GL(n,C) wenn es nur fiir p = Sym! gilt.

Sei p nun eine beliebige irreduzible Darstellung p : GL(n,C) — GL(X),
so wird die Differenz

L-Dp(f) -9 = Lo (f @ Dgen(yg)) (5.11)

demnach holomorph und wir stellen uns wieder die folgende Frage.
Ist diese Konstruktion ungleich null? Wir behaupten ja und modchten

dies nachfolgend begriinden. Hierzu betrachten wir in einem ersten Schritt
den Ausdruck D,(f) - g der Differenz und erinnern uns (s. Unterabschnitt

95



5 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise 11

5.1.1) daran, dass

D,(f) -9 =p(¥) S u [p(Y

)19
—o(¥) ' p(Y) <Zu@) g+ oY <Zuaz )
=(ZU% ) g+p(Y (Zuaz >

Vv Vv
holomorpher Teil nicht—holomorpher Teil

Man sieht, dass D,(f) - g aus zwei Termen besteht. Der holomorphe Term
besteht aus den holomorphen Ableitungen von f multipliziert mit g und
der andere Term ist der Nicht-holomorphe. Als ndchstes betrachtet man den
Ausdruck f ® D4 (g) genauer (s. Unterabschnitt 5.1.3):

[ ® Dyi(9) =f @ det(Y lZu (det(Y)'g)

:f@(Zu%g)+f®det (Zuddet )

. J/

~
holomorpher Teil nichtfholomorpher Teil

Auch hier erhalten wir wieder zwei Terme, wobei der holomorphe Term aus
den Ableitungen von g multipliziert mit f selbst besteht.

Bilden wir nun die Differenz (5.11), so bleiben auf beiden Seiten nur noch
die holomorphen Anteile (und ein dquivarianter Homomorphismus auf der
rechten Seite) stehen. Da auf der linken Seite die holomophen Ableitungen
von [ stehen und auf der rechten Seite keine Ableitungen von f vorkom-
men, sondern nur f selbst, kann die linke Seite [ - D,(f) - g fiir [ # 0 somit
nicht zu Null werden und folglich wird auch der Differentialoperator nicht
zu Null.

Wir konnen sogar noch eine weitere Aussage treffen und formulieren die
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Beobachtung 5.14.

Es ist auch keine irreduzible Komponente von D,,( f) gleich null.

Beweis.
Dafiir reicht es, spezielle Funktionen f zu finden, so dass D,(f) - ausgewer-
tet an einer festen Stelle - den ganzen Raum S, (7', X') erzeugen.

Es sei X = C™. Der Raum S;(7, X) hat die Dimension dim(T) - m. Eine
Basis von S (7', X') bekommen wir auf folgende Weise:

Ein Basiselement e; ; von T E| wird auf 1 in der ¢-ten Komponente von X
abgebildet und auf 0 in jeder anderen Komponente. Jedes andere Basisele-
ment e, » von T geht in jeder Komponente von X auf 0. So bekommen wir
Basiselemente v (3, j,t).

Sei nun (i, j,t) gegeben. Wir definieren eine X-wertige Funktion f(i, j,?)
auf H,, durch

fG@,5,0(2) =

0 auf Komponentet fallst #t
zij auf Komponentet

Dann ist D(f(i,7,t)) = 9(i, j,t), denn

D(f( g ) = 3 uw

1<i<j<n
)0 auft fallst #t
B ui;j-1 auft

=(i, j, t)(u).
Insbesondere folgt dann, dass man durch D,(f)(Z), wenn man alle X- wer-

tigen holomorphen Funktionen auf H,, durchlduft und alle Elemente Z von
H,,, den gesamten Raum S, (7’, X) erhdilt. O

>Aufgrund der Symmetrie gilte; ; = ¢;; mit 1 <i < j < n.
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Drittes Ergebnis Nun haben wir alle notwendigen Erkenntnisse vorlie-
gen und formulieren nachfolgend ein letztes und merkenswertes Theorem
in dieser Arbeit.

Theorem 5.15.
Es gibt zu jeder beliebigen irreduziblen Darstellung p einen bilinearen, holomor-
phen Differentialoperator

[*’ *} : HP(HW X) X Hdetl (Hna (C) — Hp@Sme(XJdetl (Hn7 Sl (T7 X))

der fiir alle Funktionen f € H,(H,, X) und g € Hyen(H,, C) die Aquivarianzei-
genschaft

[f |p Mag ‘detl M} = |:f7 g] |p®Sym2®detl M

fiir M € Sp(n,R) erfiillt. Die Konstruktion ist Null nur fiir den Fall | = 0.

Des Weiteren gibt es zu jeder beliebigen irreduziblen Darstellung p einen linearen
und holomorphen Differentialoperator
D : H,(Hopn, X) = H,opsymz (Hay,, S1(T, X))

der fiir alle Funktionen f € H,(Hy,, X ) die Aquivarianzeigenschaft

D(f | M) =D(f) lpesymz M'
D(f |, M*) =D(f) lpwsyme M*

fiir M € Sp(n,R) erfiillt. Die Konstruktion ist Null nur fiir den Fall | = 0.

Wir schlieffen das Kapitel 5 und somit diese Arbeit nachfolgend ab mit ei-
nem Beispiel fiir den Fall n = 2 zur Veranschaulichung des, in Abschnitt 5.1,

konstruierten Differentialoperators.
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5.4 Beispiel: Der Fall n=2.

Gegeben sei f aus Csym1®detk (Hz, X) und g aus C55, (Hy, C). Wir gehen vor

wie im allgemeinen Fall und bilden die Differenz (5.1). Auch entwickeln wir
wieder Lp und R getrennt voneinander.

Entwicklung von L

Fiir n = 2 und p = Sym' ® det* erhalten wir fiir L, den Ausdruck
—1
Sym! (i) @det(V) Y | Sym! (a3 ) D favadet(¥)|g

2~y 1L, k
= det()})kﬂ (iyjfz nylQ) Z“ [ 12 (Z 5 Zﬁi) (ﬁ) det(Y) }g
%/_/ u,v
Adj(Y)

Nach Anwenden der Produktregel erhdlt man fiir L, die Summe

T [<"’“ =2 ><f’§f2 P ) (Ziié Zé:i) Zu 2 ( ) det(Y) } g+

. J

Nebenrechnung 1 (s. folgende Seite)

det(}})k“ [<"“ v2) ( s ) (Z “% (z‘lﬁé Vs )) (}2) det(Y)k} g+

. /

Nebenrechnung 2 (s. folgende Seite)

1 Y2,2 —Y1,2 Y1,1 Y1,2 9
det(Y)k+1 [(m x2><fy1,2 Y1,1 )(ym yz,z)( ) E Uz det }

.

Nebenrechnung 3 ( folgende Seite)

Nach Einsetzen der Ergebnisse aus Nebenrechnung 1-3 erhilt man fiir L

<ZU%JE1>3?1 + <ZU%f2>$2

+ ) U—% — &) fiypariury + (5 4 ik) fryrz — 5 fay2.2) 101 2
+ ((5 f2?/1 2= 5 f1?/1 1)T1Ug2) + ((if1y1 9 — ﬁfzyz,z)£7€2u1,1)
(( + Zk)fﬂh 2 — Qflyl 1)1U2U1 2+ (—‘ - )f2y1,19€2u2,2 g

und wir sehen, dass L aus einem holomorphen und einem nicht- holomor-
phen Teil besteht.

99



5 Konstruktion dquivarianter und holomorpher Differentialoperatoren -
Vorgehensweise 11

Nebenrechnungen fiir L,

i 14 g __ el el el
Fl.lI' n =2 gllt Z u& = U1,1 9211 + ULQ 9719 + UQ72—822 3
U ’ ’ ’

Nebenrechnung 1 lautet:

(e () (a2 ) (S gt (1)) dert)

Ausmultipliziert ergibt dies

= Zuazfl (z1(y11Y22 — Ui o) )det(Y +Z“a fo(@a (Y1122 — Y7 5))det (V)"

v det(Y) wy det(Y)
— (Zu%fl)xldet( el 4 Z“a fo)zodet(Y )L

Nebenrechnung 2 lautet:

() (22, ) (Su (3 2) ) () det(v)?]

Ausmultipliziert ergibt dies

:(—%) Ji (U1,1$1y2,2 +u11%2(—=Y12) + U122 (=Y12) + U1,2332y1,1) d€t(Y)k
+ <—%) fo (U1,2331y2,2 + w1 29 (—y12) + U221 (—Y12) + U2,25L’2y1,1) det(Y)k.

Nebenrechnung 3 lautet:
[y (222, ) () () (S uden(v))].
Mit Hilfe von Nebenrechnung 1 folgt hier

= fixy det(Y Zua det(Y)"  + foxy det(Y )" Zu%det(}/ k
(Y1922 —2y3,)*

= (frz1 + for2) (&) (wr1y22 — 2u12y12 + Uz oy1,1)) det(Y)".

Somit sind die Nebenrechnungen abgeschlossen und wir kénnen weiter zur

Entwicklung von Rp.
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Entwicklung von R

Fiir n = 2 und p = Sym' ® det* erhalten wir fiir Rp den Ausdruck
(friz1 + faxs) @ det(Y Zu [det }
= (frz1 + fown) ® det(Y)™ [g S udet(Y) + det(Y)' Y u%g]
= (fiz1 + fax2) ®ZU%9 | |

+ (— Zl)det ) [(fﬂfl + foxa) @ (U122 — 2u1 2912 + U2,2’yl,1>}9-

Auch R p besteht aus einem holomorphen & einem nicht-holomorphen Teil.

Wie im allgemeinen Fall mochten wir die Imaginérteile von Lp und Rp ent-
fernen. Um dies zu erreichen benétigen wir, in einem ersten Schritt, wieder

die Basiselemente der Pieri-Komponente. Fiir GL(2, C) lauten diese:
1 QYL T1Q2Ys+ T2 ®@Y:, T2@2ys+x1 ®Ys und T2 ® ;.
Die Basiselemente der Anti-Pieri-Komponente fiir GL(2, C) lauten:
(—%)(ml R 2y1y2) + T2 @ yi und (—%)(xz ® 2y1y2) + 71 @ ¥3.

Nach Bemerkung 3.6. identifizieren wir y§ mit u; 1, y3 mit us » und 2y;y, mit
uy 2. Wir fiithren die Basistransformation in einem ersten Schritt fiir L , durch

und im zweiten Schritt fir R p.

Nach der Basistransformation erhilt man fiir L, die folgende Aufteilung
(Pieri)
(e F)9+ (G 1)9 + (525 )9 + (55 F2)9 + (55 F1)9 + (505 f2)9
o | (53 = D) fivee + (4 ik) fiyio + (=5 — 5) fayae
+ (i +ik) foyno + (=% — D) fryrn + (=5 — &) foyna ]9 -
(Anti — Pieri)

V(o )9+ (557 £2)9) + (=3) (i F2)g + (555 f1)9)
i |G — Y (fryrz2 + foy) + (5 — E)(fovno + fin 1)]

((=

l\')lH

_|_
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Nach der Basistransformation erhilt man fiir Rp die Aufteilung

(Pieri)

A(GE9) + Fil5259) + LGE9) + Fal5259) + M0 + fal50)+

) [(—%)fwz,z + (il fiyre = §foyas) + (ilfayra = 5 fryin) + (=5) fayrn |9+
(Anti — Pieri)

(~DAGE9) + FlsE9) + (~Dh(5250) + A0+

o %ldetl(Y) [(_%)(flylg + f2y2,2) + (_%)(nyl,Z + flyl,l)} g.

Wenn wir nun Koeffizienten

o =(-3) wd @' =(5-%)

wahlen (mit [ # 0, k£ # —1), dann kann man nachrechnen, dass nur die
Pierikomponente des Imaginarteils wegfallt. Wenn wir fiir die Koeffizienten
die Werte

wahlen (mit [ # 0, k # %) , dann fallt nur die Anti-Pieri-Komponente
des Imaginérteils weg. Mit einer Linearkombination aus beiden Koeffizi-
enten(paaren) fallt der gesamte Imaginarteil fiir die Differenz (5.1) fiir n = 2
weg und {ibrig bleibt ein holomorpher Differentialoperator, der sich in zwei
Komponenten (Pieri & Anti-Pieri) aufteilen lasst:

Pieri Cf((ailfﬁg) - Czp(fl(ailg)) +
TG+ (G R — E(hGES9) + hlz2e) +
cf((ag’gfz)g + (8282’2.}01)9) - C§(f2(32729) + fl(ai,ﬂ» +
cf((aijfz)g) - Czp(fz(azaz,gg))
+
Anti- (-3 M)9+ (2 f)g) — GP(-3AGE9) + f(32-9) +
Pieri c'"(-3(32=f)9+ (32 f)9) — AP (-3f0329) + f1(329))
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Symbolverzeichnis

N,Z, QR
GL(n, K) bzw.
GL(K)

K™" bzw. K™*™
oder M(m x n, K)

M(n, K)
K*bzw. K*
dim(V)
E,bzw. 1,

On

At

A-1

det(A) bzw. |A]
Sk

Re z

i

Rlzy,...x,]
Sp(n, R)

H,,

|k bzw. |,

o

X

Hi(H,, C) bzw.
H et (Hm C)
C(H,, C) bzw.

Co(H,, C)

Menge natiirlicher, ganzer, rationaler, reeller Zahlen
Allgemeine lineare Gruppe von Grad n iiber Korper

K

Menge aller m x n— Matrizen mit Eintrdgen in K

Menge aller n x n— Matrizen mit Eintragen in K
Korper K ohne das Nullelement

Dimension des Vektorraumes V/

n x n— Einheitsmatrix

n x n— Nullmatrix

Die zu A transponierte Matrix

Die Inverse einer Matrix A

Determinante einer Matrix A

Symmetrische Gruppe aller Permutationen auf
{1,2,...,k}

Menge der komplexen Zahlen

Imaginédre Einheit

Imaginérteil y einer komplexen Zahl z = = + iy
Realteil = einer komplexen Zahl z = = + iy
Kronecker-Delta

Polynomring iiber R in n Verdnderlichen z, ..., z,
Symplektische Gruppe von Grad n tiber R
Siegelscher (oberer) Halbraum von Grad n
(Peterssonscher) Strichoperator

Kreisoperator

Tensorprodukt

Raum komplexwertiger holomorpher Funktionen
auf H,, mit der Operation |,

Raum der komplexwertigen C*° Funktionen auf H,

mit der Operation |,
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