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Einleitung

Die moderne Teilchenphysik unterscheidet zwei fundamentale Klassen von Ele-
mentarteilchen: Die Fermionen und die Bosonen. Es werden dabei die Fermio-
nen als die Konstituenten der Materie angesehen, wihrend dagegen die Bosonen
Wechselwirkungen vermitteln. Die heute bekannten Teilchenwechselwirkungen
lassen sich im Rahmen von Yang-Mills-Theorien geometrisch verstehen. Die Fer-
mionen werden dabei durch (getwistete) Spinor-Biindel modelliert, wihrend die
Bosonen, mit Ausnahme des so genannten Higgs-Bosons, sich als Eichpotentiale
von auf diesem Biindel operierenden Zusammenhéngen auffassen lassen. Dies
ldsst in gewissen Rahmen eine geometrische Interpretation der Wechselwirkun-
gen in der Teilchenphysik zu. Allerdings stellt sich heraus, dass die Wechselwir-
kungen fiir das Higgs-Boson ad hoc eingefiihrt werden miissen. Diese Wechsel-
wirkungen geniigen zwar gewissen Symmetriprinzipien, lassen sich aber nicht
direkt geometrisch interpretieren.

Ein Ansatz fiir ein besseres geometrisches Verstéindnis fiir Teilchenwechsel-
wirkungen bieten Dirac-Modelle (s. [Ack], [Ack,Tol], [Tol], [Tol2]). In einem
Dirac-Modell werden nun die Fermionen als die fundamentalen Objekte betrach-
tet, und man fordert, dass durch ihre Wechselwirkungen alle weiteren Wechsel-
wirkungen festgelegt werden sollen. In der Teilchenphysik werden die Fermion-
wechselwirkungen durch Gleichungen von dem Typ

(D+®)p =0, ¢el(E) (1)

beschrieben. Hierbei stellt D einen Dirac-Operator dar und ® einen vom Higgs-
Boson induzierten Endomorphismus und ¢ einen Schnitt in ein geeignetes getwi-
stetes Spinor-Biindel. Unter gewissen Voraussetzungen lisst sich D := D+ ® als
ein verallgemeinerter Dirac-Operator auffassen. Somit sind die Wechselwirkun-
gen der Fermionen durch einen verallgemeinerten Dirac-Operator D bestimmt.

In einem Dirac-Modell werden nun zu einem verallgemeinerten Dirac-Operator
D auf einem hermitischen getwisteten Spinor-Biindel Funktionale

Tp =< ,iD$ >, Tp = resc((D)~2"+2) @

definiert, deren Variation die Gleichungen fiir die fermionischen und bosonischen
Wechselwirkungen liefern. Hier ist res¢ ein so genanntes verallgemeinertes Re-
siduum auf der Menge der Dirac-Operatoren, was aus dem Wodzicki-Residuum
konstruiert ist.

Es zeigt sich nun, dass sich das Standardmodell der Elementarteilchenphy-
sik, wenn man von einer euklidischen Raumzeit ausgeht, als ein Dirac-Modell
formulieren lasst. Dabei zeigt dieser Zugang folgende interessante Aspekte:



e Bei den Funktionalen tritt fiir im bosonischen Teil der Wirkung ein zusétz-
licher Term auf, der die Einstein-Hilbert-Wirkung der Gravitation be-
schreibt. Eine Wechselwirkung, die im konventionellen Zugang zum Stan-
dardmodell nicht auftritt.

e Bei der Identifikation der Modellparameter des Dirac-Modells mit de-
nen des Standardmodells treten Beziehungen zwischen den physikalischen
Kopplungen auf, die es im Standardmodell nicht gibt. Diese Beziehungen
lassen sich unter anderem mit Hilfe von Renormierungsgruppengleichun-
gen dazu benutzen, die Masse des Higgs-Bosons zu bestimmen. Man erhélt
fiir den in dieser Arbeit verfolgten Ansatz den Wert:

my =188 +15 GeV. (3)

Im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik ist eine deratige Aus-
sage nicht moglich. Hier lisst sich die Higgs-Masse mittels Uberlegungen
aus der Quantenfeldtheorie und experimenteller Untersuchungen nur auf
das Intervall

[114,193] GeV (4)

festlegen (s. [Ro]). Der Wert der Higgs-Masse im Dirac-Modell ist somit
kompatibel mit den Schranken, die durch das Standarmodell gesetzt wer-
den.

e Schliefflich lésst dieser Zugang eine geometrische Interpretation des Higgs-
Bosons zu. Denn es gilt, dass sich jeder verallgemeinerter Dirac-Operator
auf einem Clifford-Modulbiindel wie folgt darstellen lésst (s. [Ack], [Ack,Tol],
[Tol2]): ~

D=coV, (5)

wobei ¢ die Clifford-Aktion und V ein Zusammenhang auf dem unterlie-
genden Clifford-Modul-Biindel ist. Somit lédsst sich zwar nicht das Higgs-
Boson direkt, aber der durch ihn induzierte Endomorphismus & als Teil
eines Zusammenhangs verstehen.

Ein weiterer bemerkenswerter Punkt ist, dass die Dirac-Modelle eine gewisse
Verwandtschaft mit Modellen der nichtkommutativen Geometrie aufweisen, ins-
besondere dem Connes-Lott- (s. [Co,Lo]) und dem Chamseddine-Connes-Modell
(s. [Ch,Col, [Tol2]). Auch hier gibt es Beziehungen zwischen den physikalischen
Kopplungen, die aber zu Widerspriichen fiithren (s. Kap. 7).

Die nachfolgende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel werden der geometrische Rahmen festgelegt und die
grundlegenden Ergebnisse der Theorie der verallgemeinerten Dirac-Operatoren
zusammengefasst. Dabei wird das Augenmerk auf den Umstand gelegt, dass
zu jedem verallgemeinerten Dirac-Operator eine Clifford-Modul-Struktur korre-
spondiert. Dabei existieren grundsétzlich zwei verschiedene Typen von Clifford-
Algebren, mit denen sich diese Strukturen konstruieren lassen. Der Unterschied

liegt im Vorzeichen der erzeugenden Relation:
v =41, veV, (6)

wobei V' der zugrundeliegende (pseudo) euklidische Vektorraum ist, iiber dem
die Clifford-Algebra konstruiert ist. Es zeigt sich, dass die Vorzeichenwahl auf



der rechten Seite auf die spateren Betrachtungen Auswirkungen hat. In diesem
Abschnitt werden beide Félle betrachtet.

Im zweiten Kapitel wird die Lichnerowicz-Zerlegung fiir das Quadrat eines
verallgemeinerten Dirac-Operators D diskutiert. Es geht dabei um die Tatsache,
dass sich D? wie folgt zerlegen lisst:

D? =AY 4+, (7)

hier ist AV ein Bochner- oder Zusammenhangs-Laplace-Operator und V ein
Differential-Operator nullter Ordnung. Fiir V lassen sich explizite Formeln an-
geben. Es wird V fiir den Fall der Clifford-Algebra vom Typ v? = 1 diskutiert
und mit den Ergebnis aus der Literatur [Ack,Tol] fiir den Fall v* = —1 vergli-
chen.

Das dritte Kapitel behandelt die Konstruktion der Wirkungsfunktiona-
le von Dirac-Modellen. Hierfiir werden unter anderem Dirac-Yukawa-, Pauli-
Dirac-Yukawa-Operatoren und das verallgemeinerte Residuum res; eingefiihrt.
Fiir den Fall eines Pauli-Dirac-Yukawa-Operators D wird resc(iﬁ) fiir den Fall
der Clifford-Algebra v? = 1 ausgewertet und mit den Ergebnissen fiir den Fall
v? = —1 verglichen (s. hierzu [Tol], [Tol2]). Es zeigt sich hierbei, dass das Ver-
wenden der Clifford-Algebra ein durch die physikalische Interpretation bedingtes
Vorzeichenproblem 16st (s. [Tol]).

Im vierten Kapitel werden die geometrischen Daten angegeben, die es
erlauben, das Standardmodell als ein Dirac-Modell zu beschreiben. Es werden
dabei zwei Versionen diskutiert: Einmal ohne und einmal mit rechthéndigen
Neutrinos. Die letztgenannte Version erlaubt die Konstruktion einer Theorie mit
massiven Neutrinos. Fiir beide Modelltypen werden die Parameterbeziechungen
zwischen den physikalischen Kopplungen und den Modellparametern bestimmt.

Das fiinfte Kapitel beschiiftigt sich mit den physikalischen Konsequenzen
der Parameterbeziehungen die im Kapitel vier bestimmt wurden. Es zeigt sich,
dass die Verhéltnisse der Yang-Mills-Kopplungen und das Quadrat des Sinus
des elektroschwachen Winkels beschrinkt sind. Dieses Phénomen existiert bei
der konventionellen Beschreibung des Standardmodells nicht. Des Weiteren wird
mit Hilfe von Renormierungsgruppengleichungen, die im hier betrachteten Fall
Quanten-Korrekturen in der 1-Loop-Ordnung beschreiben, die Higgs-Masse be-
stimmt und der zugehorige Fehler abgeschatzt. Auch diese Untersuchung ist im
Rahmen des Standardmodells nicht moglich.

Im sechsten Kapitel folgt ein Vergleich der Ergebnisse des fiinften Kapitels
mit den Ergebnissen entsprechender Untersuchungen im Rahmen des Connes-
Lott- und des Chamseddine-Connes-Modells (s. [Ca,lo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch]).
Hier zeigt sich, dass es im Connes-Lott- wie auch im Chamseddine-Connes-
Modell Beziehungen zwischen den Modellparametern und den physiklischen
Kopplungen gibt. Es stellt sich dabei heraus, dass diese Parameterbeziehun-
gen, wenn man das Standardmodell beschreibt, im Chamseddine-Connes- und
in Dirac-Modell sehr #hnlich sind. Diese Ahnlichkeiten lassen sich durch Unter-
suchung der zur Bestimmung der Parameterbeziehungen verwendeten Funktio-
nale nachvollziehen. Beim Chamseddine-Connes-Modell wird zur Definition des
bosonischen Wirkungsfunktionals, ein Funktional der Form

wr (¢2;) ®



verwendet (s. [Ca,Jo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch]). Es handelt sich hierbei um eine mo-
difizierte Operatorspur iiber den verallgemeinerten Dirac-Operator D. Es zeigt
sich, dass dieses Funktional nicht die Parameterbeziehungen erzeugt, die bei den
Untersuchungen in den Arbeiten [Ca,lo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch] verwendet wurden.
Es wird ein alternatives Funktional angeben, das die verwendeten Parameterbe-
ziehungen generiert. Allerdings stellt sich heraus, dass beide Funktionale zu nu-
merischen Inkonsistenzen fithren. Im Connes-Lott-Modell findet man, dass sich
die Parameterbeziehungen und damit auch die daraus abgeleiteten Folgerungen
erheblich von denen des Dirac-Modells unterscheiden. Insbesondere ergibt sich
hier fiir die Higgs-Masse im allgemeinsten Zugang ein Intervall von

[284,300) GeV. (9)

Dieses liegt aber vollstindig auflerhalb der Grenzen, die Quanten-Korrekturen
der Higgs-Masse setzen (s. Gl. (4)).

Zum Abschluf} folgt eine Zusammenfassung der in der vorangegangenen
Arbeit gefundenen Ergebnisse mit einer kurzen Diskussion von nicht behandel-
ten Problemen.



Kapitel 1

Mathematische
Grundbegriffe

In diesem Kapitel werden die grundlegenden geometrischen Begriffe fiir die nach-
folgenden Konstruktionen vorgestellt und deren wichtigsten Eigenschaften zu-
sammengefasst. Der geometrische Rahmen fiir die nachfolgenden Betrachtungen
ist dabei durch ein Clifford-Modulbiindel bzw. durch den Spezialfall eines ge-
twisteten Spinor-Biindels iiber einer kompakten, randlosen Riemannschen Spin-
Mannigfaltigkeit gerader Dimension gegeben. Um technischen Komplikationen
aus dem Weg zu gehen, beschrénkt sich die hiesige Darstellung auf den Fall
eines getwisteten Spinor-Biindels. Allerdings sind die meisten Untersuchungen
auch in dem allgemeineren Rahmen von Clifford-Modulbiindeln moglich, wie in
[Tol] ausgefiihrt wird.

Nach einer kurzen Erlduterung des geometrischen Rahmens wird das zentrale
Objekt der nachfolgenden Untersuchungen, der Begriff des verallgemeinerten
Dirac-Operators, eingefiihrt. Es werden seine Beziehung zu Clifford-Zusammen-
héngen diskutiert und einige spezielle Typen von Operatoren vom Dirac-Typ
vorgestellt.

Ausfiihrliche Darstellungen des hier beschriebenen Themenkomplexes findet
man z.B. in [Ack], [Ack,Tol], [BGV], [Tol], [Ack,Tol], [Nak], [Su,Win].

Zur besseren Lesbarkeit der Formeln gelte in den folgenden Abschnitten die
Einsteinsche Summen-Konvention.

1.1 Vektorbiindel

Bei der folgenden Darstellung werden die grundlegenden Begriffe zu Faserbiin-
deln vorausgesetzt, wie sie z.B. in [BGV] Kapitel 1.1. oder [Su,Win| Kapitel
IT §1 behandelt werden. Des Weiteren beschréinkt sich die hiesige Diskussion
auf K-Vektorbiindel mit K € {R,C}. Um die Bezeichnungen festzulegen, sei
zunéchst:

Definition 1.1. Seien F und M Mannigfaltigkeiten und m : F — M eine
glatte Surjektion. So heifst (F, ) ein (Faser)biindel iber M, wenn gilt:
Es emistiert eine offene Uberdeckung {U;} von M, eine Mannigfaltigkeit F
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und Diffeomorphismen

¢i i ' (U;) — Ui X F, (1.1)
so dass das nachfolgende Diagramm kommutiert:
WU YU x F (1.2)
ﬂl pry

wobei pr; @ U; x F — U; die Projektion auf die erste Komponente ist. Des
Weiteren werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

F heifst Total-Raum, 7 Projektion, M Basis, ¢; Trivialisierung und (U;, ¢;)
(Biindel)karte. 7! (z) = F, wird Faser diber dem Fupunkt x genannt. Dariiber
hinaus wollen wir eine offene Uberdeckung von M mit den oben beschriebenen
Eigenschaften als trivialisierende Uberdeckung bezeichnen. I'(F) sei die Menge
der Schnitte, also die glatten Abbildungen ¢ : M — F mit (moyp)(x) =z Vz €
M. Ferner heifle eine Abbildung f : F — F fasertreu, wenn gilt: (m o f)(§) =
m(€) VEeF.

Es sollte noch bemerkt werden, dass sich fiir Faserbiindel in Vollkorqmen ana-
loger Weise zu Mannigfaltigkeiten Atlanten, mazimale Atlanten und Aquivalenz
von Bindeln definieren lassen (s. z.B. [Nak] Kap. 9).

Definition 1.2. Sei 7 : F — M ein Faser-Biindel und {U;} eine trivialisie-
rende Uberdeckung und U;,U; € {U;} mit U;NU; # 0, dann sei die Ubergangs-
funktion ¢;; definiert durch:

= (00 ) () (1.3)
Aus der Definition folgt sofort, das die Ubergangsfunktionen t;; eines Faser-
Biindels (F, ) die so genannte Kozykel-Bedingung erfiillen:

Seien U;, Uy, Uy, offene Mengen einer trivialisierenden Uberdeckung {U;} mit
UiNnU; NU # 0, so gilt:

Ve eU; N Uj N Ug tkj(.’l,') o tﬂ(x) = tkl(.’t) (14)

Definition 1.3. Seien 7 : F — M, 7' : F/ — M’ Faser-Biindel, so heifit ein
Paar glatter Abbildungen (¢, f) Biindelabbildung, wenn das folgende Diagramm
kommutiert:

F——F (1.5)

Definition 1.4. Sei 7 : £ — M ein Faserbiindel iber M und {U;} eine tri-
vialisierende Uberdeckung, dessen typische Faser E ein K-Vektorraum ist und
dessen Ubergangsfunktionen {g;i} linear und invertierbar sind, so nennt man
(&€, ) ein Vektorbiindel.

Existiert auf den Fasern &, eine hermitische Struktur < -,- >, die glatt
vom Fufpunkt abhdngt, so heifit £ hermitisch.
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Definition 1.5. Seien (£,7) und (F, ') Vektorbindel mit typischen Fasern
E und F. Ferner sei {U;} eine trivialisierende Uberdeckung fiir beide Biindel.
(Eine solche Uberdeckung lisst sich immer konstruieren.) {gi;}, {hj:} seien die
zugehorigen Ubergangsfunktionen.

Das (Whitn§y)—Summen—Bﬁndel EDF st definiert durch die typische Faser
E&F und die Ubergangsfunktionen {g;; ®hi;} zur trivialisierenden Uberdeckung
{Ul} mat

gij@hij(l‘): FoF — FEFOF
vow = (9i(@)(0) ® (hij(2)(w)), zeM. (1.6)

Das Tensor-(Produkt)-Biindel € ® F ist definiert durch die typische Faser

E ® F und die Ubergangsfunktionen {g;; ® hi;} zur Uberdeckung {U;} mit
gij®hij(37): FF — EQF
vow = (gi(@)(v) © (hi(x)(w)), =eM. (1.7)

Das Endomorphismen-Biindel End(€) ist definiert durch die typische Faser

End(E) und die Ubergangsfunktionen {G;;} zur Uberdeckung {U;} mit
Gij(z): End(F) — End(E)
p = gij(x)opog;i(z), zeM. (1.8)

Das so genannte Rekonstruktionstheorem [Su,Win| Kapitel II. §1 stellt si-
cher, dass die in Definition 1.5 definierten Biindel existieren.

Definition 1.6. Sei (€,m) ein Vektorbiindel der Form &€ = ET & £, so heifit
& Zs-graduiert.

Hier ist anzumerken, das die obige Definition dquivalent zur Existenz eines
Graduierungs-Operators ist, einer Biindelabbildung (xg,idaq) mit xe : € — &;
Xe ist eine glatte fasertreue Abbildung, die eingeschrinkt auf die Fasern eine
Involution ist.

Weiter sollte erwihnt werden, dass die Schnitte I'(£) in ein K-Vektorbiindel
£ in natiirlicher Weise ein C'°°(M)-Modul bilden. Die Aktion von C*°(M) auf
(&) ist definiert durch:

(f) () = fz) - ¢(x), VfeCFM), vy eT(E), VeeM.  (L9)

Hier ist C*° (M) die Menge der glatten K-wertigen Funktionen auf M und - auf
der rechten Seite der Gleichung (1.9) die skalare Multiplikation in der Faser.
Kommen wir nun zu Differential-Operatoren auf Vektorbiindeln:

Definition 1.7. Sei (€,7) nun ein Vektorbindel mit Faser V idber M. FEin
Differential-Operator der Ordnung k ist eine glatte Abbildung P :T'(E) — I'(€),
die in lokalen Koordinaten gegeben ist durch:

k
P=>">" d'(x)9;, d(x)€End(E). (1.10)

i=0 1,|I|=i

I bezeichne einen Multiindex, und weiter existiere ein I mit |I| = k und a! (x) #
0. Das Hauptsymbol o von P ist definiert durch die Gleichung (s. z.B. [Ack]):

,L'k
o(P)(@, df ()i (w) = (P ) () (1.11)
mit x € M, Y € T(E) und f € C°(M), f(z)=0.
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Fiir konkrete Berechnungen des Hauptsymboles ist die lokale Form niitzlich:
o(P)(z,&)w = (2)¢w, & =&, &, we&,. (1.12)

Damit lésst sich dann folgende wichtige Klasse von Differential-Operatoren de-
finieren:

Definition 1.8. Sei & ein Vektorbiindel tiber einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M, g). Ein Differential-Operator A : T'(E) — T'(E) zweiter Ordnung heifst
ein verallgemeinerter Laplace-Operator, wenn fir sein Hauptsymbol gilt:

0<A)($7£) = igw(&ag)lc‘)w' (1-13>
gz sei hier die Metrik auf dem Kotangential-Biindel am Punkt x.

Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren auf Vektorbiindeln sind die
Zusammenhénge.

Definition 1.9. Sei & ein Vektorbiindel iber M, dann bezeichnet man als Zu-
sammenhang eine glatte Abbildung

VET(E) —T(T"MRE), (1.14)
die einer Leibniz Regel der folgenden Form geniigt:
VEfY =df @+ V&, YfeC®(M), Vi el(E). (1.15)
Dabei bezeichne d das dufere Differential. Dariiber hinaus sei:
AE) ={V® :T(&) = T(T"M ® E) | V¢ Zusammenhang }. (1.16)

Hierzu sei angemerkt, dass die Definition von Zusammenhéngen und der zu-
gehorigen Nomenklatur in der Literatur nicht einheitlich ist. So wird in [BGV]
und [Tol2] der Zusammenhang iiber das Spalten einer kurzen exakten Sequenz
definiert. V¢ ist dort die durch einen linearen Zusammenhang induzierte kova-
riante Ableitung (s. [BGV]) bzw. der Nabla-Operator (s. [Tol2]), wogegen V¢
z.B. in [Ack] als Zusammenhang verwendet wird. Es ist hierzu zu sagen, dass
alle diese Definitionen von Zusammenhingen dquivalent sind und sich aus V¢
das Spalten der exakten Sequenz rekonstruieren ldsst.

Definition 1.10. Sei & = £T @ £~ ein Zo-graduiertes Vektorbiindel, so heifle
ein Zusammenhang gerade, wenn gilt:

VET(ER) —=T(T*"M @ EF). (1.17)
Ferner sei:
AT(E) = {VE € A(E) | VE :T(EF) = T(T*M ® EF)}. (1.18)
Weiter sei:
QF (M, E) :=T(A*T*"M ® €). (1.19)
0" (M, &) = P "M, &) (1.20)
keN

die Menge der £-wertigen Differentialformen auf £, wobei Q°(M, ) := C*>°(M)
gesetzt wird. Ferner bezeichne Q* (M, End(€)) := I'(AT* M®End(€)) die End(&)
-wertigen Differentialformen. Auf Q* (M, End(€)) lésst sich das A-Produkt von
0*(M) fortsetzen durch:
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Definition 1.11. Sei (€,7) ein Vektorbindel, dann sei A die lineare Fortset-
zung der Abbildung
Q" (M,End(€)) x Q*(M,End(£)) — Q*(M,End(E))
(a®@A,d @A) — ahd @AA. (1.21)
Auf der rechten Seite sei das A-Produkt auf Q*(M) gemeint.

Mit der Hilfe von Zusammenhéngen lésst sich nun die folgende Klasse von
verallgemeinerten Laplace-Operatoren definieren:

Definition 1.12. Sei £ ein Vektorbiindel iber einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit (M, g). Dann ist der Zusammenhangs- oder Bochner-Laplace-Operator
definiert durch:

AV = dev, (VI"MOEYE), (1.22)

evy bezeichnet hier die Evaluationsabbildung beziiglich der Metrik g, die gegeben
ist durch:

evg: T"MT"ME — €&
a®fev — a(f)v. (1.23)

f ist der durch die Metrik induzierte kanonische Isomorphismus zwischen T* M
und TM.

Wie schon bei der Definition des verallgemeinerten Laplace-Operators sind
hier zwei Wahlen fiir das Vorzeichen méglich, wobei in der mathematischen Lite-
ratur {iblicherweise das negative Vorzeichen gew&hlt wird. In der physikalischen
Literatur wird das positive Vorzeichen bevorzugt. Um spéter konsistenter For-
meln zu erhalten, werden beide Vorzeichen zugelassen. Fiir spatere Rechnungen
ist die lokale Form eines Zusammenhangs-Laplace-Operators niitzlich (s. auch
[BGV] Kap. 2.1).

Lemma 1.1. Sei £ ein Vektorbiindel iber einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit (M,g) und AV ein Zusammenhangs-Laplace-Operator zum Zusammen-
hang V€. So gilt:
£ Y
AV =+g9(VEVE —THVE). (1.24)
I‘fj bezeichnen hier die Christoffel-Symbole des Levi-Civita Zusammenhanges
auf M und V¢ = Vg
Beweis: (S. z.B. [BGV] Kap. 2.1) Sei ¢ € T'(E), so gilt:
vT*M@Evé‘w _ VT*M®£d$i ® Vé’w
i Cg.d £ i j EvE
= da'(V}/%da’) @ (Vi) + da’ @ da? @ (VEVEY)
= (do/ @ da’' @ VEVE —Tpda! @ da® @ VE ).

VL€ begeichnet den auf Q*(M) fortgesetzten Levi-Civita-Zusammenhang von
M beziiglich g. Weiter ergibt sich dann:
tevy (VIMOETE )y = L(g/"da’ (k) VEVE — Tiig? da®(0,)VE )
= £ (VEVE TV

Dies ist die Behauptung. O
Der Vollstandigkeit halber sei noch die Definition der Kriimmungsform eines
Zusammenhanges V¢ auf £ gegeben:
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Definition 1.13. Sei (£,7) ein Vektorbiindel und V¢ € A(E) ein Zusammen-
hang. Die Kriitmmungs-2-Form zu V¢ ist definiert durch:

FYY.T(E) — QXM,E)
Y dV(VEY), (1.25)
wobei d¥° : QY M, E) — Q2(M, ) die lineare Fortsetzung von der Abbildung
a® — (VECa) @y —an (VEY), aecQ'(M), ¥ el(E) (1.26)

ist. Dabei ist VFC der auf Q*(M) fortgesetzte Levi-Civita-Zusammenhang.

1.2 Prinzipal- & Assoziierte Biindel

Kommen wir zu den grundlegenden Tatsachen dieses Themenkomplexes.

Definition 1.14. Seinw: P — M ein Faserbiindel, dessen typische Faser durch
eine Lie-Gruppe G gegeben ist. Des Weiteren existiert eine Rechts-Aktion R von
G auf P:
R: PxGE — P
(p.g9) =  R(p,g) =t Ry(p) =:pyg (1.27)

mit der Figenschaft:

m(pg) ==(p) Vp€P,VgeG, (1.28)
die faserweise frei und transitiv ist. Dann nennt man 7 : P — M bzw. P(M,G)
ein (G)-Prinzipalbiindel.

Hierzu sei angemerkt, dass die Fasern von P(M, G) mitnichten Lie-Gruppen
sind, sondern nur diffeomorph zu der Mannigfaltigkeit der Lie-Gruppe G.P(M,G)
ist kein Gruppen-Biindel.

Sei nun:

Definition 1.15. Sei F' eine Mannigfaltigkeit, G eine Lie-Gruppe und p : G —
Diff (F) eine glatte Abbildung, so dass p eine Links-Aktion von G auf F ist. Das
Paar (p, F) heifst dann ein Links-G-Raum.

Damit ldsst sich nun definieren:

Definition 1.16. Sei P(M,G) ein G-Prinzipalbiindel und (p, F) ein Links-G-
Raum. Dann sei E := P X, F' die Quotientenmenge von P x F' beziglich der
Aquivalenzrelation

/)~ f) = 3FgeG: (pg.plg " )f)=, 1. (1.29)

Seien nun {U;} eine trivialisierende Uberdeckung von M beziiglich P(M, G) und
{¢:} die zugehirigen Trivialisierungen. Dann ist das zu P(M,G) assoziierte
Faserbiindel g : E — M definiert durch die Projektion

g E — M
[(p, ] — 7). (1.30)
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[(p, f)] sei die Aquivalenzklasse bzgl. ~ und 7 sei die Projektion von P(M,G).
Sei nun (Uy, ¢;) eine Trivialisierung von P(M, Q), dann ist eine Trivialisierung
von E bzgl. U; gegeben durch:

1/)1‘ : ng(Uz) h— Ul x F
(0, )] —  (7(@), p(pry © ¢i(p))f), (1.31)

pry sei die Projektion auf die zweite Komponente.

Man kann sich iiberzeugen, dass (E, 7g) mit der obigen Definition tatséchlich
ein Biindel bildet (s. [BGV] Kap. 1.1., [Tol2] Kap. 3.2). Nach Konstruktion ist
F die typische Faser von P x, F'.

Fiir assoziierte Biindel gilt folgende wichtige Eigenschaft:

Lemma 1.2. Sei P(M,G) ein G-Prinzipalbiindel, (E,7g) ein hierzu assoziier-
tes Faserbiindel mit typischer Faser F, so existiert eine kanonische Bijektion:

B CX(P,F) — T(E)
fo= e(f),
e(f)(x) = [ f(p))”pew—l(m) (1.32)

ng (P, F) bezeichnet hier die Menge der p-dquivarianten Abbildungen: ¢ :
P — F, fiir die gilt: p(pg) = p(¢g~He(p) Vp € P Vg € G. Fiir den Beweis sei
z.B. auf Satz 3.2.1 in [Tol2] verwiesen.

Definition 1.17. Sei P(M, Q) ein G-Prinzipalbiindel und (p, V') ein Links-G-
Raum, wobei V' ein K-Vektorraum und p eine lineare Darstellung von G ist.

&v =P x, V heifst dann das zu P(M, G) assoziierte Vektorbiindel.

Fiir den Fall, dass eine Riemannsche Mannigfaltigkeit gegeben ist, existieren
die folgenden Prinzipalbiindel (s. [BGV] Kap. 1.2):

Definition 1.18. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dim M =
n, so ist das orthogonale Frame-Biindel bzgl. g definiert durch:

O(M) :={(z, (e1,...,en)) | e; bildet eine ONB bzgl. g in T, M };  (1.33)

ist M dariiber hinaus noch orientiert, so ldsst sich das spezielle orthogonale
Frame-Biindel definieren:

SOM) :={(z,(e1,...,en)) | e; bildet eine orientierte ONB bzgl. g in T, M }.
(1.34)
Hier bezeichnet T, M den Tangetialraum von M am FufSpunkt x.

Wie in [BGV] Kap. 1.2 ausgefiihrt wird, sind O(M) bzw. SO(M) O(n)-
bzw. SO(n)-Prinzipalbiindel iiber (M, g) und es gelten die folgenden Biindel-
isomorphien:

TM = O(M) X0(n) R™ & SO(M) X50(n) Rn, (135)

wobei hier jeweils die fundamentalen Darstellungen von O(n) bzw. SO(n) zu
nehmen sind.
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1.3 Clifford-Modulbiindel

1.3.1 Clifford-Algebren & Clifford-Module

Hier sollen die wichtigsten Eigenschaften und Begriffe zu Clifford-Algebren be-
handelt werden. Wir werden uns dabei auf Clifford-Algebren beschrénken, die
von einem euklidischen Vektorraum (V, g) gerader Dimension erzeugt werden,
da allein dieser Fall fiir die spiteren Betrachtungen relevant ist. Allerdings lassen
sich die hier beschriebenen Konstruktionen auch fiir K-Vektorrdume mit belie-
biger, nicht ausgearteter, symmetrischer Bilinearform und beliebiger endlicher
Dimension durchfiihren, gegebenenfalls mit entsprechenden Modifikationen. Ein
weiterer Uberblick iiber die Eigenschaften von Clifford-Algebren findet sich u.a.
in [BGV], [Fr], [Tol2].

Definition 1.19. Sei (V,g) ein euklidischer Vektorraum gerader Dimension,
dann heift das Paar (C+(V,g),7) Clifford-Algebra von (V,g), wenn gilt:

1. C+(V,g) ist eine assoziative R-Algebra mit 1.
2. Es existiert eine lineare Abbildung j:V — C+(V,g) fir die gilt:
9(v)? = £g(v,v), YveV. (1.36)

Dabei soll das Vorzeichen in der obigen Gleichung wie der Inder von
C+(V,g) gewdihlt sein. 3 heifit Clifford-Abbildung.

3. Sei A eine weitere assoziative R-Algebra mit 1 und uy : V. — A eine wei-
tere Clifford-Abbildung, so existiert genau ein Algebren-Homomorphismus
Ut :C+(V,g) — A, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

C+(Vig) . (1.37)
) / \ )

Ut

Dies wird auch als die universelle Eigenschaft der Clifford-Algebra C+(V, g)
bezeichnet.

Hierzu ist anzumerken, dass die Definition fiir Clifford-Algebren iiber K-
Vektorrdumen mit beliebiger symmetrischer, nicht ausgearteter Bilinearform
vollig analog zur obigen Definition ist, nur dass R-Algebren durch K-Algebren
ersetzt werden miissen. Des Weiteren wird auch die Referenz auf das Skalarpro-
dukt von C (V] g) unterdriickt, wenn keine Gefahr fiir Mehrdeutigkeiten besteht.
Zu der Moglichkeit der Wahl des Vorzeichens in Gleichung (1.36) ist zu sagen,
dass dies auf dem Niveau von Clifford-Algebren iiber einem Vektorraum eine
Frage der Konvention ist. Hier verhélt es sich genau so wie mit den Vorzeichen
des verallgemeinerten Laplace-Operators (s. Gl. (1.8)): In der mathematischen
Literatur wird vorwiegend das negative Vorzeichen gewihlt (s. z.B. [BGV]),
wéhrend in der physikalischen Literatur das positive Vorzeichen bevorzugt wird
(s. z.B. [Na]). Wenn man allerdings zu Clifford-(Algebren)-Biindeln iiber Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten iibergeht, bei denen eine Metrik ¢ fest gegeben
ist, so liefern die beiden Vorzeichen verschiedene Clifford-Biindel iiber der Basis-
Mannigfaltigkeit. Dies hat zur Folge, dass auch Formeln fiir Zusammenhénge,
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Kriimmungen etc. auf diesen Biindeln bzw. auf Biindeln, die aus ihnen konstru-
iert werden, teilweise verschieden sind. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, diese
beiden Fille simultan zu untersuchen. Es sollte weiter erwiahnt werden, dass
die Clifford-Abbildung j injektiv ist, da g positiv definit ist. Hierdurch ist eine
natiirliche Einbettung von V in C+(V, g) gegeben.

Es sei weiter angemerkt, dass aus Gleichung (1.36) die bekannte Relation
fiir Clifford-Algebren folgt:

J()g(w) + g(w)y(v) = £2g9(v,w)l, Yv,w eV, 3:V —=CL(V,g). (1.38)

Um die Existenz von Clifford-Algebren sicherzustellen, wird das folgende
Theorem zitiert (s. [Fr]):

Theorem 1.1. 1. Sei (V,g) ein euklidischer Raum gerader Dimension, so
existiert eine Clifford-Algebra (C+(V,g),7) zu (V,g).

2. Sind (C+(V,9),7), (CL(V,g),7) zwei Clifford-Algebren, so existiert ein
Algebren-Isomorphismus f : C+(V,g) — CL(V,g), so dass das folgende
Diagramm kommutiert:

C+(V,9) —————=C4i(V.g) . (1.39)

Beweis: Eine detaillierte Darstellung befindet sich in [Fr] Kapitel 1.2 . Aber
die Ideen sollen kurz skizziert werden:

Um die Existenz zu beweisen, betrachtet man z.B. die von V erzeugte freie
Tensor-Algebra 7 (V) und bildet die Quotienten-Algebra nach dem zweiseitigen
Ideal Z, das erzeugt wird von der Menge

{v@vFl|veV}

Die Clifford-Abbildung j erhélt man durch die Verkettung der kanonischen Ein-
bettung ¢ : V' — 7 (V) mit der Projektion 7 auf die Aquivalenzklassen.

Die zweite Eigenschaft ergibt sich aus der universellen Eigenschaft von C4 (V).
O

Wenn man sich an die Tatsache erinnert, dass eine Basis by,...,b, von V
eine Basis der Clifford-Algebra C4(V,g) induziert, wobei die Basiselemente die
Form

(i) - a(biy), i <ide, i €{1l,...,n}, k=0,...,n 3(b;) =1 (1.40)
besitzen, ergibt sich:

Definition 1.20. Sei C4(V, g) eine Clifford-Algebra und AV die von V' erzeugte
Grassmann-Algebra. Ferner seieq, ..., e, eine g-Orthonormalbasis von V. Dann
ist die Quantisierungsabbildung c durch die lineare Fortsetzung der folgenden
Abbildung definiert:
c: AV — (Ci(V,9)
e, N Neg,  — g(eq)-gle), 0<k<dimV, i;#id, fir j#U¢,
(1.41)

wobei eg := 1 und j(eg) := 1.
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Zur Quantisierungsabbildung ist zu sagen, dass sie trotz ihrer Definition iiber
eine Orthonormalbasis tatsédchlich unabhéngig von der Wahl der Orthonormal-
basis ist, wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 1.3. Die Quantisierungsabbildung in 1.20 ist unabhdngig von der Wahl
der Orthonormalbasis.

Beweis: Es ist zu zeigen, das die Definition nicht von der Basis abhéngt,

was nichts anderes heifit, dass fiir Orthonormalbasen ey, ..., e, und ef,..., e,

von V gelten muf:

clef, Ao ANep) =iy di = P P

n

wobei 5, := j(e;;) ist und ~; I sind die Koeﬂimenten von orthogonalen Transfor-
mationsmatrizen, so dass gilt: e} =+, ej. Dann ergibt sich:
C(egl ARRRNA e;k) - %Zl o 'pyiikc(ejl TARRRRA ejk)
= Z ’Yi‘zl...ryiikjjl...]jk
G1eens ik
ij #J@ fiir 5#¢
= "}/74_11]7;1 ’Y’kaj]k: — Z r}/lzl .73:]71 .--ij.

.....

33, Z J#Z J]—Jz

Untersucht man nun den zweiten Term weiter, so ergibt sich:

, , 0
Z %fl ""qu:]jl Z Z 1)+ ]%z 2iJie Ry, Ayeigig?

...... k ]<,€ 71,...,_7’.
HJZ J#Z Jj=ie Jj=de
wobei gilt:

—_—

. B S L B | DS | e
Ril...ij...ig...ik =iy Janc Viy iy Vi Jie Vi Jane

* bedeutet hier das Auslassen der entsprechenden Terme. Da j; = j, gilt, ergibt
sich: 75,75, = (3,25 + 503,) = 0j,5.- Man erhél so:

) ) ,
Z ’71'{1 ~-~’yf:jj1 i = Z Z (= 1)J+ VJ]’Yzﬂéjyjr 1ok

J1aedk R
35,8 §#L =3¢ Jj=de

Z Z (= 1)J+e ﬂaym g i

J<L g1k

Da §;; die Komponenten der Metrik in einer Orthonormalbasis darstellt, gilt
fiir orthogonale Transformationen %1 712 20,4, = 0iy4,. Damit ergibt sich:

€. J _ j+¢
Z Z ]+ J%”(;JJJeR i Z(_l)] 5ijieR¢1...i}...i}...ik

F<l 1,0k j<t

O, da ij #’Lz

Damit folgt dann:
clej, Ao Ae) = Vi e =Ty - O
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Zur Quantisierungsabbildung ¢ : AV — Cx(V,g) soll noch angemerkt wer-
den, dass sie einen Vektorraum-Isomorphismus zwischen AV und Cy(V,g) dar-
stellt (s. [BGV] Kap. 3.1). c ist jedoch kein Algebren-Isomorphismus. Die Um-
kehrabbildung zur Quantisierungsabbildung ¢ := ¢~ wird als Symbolabbildung
bezeichnet. Zur Quantisierungsabbildung lédsst sich weiterhin sagen, dass sie ka-
nonisch gegeben ist, da sie nach dem obigen Lemma 1.3 unabhéingig von der
Wahl der Orthonormalbasis ist und Orthonormalbasen in Réumen mit Biline-
arformen ausgezeichnet sind.

Die Clifford-Algebra C.(V,g) besitzt eine natiirliche Involution 3, wie der
[Fr] entnommene Satz zeigt:

Theorem 1.2. Die Clifford-Algebra (C+(V,g),7) besitzt eine Involution 8 :
C+(V,g) — C+(V,g) mit der Figenschaft :

B ist ein Algebren-Homomorphismus und eine Involution mit der Figen-
schaft: % = ide, (v,g)-

Beweis: Man betrachte die Abbildung u : V. — C4(V,g), v — —3(v). 7 sei
hier die Clifford-Abbildung. Dann gilt:

9(v)? = +g(v,v)1.

<
(V)
—~
<
~
I
—
|
<
—
<
N
~
[ V)
I

Aufgrund der universellen Eigenschaft existiert nun ein Algebren-Homomorphis-
mus 3 : C+(V,g) — C+(V,g) mit

Bojv)=—yv), VwveV
Wegen 3o 37(v) = B(—3(v)) = —B(3(v)) = 7(v) ist 5% die Identitiit auf (V') und
damit aufgrund der universellen Eigenschaft die Identitit auf C4(V,g). O

Die Involution § aus dem vorangegangenen Satz induziert eine natirliche
Zs-Graduierung von Cx(V, g). Sei nun:

Definition 1.21.

Cl(V,9) = {a€Cs(V,9)|a gerade}
Ci(V,g9) := {a€Cx(V,g)|a ungerade}. (1.42)

Dies ist alles beziiglich der natiirliche Za-Graduierung auf C4(V, g) zu sehen.
Fiir die Multiplikation in der Clifford-Algebra gilt dann:
Ci(V.9) - CL(V,g) € CLT ™2 (1, g). (1.43)
Damit folgt sofort, dass C{ (V, g) eine Unter-Algebra von C4(V, g) bildet.

Die Zs-Graduierung erlaubt es, C+(V, g) die Struktur einer Lie-Superalgebra
zu geben, indem man einen Superkommutator auf C4(V,g) definiert durch:

a,0]] = ab— (=1)1"ba, a,beCi(V,yg),
_ [ 1 aeci(Vig)
la|] = { 00 accl(Vg) ° (1.44)

Dies motiviert die folgende Definition:
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Definition 1.22. Sei C1(V, g) eine Clifford-Algebra, dann ist das Super-Zentrum
definiert durch:

Z,(C+(V,9)) :={aeCs(Vig) | la,b]| =0, VbeCs(V,g)}. (1.45)
Fiir den Fall, dass die Dimension von V' gerade ist, gilt folgender Satz:

Theorem 1.3. Sei C+(V,g) eine Clifford-Algebra und dim' V' sei gerade, dann
ist das Super-Zentrum von Cy(V, g) trivial.

Beweis: Hier sei auf die Literatur verwiesen: [Gr| Kapitel 10 .
Es lisst sich nun fiir die Komplexifizierung C+(V,g) ® C von C+(V,g) ein
kanonisches Element definieren (s. [BGV]):

Definition 1.23. Sei C1(V,g) ® C die Komplexifizierung der Clifford-Algebra

C+(V,g), dimV sei gerade und ey, . .., e, sei eine Orthonormalbasis von V. Das
kanonische Element I' ist dann gegeben durch:
D:=i%y(e1)---g(en). (1.46)

Es besitzt die Eigenschaften:

Lemma 1.4. Sei I' das kanonische Element der komplexifizierten Clifford-
Algebra CL(V,g) ® C, so gilt:

1. Ty(v) = —y(v)I', veV.
2. T? =1.

Der Beweis ergibt sich durch einfaches Nachrechnen bzw. sieche [BGV] Ka-
pitel 3.2 . Zum kanonischen Element ldsst sich weiter sagen, dass es trotz sei-
ner basisabhéngigen Definition kanonisch ist, da es proportional zum Bild der
Volumenform aus AV unter der Quantisierungsabbildung c ist. Der Vorfaktor
wird durch die Bedingung I'? = 1 festgelegt. Das kanonische Element lisst
sich auch fiir reelle Clifford-Algebren mit den gleichen Eigenschaften definieren,
wenn die Dimension des unterliegenden Vektorraumes V' durch vier teilbar ist
(s. [BGV] Kap. 3.2). Die Definition 1.23 kann auch auf Clifford-Algebren iiber
Vektorrdumen mit ungerader Dimension iibertragen werden, nur dass dann dort
gilt: I'? = —1. Des Weiteren definiert I' den Graduierungsoperator zur natiirli-
chen Zo-Graduierung auf Cy(V,g) fir den Fall, dass dim V' durch vier teilbar
ist, bzw. auf C4(V,g) ® C.

Kommen wir nun zu Clifford-Modulen:

Definition 1.24. Sei C+(V,g) eine Clifford-Algebra, so ist ein Clifford-Modul
(W, c1) ein Za-graduierter K- Vektorraum mit W = WT®W ~ und einer Clifford-
Aktion:

cy : Cy(V,g) — End(W). (1.47)

c+ ist eine Algebra-Darstellung mit der Eigenschaft:
c+(CL(V,g))W* C W™, ce(CL(V,g)W* C WT. (1.48)

Wenn man komplexifizierte Clifford-Algebren betrachtet, so existiert ein aus-
gezeichneter Clifford-Modul, wie der hier zitierte Satz zeigt:
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Theorem 1.4. Sei CL(V,g) eine Clifford-Algebra und V' ein orientierter, eu-
klidischer Vektorraum gerader Dimension, dann gilt:

Es existiert ein eindeutig bestimmter Clifford-Modul S = ST @& S, der
Spinor-Modul, so dass gilt:

C+(V,g) ® C =2 End(S). (1.49)

A . dim V. . dimV _ L. . . .
Es gilt ferner dim S = 273, dim S* = 27% ~! und es existiert ein bis auf eine

Konstante eindeutiges hermitisches Produkt, so dass S ein selbstadjungierter

Clifford-Modul iiber C+(V, g) ist, und es gilt ST 1 S~.

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [BGV] Kapitel 3 in den Sétzen 3.19
und 3.26 . Die Elemente von S werden allgemein als Spinoren bezeichnet.

Dieser Satz liefert zusammen mit den Wedderburn-Theoremen (s. [Gr] Kap.
11) die folgende Charakterisierung komplexer Clifford-Module:

Theorem 1.5. Seien C(V,g) eine Clifford-Algebra und (W, cy) ein komplezer

Clifford-Modul, und c+ sei treu. Es existiert dann ein C-Vektorraum W, so dass
qgilt:

W=SeW, (1.50)
wobei S der Spinor-Modul zu C+(V, g) ist und C+(V,g) auf W trivial operiert.

Ein Beweis zu dieser Aussage befindet sich in [BGV] Kapitel 3.2 .
Eine weitere Besonderheit ist, dass auf dem Spinor-Modul die Spin-Gruppe
operiert, die in der Clifford-Algebra enthalten ist. Man definiert:

Definition 1.25. SeiCy(V,g) eine Clifford-Algebra, dann ist die Gruppe Spin(V')
definiert durch:
Spin(V) :={a € CL(V,g) | 3:b€C+(V,g9) ab=ba=1}. (1.51)
Spin(V') heifit die Spin-Gruppe von V.
Die Gruppen-Multiplikation ist hier durch die Multiplikation in der Clifford-
Algebra gegeben. Man kann Spin(V) auch gewinnen, wenn CY(V,g) als Lie-
Algebra betrachtet und dann zu der zugehérigen Lie-Gruppe konstruiert (s.

[BGV]).
Fiir die Spin-Gruppe gilt die folgende Eigenschaft:

Theorem 1.6. Sei C+(V,g) eine Clifford-Algebra und Spin(V') die zugehorige
Spin-Gruppe, so gilt:

1. Ist dimV > 2, so ist Spin(V) die zweifache Uberlagerung von SO(V).

2. Ist dimV >3, so ist Spin(V) die zweifache universelle Uberlagerung von
SO(V).

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in [Fr] Kap. 1.4.
Mit diesem Satz ergibt sich im Fall dim V' > 2 eine natiirliche Darstellung
von Spin(V) auf V' mittels der (universellen) Uberlagerung 7:

7 : Spin(V) — SO(V) C End(V). (1.52)

Eine weitere natiirliche Darstellung von Spin(V') ist die Spinor-Darstellung auf
dem Spinor-Modul S:

ey : Spin(V) € C4 (V) — End(S). (1.53)
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1.3.2 Clifford-Biindel & Clifford-Modulbiindel

In diesem Abschnitt werden die im vorangegangenen Abschnitt eingefithrten
Begriffe auf Biindel iibertragen.

Definition 1.26. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit dim M =
n, dann ist das Clifford-Biindel tiber M definiert als das assoziierte Algebren-
Biindel
C+ (M) := O(M) xo@m) C£(R™). (1.54)
Hierbei ist die fundamentale Darstellung von O(n) auf R™ gemeint.
Entsprechend sei:

M) = O(M) xo(m) CLR™), (1.55)
M) = O(M) xom CiL(R™). (1.56)

Nach (1.35) gilt: O(M) Xy R™ =2 T M, und da M Riemannsch ist gilt
weiter: T*M = TM. Da diese Isomorphismen alle kanonisch sind, ist die Fa-
ser C+(M); von C+(M) kanonisch isomorph zur Clifford-Algebra C.(T¥M).
Sei nun AT* M das Grassmann-Biindel iiber M, so ist die Biindel-Abbildung
(ct,idpq), wobel ci faserweise durch die Quantisierungsabbildungen cg , :
AT} M — Co (T M) gegeben ist, ein Vektorbiindel-Isomorphismus. Analog wie
im vorhergehenden Abschnitt lassen sich T* M und AT* M in C4 (M) einbetten,
und wir werden wieder die Elemente von T* M bzw. AT* M mit den eingebet-

teten Elementen identifizieren.
Weiter hat man:

Definition 1.27. Seien C+ (M) ein Clifford-Biindel und € = ET & E~ ein Zs-
graduiertes K- Vektorbindel iber M. £ heifit ein Clifford-Modulbiindel, wenn
es eine glatte Biindel-Abbildung (c4,ida) gibt mit ¢y : C+ (M) — End(E), so
dass fiir die durch c+ induzierte Links-Aktion

CtM)x€& — €&
qilt:
CLIM)EE c &%, CLIM)EE c £F. (1.57)
Faserweise habe cy die Eigenschaft:
¢t :Ce(M) — End(€),
a — cyz(a) (1.58)
mat
¢y z(a) ocy 4(a) = £g.(a,a)ide, Va € TiM. (1.59)
c+ heifle Clifford-Aktion.
Die induzierte Links-Aktion auf €& T'(C4 (M)) x T'(£)) — T'(€) mit (o,) —

(
o definiert durch (o9)(z) := (cx o o(x))(x) x € M werde wieder mit c4
bezeichnet.

Definition 1.28. Seien (£,cy) ein Clifford-Modulbiindel iber M und W ein
Vektorbiindel iber M, so ist das getwistete Clifford-Modulbiindel (£ ® W, ¢4)
definiert durch die Clifford-Aktion:

ér:Ce(M) — End(E@W)
a —  cr(a) @ idwy. (1.60)
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Es lasst sich nun eine Entsprechung zum Spinor-Modul fiir Biindel definieren.
Hierzu braucht man zunéchst:

Definition 1.29. FEine Spin-Struktur einer Riemannschen Mannigfaltigkeit der
Dimension n ist ein Spin(n)-Prinzipalbiindel iber M fiir das gilt:

T* M = Spin(M) Xgpin(n) R". (1.61)
Besitzt M eine Spin-Struktur, so heifst M Spin-Mannigfaltigkeit.

Zu Spin-Strukturen sei angemerkt, dass diese nicht fiir beliebige Mannigfal-
tigkeiten existieren. Fiir die Existenz gibt es topologische Obstruktionen, wie
z.B., dass M orientierbar sein muss, und das Verschwinden bestimmter cha-
rakteristischer Klassen (s. z.B. [BGV] Kap. 3.3). Auch sind Spin-Strukturen im
Allgemeinen nicht eindeutig.

Man definiert weiter:

Definition 1.30. Sei (M, g) eine Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit Spin-
Struktur Spin(M), dann ist das Spinor-Biindel S definiert durch:

S 1= Spin(M) Xgpin(n) S- (1.62)

S ist der Spinor-Modul zur Clifford-Algebra Co(R™), und die zur Konstruktion
benotigte Darstellung ist die Spinor-Darstellung.

Fiir den Fall von Spin-Mannigfaltigkeit gilt ein analoger Satz zu 1.6:

Theorem 1.7. Sei £ ein Clifford-Modulbiindel tiber einer Spin-Mannigfaltigkeit
gerader Dimension mit treuer Clifford-Aktion, dann ist € ein getwistetes Clifford-
Modulbiindel der Form:

EZSQW. (1.63)

S ist das Spinor-Biindel iber M.

Zum Beweis sei wieder auf [BGV] Kapitel 3.3 verwiesen.
Aufgrund des obigen Satzes bezeichnen wir auch Clifford-Modulbiindel iiber
Spin-Mannigfaltigkeiten gerader Dimension als getwistete Spinor-Biindel.

1.3.3 Clifford-Zusammenhinge

In diesem Abschnitt werden Zusammenhéinge auf Clifford-Modulbiindeln be-
trachte, wobei hier insbesondere Clifford-Zusammenhénge behandelt werden,
fiir die hier die Struktur in einer lokalen Trivialisierung hergeleitet wird. An
dieser Stelle treten zum ersten Mal von der Vorzeichenwahl in der Clifford-
Algebra abhiingige Unterschiede auf. Zunichst sei angemerkt, dass auf dem
Clifford-Modulbiindel C+ (M) ein ausgezeichneter Zusammenhang existiert. Es
handelt sich hierbei um den mit Hilfe der Quantisierungsabbildung auf C (M)
fortgesetzten Levi-Civita-Zusammenhang V¢ von M. Des Weiteren soll sich
der Ausdruck lokal immer auf lokale Trivialisierungen beziehen.

Definition 1.31. Seien (€,cy) ein Clifford-Modulbiindel iber einer Riemann-
schen-Mannigfaltigkeit und V€ € AT (M) ein gerader Zusammenhang. V¢ heifit
Clifford-Zusammenhang, wenn gilt:

V& cx(a)] = cx(VECa), VaeT(Ci(M)) VX € T(TM). (1.64)
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[-,] sei der Kommutator auf I'(End(E)). Weiter sei:
Aci(&) := {V¢ € AT(E) | VE Clifford-Zusammenhang }. (1.65)
Es gilt dann folgendes Lemma:

Lemma 1.5. Sei V€ € Ac(&) ein Clifford-Zusammenhang mit der lokalen
Form V¢ = daz" @ Vi beziiglich einer Trivialisierung (U, ¢). So gilt:

Vi =0, + Zwmjcﬁ +A,, fir d.do+dc=2n", (1.66)
Vﬁ =0, — Zwuijc? + Ay, fir L+t =—-2mY (1.67)

mit A, € Q°(U,End*(€)) [A,(z),ce(a(x))] = 0, Ya € I'(Cx(M)). Hier seien
el,...,e" eine lokale Orthonormalbasis von T*M und c¢'. = cy(e'), ¢ =

3lci, ck]. Des Weiteren seien wy; := w,f ini; definiert durch

LC i . _, i ]
V.e = —w, €. (1.68)
0 seien die Komponenten der Metrik in der Basis €', ..., e". Hierbei beziehen

sich die Indizes i,j,k,¢ auf Orthonormalbasen, wihrend sich der Index p auf
Koordinatenbasen bezieht.

Beweis: Wenn das Clifford-Modulbiindel (€, cyt) einen Zusammenhang be-
sitzt, so ist seine lokale Form:

Ve =0,+Q, Q(z)cEnd&,).
Da Vi ein Clifford-Zusammenhang ist, muss gelten:
—wi k= ex(Vi0e') = [V, ch] = [0, ] + [Qu, i ].

Da die ¢’ lokal immer durch die gleichen Matrizen beschrieben werden, sind sie
lokal konstant. Damit gilt dann [9),, ¢;,] = 0 und man erhilt:

[Q#,cii] = —wlfjcji.

Betrachtet man diese Gleichung an einem festen Punkt x € U und fafit die Kom-
ponenten von €2, als Variablen auf, so ist die Gleichung ein inhomogenes, lineares
Gleichungssystem, dessen Losungsraum sich aus einer inhomogenen Losung des
Systems und dem Losungsraum des homogenen Systems

[, Cit] =0

zusammensetzt.
Eine Losung fiir die inhomoge Gleichung erhilt man mit dem Ansatz:

1 i
— A
Q, =E£-wujci

4
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Da wype die Koeffizienten eines Riemannschen Zusammenhangs bzgl. einer

Orthonormalbasis sind, gilt: w,ke = —w,ek. Es folgt:
i 1 k£ i
[Q,cy] = [izwukfcicivci]
1 . .
= tlulddd - ddd)
1

k£ i _ k£ ik 0 itk
= :I:Zwukf(cicicit —cicicy F20"el £2n"cy)

1 . )
= i§(:qukﬂIZkCi + wrenek).

Mit wyke = —wper folgt:
i 1 i 0 )
[Q,ci] = i§(iju 0% Fw, ) (1.69)
—wlfgci. (1.70)

Die Losungen des homogenen Systems sind alle A,(x) € End(&;), die die Be-
dingung
[Au(x),ce(a(z))] =0, VaeTI(Ci(M)).

erfiillen. Damit folgt die Behauptung. O

Wenn man sich nun auf den Fall von Clifford-Modulbiindeln £ iiber Spin-
Mannigfaltigkeiten gerader Dimension beschrénkt, so ist £ nach Theorem 1.7
ein getwistetes Spinor-Modulbiindel £ = § ® W. Des Weiteren existiert ein
Spin-Zusammenhang V¢, der gerade die Relation

[Vﬁ,ci(a)] = ci(Vﬁca) (1.71)

erfiillt. Somit ist der Produktzusammenhang VE @ 1yy + 1s ® V"V ein Clifford-
Zusammenhang auf £ = S @ W, wobei VY € A(W), so dass die Existenz eines
Clifford-Zusammenhangs fiir getwistete Spinor-Biindel gesichert ist. Die lokale
Form eines Spin-Zusammenhanges ldsst sich aus Lemma 1.5 gewinnen, wenn
man A, = 0 wéhlt. Ferner sollte noch festgehalten werden, dass im Fall eines
getwisteten Spinor-Biindel S®W, ein Clifford-Zusammenhang die Struktur eines
Produkt-Zusammenhanges hat (s. z.B. [Tol2]) :

VEW = VS @11y + 15 ® v, VEEW ¢ Aci(S@W). (1.72)

Des Weiteren ist auf einem getwisteten Spinor-Biindel die getwistete Krimmung
gegeben durch (s. [BGV]):

FE/S .= (VW2 _ (V92 @1y = 1s @ FWV. (1.73)

FY ist die zu V"V gehérende Kriimmungs-2-Form. Hierzu ist anzumerken, dass
die hier gegebene Definition nur auf getwistete Spinor-Biindel anwendbar ist.
Eine allgemeinere Definition findet sich in [BGV].

Mit dem Begriff des Clifford-Zusammenhanges lisst sich die kanonische 1-
Form definieren (s. [Ack,Tol], [Tol], [Ack]):

26



Definition 1.32. Sei (£,cy) ein Clifford-Modulbiindel zum Clifford-Biindel
C+(M) diber einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g) gerader Dimension.
Dann ist die kanonische 1-Form & € Q'(M, End(€)) lokal gegeben durch:

1 . .
§1 1= Eogyde’ @ cx(df), ni=dimM. (1.74)

Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

Lemma 1.6. Seien (€,c4) ein Clifford-Modulbiindel und & € QY (M, End(£))
die kanonische 1-Form aus Definition 1.32. Dann gilt:

1. Ci(f1) 1g, (1.75)
2. VITMEEE)e - — o, (1.76)

wobei VT MOEN(E) der yon einem Clifford-Zusammenhang V¢ induzierte Zu-
sammenhang auf dem Tensor Biindel T* M ® End(€) ist.

Fiir die Beweise sei auf [Ack,Tol] bzw. [Ack]| verwiesen.

1.4 Dirac-Operatoren und Clifford-Modulbiindel

In diesem Abschnitt wird der Begriff des verallgemeinerte Dirac-Operator, das
grundlegende Objekt fiir die nachfolgende Konstruktion, eingefiihrt. Es wer-
den seine fundamentalen Eigenschaften und Beziehungen zu Zusammenhéngen
dargestellt. Ausfiihrliche Darstellungen hierzu finden sich z.B. in [BGV].

Definition 1.33. Seien £ ein Zo-graduiertes Vektorbiindel und
D :T(EF) — I(ET) (1.77)

ein ungerader Differential-Operator der Ordnung eins. D heif$t ein (verallgemei-
nerter) Dirac-Operator, wenn D? ein verallgemeinerter Laplace-Operator ist.

Wenn man nun den Fall eines Clifford-Modulbiindels (€, ¢4) untersucht und
die beziiglich der Z,-Graduierung geraden Zusammenhéinge betrachtet, so liefert
die Sequenz von Abbildungen

D:T(E) Yo T(T M@ €) — T(Ca(M)) <5 T(E) (1.78)

mit V€ € AT (&) einen Dirac-Operator (s. [BGV]).

Diese Tatsache legt nahe, dass Verbindungen zwischen einem Dirac-Operator
D auf einem Clifford-Modulbiindel und der Struktur, die durch die Clifford-
Aktion gegeben wird, bestehen. Dazu sei folgendes Lemma angegeben (s. [BGV]
Kap. 3.3 Prop. 3.38):

Lemma 1.7. Sei £ ein Vektorbiindel iiber einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit, so existiert auf £ ein Dirac-Operator genau dann, wenn £ ein Clifford-

Modulbiindel ist.

Beweis: Wir geben hier einen Beweis, der die explizite Konstruktion von
Clifford-Aktionen aus Dirac-Operatoren verdeutlicht.
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» = “Sei £ = ET®E™ ein Zy-graduiertes Vektorbiindel mit Dirac-Operator
D. Dann sei eine Clifford-Aktion ¢y : T'(C+(M)) — T'(End(€)) definiert durch:

ce :T(CL(M)) xT(E) — T(&)
df.¥) = cxldf)y =D, fly. (1.79)

Dabei ist f € C°(M) und d das suBere Differential auf M. Da sich T'(T* M) <>
I'(C+(M)) mittels der Quantisierungsabbildung c einbetten lésst, ldsst df sich
als Element von Cy (M) auffassen. Um zu zeigen, dass die obige Gleichung eine
Clifford-Aktion definiert, reicht es zu zeigen:

cx(df)* = +g(df,df ), Vf € C®(M),¢ €T(€)
Um sich hiervon zu iiberzeugen, iiberlegt man sich, dass D lokal die Struktur
D =d'0;+b, a'(x),b(x) <€ End (&),
besitzt. Damit folgt:
[D, f] = [a'0;, f] + [b, f] = a’(3:f).

Dann gilt:
celdf)y = D, D, flY = a0, )l (0, )0
= I @N)(0f) = (o'l + ) (0.)(0:1).
Fiir D? erhélt man lokal:
D?* = (a'0; +b)(a’0; +b)

a'd;a’ 0; + Terme niedrigerer Ord. in 0,

= ad'd’ 0;0; 4+ Terme niedrigerer Ord. in O

1 . o
= i(alaj + a’a*)0;0; + Terme niedrigerer Ord. in O.

Bestimmt man nun das Hauptsymbol, so erhélt man:
g 1. . . ,
o(D*)(2,€) = £¢7 (2)8i¢; = 5 (0" (w)a’(2) + @ ()a’ ())&

Somit gilt:
+¢% = %(aiaj +ala’) = ci(df)? = xg(df,df).
,» <= ¢ Seien nun (&, cq) ein Clifford-Modulbiindel und V¢ € A+ (M) ein
gerader Zusammenhang, so ist
Dye :=cy o V¢

nach den Vorbemerkungen ein verallgemeinerter Dirac-Operator. O

Das vorangegangene Lemma zeigt, dass sich Dirac-Operatoren Clifford-Mo-
dul-Strukturen induzieren und umgekehrt. Aus diesem Grund sind Dirac-Opera-
toren interessant, die mit einer gegebenen Clifford-Modul-Struktur auf einem
Biindel vertréglich sind. Dies motiviert die Definition:
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Definition 1.34. Sei (£,c4) ein Clifford-Modulbiindel. Ein verallgemeinerter
Dirac-Operator D heifit kompatibel mit der Clifford-Aktion c4+ , wenn gilt:

(D, flv = cx(df)p, VfeCF(M), Vi € D(E). (1.80)
Ferner sei:
D(&) :={D | D verallgem. Dirac-Op. & kompatibel mit (£,cy) }.  (1.81)

Die Kompatibilitidtseigenschaft (1.80) stellt gerade sicher, dass die durch
den Dirac-Operator D induzierte Clifford-Modul-Struktur gerade die Clifford-
Modul-Struktur von (€, c4) ist.

Aufgrund der Konstruktion im vorangegangenen Lemma stellt sich dariiber
hinaus die Frage, ob sich auf einem Clifford-Modulbiindel jeder verallgemei-
nerte Dirac-Operator als Verkettung eines geraden Zusammenhanges und der
Quantisierungsabbildung darstellen ldsst. Die Antwort hierauf gibt das folgende
Lemma (s. [Ack,Tol]), wofiir aufgrund seiner Wichtigkeit ein Beweis mitangeben
wird.

Lemma 1.8. Seien (£,cy) ein Clifford-Modulbiindel und D € D(E) ein kom-
patibler Dirac-Operator auf £, so gilt: Es gibt ein V€ € AT (M) mit

D =cyoVe. (1.82)
Beweis: Sei zuniichst V€ € A1 (M) ein beliebiger Zusammenhang. Dann
sei:
D@g = C4 0 Vg.

Nach den Vorbemerkungen ist D¢ ein verallgemeinerter Dirac-Operator und
nach Konstruktion kompatibel mit der Clifford-Aktion. Dann gilt:

[D—Dge, fl = cx(df) —ce(df) =0, VfeC®M).

Somit muss D — D¢, ein ungerader Differential-Operator nullter Ordnung sein.
Also gilt:
D — Dge € End™ (€).
Seien nun §; die kanonische 1-Form aus Definition 1.32 und w := D — Dge, so
ist:
& Aw e QY (M, End*(£)),

da & beziiglich der Graduierung ungerade ist. Dann sei:
Ve =VE+ &4 Awe AT (E).
Damit ergibt sich:
ey oVE :ci(@SJrfl Aw) =cy o V¢ +ecx(&1)w = Dge +w=D.

O
Dieses im obigen Beweis gegebene Verfahren lisst sich elegant, in der Dirac-
Form zusammenfassen (s. [Tol2]).
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Definition 1.35. Seien (£, cy) ein Clifford-Modulbindel, D € D(E) ein kom-
patibler Dirac-Operator, V€ € Aci(E) und & die kanonische 1-Form, so heifit

wye =& A (D —cy 0 VE) € QY(M,End™(£)) (1.83)
die Dirac-Form von D zum Zusammenhang V.

Damit ist der Zusammenhang V¢, der den Dirac-Operator D € D(E) er-
zeugt, gegeben durch: V€ = V€ + Wge mit VE e Aci(€).

Es zeigt sich allerdings, dass die Beziehung zwischen Zusammenhéngen und
verallgemeinerten Dirac-Operatoren nicht eineindeutig ist, da c+ einen nicht
trivialen Kern besitzt. Seien w € Q(M,End™ (€£)), & die kanonische 1-Form
und o, = w — & A cx(w), so ist a, € ker(cy) aufgrund von Lemma 1.6. Es
gibt also zu jedem D € D(E) eine ganze Klasse von Zusammenhingen [V¢] mit
cx oVE = D,V V¢ € [V€], wobei die Klassen [V¢] durch die Aquvalenzrelation

VE~VEia VeV ekeres (1.84)

definiert sind.
Fiir Details siehe [Tol], [Tol2]. Weiter zeigt sich, dass es in einigen Aquiva-
lenzklassen kanonische Représentanten gibt. Dafiir definiert man (s. [Tol]):

Definition 1.36. Sei (€,cy) ein Clifford-Modulbiindel, so heift D € D(E)
ein Standard-Dirac-Operator (SDO), wenn ein Clifford-Zusammenhang V¢ €
Aci(E) existiert mit:

D =cyoVE. (1.85)

Wie in [Tol] gezeigt wurde, gilt:

Lemma 1.9. Sei (£, c1) ein Clifford-Modul-Biindel. Dann liegt in jeder Zusam-
menhangsklasse von Definition 1.36 hichstens ein Clifford-Zusammenhang.

Allerdings liegt nicht in jeder Aquivalenzklasse ein Clifford-Zusammenhang.
Die Klassen ohne Clifford-Zusammenhang erzeugen die nicht Standard-Dirac-
Operatoren, die eine bedeutende Rolle bei der Konstruktion von Dirac-Modellen
spielen.

Es sei noch erwéhnt, dass es einen alternativen Zugang zu verallgemeinerten
Dirac-Operatoren gibt, und zwar {iber Superzusammenhénge.

Definition 1.37. Sei & ein Zs-graduiertes Vektorbiindel. Fin ungerader Differen-
tial-Operator erster Ordnung

AT Q1M E)]F — ["(M, E)]F, (1.86)
der eine graduierte Derivation auf dem Q*(M)-Links-Modul Q*(M, &) ist, mit
ASAAQ) =dAAa+ (—)PMAAASa, VA€ Q" (M), Q" (M,E), (1.87)

heiffit Superzusammenhang.
Sei (€,cx) ein Clifford-Modulbiindel, und es gelte:

[Ag, ce(a)] = ci(VLCa), a € T(CL(M)), (1.88)

s0 heifit A ein Clifford-Superzusammenhang (CSC).
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Fiir Clifford-Superzusammenhiinge und kompatible Dirac-Operatoren auf
Clifford-Modulbiindeln gilt:
Sei D € D(£), so existiert genau ein CSC A mit

D =cio0Af, (1.89)

Ausfiihrliche Darstellungen hierzu finden sich in [BGV]. Weiter wird die Super-
kriimmung durch A2 definiert (s. [BGV]), und auf getwisteten Spinor-Biindeln
ist die getwistete Superkriimmung RE/S gegeben durch:

RES .= A2 — (V8)* @ 1. (1.90)

Auch hier ist anzumerken, dass die obige Formel, wie im Fall der getwisteten
Kriimmung, nur fiir getwistete Spinor-Biindel gilt.
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Kapitel 2

Die Lichnerowicz-Zerlegung

In diesem Kapitel sollen die Eigenschaften der so genannten Lichnerowicz-Zerle-
gung von kompatiblen Dirac-Operatoren D € D(€) auf dem Clifford-Modulbiin-
del (€, cy) betrachtet werden. Bei der Lichnerowicz-Zerlegung geht es darum,
dass sich jeder verallgemeinerte Laplace-Operator A auf folgende Weise darstel-
len l&sst:

A=A+, (2.1)

wobei AV ein Zusammenhangs-Laplace-Operator zum Zusammenhang V ist und
VY € T(End"(€)) ein Potential(term). Da D? ein verallgemeinerter Laplace-
Operator ist, existiert somit eine Zerlegung der Art

D? = +AY + V. (2.2)

Als Referenz siehe hierzu [BGV] Kapitel 3.

Die Lichnerowicz-Zerlegung ist in der Literatur weithin bekannt (s. z.B.
[BGV], [Gi]). Allerdings werden dort die Lichnerowicz-Zerlegung nur Spezialfille
wie z.B. Standard-Dirac-Operatoren diskutiert und fiir den Potentialterm expli-
zite Formeln angeben, die auch allgemein als Lichnerowicz-Formeln bezeichnet
werden. Eine explizite Bestimmung des Potentialterms fiir nicht Standard-Dirac-
Operatoren findet sich zuerst in [Ack,Tol].

Es soll nun die Lichnerowicz-Zerlegung fiir nicht Standard-Dirac-Operatoren
auf Clifford-Modulbiindeln des Typs (&, ¢4) betrachtet und eine lokale Form fiir
das Potential V bestimmt werden. Der Fall fiir Clifford-Modulbiindel vom Typ
(€,c_) ist in der Literatur ausfiihrlich diskutiert und lokale Ausdriicke sind
bestimmt worden (siehe hierzu [Ack,Tol], [Ack], [Tol2]). Es stellt sich heraus,
dass die lokalen Ausdriicke fiir das Potential fiir beide Typen von Clifford-
Modulbiindeln zwar die gleiche Struktur haben, sich aber in relativen Vor-
zeichen einzelner Summanden unterscheiden. Es wird hierfiir eine ausfiihrli-
che Rechnung angeben, damit die Vorzeichenunterschiede nachvollziehbar wer-
den. Es zeigt sich dariiberhinaus, dass das Vorzeichen in der Zerlegung (2.2)
vor dem Zusammenhangs-Laplace-Operator einmal vom Typ der gewé&hlten
Clifford-Algebra und von dem konventionellen Vorzeichen in der Definition des
Laplace-Operators abhéngt. In diesem Abschnitt wird die Definition

AY = —g"(V;V; =T} V) (2.3)

gewahlt.
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Des Weiteren werden noch Dirac-Operatoren von einfachem Typ eingefiihrt
und deren grundlegenden Eigenschaften dargestellt.

Zur Vorbereitung wird folgendes Lemma bendtigt (s. [Ack,Tol], [Gi], [Ack],
[Tol2)):

Lemma 2.1. Sei AV ein Zusammenhangs-Laplace-Operator auf einem Vek-
torbiindel £ zum Zusammenhang V. Ferner seien o € Q'(M,End(€)) mit der
lokalen Form o = dx' ® a; und V € T'(End(E)). Dann existieren genau ein Zu-
sammenhang V =V 4+ &, @ € Q' (M, End(€)) und ein V € D(End(E)), so dass
gilt:

AV 4V =AY 40’V + V (2.4)

mit
w = %a (2.5)
Vo= V—(g9(Vik)) + g7 i) (2.6)

wobei (’Vid;j) = [vi,(fjj] - Fi»cj(:)k gilt.

Beweis: Nach den obigen Definitionen gilt:

—AY = GI((Vi+ @) (Vs +Gy) — T (Vs + o))
= gY(ViV; = T5Ve) + g7 (&, Vi + @iV + [Vi, @] — T
+g" i

= —AV +2¢"90,V; + g7 (Vi;) + gU ;. D
Damit folgt:

Lemma 2.2. Sei D ein kompatibler Dirac-Operator auf einem Clifford-Modulbiin-
del (€,v). Hierbei ist vy die Clifford-Aktion des Clifford-Biindels C4(M). Ferner
sei eine Zerleqgung von D der folgenden Form gegeben:

wobei D ein Standard Dirac-Operator und wp € I'(End™ (£)) sind. Dann exi-
stiert ein Zusammenhang V auf €, so dass gilt:

D2 = —AV4Vy (2.8)

1 e 1,
Vo= oAIES + oy wiwg

2 2
1 i ;
=957 w7 we, )
1 i Lo i
+5 1 syl wil = S [ (Viw;), 7] (2.9)
Dabei ist V ein Clifford-Zusammenhang, fiir den lokal gilt: D = ~(d2' @ V;) =
Yo Vi = 7'V, wp = y(dz' @ wi) = 7' ow; = Yw; und v* = y(dz’),
¥4 = 3y, 4] und F§ = [V;, V] sind die Komponenten der Kriimmung von
V. Ferner ist in diesem Fall der Zusammenhangs-Laplace-Operator durch (2.3)
definiert. Die Indizes beziehen sich hier auf Koordinatenbasen. V hingt nicht
von der Zerlegung in Gleichung (2.7) ab.
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Beweis: Der Beweis lduft analog zu den Rechnungen fiir den Fall (£,¢_) (s.
[Ack,Tol]).
Nach den Bemerkungen in Abschnitt 1.4 gilt:

D= fyiVi + viwi.
Weiter hat man:
D? = (D4+wp)(D+wp) = D? + wpD + Dwp + LUZD.
Man erhélt dann:

DOJD + wDD = Viviﬁ/jw]‘ + viwmjvj
Y (Viwj +wiVy) +7' Vi, ¥ ]wy + 7' [wi, V]V
VA (Viwj +wiVy) = v Tjwr + 7' [wi, V] V5.

Hier wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dass V ein Clifford Zusammenhang
ist. Des Weiteren ergibt sich:
YA (Viw; +wiVy) = 7Y Viw; =77 w0;Vi + 297wV
YA Vi, wj] + 297 w; V.
Setzt man dies nun wieder ein, so erhélt man:
DwD + wDD = 'yi’yj([vi, Wj] — Ffjwk) + 2gijw,»Vj + vi[wi, ’Yj]Vj
= 74 ('Viw;) + 299 w; V; + v wi, ]V

An dieser Stelle zeigt sich als erste der Unterschied zwischen beiden Typen

von Clifford-Modulbiindeln. Der zweite Summand hat aufgrund der anderen
Clifford-Relationen ein anderes Vorzeichen. Weiter ergibt sich:

W% = fyiwi'ijj = ’yi’ijiwj + ’Yi [wi, ’Yj}“’j-

Weiter folgt:
D? = ViV, =49y ViV, +4'[Vi, 7]V
= (97 +A7)ViV; =Y TV = g7 (ViV; = T3 Vi) + 37V Vil
1

— v ij €

Auch hier zeigt sich ein Vorzeichenunterschied vor dem Term AV. Bei diesen
Umformungen wurde ausgenutzt, dass I‘fj symmetrisch in 4, j ist, da holonome
Basen verwendet wurden. Also erhélt man nun schluffendlich:

D? = AV + (QQijwj + ’Yj [wj7’7i])vi
1 e o
+§7”Fij +7'7 ('Viw;) + wh.
Wendet man nun das Lemma 2.1 an, so existiert ein Zusammenhang @, so dass

gilt:
D? =AY 4+,
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wobei sich V nach Lemma 2.1 wie folgt ergibt:

V = V- gi-j (/VZ(IJ]) — gij(:)i(bj,
) 1 -
w; = w;+ igmk[wk?vﬂ], (*)
1 .. o
Vo= 57" Ff +wh + 79 (' Viw;).

Setzt man nun fiir @; in die letzten beiden Summanden von V ein, so ergibt sich:
97 (Vi) + g7 0i;
3 1
= ¢7('Vi(w; + igjkVE[WZaVk])
Z’[

i' ]. ]_ ’
+9" (wi + 591'1@74[%»7]“]))(% + 59k wer, Y 1)

3 1
= ¢7('Vjwj) + =97 (Vigiur [we. 7v*])

2

y 1 1
+9" (wiw; + §gjkwi7e[we,7k} + §gik'7€[w£7'7k]wj

1 / ’
+Zgikgjkﬁe[we,7k]’yé [we, v*])
ij (! 1 ij (! 0 k k 7

= ¢ ('Viw;) + 59 ("Vigixy lwe, v7]) + 7" [wr, ¥ wi

Lo gt oama Lok i I

o lwi w2+ 197 e VI w7+ g wiwy.

Der oben bemerkte Vorzeichenunterschied findet sich im vorletzten Summanden
wieder. Setzt man nun fiir )V ein, so erhélt man:

S 1 4 L ij 1
Vv = 37 iP5+ 37 Hews, wil + 97 ('Viw;) — 39 1(Vigiey lwe, v*))
1 i ’ . 1 . i
7191'17]“[0%7 }"Yk [wk’ar)/]] - E[wia'y][wjv’y H

Weiter gilt, wegen — 3¢ ('V;g1v [we, v*]) = — 397 [('Viw;), ¥]:

Y9 ('Viwy) — 37 [((Viw;), ']

. 1. 1
= 1(Viw)) = 57 (Viw)r' + 5777 (Vi)

—_

= 77 (Viwy) = 500" (Viw;) =¥ (Viwy) + [ (Viw;), 7))
1, . i
= _5[7j(lviwj)’7]v
da v¥ = 1[y",77] gilt. Nimmt man nun alles zusammen, so ergibt sich die
behauptete Form des Potentialterms.

Die Unabhingigkeit von Zerlegung (2.7) erhilt man wie folgt (s. [Ack,Tol],
[Tol]): Seien zwei Zerlegungen gegeben:

D=D+wp=9'Vi+7w;, D=D+ul=+"V|+~w.
Dann gilt nach dem oben Gesagten:

DP=—AV4+V=—-AY 4V = Y-V =AV_AV.
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Betrachtet man nun «; := V} + w) — (V; + w;), so erhélt man mit (*):

. . 1 ,
Vi=Vi = Vi+uw —(V; _wi)+§gij'7k[w;c — Wi, 7]
1 )
= V;+w§_(vi+wi)+§giﬂk[vk—vk+w§€—wkﬁ]]7

da V',VeAq(€) gt [Vi—Vi,]=0
1 .
= o; + igiﬂk[akﬁj]
1 ) .
= o;+ igij('ykak')/] — "y ay)

1 ) ) .
= o+ §gij(v”“awj +7 7 ar — 29" ay,)
1 ,
= §gij|['7kak77j]|

= 0, da ’ykak:DfD:O.

Also gilt: ) )
V=V = AV=AY = v=V. O

Zum Vergleich wird noch das Ergebnis fiir Clifford-Modulbiindel vom Typ
(€,~-) angegeben (s. [Ack,Tol|, [Tol]):
D2 = Aﬁ 1 ij € 1 ij
= TG Y [wi, wj]

1 . .
+19m’“[wk77 17 [we, ]

3P lon ] = 51 (Vi) 7L (210)
Man beachte hier das andere Vorzeichen vor dem Term in der mittleren Zeile
im Unterschied zu Lemma 2.2. Es &ndert sich auch das Vorzeichen vor dem
Zusammenhangs-Laplace-Operator aufgrund der verdnderten Clifford-Relation.
Dariiber hinaus sei noch angemerkt, dass fiir den Fall, dass £ = S ® W ein
getwistetes Spinor-Biindel ist und F€ die Kriimmungsform zu einem Clifford-
Zusammenhang V¢ = V¥ ® 1y + 15 ® V" ist, sich der Term %’yijF{? noch
weiter zerlegen ldsst (s. Anhang B.3):

1 4 1 1 4 i j i i ij
VG = Rl TR oy e =201, (210)
1. 1 1. o y
VG = Rle+ 07EY, 47y =201 (212)

R ist hier der Riemannsche Kriimmungsskalar, und F};V sind die Komponenten
der Kriimmung zum Zusammenhang VY. Auch hier zeigt sich ein Vorzeichen-
unterschied, der von der Wahl des Typs des Clifford-Modulbiindels abhéngt.

Aufgrund der Lichnerowicz-Zerlegung existiert eine weitere ausgezeichnete
Klasse von Dirac-Operatoren (s. [Ack,Tol], [Tol2]):

Definition 2.1. Sei D € D(E) ein kompatibler Dirac-Operator mit Lichnerowicz-
Zerlegung
D? =AY + V. (2.13)
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D heifst ein Dirac-Operator vom einfachen Typ, wenn V ein Clifford-Zusammen-
hang ist.

Dirac-Operatoren vom einfachen Typ lassen sich durch folgende Eigenschaft
charakterisieren (s. [Ack,Tol], [Tol2]):

Lemma 2.3. Sei D € D(E) ein kompatibler Dirac-Operator auf einem Clifford-
Modulbiindel, so gilt:
D ist vom einfachen Typ genau dann, wenn:

IV e Aci(€), ¢ €T (Endy(€)) und D=cyoV+T®o. (2.14)
Hierbei ist
Endc(€) := {A € End(€) | |[A, c+(a)]] = 0, Va € C+(M)} (2.15)
und T das kanonische Element der Clifford-Algebra.

Zum Beweis siehe [Ack,Tol], wobei id@¢ durch I' ® ¢ zu ersetzen ist (siehe
auch [Tol2]).

Des Weiteren hat die Lichnerowicz-Zerlegung fiir Dirac-Operatoren vom ein-
fachen Typ eine besonders einfache Form (s. [Ack,Tol], [Tol2]). Sei D ein Dirac-
Operator vom einfachen Typ, so gilt:

1 . B
D? = AV 4 AES +4/(VEO0) 182 Ve dale)  (216)
Hier bezeichnen Fg die Komponenten der Kriimmung zum Zusammenhang V |

VERA(E) den auf das Endomorphismenbiindel fortgesetzten Zusammenhang und
d =T ®o¢.

Dariiber hinaus sind Standard-Dirac-Operatoren auch Dirac-Operatoren vom
einfachen Typ mit ¢ = 0. Damit erhélt man fiir die Lichnerowicz-Zerlegung:

1 ..
2 _ AV ij vV
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Kapitel 3
Wirkungsfunktionale

Dieser Abschnitt behandelt die Grundlagen fiir Dirac-Modelle, wie sie in [Tol2]
vorgestellt werden. Hierfiir ist der geometrische Rahmen wesentlich, der durch
Fermion-Biindel, Higgs-Biindel und Dirac-Yukawa-Operatoren beziehungswei-
se Pauli-Dirac-Yukawa-Operatoren gegeben ist. Ein weiterer wichtiger Punkt
ist, die Konstruktion von Wirkungsfunktionalen aus verallgemeinerten Dirac-
Operatoren. Dabei wird mit Hilfe eines verallgemeinerten Residuums eine Ab-
bildung von einer Menge von Dirac-Operatoren auf eine Menge von Funktiona-
len konstruiert, so dass das Bild eines Dirac-Operators ein Funktional in den
Eichpotentialen eines Zusammenhanges ist, der diesen Dirac-Operator definiert.
Bei der Konstruktion von Dirac-Modellen zeigt sich, dass sich beim Auswerten
der Wirkungsfunktionale bei bestimmten Termen Vorzeichenunterschiede auf-
treten, die vom Typ des gewiihlten Clifford-Biindels C4 (M) iiber der Basis-
Mannigfaltigkeit M abhéngen. Wir werden hier den Fall eines Clifford-Biindel
vom Typ C; (M) betrachten. Der Fall fiir den Typ C_ (M) wird in [Ack,Tol],
[Tol], [Ack], [Tol2] untersucht. Des Weiteren bezeichne hier v immer die Clifford-
Aktion. Um die Notation iibersichtlich zu halten wird hier stillschweigend das
Ricci-Kalkiil und die zugehorigen Regeln zum Heben und Senken von Indizes
verwendet.

3.1 Dirac-Operatoren auf Fermion-Biindeln

Kommen wir zur Vorstellung des geometrischen Rahmens:

Definition 3.1. Sei S ein Spinor-Biindel tber einer kompakten, randlosen,
Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit (M, g) gerader Dimension und P(M,G)
ein G-Prinzipalbiindel iber M. Sei ferner Vg = Vi ® Vi g ein Zy-graduierter,
hermitischer Vektorraum und

pr =prL P prr: G— SUVE) (3.1)
eine beziiglich der Zs-Graduierung gerade Darstellung. Weiter seien
E:=E,®FEr:=Px,, Vr (3.2)
das sich daraus ergebende assoziierte Vektorbindel und

E=ELDER=SQF (3.3)
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das damit erzeugte getwistete Spinor-Biindel, so heifit das Tripel (€, pr,G) ein
Fermion-Biindel bzgl. P(M,G). Weiter wird S das Biindel der duferen Frei-
heitsgrade und E das Biindel der inneren Freiheitsgrade genannt.

Wenn nun D € D(E) ein kompatibler Dirac-Operator ist, so heifit das Tripel
(D, pr,G) ein Dirac-Tripel.

Nach Konstruktion ist das Biindel E Zs-graduiert mit Er g =P X,,. Vi r.
Wenn xpg der zugehorige Graduierungs-Operator ist, so ist die totale Zo-Gra-
duierung auf dem Fermion-Biindel £ gegeben durch x¢ = I' ® xg, wobei das
kanonische Element I' der Graduierungs-Operator auf § ist.

Zur physikalischen Interpretation sollte bemerkt werden, dass ein Fermion
durch ein Fermion-Biindel reprisentiert wird und die Schnitte ¢ € T'(€) die
verschiedenen Zustéinde des Fermions darstellen ( diese Interpretation folgt der
Sichtweise von J. Tolksdorf).

Um spéter das Phdnomen der spontanen Symmetriebrechung adédquat be-
schreiben zu kénnen, miissen noch geometrische Objekte eingefiihrt werden, die
das Higgs-Feld beschreiben. Wir folgen hierbei der Darstellung aus [Tol2].

Definition 3.2. Sei P(M, G) ein G-Prinzipalbiindel. Seien Vi ein hermitischer
Vektorraum und pg : G — SU (Vi) eine Darstellung. Dann heifit das assoziierte
Vektorbindel

EH =P Xpw VH (34)

das Higgs-Biindel bzgl. P(M, G).
Weiter sei:

Definition 3.3. Sei (£, pr,G) ein Fermion-Biindel bzgl. P(M,G) und Vp =
Vr,L®VF R sei die typische Faser des Biindels der inneren Freiheitsgrade und Eg
ein Higgs-Biindel bzgl. P(M,G) mit typischer Faser V. So heifit eine bilineare
Abbildung

Gy : VH X VF,R — VF,L (35)
mit der Eigenschaft
Gy (pu(9)vu, pr.r(9)vrR) = prL(9)Gy(vE,VFR),
Vg € G, Yog € Vg, VUF’R € VF,R (36)

eine Yukawa-Abbildung.

Mit Hilfe der Yukawa-Abbildung lésst sich eine Unterklasse von Dirac-Opera-
toren vom einfachen Typ definieren (s. [Tol2] Kap. 5.4. Def. 5.4.2.):

Definition 3.4. Seien (&, pr, G) ein Fermion-Biindel und Ey ein Higgs-Biindel
(beide bzgl. eines Prinzipalbiindels P(M,G). Ein kompatibler Dirac-Operator
Dy 4 € D(E) vom einfachen Typ:

Dys=D+T®¢, D istSDO, (3.7)

heifit ein Dirac-Yukawa-Operator, wenn gilt: ¢ € T'(End™ (EF)) mit

qb:i( G; ¢g ) by € T(Hom(Er.r, Er.1)), (3.8)
Y

39



und ¢ € Cgo(P, Vi) mit

(by Vrr)(2) = [(p, Gy (Du(p), ¥r.r(D)))]| (3.9)

pen—1(z)

wobei ¥ r(z) = [(p, wF,R(p))HpEW,l(x) € Epr. Weiter ist &{, € I'(Hom(Ep, L,

ErRr)) die hermitisch konjugierte Abbildung zu by und Gy eine Yukawa-Abbil-
dunyg.

Aus der obigen Definition ergibt sich, dass der Dirac-Yukawa-Operator Dy g
von der Wahl der Funktion ¢ € Cg¢ (P, Vi) abhiingt. Wegen ¢ € C5 (P, Vi)
= I'(Ey) (s. Lemma 1.2) héngt Dy,4 somit von der Wahl eines Schnittes in
das Higgs-Biindel ab. Der Dirac-Yukawa-Operator spielt eine ausgezeichnete
Rolle, da sich durch ihn die physikalisch bekannten Fermion-Wechselwirkungen
beschreiben lassen. Des Weiteren induzieren Dirac-Yukawa-Operatoren eine 3-
Parameter-Schar von so genannten verallgemeinerten Pauli-Dirac-Yukawa-Opera-
toren (s. [Tol], [Tol2] Kap. 5), die fiir die Konstruktion des Standardmodells der
Elementarteilchenphysik als Dirac-Modell ein wichtige Rolle spielen.

Sei zunéchst nach [Tol] bzw. [Tol2]:

Definition 3.5. Seien (€, pr,G) ein Fermion-Biindel und xe der zugehorige
Graduierungs-Operator. Dann ist das verdoppelte Fermion-Biindel (£, pr, G, x¢,
Z,J) 2u (€,G, pr) gegeben durch

E = EBE,
pPF = prOpr,
Xg = Xe®(—xe)
. . 0 -1g
1 = 15®I.—15®<1E 0 >,
o o 1z O
J = 1s®J:=1s® ( 0 —1p ) . (310)
Hierzu sei angemerkt, dass £ wegen 72 = —idg ein komplexe Struktur besitzt

und J eine dazu gehdrige reelle Struktur ist, da JoZ = —Z gilt. Die Konjugation
oder reelle Struktur J zeichnet auf £ das reelle Unterbiindel

breett = {v@wel|vow=Jwow)} (3.11)

aus. Fiir die Schnitte dieses Biindels ergibt sich dann:

r (é’reeu) = {Cf) e T (&)

Da € beziehungsweise E:=E&F ein komplexes Vektorbiindel ist, lasst sich 7
diagonalisieren, und man erhalt I = ( ilp 0 ) und J = ( 0 1p )

b e r(s)} ~T(E). (3.12)

0 —ilg 1 0
Damit ergibt sich eine Zerlegung von &:

E=S®(EQE)2S®R(E®E)2SF®SK®E, (3.13)
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wobei E das konjugiert komplexe Biindel zu F ist. Hier erhilt man als ausge-
zeichneten Unterraum von Schnitten:

Tiiag () = { @) eT(é)

Ausfiihrliche Darstellungen zu komplexen Strukturen auf verdoppelten Fermion-
Biindeln finden sich in [Tol2], [Tol3].

Sei £ nun ein Fermion-Biindel und Dy 4 ein Dirac-Yukawa-Operator auf &, so
induziert Dy,4 eine 3-Parameter-Schar von verallgemeinerten Dirac-Operatoren
auf dem verdoppelten Biindel £ (s. [Tol] bzw. [Tol2]):

b e F(S)} >~ (&) (3.14)

Definition 3.6. Seien (g, pr,G,I,J,xz) ein verdoppeltes Fermion-Biindel und
Dygy=70VE+®, Ve Au(M) (3.15)

ein Dirac- Yukawa-Operator auf €, dem zugehdrigen Fermion-Biindel, so ist der
durch Dy 4 indizierte verallgemeinerte Pauli-Dirac-Yukawa-Operator definiert
durch:

Dpy = Dy,y ® 13+ Z(agy(F®/¥) + agy (V¥ ®) + agy(9?)) (3.16)

F&/S bezeichne hier die relative Kriimmung, und V€ st der von V€ auf
End(€) induzierte Zusammenhang. Ferner ist a; € R.

Betrachtet man nun einen Dirac-Yukawa-Operator Dy, = D + ® mit dem
SDO D zum Clifford-Zusammenhang V¢ und der Dirac-Form wyg = NP =
& N (I ® ¢) mit der kanonische 1-Form &, so gilt lokal

Ve = d4uvP"R1p+A®1p,
4 1. .
WP = Ldr' ® wiipy’®, A€ QYU,Endt (), Uc M, (3.17)
wobei U offen ist, und d ist das duflere Differential. Um die Notation einfach zu
halten, werden die Identitdten 1. und ® im Folgenden unterdriickt. Untersucht

man nun die Nebendiagonalelemente v(P) des von Dy,4 induzierten verallge-
meinerten Pauli-Dirac-Yukawa-Operators Dpy

Y(P) = (azF®/®) + azy (V"€ ®) + y(ag®?) (3.18)
so sind die folgenden Parameter-Wahlen ausgezeichnet (s. [Tol], [Tol2]):

1. a3 =ap=(1- %)am 2n = dim M, dann gilt:

~(P) = ag’y(Fé/S). (3.19)

Fé/ S ist die getwistete Kriimmung zum Zusammenhang V = V& + Wy, ¢-

Die Quantisierung von V liefert gerade den zugrunde liegenden Dirac-
Yukawa-Operator Dy, 4. Diesen Fall wollen wir als geometrischen Fall be-
zeichnen.
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2. as = a3z = ag, dann ist
v(P) = azy (’RS/S> . (3.20)

RE/S ist die getwistete Superkriimmung zum Superzusammenhang A =
V¢ + @, der quantisiert wieder Dy 4 ergibt. Dieser Fall heifle supergeome-
trischer Fall.

3. a3 = ag =: a, dann ist
Y(P) =7 (a2Fy + a(A Awy,p + wy,p A A) + aFyg) (3.21)

mit den Kriimmungen Fye, F¢ zu den Zusammenhéngen V, V fiir die

lokal gilt: V. = d + A und V = d + wy . Diesen Fall wollen wir als
Wechselwirkungsfall bezeichnen.

Wenn man den Term
asFy + G,F@ +a(AA wy,p + Wy, N A)

betrachtet, so beschreiben die Kriimmungsterme die Wechselwirkung in reinen
Eichtheorien, die durch den Zusammenhang V bzw. V bestimmt werden. Der
Term A Awy,y +wy,¢ A A lésst sich als Wechselwirkungsterm zwischen den von
V und V erzeugten Eichwechselwirkungen interpretieren (s. hierzu [Tol2]). Es
wird sich herausstellen, dass der Wechselwirkungsfall auf diesen ausgezeichneten
Féllen der einzige Fall ist, der konsistent mit Quanten-Korrekturen ist.

3.2 Wirkungs-Funktionale & Dirac-Modelle

In diesem Abschnitt werden nun die Funktionale vorgestellt, die fiir die Kon-
struktion von Dirac-Modellen notwendig sind.

Definition 3.7. Sei E =P X,V ein zum Prinzipalbiindel P(M, G) assoziiertes
Vektorbiindel. Die Kommutante von G ist dann definiert als:

Co(G) :={acEnd(V) | [p(9),a] =0, VgeG}. (3.22)

Vor der Konstruktion der Funktionale, sollte noch auf die folgende Subtilitét
hingewiesen werden. Die hier verwendeten Ergebnisse aus der Literatur setzen
Dirac-Operatoren voraus deren Quadrat positiv ist. Hiermit ist gemeint, dass
fiir einen verallgemeinerten Dirac-Operator D, der auf den Schnitten in ein
hermitisches Clifford-Modul-Biindel £ operiert gilt: (1, D?1) > 0, Vb € T'(E),
1 # 0. Fiir < soll entsprechend vom negativen Quadrat gesprochen werden. Es
stellt sich aber heraus, dass die Dirac-Operatoren, die mit Clifford-Biindeln von
Typ C+ (M) konstruiert wurden sind, negatives Quadrat besitzen. Dies bedingt,
dass man in den Formel von D nach ¢D iibergehen muss, wobei ¢D wieder ein
positives Quadrat besitzt.

Beriicksichtigt man dies, so kann man ein verallgemeinertes Residuum defi-
nieren (s. [Tol] Def. 6):
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Definition 3.8. Seien (€, pp,G) ein Fermion-Bindel mit € = S @ W und
D~ (&) die Menge der kompatiblen Dirac-Operatoren auf £, deren Quadrat ne-
gativ ist, dann ist das verallgemeinerte Residuum auf D~ () definiert durch:

resc: D7() — C
D — Wres(C(iD)*"*?), 2n=dimM (3.23)

mit ( = 1s ® z, z € I'(End(W)), und z(xz) = [(p, 2)], Z € C,.(G). Ferner sei
¢ positiv, und es gelte [(,D] = [¢,xe] = 0. Hierbei sei xg der Graduierungs-
Operator und Wres das Wodzicki-Residuum (s. z.B. [Tol2]).

Zu dem hier verwendeten Wodzicki-Residuum l&sst sich sagen, dass es da-
durch ausgezeichnet ist, dass es bis auf eine multiplikative Konstante die einzige
Spur auf der Algebra der klassischen Pseudodifferentialoperatoren ¥ DO(E) dar-
stellt. Somit ist das Wodzicki-Residuum auch eine Spur auf der Unteralgebra
O von WDO(E), die von den Potenzen D(~2"+2) D € D(E) erzeugt wird. Al-
lerdings ist die Spur auf dieser Unteralgebra nicht mehr eindeutig. So ldsst sich
zeigen, dass der Operator Wres((-), ¢ sei wie in Definition 3.8 definiert, eine Spur
bildet. (Eine Zusammenfassung iiber die Eigenschaften des Wodzicki-Residuums
findet sich z.B. in [Tol2] Kap. 6.1) Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft des
Wodzicki-Residuums ist, das es fiir bestimmte Potenzen von verallgemeinerten
Laplace-Operatoren durch den zweiten Seeley-DeWitt-Koeffizienten der asym-
ptotischen Entwicklung der Warmespur dieses Operators gegeben ist. Hierfiir
existieren explizite Formeln, so dass man die folgende Beziehung erhilt (s. z.B.
[Gi], [Ka,Wa)]):

Sei D € D(&) ein kompatibler Dirac-Operator auf einem Clifford-Modulbiin-
del und D? positiv, so gilt:

Wres (D_2"+2) = ﬁ /M*trg <éR — V) . (3.24)

Hierbei ist V das Potential der Lichnerowicz-Zerlegung von D und R der Rie-
mannsche Kriimmungsskalar von M und dim M = 2n.

Allerdings ist es in dem hier vorliegenden Fall bei Clifford-Modulbiindeln
zum Clifford-Biindel C; (M) so, dass die Quadrate von verallgemeinerten Dirac-
Operatoren nicht positiv, sondern negativ sind. Aber der Operator iD besitzt
ein positives Quadrat. Damit erhélt man fiir Clifford-Modulbiindel zum Clifford-
Biindel C4 (M):

Sei D € D(£) mit D? negativ, dann gilt:

Wres ((iD)~2"+2) = ﬁ /M*trg (éR—i—V) . (3.25)

Das Vorzeichen vor dem Potentialterm lésst sich verstehen, wenn man die Lichner-
owicz-Zerlegung von iD betrachtet. Da fiir D gilt: D? = AV + V, folgt:

(iD)? = - (AY +V) = —aY -, (3.26)
Mit dieser Vorbemerkung erhélt man folgendes wichtiges Lemma zu res:

Lemma 3.1. Seien (€, pr,G) ein Fermion-Biindel und D € D(E) ein kompa-
tibler Dirac-Operator, wobei D? negativ ist, so gilt:

resc(D) = r(%_m /M stre (g (ézﬂ v>> : (3.27)
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und das Spektrum von (* ist konstant Va € R.

Beweis: Der Beweis dieses Lemmas findet sich in [Tol], nur dass dort D
durch ¢D zu ersetzen ist. O
Damit lassen sich nun Dirac-Modelle definieren (s. [Tol2]):

Definition 3.9. Sei (D, G, p) ein Dirac-Tripel zu einem Fermion-Biindel £. So
ist die bosonische Wirkung definiert durch:

Ip :=res¢(D), (3.28)
und die fermionische Wirkung ist gegeben durch:

Ir = (Y, iDY)r(e).- (3.29)

(-s-)re) sei die von der hermitischen Struktur auf € induzierte hermitische
Struktur auf T'(E). Die totale Wirkung ist dann:

und (D, G, p),Zr) heifit Dirac-Modell.
Dies fiihrt zu der folgenden Unterklasse von Dirac-Modelle:

Definition 3.10. Seien (&, pr,G) ein Fermion-Biindel und Dy 4 € D(E) ein
Dirac- Yukawa-Operator. Dann ist ein Dirac-Einstein-Hilbert-Yang-Mills-Higgs-
Modell (DEHYMH-Modell) definiert durch (Dpy, pr,G),Zr) mit einem verall-
gemeinerten Pauli-Dirac- Yukawa-Operator Dpy zu Dy 4 und der modifizierten
totalen Wirkung

jT :jF —f—IB, jF Z:IT

Treet1(€) (331)

Aus dieser Definition folgt fiir die fermionische Wirkung eines DEHYMH-
Modells:
Ir= @JDPW;)F@ = (¢,iDy,p¥)re), ¥ € Lreeu(£), (3.32)

wobei 1/; = ("é’) und Dy 4 ist der induzierende Dirac-Yukawa-Operator zu Dpy
(s. [Tol2)).

Fiir die bosonische Wirkung eines DEHYMH-Modells gilt das folgende Lem-
ma:

Lemma 3.2. Sei (Dpy, p,G),Zr) ein DEHYMH-Modell so ergibt sich.:

resc(Dey) = ~grg =gy s (stes(<) [ (8
—ahtrp(2'¢?)
—|—o/2trE (Z/FZJ;:FEW)
+astre(2 [VE, ¢][VE, ¢))
—OzﬁltI“E(Z/(ZSQ) ), (3.33)
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mait

o = 128
0 = o Hag
ay = 24%&%,
o = 12@. (3.34)

Dabei ist 2n = dim(M), weiter sind R der Riemannsche Krimmungsskalar und
21 212
Z21 22
sich diese Aussage auf Fermion-Biindel mit Clifford-Strukturen, die von dem
Algebren-Biindel C1 (M) induziert werden.

7 = z1 + 2z, wobei C~ =1s®Z und z = sind. Ferner bezieht

Beweis: Das Vorgehen ist hier analog zu [Tol], wo der Fall fiir das Clifford-
Biindel C_ (M) behandelt wurde. Zunichst gilt nach Gleichung (3.27):

o= [ (1)

V ist dabei nach Lemma 2.2 und Gleichung (2.11):

1 1 .5 1 4
V = —ZR+§7]F£+§7][W17WJ‘]
1

, 1 ,
*§[V] ('Viw;), 7] + 5[71[601‘77]],%]

1 ) .
jgm’“[wk,v 17 [we, +7]-

Unter der Spur trg verschwinden aber die Kommutatorterme und %'yij Ff , SO
dass nur die Terme — 2 g;;v*[wr, v]7*[we, 7] und 4% [w;, w;] zu berechnen sind.

w ldsst sich nun zerlegen in:

w:w0+w2+w3+w4

mit:
WO = o Azt @97 @ 0 —¢*
- anl] /7 ¢2 O )
) 0 —[VE,
4 _ i g ¢ 0
wr = 2ng”dx ®’yF®<O ¢>.

Nach dem Lemma A.l1 tragen in den nicht verschwindenden Ausdriicken nur
die Terme bei, in denen in beiden Faktoren die Terme w® den gleichen Index
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besitzen. Sei nun:
4 x1 ki i L[, i A8
[7][;] = tI‘g CZQTS’Y [w}wfy ]’7 [wéa’y ]

[,]i = trg (6%7”[w§,,w2]>.

Fiir die Kommutante ¢ liisst sich allgemein ansetzen:

s Cl Ca
C_(Cb C2>

mit (; = 1s ® z;, © = 1,2, a,b. Dann seien:

(G 0 0 G \_.7  ~
(G 2)(8 )

0
und
7 x 1 k[, i T L[ 0 A8
[a][Jd = trf:‘ ngT’S’Y [wk,"}/ ]"Y [Wg,’)/ ] )
i x 1 ki i ~mV L[ 0 A8
[7] [a]a = tr;:‘ aZgTs’Y [Wk,’)/ ]’Y [wéa’}/ ] 5
Y x 1 rS[, i, 0
[Jd = trg dE’V [wrswsl |
e x 1 rs[, i,
[7 ]a = trg a§'7 [ww ws] :
Es zeigt sich nun, dass die Terme [,][,]2 und [,]% verschwinden, wie man durch

Einsetzen der Ausdriicke fiir w’ und nach kurzer Rechnung sieht:

LR = Bogusmmtrsti b enee (L% ).
1Ll = (égmtrs(v’“hﬂvrhehm’ﬂ)(1)trE(< szjg’e’fn F’fjff% >)
LB = azggrstrs(vk[lﬁvs]vz[r,ﬂ).

(e (( zwkE,gMVf,m Z“[V’“E’%W‘E 7 )) :
DL = < gy guntrs AT A T )

Ser(( 7))
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und weiter:

2 . !
[7]2 = %grjgsmtrs(7r57jm)(_1)tré<( Zb(zb4 Za(;b ))’

= Bustrtram g (e 50 ).
2 = B (or Dge g “TEATEA))

4 a3

4 2
[7](1 _ ?grjgsmtrs(,y%s[,y]’,ym])(—l)tl"E (( 25(3252 Za(;b ))

Da die Matrizen auf E verschwindende Diagonalelemente haben, sind alle diese
Terme Null. Also gilt: [,][,]* = [][,]5 und [,]* = [,]5. Nutzt man dies aus, so
ergibt sich nach expliziter Rechnung:

2
EP = —an (1= 5 ) dders(ime('of),

1] [7]2 = ?(471 — 5)tr3(13)trE(z/F£FEij),

A(n = Vagtrs(Ls)tre(<'[VF, 4][VF, ),
2

*%trs(l‘g)trE(zlgf)Z),

und

[ = 2a? <1 — %) trs(lg)trE(z'¢/4)

2

2 a i
L] = ;trg(lg)trE(z’Fi?FE 7)

[7]3 =0

LY = 2d} (1‘%>tfs<1s>trE<z’¢2>-

Setzt man diese Aussdriicke wieder in die Formel fiir res¢((iD)~2"*2) ein, so
erhélt man das behauptete Ergebnis. O
Fiir den Fall des Algebren-Biindels C_ (M) erhilt man:

Theorem 3.1. Seien die Voraussetzungen so gewdhlt wie in Lemma 3.2, nur
dass die Clifford Aktion vom Clifford-Biindel C_(M) induziert wird. Dann gilt

fiir die bosonische Wirkung:

Conis 1 /
resz(Dpy ) = _mtrsus)tm(z ) /M H(B
+aptrp(2'¢")

—aétrE( FEFEZ])
+atrp(2'[VF, 0]V, ¢])
(¢

)) (3.35)

+ajtrg
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mit

12(2n — 1)
g talen— 1) o
% = tre(2) @0,
6(2n — 3)
o 2
@2 = trp(z’) @2
24(n—1)
poo_o22n—1) 9
3 = trp(z’) @3
12
/ _ 2
a, = trE(z’)%' (3.36)

Dieses Theorem wird in einer leichten Verallgemeinerung in [Tol] bewiesen.
Vergleicht man die Ergebnisse aus Lemma 3.2 und Theorem 3.1, stellt sich
heraus, dass sich die Vorzeichen vor den Koeffizienten o, a5 und o) gedndert
haben, wihrend dagegen sich die Vorzeichen vor dem Koeflizienten o4 und dem
Kriimmungsskalar unveréndert geblieben sind. Die Umkehrung der Vorzeichen
vor den Koeffizienten «f,, o} und « riithrt vom Wechsel des Clifford-Biindels
C+ (M) zum Clifford-Biindel C_ (M) her, da sich das Vorzeichen vor dem Po-
tentialterm V im verallgemeinerten Residuum res¢(-) umdreht (s. Gl. (3.24),
(3.25)). Dagegen ist der Grund fiir das Konstantbleiben des Vorzeichens vor
dem Koeffizienten o in dem Vorzeichenwechsel in der Lichnerowicz-Zerlegung
(s. Lemma 2.2) und der verdnderten Clifford-Relation zu suchen.

Um die obigen Funktionale physikalisch zu interpretieren, fithrt man vor
dem Riemannschen Kriimmungsskalar die konventionelle Normierung ﬁ (4p

bezeichnet die Planck Lénge) ein. Des Weiteren fordert man, dass die Riemann-
schen Normalkoordinaten der Basismannigfaltigkeit M die Dimension einer
Lénge besitzen und dass die Funktionale dimensionslos sind. Mit diesen Kon-
ventionen erh#lt man fiir das bosonische Funktional im Fall eines DEHYMH-
Modells fiir den Fall des Clifford-Biindels C; (M):

1
T = T )
+ /M*(_aotI'E(Z¢4) + Oé2tI'E(ZFi§FEij)
-I-Oc:stlmn;(Z[ng7 ¢ [in, ) — a4trE(z¢2)) (3.37)

und im Fall des Clifford-Biindels C_ (M):

1
Ib - 167T€12) /M*R
+ /M*(+aotrE(z¢4) — OéztI‘E (ZFZIJEFE”)
+astrp(2[V7, 9]V, ¢]) + autrp(2¢%)). (3.38)

In beiden Fillen sind die Koeffizienten:
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Co3@2n—-1) (€N,
w = S (5)

32 -3) (£,
@2 = 8rtrp(2’) <€p) 2

o 3(n-1) (£,
T mtip(?) (7)

1

o = —o> 1 (3.39)

Die Langenskala ¢ entsteht dadurch, dass die Koordinaten der Basismannig-
faltigkeit M eine Langendimension bekommen, die durch ¢ skaliert wird. Setzt
man den Riemannschen Kriimmungsskalar 0, so lassen sich die beiden Modelle
durch die Substitution as — ias und durch einen globalen Vorzeichenwechsel
ineinander iiberfithren.

Wenn man den Term mit dem Riemannschen Kriimmungsskalar aufler acht
lasst, so unterscheiden sich die beiden Fille im Wesentlichen durch ein rela-
tives Vorzeichen vor dem Term mit dem Koeffizienten as. Im Folgenden Ab-
schnitt wird sich herausstellen, dass gerade dieser Vorzeichenwechsel im Falle
des Clifford-Biindels C4 (M) das Problem des Vorzeichens vor dem so genannten
kinetischen Term des Higgs-Feldes 16st, da sich fiir das Algebra-Biindel C_ (M)
hier ein mit den Konventionen der Physik nicht {ibereinstimmendes Vorzeichen
ergibt (s. [Tol]).
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Kapitel 4

Das Standardmodell als
Dirac-Modell

In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie sich das Standardmodell der Elementar-
teilchenphysik als ein DEHYMH-Modell beschreiben 148t. Es werden dabei das
Standardmodell fiir die Félle ohne (SM) und mit rechtshindigen (R-v-SM) Neu-
trinos diskutiert, wobei der letztere Fall die Konstruktion von Modellen mit
massiven Neutrinos zuléfit. Dabei beschriankt sich die Diskussion auf den Fall
von Clifford-Modulbiindeln zu Clifford-Biindeln vom Typ C(M).

Es werden die Dirac-Tripel von beiden Modellen angegeben und die boso-
nischen Wirkungen bestimmt. Des Weiteren werden die Ergebnisse mit dem
Standardmodell der Elementarteilchenphysik verglichen, wobei dieses hier in
der Modifikation als ein Einstein-Hilbert-Yang-Mills-Higgs-Modell (EHYMH-
Modell) betrachtet wird (s. [Tol], [Tol2]). Dariiberhinaus werden die Parame-
terbeziehungen zwischen den physikalischen Kopplungen und den Modellpara-
metern bestimmt. Des Weiteren wird in diesem Abschnitt, um die Notation
iibersichtlich zu halten, das Ricci-Kalkiil verwendet.

Nach Definition 3.10 ist ein DEHYMH-Modell durch die Angabe eines Dirac-
Tripels (Dy,4, G, pr) und eines dazu passendes Higgs-Biindel bestimmt, wobei
letzteres durch das Angeben einer Darstellung py : G — Vg von G festgelegt
ist (s. Def. 3.2).

Definition 4.1. Das Dirac-Tripel des Standardmodells (Dy,y, G, pr) ist gege-
ben durch:

e Dyy:=D+T ® ¢ wobei D ein SDO ist und die Komponenten ¢ von ¢
(s. Definition 3.4) gegeben sind durch (s.a. [Tol], [Tol2]):

d’ u,=
9l o1 glps
~ 1. ® Y, Yy - ) 0
=1 ° < 902 —gip (4.1)
0 (951, g502)
[ ]
G = SU(3) x SU(2) x U(1) (4.2)
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pr = pr®pr:G—Auwt(V), V:i=V,oVg  (4.3)

cR1Iy® weLt 0
prL(c,w,0) = ( 0 L ® weh? (4.4)
iyld;Q O
c@lye | © . 0
PF,R(Q w, 9) = N < 0 e’yR‘g
0 ]_Neiyfg
(4.5)

Hierbei sind 6 € [0,2m), y%,yﬂy%,y}%yg € Q die so genannten Hy-
perladungen, ¢ ein Schnitt in das zugehorige Higgs-Biindel und ¢ der
zugehorige komplex konjungierte Schnitt. gz‘f,,g;‘,gﬁ € Mn(C) sind die
Yukawa-Kopplungs-Matrizen, wobei g, und gi diagonal und reell sind (s.

[Tol]).
Der Darstellungsraum V' von pp ist gegeben durch:
V[CN e CiML e [(CY e CY), o Cla.

Das Standardmodell mit rechtshdndigen Neutrinos ist durch folgende Daten
gegeben:

Definition 4.2. Das Dirac-Tripel (Dy,4, G, p) des Standardmodells mit rechts-
héndigen Neutrinos ist gegeben durch:

o Dy gy :=D+T® ¢, wobei D ein SDO ist und die Komponenten é von ¢
(s. Definition 3.4) gegeben sind durch:

138 < gg:% 9, % > 0
q’; — gy P2 _gy(pl v /- (46)
0 ( 9y 1 9y )
gl 2 —ghpr
°
G :=SU(3) x SU(2) x U(1) (4.7)
[ )
pr=prL ®pr:G— Auwt(V), V=V, @ Vg
(cow0) = €OV ® we'vi? 0
Pr,L\C,W,0) = 0 1n ®wez’y§9
pF,R(C’Uhe) =
.dl
elyRe 0
cR1Iy® < 0 Civh0 > 0
etVro 0
0 1y ® ( 0 et )
(4.8)
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mit 6 € |0,2m), den Hyperladungen y%,yﬁ,y%,y}‘%,y%,yl”% € Q, v bezeich-
net wieder einen Schnitt in das zugehirige Higgs-Biindel und @ den kom-
plex kongungierten Schnitt. Die Yukawa-Kopplungs-Matrizen sind gg 2y s

9", g% € My(C).

Der Darstellungsraum ist hier gegeben durch:
V2 [(CN e ML e [(C & CY), & [(CY & CY)r.

Analog wie im Standardmodell ohne rechtshéndige Neutrinos ldsst sich durch
bi-unitére Transformationen erreichen, das die Matrizen g, und gf; diagonal und
reell gewéhlt werden koénnen, wogegen gg/ und gi/ im Allgemeinen komplexe
Matrizen bleiben. Beim Auffinden der Transformationen fiir die Matrizen g,
und gf; im Standardmodell mit rechtshindigen Neutrinos geht man genauso vor
wie bei der Konstruktion der Transformation fiir g,/ im Standardmodell ohne
rechtshéndige Neutrinos. Details der Konstruktion der letztgenannten Transfor-
mation finden sich z.B. in [Nal.

Das Higgs-Biindel Ej, : P X, V}, ist in beiden Féllen gegeben durch die
Darstellung:

pn:G=SUB)x SU?2)xU(1) — End(V}), V,=C?
(c,w,0) +—  we¥? (4.9)

mit 6 € [0,27) und der Hyperladung y;, € Q.

Damit die Bedingungen aus Definition 3.3 fiir die durch die Gleichungen
(4.1), (4.6) definierte Yukawa-Abbildung erfiillt sind, miissen fiir das Standard-
modell ohne rechtshéindige Neutrinos zwischen den Hyperladungen die folgenden
Beziehungen gelten (s. [Tol]):

Yn = YL —yh,
= y! -y,
S —— (4.10)

Fiir das Standardmodell mit rechtshéindigen Neutrinos gilt eine entsprechen-
de Aussage:

Lemma 4.1. Im Standardmodell mit rechtshindigen Neutrinos (s. Definition
4.2) sind die Darstellungen pp 1, pr.r und die Darstellung des Higgs-Biindels
pn aus Gleichung (4.9) nur dann vertrdglich mit der Definition der Yukawa-
Abbildung (Def. 3.3), wenn gilt:

y = Yl —yh,
= Yk —Yi
= YL — Yk
= Yh—uL (4.11)
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Beweis: Nach Definition 3.3 muss gelten:

pr(c,w,0)¢ = ¢prrlc,w,b)
d 1 u, =/
1; ® ( ggr(p,l gyf_Q, ) 0
— gy ‘P2 7gyS01 ,

0 9y €1 9,5

o =

gy ()01 gywl
pF,R(C7w76)a

¢ = (¢, ¢h) = prlc,w,0)p, ¢ = (p1,p2),

(c,w,0) € SU(3)xSU((2) xU(1).

Also muss die obige Gleichung insbesondere fiir (13,12,6) € SU(3) x SU(2) x
U(1) gelten. Dann ist ¢/ = (e, e™Wrfpy) = €¥rfp. Fiir die rechte Seite der
obigen Gleichung gilt dann:

Lo [ 90 gigaemivn 0
3® d iy  _ u s —iynl
gy pae gupre
o iyn0 £ 5. o—iyn0
o wyn0  _ €5, o—1Ynl
gy, p2e gypre
1o TveR 0 0
° 0 1yews?
erf 0
0 1y ( 0 YR )
= ¢ .
ci(un+yd)o 0
Li®ly® ( 0 ei(—yntyp)o 0
eiyntyr)o 0
0 1y ® ( 0 ei(—yn+y5)o
Auf der linken Seite ergibt sich:
T 13®1N®6iy%012 0 ~
pr,r(13,12,0)¢ = < 0 Ly © eivh0 ¢
7 13®1N®6iy2912 0
B (b 0 1Iy® eiyi&

Da Gleichheit fiir alle 6 € [0,27) gelten muss, folgt die Behauptung. O

Um den eingangs erwadhnten Vergleich der Parameter vornehmen zu kénnen,
wird nun das Standardmodell fiir eine euklidische Raumzeit angegeben. Wir ge-
ben es hier als ein Einstein-Hilbert-Yang-Mills-Higgs-Modell an, bei dem noch
ein Term mit einem Riemannschen Kriimmungsskalar auftaucht, der nicht zum
Standardmodell der Elementarteilchenphysik gehort. Fiir weitere Details sei auf
[Tol] und [Tol2] verwiesen. Das Modell ist durch die folgenden Wirkungen gege-
ben:
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Toy = /M*(w,m“vmg+ /M*(w,mwg, (4.12)

1
IggymH = W/M*R
p

1 1 1
_ s [ —tr(C,, C") + ——tr(W,,, W) + —= B ,,B’“’)
/./\/l <2g§ (Chuw C™) 293 (W ) 497"

n /M “(V,0)" ()

+ /M " 0)? — p?e e, (4.13)
Hierbei gilt lokal:
Cn = 0.C,—-0,C,+[C,,Cl,
Wy = 0,W,—0W,+ W, W,
B,, = 0,B,—0,B,. (4.14)

Cyv, Wy, und By, bezeichnen hier rein imaginére su(3), su(2) und u(1)-wertige
Komponenten von Yang-Mills Kriimmungen beziiglich der fundamentalen Dar-

stellung.
Weiter sei:
Tb
Vup = (au + Wﬁ; + yhBM) ® (4.15)
Vb = (0y+Cills®@F+ Wils® T, + Byls @ Y)ih. (4.16)

In diesem Fall sind F,, Ty , Y die Generatoren der Fermiondarstellung der
SU(3) x SU(2) x U(1), 7, b = 1,2,3 die Pauli-Matrizen. Weiter seien A, u? > 0
reelle Konstanten und ¢ = (¢1, ¢2).
Diese Form ermdoglicht es, die physikalischen Parameter von (4.12) und (4.13)
durch die Modell-Parameter der Pauli-Dirac-Yukawa-Operatoren auszudriicken.
Bei dieser Betrachtung wird eine leichte Verallgemeinerung vorgenommen.
Man dndert den Pauli-Dirac-Yukawa-Operator wie folgt:

by = D+ ®+I(7(aaFES + asVPE + 0yd?)),
0 ¢
® = T / = ~ 4.17
i ¢ =(5 7). (4.17)
wobei gilt:
B 1. @ Apr A, 0
§o=1 Aoy —Aip ;AT AT A € My 5(C)
0 (A1, Alps)
(4.18)
fiir das Standardmodell, und
Alpy A, )
135® / - 0
§ o= ’ ( ATy —Aipy /
0 < Azlgol AZ@Q >
Ay —Ap
AT AT AT A" € Myys(C), (4.19)
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fiir das Standardmodell mit rechtshindigen Neutrinos, so zeigt es sich, wenn
man die Wirkungen fiir diesen modifizierten Pauli-Dirac-Yukawa-Operator aus-
wertet, dass sich das Ergebnis auf die Form der Gleichungen (4.13) und (4.12)
bringen lésst (s. [Tol]). Insbesondere bleibt die Fermionenwirkung unveréndert.
Man erhélt den urspriinglichen Pauli-Dirac-Yukawa-Operator durch die Substi-
tution A9 ¢ — gg’,q,e',e zuriick.

Beim Auswerten des bosonischen Funktionals stellt sich des Weiteren auf-
grund von Gleichung (3.37) heraus, dass ein anderes relatives Vorzeichen zwi-
schen dem Term mit dem Riemannschen Kriimmungsskalar und den iibrigen
Termen auftritt als in Gleichung (4.13).

Nach Parameteridentifikation erhilt man (s. [Tol]):

Lemma 4.2. Die Wirkungen des DEHYMH-Modells fiir den Dirac-Operator
des Standardmodells stimmen mit der Wirkung des Standardmodells iiberein ge-
nau dann, wenn die folgenden Parameterbeziehungen gelten:

1
? = 43y NAg + yetr(Ae)),
1
1
— = 203N +tr(Ae)),
93
1
= = 8aaN),, (4.20)
93
A= 2003 tr((A A% + (AT A)?) + tr(A (A AY)?)),
203 (BAgtr(A A’ 4 AT*AT) 4 tr( A (A AY))),
w2 = 204(3)\tr(g d'x g + g% g") + tr(Aeg™ ¢")) (4.21)
mat
v = 208+ k) + k)%
ve = 2yp)+ (r)* (4.22)

Des Weiteren geht hier noch tber die Koeffizienten a; der Endomorphismus z
ein, der in diesem Fall die Form hat:

- Z1, 0
o 0 ZR ’

A 16N 0
/\g®12

zZr, =
S A 16N ) 7
trpz = 3(4N>\ +tr(/\g)) (423)

Fiir den Fall ¢ = ¢ ist \y = diag(A1,. .., en). Bei beliebigen ¢ gilt: Ny =
N1py. Die Komponenten von Ay und A\ sind positive reelle Zahlen. Die Koef-
fizienten «; sind durch die Gleichungen (3.39) gegeben, wobei aber z fiir 2’ zu
setzen ist.
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Beweis: Siehe [Tol]. Es ist zu beachten, dass sich die Beziehungen fiir die
Eichkopplungen von denen in [Tol] um einen Faktor Zwei unterscheiden. Dies
rithrt von einer unterschiedlichen Definition der Komponenten Fi‘? her. O

Fiir das Dirac-Modell mit dem Dirac-Operator fiir das R — v-SM ergeben
sich die folgenden Parameterbeziehungen:

Lemma 4.3. Die Wirkungen des Dirac-Modells fiir den Dirac-Operator des
Standardmodells mit rechtshindige Neutrinos fallen mit den Wirkungen des
Standardmodells zusammen genau dann, wenn die folgenden Parameterbezie-
hungen gelten.

= 4aa(BNy A, + yztr()\é))7

= 203(3N)\, + tr()Y)),

Q Q Q
wrol F o] F e

= 8ayN), (4.24)

und

A= 20030 tr((AIA )2 4 (ATAT)2) 4 tr(A (A CA)2 + (AA)?)))),
203 (BAgtr(AIA T + ATAT) + tr(AY(A A + ACAT))),
1 204 (3Agtr(g? g7 + gug™) + tr(\(g b9 + g°9™))). (4.25)

Hierbei gilt:

ye = 2%+ (yE)? + (yh)%,
ye = 20y’ + We)? + Wh)* (4.26)

Des Weiteren sind die Koeffizienten o; durch die Gleichungen (3.39) gegeben,
wobei 2’ durch z zu ersetzen ist. Der Endomorphismus z aus der Kommutanten

ist gegeben durch:
. ZI, 0
- (T a)

. . )\q13®11\/®12 0
LT ART 0 M® 1,

trp(z) = 4(3N), +tr(\)). (4.27)
Dabei ist \* = A1y mit A\ > 0.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch direktes Nachrechnen, das heifit, man setzt
die Terme des verallgemeinerten Dirac-Operators aus (4.2) in die Formel (3.38)
ein, bestimmt die Kommutante ¢ und daraus den Anteil des Endomorphismus z
und wertet dann die Spuren iiber die Endomorphismen summandenweise aus. Es
werden im Folgenden die wichtigsten Zwischenergebnisse angegeben. Zunéchst
hat das Biindel € aus Theorem 3.1 die Struktur € = S® F, wobei S ein Spinor-
Biindel ist und E = E @ E das verdoppelte Biindel der inneren Freiheitsgrade.
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Nach Lemma 3.27 hat ¢ die Form ¢ = 1g ® . Mit Hilfe der Eigenschaften

{Xgnf] =0
{[)4,,5 = 0
E = EoE

ldsst sich zeigen, dass
s 0
L0 2z
gilt. Weiter folgt aus den Forderungen, dass fiir z gelten muss:
[p(9),2] =0, Vg€G,

dass z die behauptete Gestalt hat. Fiir die einzelnen Terme erhélt man dann:

trp(z + 2) = 24N\, + 8tr(\),

tre((2 +2)(Vad ) (V49)) = —4(BXg(tr(A A ) (0,12 + W, + AL 1)
(0"15 + WH + A%r15)p
+tr(AIAT) (D, 1o + W) — Al)g -

(0"1y + WH — A"13)p)

Hr (VAN ) (8,12 + W, + A Ly)p
(01 + WH £ A%15)¢
+tr(AAAT) (9,12 + W) — AlLy)p -
(0#1y + WH — A")op),

mit
AL = ily] —yT )by
AL = iyl — yR)by
A = ilyr — yR)by
A = iy — yR)bu
trE((z+z)F£,FE“”) = 24N tr(CL.CH)

FBNA, + tr(\)er(W, W)
+(BN A2y + yE2 + yi)
+tr(A) 2y + yF + v7)) B BMY).

Cuvs Wy, By, sind die Komponenten der Kriimmungen zu SU(3), SU(2) be-
ziehungsweise U(1). Wobei B, = ib,, gilt.

trp((z +2)9 ) =
A(BAT((AT AT*)? 4 (ATAT*)2) + tr(A (AT AL*)? + (A“A)?))|g]*
o] == l1]* + |2|?,

o7



rp((z+2)6") = —4BAtr(g %" + g%9%) + tr(\ (g g + 9°g"))el.

Nutzt man die Hyperladungbeziehungen (4.11) aus, so ergibt sich das behaup-
tete Ergebnis. O
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Kapitel 5

Physikalische Konsequenzen
der Parameterbeziehungen

In diesem Abschnitt werden die physikalischen Konsequenzen aus den im voran-
gegangenen Kapitel diskutierten Parameterbeziehungen fiir das Standardmodell
ohne und mit rechtshéndigen Neutrinos diskutiert.

5.1 Normierung und einfache Konsequenzen

Um eine bessere Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit denen anderer Arbeiten
sowie die Kompatibilitdt zu den spéter benutzten Renormierungsgruppenglei-
chungen zu gewahrleisten, ist eine Reskalierung der in der Wirkung auftretenden
Felder und Konstanten notwendig. Die im Folgenden gewéhlte Normierung ent-
spricht der in [lo,Sch] und ist durch die folgenden Ersetzungen gegeben:

91,92,93 — 91,92,93
g — V24
wo—
A — 4 (5.1)

g bezeichnet die Yukawa-Kopplungskonstanten fiir die Fermionen. Des Wei-
teren muss das skalare Higgs-Felds ¢ wie folgt reskaliert werden:

1
..
¥ \/590
Dariiberhinaus wird fiir die Matrizen A?, Aq/7

A und Ael7 da sie spéter mit den Yukawa-Kopplungskonstanten identifiziert
werden sollen, folgende Reskalierung gewéhlt:

AT AT AL AT — V2A,, VAT V2AL V2AY (5.2)

Die iibrigen Felder und Konstanten &ndern sich nicht.
Mit dieser Reskalierung erhalten die Parameterbeziehungen (4.20), (4.21) fiir
das Standardmodell ohne rechtshidndige Neutrinos die folgende Form:
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1 3Ny, + yetr X

- = 2A——

g3 AN +trX

1 3N +trX

g5 AN 4+ trX’

1 N

- = 4A——r 5.3
93 AN +trX’ (53)

- 3tr(A9A* + ATAT) + tr(X (ACA™))

1 =
4N +trX ’
Aq’Aq’* 2 AIAT*)2 X (ALALF)2
N L BATATR (AT (XA
4N 4+ trX
2 d’ o d’ U Uk X 0 L%
2oL Btr(g” g% +9"g"") +tr(Xg'g™) (55)
T \lp AN +trX
Hierbei sind folgende Abkiirzungen verwendet worden:
/\Z
X = — 5.6
- (56)
m—3 [0\,
A = A (Z) Ag, (57)
n—1/[0\>
B = —) a3 5.8
— () % (55)
12n—1 [0\,

Fiir das Standardmodell mit rechtshindigen Neutrinos (s. (4.24), (4.25))
ergibt sich:

i B 3Ny + yotr(X)

g 3N +tr(X) 7

1

- = A,

93

1 N

= = 44— 5.10
93 3N + tr(X)’ (5.10)

3tr(AY AT + AIAT) 4 tr( X (AL A" 4+ ACALr))

— 2p
1 3N + tr(X) ’
a NG *\2 q A q*\2 0 A0 x\2 O A Lx)\2
A orBIUAY AT (ATAT)) (X ((ATAT) 4 (M)
3N + tr(X)
2 311 3tr(g”g"" +¢%9") + (X (9" g"" +9'9")) (5.12)

ﬂ =
4 iz 3N +tr(X)

60



wobei folgenden Abkiirzungen verwendet worden:

x - M
= 5
32n—3/¢\?

A = ——— 2= 2
16 (6,,) 2
3n—1/0\"

B = - <) a2,
4 7 4y 3
39n—1 [0\

¢ = ”W <£—> a2. (5.13)

p

An dieser Stelle lassen sich fiir das Standardmodell mit rechtshéindigen Neu-
trinos schon einige einfache physikalische Folgerungen ziehen:
Mit Hilfe der Gell-Mann-Nishijima-Beziehung (s. [Na])

Q=T3+Y, (5.14)

die einen Zusammenhang zwischen der elektrischen Ladung, hier beschrieben
durch die Eigenwerte des Ladungsgenerators @, einem Generator T3 der SU(2)
und dem Hyperladungsgenerator Y beschreibt, lassen sich die Hyperladungen y%
der rechtshiandigen Neutrinos bestimmen. Diese Relation ist eine Konsequenz
des Phénomens der spontanen Symmetriebrechung (siehe hierzu [Tol2]).
Betrachtet man nun die SU(2)-Transformationen fiir die rechtshindigen
Elektronen und die rechtshéindigen Neutrinos, so muss der Generator T3 auf die
rechtshéndigen Elektronen und Neutrinos angewendet Null ergeben, da SU(2)
hier trivial operiert (s. Def. 4.2). Fiir die rechtshindigen Elektronen und die
rechtshindigen Neutrinos ist die Hyperladungstransformation gegeben durch:

eWrb 0
per(13,12,0) = 1y ®@ ( 0 e ) (5.15)

siehe hierzu auch Definition 4.2. Damit ergibt sich durch Ubergang zur Algebra
der Generatoren:

_ iy 0
Yp=1y® ( " ) . (5.16)
Da der SU(2)-Generator auf Er trivial operiert, gilt:
Qr = Yg. (5.17)

Man fordert nun aus physikalischen Griinden, dass die elektrische Ladung des
rechtshindigen Neutrinos verschwinden soll, da ein Neutrino nach Definition
elektrisch neutral ist, muss gelten:

Yr = 0. (5.18)

Dasselbe Resultat erhilt man auch, wenn man die bekannten Werte fiir die
Hyperladungen (s. [Nal, [Tol])

) = (5-3) (5.19)

((Wh k). v = ((;g) ,1> (5.20)
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in die Hyperladungsbeziehungen (4.11) einsetzt.
Berechnet man des Weiteren das Quadrat des Sinuses des elektro-schwachen
(Weinberg-) Winkels so ergibt sich:

sin? Oy = -5 91 5
91 t 93
14z
= , 5.21
142y, + (1 + 2y (5:21)
mit ,
tr(A
Ll (5.22)
)\q

Hierbei sind A\*, \;, g, y¢ die in Lemma 4.3 definierten Parameter. Setzt man
nun fiir y, und y, numerische Werte ein, so erhdlt man genau dasselbe Resultat
fiir sin® Oy wie fiir das Standardmodell ohne rechtshindige Neutrinos (s. hierzu
[Tol]).

Daraus folgt, dass sin®6,,, fiir die sich aus den Hyperladungen ergebenen
Werte y, = % und y; = %7 beschréinkt ist:

. 9
1< sin? 6, < 20 (5.23)

Weiter stellt sich heraus, dass die Verhéltnisse der Kopplungskonstanten g—’z_,
i,7=1,...,3 in beiden Modellen gleich sind. Man erhélt:

1 3 2 2 2 4 tr(X
towr a2 % trlX) (5.24)
95 2 3yq + yex 93 3Yq + Yo 95 3+« N

Ferner sind diese Verhéltnisse fiir die Grenziibergéinge © — 0, oo beschréinkt. Es
ergibt sich:

2 9 2 2y
hm% == hmg—éz—7 hmg—gz—7
z—0 g5 3Yq z—0 g5 2y, z—0 g5 3
2 2 1 2
im L= 0, dm L= 1m 2 =0 (5.25)

5.2 Einfluss von Quanten-Korrekturen

5.2.1 Renormierungsgruppengleichungen

Im Folgenden soll nun der Einfluss von Quanten-Korrekturen auf die im Kapi-
tel 4 hergeleiteten Parameterbeziehungen fiir das Standardmodell mit und ohne
rechtshéndige Neutrinos untersucht werden. Dazu ist zu sagen, dass die im Ka-
pitel 4 hergeleiteten Wirkungen physikalisch als , klassisch“ anzusehen sind, was
bedeutet, dass ,,Quanten-Effekte” nicht beriicksichtigt werden.

Um Quanten-Effekte mit in Betracht zu ziehen, muss die Theorie quantisiert
werden, was bedeutet, dass die Heisenbergsche Unschdrferelation mitbertiicksich-
tigt werden muss. Was dies im konkreten Fall heifit, hiangt von dem gewéhlten
Quantisierungsverfahren ab.
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Die Heisenbergsche Unschirferelation ist durch die Ungleichung
AzAk > 1 (5.26)

gegeben. Hierbei wurden so genannte natiirliche Einheiten verwendet ( i = 1,
h ist das Plancksche Wirkungsquantum dividiert durch 27). Az, Ak sind die
Fehler, mit denen die Orts- und Impuls-Koordinaten eines Teilchens bestimmt
werden konnen.

Die Unschérferelation ldsst sich auf stochastische Weise interpretieren, ndm-
lich dass das Teilchen innerhalb eines Phasenraumvolumenelementes Az Ak fluk-
tuiert.

Die nun folgenden Ausfiihrungen sollen dazu dienen zu erldutern, wie sich
die Unschérferelation in Feld-Theorien beriicksichtigen ldsst. Es sollen dabei
die grundlegenden Ideen und Konsequenzen vorgestellt werden. Bei diesen Aus-
fithrungen kann, aufgrund des gegebenen Rahmens, weder Vollsténdigkeit noch
Rigorositéiit das Ziel sein, so dass die hier gemachten Erliuterungen skizzenhaft
und exemplarisch bleiben miissen. Fiir tiefer gehende Details bleibt nur der
Verweis auf die zu diesem Thema umfangreiche Literatur (s. u.a. [Col], [Ram],

[Sal]).

Pfadintegrale und Greensfunktionen

Ausgangspunkt fiir die Quantisierung einer Feld-Theorie ist das klassische Wir-
kungsfunktional in d Dimensionen:

S[A, 4, ¢,...] = /dde(A,¢,¢, ). (5.27)

A, 1, ¢ bezeichnen hierbei die verschiedenen Felder, von denen die Theorie ab-
héngt, und L(A, ¥, ¢,...) ist die so genannte Lagrangedichte, eine Funktion,
die polynomial in den Feldern und deren Ableitungen ist. Die nun folgenden
Ausfithrungen werden fiir einen flachen vier-dimensionalen euklidischen Raum
gemacht. Die Beschrankung auf einen euklidischen Raum wird gew&hlt, da zum
einen die Modelle in Kapitel 4 fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten formuliert
sind, zum anderen da Feld-Theorien, die auf einem Minkowski Raum formuliert
sind, erst in Feld-Theorien in einem euklidischen Raum mittels Wick-Rotation
transformiert werden miissen, um die im Folgenden beschriebenen Pfadintegral-
Methoden anwenden zu kénnen. Zur Verdeutlichung der folgenden Erlduterun-
gen soll die so genannte ¢*-Theorie fiir ein skalares Feld in vier Dimensionen
dienen. Die klassische Wirkung dieser Theorie ist gegeben durch:

Slél = / dhzL(g),

L) = %(am)(awwm%?“&, 6 S®LR).  (5.28)

Hier ist S(R*,R) der Schwarz-Raum der schnell abfallenden Funktionen von
R* nach R. Die physikalischen Funktionen ¢ € S(R* R) sind nach Definition
durch die Minima des Funktionals S gegeben. Die Indizes p beziehen sich auf
Koordinatenbasen und es sei 0" := ¢g"”9,, wobei g"” die Komponenten der
flachen Metrik auf R* sind.
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Fiir die Quantisierung dieser Theorie wird ein stochastischer Standpunkt
eingenommen. Im Falle eines euklidischen Raumes lassen sich dabei die Felder
als Zufallsvariablen interpretieren. Das fundamentale Objekt in diesem Zugang
ist das so genannte erzeugende Funktional (hier fiir den Fall der ¢*-Theorie):

[ Dpe=Slel=J d*z(z)J (x)

ZJ]: fD(be_SW

(5.29)

Die Funktional- oder Pfadintegrale

/D¢e—5[¢]

lassen sich als Kontinuums-Limes von

N

3 No—Sald]
o o

i=1

auffassen, dabei sind die x; die Gitter-Punkte eines kubischen Gitters, das den
4-dimensionalen euklidischen Raum diskretisiert. Sy ist die diskretisierte Wir-
kung. Der Grenziibergang ist so zu verstehen, dass die Gitterkonstante gegen
Null 18uft. Hierzu ist allerdings zu sagen, dass die angedeutete Prozedur im All-
gemeinen nicht wohldefiniert ist und divergente Ausdriicke liefert. Andererseits
kann man den Funktionalintegralen auf zwei Weisen doch einen Sinn geben. Zum
einem koénnen sie als formale Ausdriicke gesehen werden, fiir die bestimmte for-
male Manipulationen existieren, die wiederum formale Ausdiircke liefern, welche
sich physikalisch sinnvoll interpretieren lassen. Aus Griinden der Bequemlich-
keit wird im Folgenden dieser Standpunkt eingenommen. Die andere, rigorosere
Sichtweise ist die, dass man diesen Ausdruck tatséchlich nur auf einem Gitter
mit einer endlichen Gitterkonstante a betrachte und dort alle Manipulationen
vornimmt, wo sie wohldefiniert sind, und erst am Ende aller Rechnungen den
Grenziibergang vornimmt. Eine derartige Behandlung der ¢*-Theorie findet sich
zum Beispiel in [Sal]. Bei beiden Zugingen ist es allerdings so, dass sie letztend-
lich auf divergente Ausdriicke fiihren, die regularisiert werden miissen, was tief
greifende physikalische Implikationen hat.

Das erzeugende Funktional kann als ein formaler Ausdruck gesehen werden,
in dem alle zugénglichen Informationen iiber das beschriebene physikalische Sy-
stem kodiert sind. Die Aufgabe der Quantenfeldtheorie besteht nun darin diese
Informationen, eventuell nur niherungsweise, aus dem erzeugenden Funktional
zu berechnen.

Die interessierenden Gréfien in der Quantenfeldtheorie sind Ubergangsampli-
tuden bzw. Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen verschiedenen Zustéinden
des Systems bei Streuprozessen. Fiir deren Bestimmung sind die so genannten
n-Punkt- oder Greensfunktionen wichtig. Diese sind formal definiert:

[Do¢(1) ... (an)e S

Gn(zl,...,xn) fD(be_S[qb]

(5.30)

Hierzu sei angemerkt, dass sich G, (z1,...,z,) aus Z[J] gewinnen ldsst, indem

man n formale Funktionalableitungsoperatoren % (zur Definition s. z.B. [Zi]
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Kap. 1.5) auf Z[J] anwendet. Man erhélt (s. z.B. [Ram]):

) 5
(=1) 5J(z1)  6J(xn) o

Gn(azl,...,xn) =

so dass sich jede n-Punkt-Funktion mit Z[.J] erzeugen ldsst. Auf die Operatoren
% wird nicht weiter eingegangen, da sie nicht weiter gebraucht werden.

Fiir die ¢*-Theorie ergibt sich dann z.B. fiir die 2-Punkt-Funktion bis zur
Ordnung A\?:

Ga(x1,22) = A(xy —x2) — 12X /d4xA(x1 —z)A(z — 2)A(x — z2)
+96\2 /d4x /d4yA(x1 —2)A%(x — y)A(y — 2)
HN [ate [dyA@ - 2% - 5)A - Al - o)

+144)2 /d% /d4yA(x1 —z)A(r —2)A(z —y) -

Ay —y)A(y — 22)
+O(X®) + Ry, (5.32)

1 A etk(z—y)
Alx —y) = @) /d g

Die hier auftretenden Ausdriicke A(x — y) sind als Distributionen zu verste-
hen. Die in Ry enthalten Ausdriicke sind so genannte nichtzusammenhdngende
Terme. Das sind Terme, wo sich mindestens ein Ausdruck in einer Variablen x;
abfaktorisieren lasst. Solche Terme lassen sich als Produkte von n-Punkt-Funk-
tionen in niedriger Ordnung in n auffassen. Die fiir die folgenden Betrachtungen
relevanten Terme stehen in den so genannten zusammenhdngenden n-Punkt-
Funktionen:

Go(x1,....xn) = Gu(x1,...,20) — Rp. (5.33)

Details zur Bestimmung der n-Punkt-Funktionen finden sich z.B. in [Ram)], wo-
bei allerdings A durch % zu ersetzen ist.

Im Folgenden ist es giinstig, die Fourier-Transformation der n-Punkt-Funk-
tionen zu betrachten:
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~ 1 1 d* 1
S

p2 + m?2 (p? 4+ m?2)?2 V2m)t g2 + m?2
1 d'q
+967? / :
(P? +m2)% | (V2r2)

/ d'qo / d'gs  27%0(p— g1 — 42 — g3)
(V2m)t ) (Vam)t (af +m?)(a3 +m?)(aF +m?)
9 1 d*q 1 .
+144\ (p2 _|_m2)2 / (\/W)Z’L q2 +m2
/ d4€1 / d4€2 (5(p—€1 —gg)(27(')4
(V2r2)4 ) (V2r2)4 (6 + m?) (63 + m?)

14 1 /d4q 1 /d4€ 1
(p? +m2)2 ) (Var2)t ¢? +m? ] (Vax?)t 2 +m?

+O(\3). (5.34)
Siehe hierzu auch [Ram], wobei dort aufgrund eines anderen Normierungsfak—
tors bei der Fourier-Transformation statt des Faktors i f) ;- der Faktor © W)4
auftritt.

Divergenzen und dimensionale Regularisierung

Betrachtet man nun die einzelnen Terme der 2-Punkt-Funktion f‘g(p, —p), SO
stellt man fest, dass divergente Ausdriicke auftreten, wie z.B. Terme der Form:

7oy [ e 1 5.35
= — ( /—27r)4q2_|_m2' ( . )

Es stellt sich heraus, dass das obige Integral divergiert. Dies lédsst sich leicht
verifizieren, wenn man zu sphérischen Koordinaten iibergeht. Das Integral iiber
die Radialkoordinate hat dann die Form: fo dr—r— +m2 Dieses Integral ist sicher

divergent. Bei der Durchsicht der Summanden von T finden sich noch weite-
re divergente Terme. Das gleiche Problem tritt auch bei n-Punkt-Funktionen
hoherer Ordnung auf.

Die Aufgabe ist es nun, ein Regularisierungsverfahren zu finden, das es er-
laubt, den divergenten Integralen einen Wert zuzuordnen, so dass sich die daraus
entstehenden Ausdriicke physikalisch sinnvoll interpretieren lassen. Ein hierfiir
hiufig verwendetes Verfahren ist die dimensionale Regularisierung. Die Idee
hierbei ist die Folgende: Man beobachtet, dass das Integral

1
= [diq——— 5.36
/ 9T me (5.36)

fir d = 1 konvergiert. Die Idee ist nun, eine auf einer Umgebung D C C holo-
morphe Funktion I in der Variablen d zu finden, so dass gilt: 1 € D und I(1) = I
fir d = 1. Des Weiteren soll die analytische Fortsetzung von I auf ganz C bei
4 einen Pol besitzen, um das divergente Verhalten von I im Fall d = 4 wider-
zuspiegeln. Eine Methode von 't Hooft und Veltman, die auf der analytischen
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Fortsetzung der I'-Funktion auf komplexe Zahlen mit negativen Realteil beruht,
liefert: ( )

~ 'l -—w 1 d

I(w) =7“ = —. 5.37

(QJ) ™ F(l) (m2>1_w3 w 2 ( )

Hier ist mit I die I'-Funktion gemeint. Die Herleitung dieses Ausdruckes findet
sich in [Ram] Kapitel 4. Dieser Ausdruck hat den Vorzug, dass sich die sin-
guldren Punkte mit Methoden der Funktionentheorie untersuchen lassen, denn
die Sigularitdten von I sind die Singularitdten der I'-Funktion. Man kann nun
um die singuldren Stellen eine Laurent-Entwicklung machen. Man erhélt fiir
d=4n bzw. w =2n, n € N:

T(-n+e) = %(é—kd}(n—l—l)—k%a(%—Fl/}Q(n—Fl)—w'(n—&-l)))
+0(e%),
1 1
P+1) = Dbt o,
'/T2 n
P(n+1) = g*Z%- (5.38)
k=1

7 ist hier die Euler-Mascheroni-Konstante mit v = 0.5772. ... Somit ergibt sich
fiir I bei d — 4 bzw. w — 2 das Verhalten:

. =4 . 2 2 1
‘an12 I(w) = ‘an12 (Tl' m {2_“] + 1/)(2)}) . (5.39)
Mit diesem Ausdruck gewinnt man nun eine eindeutige Aufspaltung von I in
einen divergenten und einen endlichen Anteil fiir den Grenziibergang w — 2
bzw. d — 4.

Fiir die weiteren divergenten Integrale in den n-Punkt-Funktionen lassen sich
dhnliche Ausdriicke finden (s. [Ram]). Sei nun:

T(w) == L%H(w)- (5.40)

Das weiter Vorgehen ist nun, die divergenten Ausdriicke T durch T zu ersetzen,
da sich hier die Divergenz aufgrund von (5.39) in einem gewissen Sinn kontrol-
lieren lasst. Allerdings tritt hierbei folgendes Problem auf:

Da das Funktional (5.28) ein physikalisches System beschreiben soll, besit-
zen die Raumzeitkoordinaten die physikalische Dimension einer Linge (s. Kap.
3), andererseits ist das Wirkungsfunktional dimensionslos. Dadurch werden die
physikalischen Dimensionen des Feldes ¢ und der Kopplung X\ festgelegt. Da
die Masse in natiirlichen Einheiten (d.h & = ¢ = 1 wobei ¢ die Vakuumslicht-
geschwindigkeit ist) die physikalische Dimension einer Lédge besitzt, ist A im
Fall der 4-dimensionalen ¢*-Theorie dimensionslos. Aus Konsistenzgriinden ha-
ben die Impulse die Dimension einer Masse bzw. einer inversen Lange. Damit
ergibt sich, dass die 2-Punkt-Funktion I'y (5.34) die physikalische Dimension ei-
nes Langenquadrates bzw. inversen Massenquadrates besitzt. Nach dem ebend
Gesagten ist

lim [(w) =1,

w—2
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und [ hat die physikalische Dimension eines Léngenquadrates. Andererseits gilt:

~ (1 1
i(z)=[dg——..
<2> / qq2—|—m2

Dieser Ausdruck hat die physikalische Dimension einer inversen Lange. Auf der
anderen Seite sollte aber 'y, aufgrund des ersten Summanden in (5.34), immer
die physikalische Dimension eines inversen Lingenquadrates besitzen. Dieses
Problem lésst sich beheben, wenn man eine neue dimensionsbehaftete Kopplung
Anew und eine Massen-Skala p einfiihrt, so dass gilt:

>\alt = (/Jf)z_w/\neux (541)

Es zeigt sich, dass diese Beziehung fiir alle regularisierten n-Punkt-Funktionen
die gleiche ist (s. [Ram]).
Betrachtet man nun den Term

N m2\ [ 4mp? S
T=—6—m|— I'(1 - A= Aneu, 42
o () T (5.42)
und entwickelt um w = 2, so erhélt man:
~ m2\ 47t p? 1
3m2\ 1 m?

Diese Form ist geeignet, die Divergenzen zu beheben, wie im néchsten Abschnitt
gezeigt werden wird. Allerdings zeigt sich hier ein Umstand, der auch bei ande-
ren Typen von Termen bei regularisierten n-Punkt-Funktionen auftritt, namlich
dass der endliche Anteil an der Stelle w = 2 von der zusétzlich eingefithrten
Massen-Skala p? abhiingig wird. Dieser Umstand hat weitreichende Konsequen-
zen.

Regularisierung und Renormierungsgruppengleichungen

Im vorangegangenen Abschnitt wurde skizziert, wie man dem divergenten Term

12X 1
T=-— d*
(vV2r)! / TZ +m?

der 2-Punkt-Funktion fg(p, —p) mittels dimensionaler Regularisierung einen

Term ) )
- 3. .m” |1 m

T=-\\— |- 2) -1 =2

4/\7T2 [5+¢() n(47w2>+(9(5)], € w

zuordnen kann. 7T ist eine meromorphe Funktion in der komplexen Variablen ¢,
die mit 7" interpoliert, wenn die Dimension 1 gesetzt wird, und fiir ¢ = 0 bzw.
d = 2 einen Pol besitzt.

Es ergibt sich die folgende Beobachtung: Man betrachtet eine modifizierte
Wirkung, in der zu der Funktion £ aus (5.28) ein so genannter Counterterm der

Form
3m?

&#AE+meﬁwﬂ& (5.44)
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addiert wird. Fy ist hierbei eine beliebige Funktion, die fiir € — 0 analytisch ist.
Bestimmt man nun mit dieser modifizierten Wirkung die 2-Punkt-Funktion bis
zur ersten Ordnung in \ ; so ergibt sich:

2
a(p, —p) = p* +m® {1 - Z% <¢(2) ~In <#2u2> = Flﬂ +O(\2). (545)
Durch eine Modifikation des ¢2-Terms lisst sich also erreichen, dass die diver-
genten Terme der 2-Punkt-Funktion bis zur Ordnung A eliminiert werden. Man
erhélt also eine bis in die erste Ordnung von A eine divergenzenfreie 2-Punkt-
Funktion.

Die Idee zur Beseitigung der Divergenzen der n-Punkt-Funktion ist nun die
folgende:

1. Man formuliere alle divergenten Terme der n-Punkt-Funktion auf analoge
weise Weise, wie im vorherigen Abschnitt skizziert, um.

2. Man finde endlich viele Counterterme, die von der Struktur her denen
der klassischen Wirkung gleichen, also die im ¢*-Fall proportional zu
%6,@6“(@ ¢? oder ¢* sind, so dass alle n-Punkt-Funktionen in jeder Ord-
nung der Kopplung endlich sind.

Lassen sich diese Bedingungen erfiillen, so heifit die Theorie renormierbar.

Die Existenz derartiger Counterterme ist im Allgemeinen nicht gegeben. Fiir
die Renormierbarkeit der ¢*-Theorie wird dies bis in die zweite Ordnung von
A in [Ram] explizit verifiziert. Aber im Allgemeinen sind diese Untersuchungen
aufwendig und schwierig, so dass hier nur der Verweis auf die Literatur bleibt
(Untersuchungen hierzu finden sich z.B. in [Col]).

Die ¢*-Theorie ist in der Tat renormierbar (s. hierzu [t Hooft, Veltman,
Nucl. Phys. 448, 189 (1973)]), wie auch das Standardmodell.

Es stellt sich die Frage, welche Konsequenzen sich ergeben, wenn man zur
Funktion £ aus (5.28) alle Counterterme hinzugefiigt hat. Der Integrand des
Wirkungsfunktionals (5.28) ldsst sich dann wie folgt schreiben:

L =L+ Lo, (5.46)
wobel
1 m 2,2 4
L= §8H¢8 ¢+ m P+ Ao (5.47)

die urspriingliche Lagrangedichte ist, und
1
Lot 1= §A8qu8“¢ + m?B¢? + A\ Cpt (5.48)

sind die zusammengefa3ten Counterterme. Die mit Hilfe der durch £7°™ erzeug-
ten n-Punkt-Funktionen haben die Eigenschaft, dass sie beim Ubergang ¢ — 0
endlich sind. A, B, C sind dabei allgemeine Funktionen von & und p, die die
Beitréige der Counterterme zusammenfassen.

Durch eine Redefinition der Felder, der Massen und der Kopplungen lésst
sich £7¢" auf die Form

1
Lren = iamoawo +m3PE 4+ Nodp (5.49)
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bringen. Dabei gilt:

1
b = (1+A)o=2730,
1+ B _
2 . 2 2 1
mi = m 1+A—m(1+B)Z¢ ,
1+C -
o 2_— T~ _ 2e 2
Ao = Au WAL AL+ C)Z " (5.50)

Von dieser Umschreibung rithrt der Name Renormierung fir das skizzierte Ver-
fahren her.

Die definierten Gréen ¢g, m3, Ao werden gewodhnlich als nackte Parameter
bezeichnet. Sie divergieren beim Grenziibergang ¢ — 0 auf eine solche Weise,
dass die von L™°" erzeugten n-Punkt-Funktionen endlich sind. Die renormierten
Parameter ¢, m?, ) sind dagegen endlich, wenn auch im Allgemeinen willkiirlich.
Denn in ihnen koénnen frei wéhlbare Funktionen, wie die Funtionen F; im Coun-
terterm (5.44), auftreten.

Man betrachtet nun eine von der renormierten ¢*-Theorie, in der im Wir-
kungsfunktional £ durch £7°" ersetzt worden ist, erzeugte n-Punkt-Funktion:

f‘O,n(p17~"7pn7)‘07m0u€)‘ (551)

Wenn man ¢q, mg, Ag, motiviert durch die Gleichungen (5.50), als Funktionen
von A, m, p und e auffasst und beriicksichtigt, dass im Pfadintegral (5.29) die
Felder ¢ durch ¢g ersetzt wurden sind (s. Gl. (5.50)) so gilt (s. z.B. [Col] Kap.
4.5):

f‘071'7/(])17 <oy Pny )‘07 m075) = Z;Ef‘n(ph <oy Pn,y A7 m, ,LL,E). (552)

T, ist dabei fiir ¢ — 0 endlich. Die rechte Seite von Gleichung (5.52) kann
aber auch so interpretiert werden, dass die Parameter A\, m, u von den nackten
Parametern Ay, my abhéngige Groflen sind.

Die linke Seite von der Gleichung (5.52) hiingt nicht von p ab; somit ergibt
sich durch Anwenden von u% auf (5.52):

(l’(’alt + ﬂ(/\a m, [, 5)8)\ + 7m(>‘7 m, [, 5)6771 - g’yd(/\’ m, [, 6)) fn =0, (553)

mit:
ﬁ(A7m7/’[”€) :: Mg_:7
\ 1 6an£
'Yd( 7m7ﬂa€) = E:U’ a‘u )
) = u (5.54)

Diese partielle Differentialgleichung wird als Renormierungsgruppengleichung
bezeichnet, des Weiteren wird der Name Renormierungsgruppengleichungen auch
fiir die Gleichungen (5.54) verwendet. Die Funktionen 3, 4, vm sind dariiber
hinaus fiir ¢ — 0 analytisch (s. [Ram] Kap. 4.5).
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Die g-Funktion

In diesem Abschnitt soll es um die Interpretation der Koeffizienten der Renor-
mierungsgruppengleichung (5.53) und den Koeffizienten 3 so wie dessen Bestim-
mung gehen.

Um eine physikalische Interpretation der 8-Funktion

5 = 6(A7m7M78)

gewinnen, wird eine so genannte massenlose ¢*-Theorie betrachtet. Dies bedeu-
tet nichts weiter, als das der Parameter m im Funktional (5.28) Null gesetzt wird.
Dabei soll auf das Problem, dass dann die Integrale in der n-Punkt-Funktion
T, (s. z.B. (5.34)) bei p = 0 divergieren, nicht weiter eingegangen werden, da
es hier nur darum gehen soll das Prinzip der folgenden Konstruktionen zu ver-
deutlichen. Man kann die Divergenzen beispielsweise vermeiden, wenn man die
Integrale in (5.34) nur bis zu einer unteren Schranke 6 > 0 fiir |p| ausfiihrt. Es
soll dariiber hinaus erwéhnt werden, dass sich die folgenden Untersuchungen
auch fiir den Fall m # 0 mit entsprechenden Aufwand durchfiihren lassen. Fiir
den euklidischen Fall siehe z.B. [Dr,Itz].

Betrachtet man die physikalische Dimension der n-Punkt-Funktion, so erhélt
man (s. z.B. [Dr,Itz]) fiir d Raum-Dimensionen:

[T,] = Massetm(1%), (5.55)

Wenn man den Parameter der dimensionalen Regularisierung € = 4 —d einfiihrt,
so lisst sich der Exponent von (5.55) wie folgt ausdriicken:

d+n(1—g>=4—n—e(1—g). (5.56)

Man kann nun von der n-Punkt-Funktion einen dimensionsbehafteten Faktor
abspalten:

Lo (pis A pye) = ptn==2)T, (i“) , (5.57)

wobei I',, dimensionslos ist und alle GréBen mit Massen-Dimension durch die,
bei der dimensionalen Regularisierung eingefiihrte, Skala y skaliert werden. Man
erhilt dann mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichung;:

[B(A\)Ox + pd, — T (7; )\,5) -0, (5.58)

n n
N U (N1
Y Z’Yd ( n—e B)

der Term ~,, fillt weg, da m = 0 angenommen wird.
Als Nichstes fithrt man eine Substitution fiir die Variablen p; durch:

Di — wp;. (5.59)

Hier ist w ein positiver, reeler Parameter, der als eine Skalierung der Variablen
p; aufgefasst werden kann. Mit dieser Substitution erhélt man durch einfaches
Nachrechnen:

(wdy + p19,) T (“;f )\,E) = 0. (5.60)
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Mit Hilfe von Gleichung (5.58) ldsst sich der Term mit p0,, eliminieren, und

man erhélt:

(BN — wdyy —7)T (wf A,s):o.

Fiir diese Gleichung macht man folgenden Ansatz:

r (wpi’/\’{_:)_ RN 36 f( pz,/\’e)'
[ I

Damit ergibt sich durch Einsetzten in Gleichung (5.61):

(005 = wou) £ (M2 ) =0,
Schreibt man fiir f
wp; pi [ dN
= 1
f(/i ,/\) F(ﬂ / B(X)—an)

und fiithrt eine Variablentransformation durch:

A /
d\
= ———, wobei t:=Inw.
/A BIN)

Dann ergibt sich:

\
/~
= &

bS]
>

™
~——

I

|
/N

Weiter erhélt man:

T, <wpi,)\,€> = % X%EA’)f( )
U

— e(f,\0 j/\o f (
w'
/'r( — -
— RN (Ii A).
I
Daraus folgt:
~ f d}\/"r’( )
Fn(wPh)‘vMa ) > (pl’)‘ /’[’)

Dariiber hinaus erhilt man:

d [~ dx 1 dx

LT @) B B e
dX 5 L3
= = B(A) mit A0) = A.
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Die Gleichungen (5.68) und (5.69) lassen sich auf folgende Weise interpre-
tieren:

(5.68) gibt an, wie sich die n-Punkt-Funktionen &ndern, wenn man die Va-
riablen p; dndert. Diese Abhingigkeit ldsst sich mit Hilfe des von der Skalierung
w abhingigen Parameters A(t) mit In(¢) = w beschreiben. Physikalisch kann
man diesen Sachverhalt so interpretieren: Bei einem Streuprozess werden die
Impulse der beteiligten Teilchen durch die Variablen p; beschrieben. Die Impul-
se der Teilchen bestimmen aber derer Energie, so dass man eine Anderung der
Skalierung w in (5.68) auch als ein Anderung der Energie betrachten kann, bei
der der betrachtete Prozess ablauft. Der Parameter A beschreibt physikalisch
gesehen die Stéirke der Wechselwirkungen bzw. der Kopplungen der Teilchen
untereinander. Die Gleichung (5.69) besagt nun, dass A eine von der Skala ¢
bzw. w abhéngige Funktion ist, die einer Differentialgleichung geniigt, die durch
die S-Funktion aus (5.54) gegeben ist. Da aber w die Energie skaliert, bedeutet
die t-Abhéngigkeit von A nichts anderes, als das die Kopplung energieabhéngig
wird.

Als néchstes soll skizziert werden, wie sich die S-Funktionen bestimmen las-
sen. Dies wird an Hand der ¢*-Theorie erliutert:

Fiir den nicht renormierten Parameter \g ldsst sich eine Laurent-Reihe in
dem Parameter € ansetzen:

oo
Qg (Aa m, ,LL)
o = p*e — .

0 H CLQ()\,'ITL,,U,(CJ) + Z ok (5 70)

k=1
Die Koeffizientenfunktion ag(A, m, u, ) ist hier analytisch in €. Die Koeffizien-
tenfunktionen a; lassen sich nun mittels des Renormierungsverfahrens als eine
Stérungsreihe in A bestimmen. So ergibt sich z.B. bis zur Ordnung A? (s. [Ram)):

3

a0 mne) = At X+ OO,
3
ay (A, m, ) 39,2 A+ O(N). (5.71)

Setzt man nun in Gleichung (5.70) ein, wendet (10, an und berticksichtigt, dass
die Funktionen ag, a; bis zur Ordnung A? (s. Gl. (5.71)) nicht explizit von m
und p abhéngen so wie Ay nicht von p abhéingt, so erhélt man:

> ag N, Xa 1
0 = 2 i 2 liof =
E<a°+;sk>+“au (aﬁggk +0(

/ 1
= B\ = —2ea+2201 2% 40 <—> . (5.72)
ag agp 5
Dabei ist aj, := drax. Da 3 in € analytisch ist, miissen die Terme O(1) fiir

€ — 0 verschwinden, da ( sonst fiir ¢ — 0 divergieren wiirde und somit nicht
analytisch sein konnte. So ergibt sich:

apa} ay
A =2—5 —2—. 5.73
() = 22251 22 (5.73)

Setzt man nun fiir ag, ay, a1 und a} aus Gleichung (5.71) ein und entwickelt bis
zur Ordnung A2, so ergibt sich fiir die 3-Funktion (s. [Ram]):
3

BN = ) A O3, (5.74)
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In diesem Zusammenhang sollte darauf hingewiesen werden, dass im All-
gemeinen bei der Renormierung in den Gleichungen (wie (5.70)) fiir die nicht
renormierten Kopplungen willkiirliche Funktionen wie F} aus dem vorangegan-
genen Abschnitt auftreten (s. hierzu auch [Ram]). Dass diese Funktionen in
den Termen der 3-Funktion von A bis zur Ordnung A? nicht auftreten, ist ein
gliicklicher Umstand. Im Allgemeinen Fall ist es so, dass die g-Funktionen auch
von diesen Funktionen abhéngen, deren konkrete Form durch eine willkiirlich
gewihlte Renormierungsbedingung festgelegt wird (Details s. [Ram]).

Auch sollte erwdhnt werden, dass das Renormierungsverfahren fiir anders
geartete Theorien wie z.B. Eichtheorien, wie sie im Standardmodell auftreten,
wesentlich komplexer ist; hierzu sei auch auf die Literatur verwiesen [Ram],

[Col].

5.2.2 Einfluss der Quanten-Korrekturen auf die Parame-
terbeziehungen im Dirac-Modell

Die Frage, die es als Nachstes zu untersuchen gilt, ist: Wie verhalten sich die
Parameterbeziehungen (5.3), (5.4), beziehungsweise (5.10), (5.11) unter dem
Einfluss von Quanten-Korrekturen?

Die Effekte von Quanten-Korrekturen sind, wie im vorangegangenen An-
schnitt beschrieben, dass die auftretenden Kopplungen energieabhiingig werden.
Dabei wird das Anderungsverhalten der Kopplungen mit der Energie durch ent-
sprechende f-Funktionen beschrieben. Die fiir die nachfolgenden Untersuchun-
gen benutzten (B-Funktionen wurden [Fo,Jo,StEi|, [Ca,Jo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch]
entnommen. Sie wurden bis zur so genannten 1-Loop-Ordnung in der Top-
Quark-Massen-Approximation nach dem M S-Renormierungsschema bestimmt.
Dabei bedeutet Top-Quark-Massen-Approximation, dass alle Massen, die kleiner
als die Top-Quark-Masse sind, vernachléssigt werden. Weiter zeigt sich, dass die
hier verwendeten (-Funktionen von dem hier verwendeten Renormierungssche-
ma bis zur 1-Loop-Ordnung unabhéingig sind (s. [Ca,lo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch]).
Als Gleichungen fiir die Kopplungen ergeben sich:

. 41
g1 = 96?9% =: (1(91)
. 19
g2 = —ng =: (2(g2)
. (A
g2 = —Wgz), =: B(g3) (5.75)
. 1 , , 9., 17,
T ) (9gt - <893 + 192 + 1291 ) 9t
= Bi(91,92, 93, 9t)
A= 1 (06024 (2497 — 992 — 3g2) A — 6l + L gt 4 i D 22
= 1672 + ( g — 993 — 91) — bgy + 3292 + 3291 + 169192

=1 Bx(91, 92,93, 9, )
(5.76)

Die in den Gleichungen (5.75) und (5.76) auftretenden Objekte g1, ga, g3, A
sind die gleichnamigen Parameter aus den Beziehngen (5.3), (5.4) bzw. (5.10),
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(5.11). g ist fiir die beide diskutierten Modelle der gréfite Eigenwert der Yukawa-
Kopplungs-Matrix ¢g“. Diese Parameter werden nun als Funktionen der Varia-
blen t aufgefasst. * bezeichne hier die Ableitung nach t. Man erhélt somit ein
gewOhnliches Differentialgleichungssystem erster Ordnung fiir g1, g2, g3, A und

g;. Fiir t gilt dabei weiter:
A
ti=In|—].
! <E0>

A ist hierbei eine beliebige Energieskala und Ej ein beliebiger Energiebezugs-
punkt, so dass sich der Anfangspunkt, der sich aus den Gleichungen ergebenden
Anfangswertprobleme, auf 0 normieren liasst. Die Variable t entspricht in die-
sem Zusammenhang genau dem Skalenparameter aus dem vorangegangenen Ab-
schnitt. Die Gleichungen (5.75), (5.76) beschreiben somit die Energieabhéingig-
keit der Parameter g1, g2, g3, A und g;. Es sei noch dariiber hinaus erwahnt,
dass auch fiir den Parameter ;2 eine entsprechende Gleichung existiert, die aber
nicht unabhéngig von gewihlten Renormierungsverfahren ist und deshalb nicht
weiter betrachtet wird (s. z.B. [Ca,lo,Ka,Sch]).

Physikalisch gesehen, beschreiben die Parameter g1, g2, g3, A und g; die
Stérke von bestimmten Arten von Wechselwirkungen bzw. die Stérke von Kopp-
lungen der Teilchen aneinander. Die Kopplungen g1, g2, g3 beschreiben die so ge-
nannten Eich- oder Yang-Mills-Wechselwirkungen. A\ bezieht sich auf die Selbst-
wechselwirkung des Higgs-Bosons, wihrend ¢; die Stiarke der Yukawa-Kopplung
des Top-Quarks beschreibt, die die Masse des Quarks erzeugt. Fiir Details zu
den einzelnen Wechselwirkungstypen sei wieder auf die umfangreiche Literatur
verwiesen (z.B. [Nal).

5.2.3 Stabilitidt und kritische Punkte

Eine Frage, die sich bei der Untersuchung von Quanteneinfliisssen auf die Para-
meterbeziehungen stellt, ist die nach der Stablitét der Gleichungen (5.3), (5.4)
unter den Anderungen der Kopplungen, wie sie durch die Gleichungen (5.75),
(5.76) festgelegt werden. Anders ausgedriickt: An welchen Punkten ¢ der Skala
fiir die Kopplungen lassen sich die Modellparameter so wéhlen, dass die Glei-
chungen (5.3), (5.4) erfiillt sind? Hierfiir ist es giinstig, zunéchst die Gleichungen
fiir die Eichkopplungen g1, g2, g3 zu untersuchen.

Die Anfangswertprobleme fiir die Flussgleichungen fiir die Eichkopplungen
(5.75) lassen sich explizit 16sen, und fiir das Anfangswertproblem bei ¢ = 0
ergibt sich:

Q) = ﬁ
g(t) = ﬁ
gs(t) = ﬁ (5.78)
mit
Ap = 9310), i=1,...3 (5.79)



Setzt man dies in (5.3) ein, so erhélt man:

LIPS 'L ek i
4872 4+ x
19 3+ x
Agd+ ——t = A
2+487T2 4+
Agt+—p = 44t (5.80)
3T 82 T itz '
mit
=tr—.
X I'N

Es werden Skalenpunkte ¢ und Werte fiir A und z gesucht, so dass die Glei-
chungen (5.80) erfiillt sind. Hier reicht es aus physikalischen Griinden sich auf
den Fall mit

11 3
18 %73
zu beschréanken, da sich diese Werte aus den Werten fiir die physikalischen Hy-

perladungen (s. Gl. (5.19), (5.20)) ergeben. Man erhilt damit folgendes Lemma:

Yq =

Lemma 5.1. Das Gleichungssystem (5.80) ist fiir fest gewdhlte Parameter Ay,
Ag, A3 >0 und y, = %, Yo = % eindeutig losbar in x,t, A, wenn 3A; — 9As +
4A3 #£ 0 gilt . Fir die Losung x.,t., Ac gilt dann:

1 75A; —4T7As + 289 A5

Yo T Tl 34, — 94, + TAq
1
Ac = 55 (ITTA = 27945 +2994;)
872

Beweis:
Mit Hilfe von Gleichung (5.78) lésst die sich dritte Gleichung von (5.80) wie
folgt umformen:

= wx. =45 -3
5]

P S S
i 9 343

Wenn man nun fiir g1, go, g3 einsetzt und nach t. auflost, so ergibt sich:

te = %7‘(2 (A1 — 345 + %Ag) .
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Wird nun der explizite Ausdruck fiir ¢, in die Gleichung fiir = eingesetzt, so
bekommt man:

4(A2 + %L;(A1 — 345 + %)) — 3(A3 + A; — 345 + %Ag)
Az + Ay — 34+ 3A;
—%A1 + 5—73142 — %Ad
Ay —3Ay+ L As

Schliellich hat man fiir A die Beziehung;:

1/1 1
4\95 93

Beim Einsetzen von g3 und g, und nach entsprechenden Umformungen findet
man:

1 4 19 72 4
A, = 1 (Ag + A1 —3A5 + §A3 +4 (AQ + 6n2 7 (Al — 34 + §A3)>>
1/59 31 299

Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Die Eineindeutigkeit der Losung hat zur Folge, dass es bei festen Anfangsbe-
dingungen A;, Ay, As, die durch die experimentellen Werte der Eichkopplungen
gegeben sind, genau eine kritische Stelle ¢, auf der Skala gibt, an der die Glei-
chungen (5.3) erfiillt sind. Insbesondere kann es keinen weiteren Skalenpunkt
t. # t. geben, an dem sich das Gleichungssystem (5.80) 1sen la8t, da t. nur
von Aj, As, A3 abhéingt. Womit sich die Frage der Stabilitit der Parameterbe-
ziehungen bei Beriicksichtigung von Quanten-Effekten eindeutig mit Nein be-
antworten lisst, da die Parameterbeziehungen an jeden Skalenpunkt ¢ # . nicht
mehr erfiillt sind. Die Parameterbeziehungen (5.4) lassen sich nur am Skalen-
punkt ¢. erfiillen, da die Parameter B, C frei wahlbar sind.

Macht man nun die gleiche Untersuchung fiir die Parameterbeziehungen des
Standardmodells mit rechtshindigen Neutrinos, so kommt man fiir den Fall

Yqg = % und yp = % zu folgendem Ergebnis:

Lemma 5.2. Sei 341 —9A5+4A35 # 0, dann existieren eindeutige von Ay, As,
Ag abhingige Zahlen t., AL, x. € R mit

1 T5A; — ATTA; + 28945

Te T U1 34, —0Ay 745
1
AC == 56(57141 - 45142 + 76A3),
872
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so dass die Parameterbeziehungen fiir die Eichkopplungen erfillt sind. Also gilt:

1 41 Uz
= A - —t.=34,2 ,
g3 (te) VT 34z,
1 19
= Ay+ ——t.= A,
g3(t.) 2+ 4872
1 7 4A
— = As+ —t.= c . 5.85
g3 (te) 3t 872 3+ 1z, (5.85)

Beweis: Das behauptete Ergebnis ergibt sich wie folgt:
Teilt man die ersten beiden Gleichungen von (5.85) durch die dritte, so ergibt
sich:

2
g5 _ 13
2 12"
2
95 _ 31
g% = 1 + 4mc.
Addiert man nun die beiden Gleichungen und 16st nach x. auf, so erhélt man:
_ 9, 95
g 9 3
93

Setzt man nun in die Gleichung fiir o ein, so bekommt man:
2

RN
3 g g
N 4 . —A; +3A4A5 + %tc
3 Az + gt
8 2
&t = %(3141 — 945 + 4A3),
was das erste behauptete Ergebnis ist. Weiter gilt:
2
v = 4% -3
92
44, — 3A3 — 225t
< T = =
Az + gte

1 T5A, — 4T7A; + 28945
21 3A, — 94, 1 74

Dies ist das zweite behauptete Ergebnis. Setzt man nun ¢, in die zweite Glei-
chung von (5.85) ein, so erhélt man direkt:

& oz, =

19 5 38
Ac - EAl - ﬁA2 + @Ag

Bringt man diesen Ausdruck auf den Hauptnenner, so erhilt man das dritte
behauptet Resultat. O

Man bemerkt, dass der kritische Skalenpunkt . und z. fiir das Standardmo-
dell mit und ohne rechtshéndige Neutrinos identisch ist. Was die Stabilitdt der
Parameterbeziehungen bei Quanteneinfliissen angeht, so gilt das Gleiche wie fiir
das Modell ohne rechtshéndige Neutrinos.
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5.3 Eigenschaften der Renormierungsgruppen-
flussgleichungen

Im diesem Abschnitt soll der Einfluss von Fehlerquellen auf die Lésungen des
Differentialgleichungssystems

gt = Bi(91,92,93 9t),
)\ = ﬁ)\(ghg?vgi’ngta )‘) (586)

untersucht werden. Die Funktionen §; und 3 sind dabei durch die Gleichungen

(5.76) gegeben. g1, g2, g3 werden durch die Gleichungen (5.78) definiert. Dabei

soll das betrachtete Problem ein Randwertproblem der folgenden Art sein:
Seien ein Anfangswert fiir g;

9:(0) =: go.s (5.87)

und ein Randwert fiir A an einer Stelle ¢, > 0

Ate) = flg:(te)) (5.88)

gegeben, wobei f eine positive, homogene, quadratische Funktion von g; ist. Es
soll nun der EinfluB der folgenden Fehlerquellen auf die Lésungen von (5.86)
untersucht werden:

e Fehler im Anfangswert g:(0),

e Fehler in den in §; und () auftretenden Funktionen g1, g2, g3. Sie hidngen
nach den Gleichungen (5.78) explizit von den fehlerbehafteten Werten A;
ab.

e Fehler in der Stelle t.. t. ist der kritische Skalenpunkt aus den Lemmata
5.1 und 5.85 und dieser ist nur mit endlicher Genauigkeit bekannt.

e Fehler in A(t.), bedingt durch die Fehler, die in g; auftreten.

Ziel der nun folgenden Untersuchungen soll sein, Unter- und Ober-Funktionen
fiir g und X\ zu finden, die den Einfluf} dieser Fehler nach unten bzw. oben
abschétzen.

Dafiir ist es zunédchst einmal bequem, die folgenden Definitionen einzufiithren.

Definition 5.1.

goi=9:(0), i=1,...,3 (5.89)
Ag;

AA; ::2939', i=1,...,3. (5.90)
3,0

Ag; ist der Fehler zu gg ;. Ferner sei angenommen, dass Ag,; < 1 gilt, so dass
AA; den linearen Teil des Fehlers von A; in Ag; darstellt.
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Definition 5.2.

gut) = W, (5.91)
gi(t) = ﬁ (5.92)
g2(t) = m (5.93)
92(t) m (5.94)
gs(t) = m (5.95)
gt) = ——— (5.96)

\/AngA3+7%,t7

Definition 5.3.

D= |0, 48“ — (A - AAl)).

Damit ergibt sich sofort, dass alle g;, g;, g; fiir ¢ = 1,2, 3 auf D definiert sind.

Sicher sind ist nach Definition 5.2 g; bzw. g;, Unter- bzw. Ober-Funktion
von g; fir i =1,2,3. o

Fiir die Untersuchung der Fehlereinfliisse ist es hilfreich auszunutzen, dass
das Differentialgleichungssystem (5.86) stufenweise entkoppelt, was heiflen soll,
dass die Gleichung fiir g; nicht von A abhédngt. Man kann also die Gleichung fiir
g zunéchst auch fiir sich allein untersuchen.

Man definiert nun:

Definition 5.4.

B =12 (997 — 8532 + 232° + L) g, (5.97)
B = 182997 — (8932 4+ 3922 + 1P g1). (5.98)

Da nach den Gleichungen (5.78) die g; i = 1,...,3 Funktionen von ¢ sind,
sind B, B¢, 3¢ Funktionen von g, t. Somit gilt:

Vte D, gt € R: B (g1,t) < Belge,t) < B,(g¢,t). Seien nun gy der experimen-
telle Wert fiir die Top Yukawa-Kopplung am Skalen-Punkt ¢ = 0 und Ag; der
zugehorige Mefifehler. Dann sei:

Definition 5.5.
gt Lsg. d. AWP ge =P mit  g:(0) = gs0 — Age, (5.99)
gt Lsg. d. AWP gr =Bt mit  gi(0) = gso, (5.100)
I Lsg. d. AWP g =0¢ mit g:(0) = g0 + Age. (5.101)

Mit dem Satz von Picard-Lindelof (s. z.B. [Heu| Kap. II) folgt: g, 9¢, ¢

existieren auf allen kompakten Teil-Intervallen D von D und sind eindeutig
bestimmt.
Man erhélt dann folgendes Lemma:

Lemma 5.3. Sei D ein kompaktes Teil-Intervall von D, dann gilt:

VteD gi(t) < gi(t) < Glt). (5.102)
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Beweis: Dies ist ein Korollar aus den Sétzen C.1 und C.2 des Anhangs. O

Man hat somit wohldefinierte Anfangswertprobleme gefunden, die Funktio-
nen als Losungen besitzen, die den Einfluss der beschriebenen Fehler auf g; nach
oben bzw. nach unten abschétzen.

Um den Einflu} der angegebenen Fehler auf A abzuschitzen, denke man
sich die Funktion g¢; als bekannt. In der Tat ldsst sich g; zumindest numerisch
unabhéngig von A berechnen.

Sei nun

Definition 5.6.

T. := [te — Ate,te + Ate], (5.103)
dabei ist t. durch Gleichung (5.83) definiert, und es gilt:
872
At = =T (3BAA; +9AA, + 4AA;3). (5.104)

Im Folgenden wird T, auch als kritisches Intervall bezeichnet.

Im Folgenden sei angenommen, dass T, C D ist. Diese Annahme stellt sicher,
dass das Intervall T, auch im Definitionsbereich der auftretenden Funktionen
9is Gi» Gi, © = 1,2,3 liegt. Es wird sich herausstellen, dass diese Annahme fiir
den spiter betrachteten Fall erfiillt ist. Dann stellt sich der zu untersuchende
Gegenstand als ein Anfangswertproblem der folgenden Form dar:

}‘:/Bh(glwuag&gh)‘)a A(t*):f(gt(t*))7 t S

wobei f eine homogene, positive quadratische Funktion ist. Im Prinzip lassen
sich die Unter- und Ober-Funktionen zu A auf analoge Weise wie die Unter- und
Ober-Funktionen von g; als Losungen von Anfangswertproblemen formulieren.
Nur ist hier nicht klar, welcher Anfangs-Punkt ¢* € T, zu nehmen ist.

Die Idee zur Losung dieses Problems ist nun die, dass man auf dem Intervall
T, die Stellen ¢,  bestimmt, die folgendermafien definiert sind:

Definition 5.7. Seien t,t € T, so dass gilt:
(fog)t) = minfog, (5.105)

c

(fog)(®) = maxfog,. (5.106)

Diese Stellen liefern Anfangswerte fiir die Unter- und Ober-Funktionen A\,
von A.

Zur Bestimmung der Extremstellen von g¢, g¢ auf T, sind die folgenden
beiden Lemmata hilfreich: o

Lemma 5.4. Die Funktionen gy, gt, g sind auf dem kritischen Intervall T, C D
monoton fallend, wenn gilt:

Je Z @(tc - Atc)7 gt(tc - Atc)aﬂ(tc - Atc)7

1
& S g\/aa
a > 1, (5.107)
wobei
2 9 2 17 2
a = 8g3~(t. + At.) + 192 (te + At.) + 9L (t. — At,). (5.108)
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Beweis: Die Funktionen gy, g, g¢ sind auf 7. monoton fallend, wenn gilt:

G (t), 6+ (), 9e(t) <0 Vte T,
& Be(t, ge(t)), Bet, gi(t)), Bilt, Ge(t)) <0, VteT. (x)

Seien nun:

9 17
f(t) = 8gs"(t) + 792°(O) + 501 (1),
9 17
2 J 9 2
893(1) + 293(1) + 12 A1),
17_,

J) = 89*32<t)+%g*22(t)+ ().

Dann ist die Bedingung (x) dquivalent zu:

~
—

~
~—

Q| =
|
—~
~~
=

9(t) <

~
—~

o~
~—

g(t) <

O =

ge(t) < (t), VteT. (s

O =
[~

Dies folgt direkt aus der Definition von S, By, Be. Es gilt weiter aufgrund der
Definition:

VEET. o< f(0). £, F(1),
Dies ergibt sich aus den Monotonieeigenschaften von g;, g;, g; fiir ¢ = 1,2, 3 auf
T.. Damit gilt dann:

1
1672 (
Dann ist

Va
\/1 (& -1 1)ersz (t-teAte)

Losung des Anfangswertproblems

Gi(t) = Be(t, G (1), Gelte — At.) =c

Da

gi(t) = o/ (* —1) esz(i—tette) <

1672 \/1 +( ?(t—tC+AtC))3

gilt damit: V¢ € T, :  g,(t) < 0, woraus folgt: Vt € T, ¢ < G;(t). Des Weiteren
gilt nach den Satz (C.2):

VteT. Gi(t) > gi(t), ge(t), ge(t).

va<yfssnfho e,

Damit gilt dann:

Vt € Te gi(t), 9:(), Gi(t) < gi(t) < ¢ <

W =

was nach (xx) die Behauptung beweist. O
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Lemma 5.5. Die Funktionen g, g:,g¢ sind auf dem kritischen Intervall T, po-
sitiv, wenn gilt:

b 0<b< gilte + Ate), gi(te + Ate), Galte + Ate), /B, (5.109)
wobei 0 < B < 8m? mit

9 17
B = 8g32(t. — At.) + Zg—QQ(tC — At,) 4+ —

—2
1591 (te + Ate). (5.110)

Beweis: Sei

6t(ta g) =

399" — Bg).

Dann gilt:

vtEjjc %(tag) §&(t79)75t(t79),a(ta9)

Es gilt weiter:

0<b<gite + Ate), ge(te + Ate), ge(te + Ate).

Dann ist

VB
9:(t) = 5
~ \/1 4 (b% B 1)eh—2(t—tc—Atc)

Losung des Anfangswertproblems

a(t) = Ault.g(t),  glte + Ate) =b.

Weiter gilt: g:(t) > 0 Vt € T.. Des Weiteren gilt nach C.2:

VEeT. gi(t) < gi(t), 9:(0), Ge(0),

woraus sich die Behauptung ergibt. O.

Die Lemmata 5.4 und 5.5 geben Bedingungen an, unter denen g, g, g¢ auf T,
monoton fallend und positiv sind. Es zeigt sich, dass diese Bedingungen fiir die
spiter diskutierten Fille erfiillt sind. Somit ist das Auffinden der Extremstellen
sehr einfach, wenn f eine positive, homogene, quadratische Funktion ist. Sie
liegen an den Réndern von T..

Fiir die Konstruktion der Unter- und Ober-Funktionen von A definiert man
nun:

Definition 5.8.

Ba = 157 (96A7 + (249,% — 992 — 3g1%)A

—65* + St + St + Eg’ar?), (5.111)
By = 12 (9602 + (24772 — 9g2° — 3g12)A

—6g,% + 555" + T+ 15T (5.112)
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Definition 5.9. Seien

> > >

Lsg. des AWP A=pBy mit At) = f(gu(t)),
Lsg. des AWP A= 0y mit At.) = f(gi(te)),
Lsg. des AWP X =8, mit () = f(G() (5.113)

Man beachte, dass hier die Definition der Unter- und Oberfunktionen A, A
mit Hilfe der f-Funktion in umgekehrter Weise erfolgt wie bei g;. Dies liegt
daran, dass die Integration der Differentialgleichungen in negative t-Richtung

erfolgt.

Um analoge Aussagen iiber die Monotonie der Funktionen ), A, X wie fiir gt
Ji, g¢ zu bekommen definiert man zunéchst:

Definition 5.10.

3
+—g2% (te + Ate)gi* (te — Ate),

mait
6
a = —
~ 72’
1
é 1672
1
7T 162
16
~ 6
(0% = F 5
~ 1
po= 1672
~ 1
7T o2

16

BN aX? + BA+ 7, (5.114)

Br(N) N 4+ BA+7, (5.115)

(249, (te + Ate) — 9927 (te — Ate) — 3g7° (te + Ate)),

—6g:4 (t. — At
(=67 ( ) + 39

3
g2t (te + Ate) + 59_14(750 — At,)

(5.116)

(2477% (te + Ate) — 9g2° (te + Ate) — 3g1 % (te — Ate)),

9 3
(=69 (te + Ate) + —g2" (te — Ate) + —g1 (te + Ate)

Die Anfangswertprobleme

32 32
+ 3 G2 (1 — MG (te + At). (5.117)
BN, AE) = A=/0), AE) = (5.118)
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werden fiir den Fall, dass

c+ %é 1%2 5
—= > 1, 12~ >0, (5.119)
165 a @
452 >
B
+33 B
— > 1, 12 o > 0, (5.120)
i "4 7
gilt, durch die Funktionen
r\;? ~ ~
12

~ ~2 ~
At) = ( %% - %) coth

«
N
pz|mz
N »N
|
222
Q
N
pz|mz
N nN
|
22]R2

%g, (5.121)
/32
g2 T iz
At) = %N—z—g coth | — ;2N (t — t*) + arcoth ﬂzN
B
1= (5.122)

geldst. Man kann dies direkt verifizieren, da (5.115), (5.114) Anfangswertpro-
bleme mit getrennten Variablen definieren.

Lemma 5.6. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.4 und 5.5 und die
Gleichungen (5.119) und (5.120). Dann sind die Funktionen X\, A\, X\ aus Defini-
tion 5.9 zu jedem Anfangswert A(t*), MN(t*), Mt*) € [f(g:(t*), f(Ge(t*)] t* € T,
mit f eine homogene, positive, quadratische Funktion, die monoton wachsend

auf T, ist, wenn gilt:

< At — At,), (5.123)

2
2

A=By Alte+At,) = Flgete + AL.)) (5.124)
auf T, lost.

Beweis: Der folgende Beweis gliedert sich in zwei Schritte: Zuerst wird eine
untere Schranke fiir die Werte von A, A, A auf T, bestimmt, die sicherstellt, dass
A, A, A auf T, monoton wachsend sind (linke Seite von (5.123)). Danach werden

die Werte von A, A\, A auf T, durch A(t, — At,) nach unten abgeschétzt.
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1. Schritt: Nach Konstruktion gilt:

ﬂ)\()‘) < &(L >‘)7 ﬁ)\(ta A)aa(tv )‘)7 vt € T67v>‘ eR. (5125)

Sicher sind A, A, A auf 7, monoton wachsend, wenn auf T, gilt:
A, M), \t) >0, VteT.
A, A, A geniigen nach ihrer Definition den Differentialgleichungen:

A1) = Balt, AD), A1) = Balt, (), A(E) = Ba(t A1)

Andererseits gilt 0 < Bx(\) = aA? + B\ + v, wenn

gilt. Somit erhélt man also

0<BAW) SAW), 0<BAD) <AD), 0<B(A®) < W),

~

wenn die Bedingung

erfiillt ist.

2. Schritt: Nach Voraussetzung sind die Funktionen g, g; auf T, positiv und
monoton fallend. Somit sind auch f o g; und f o gz auf T, positiv und monoton
fallend. Dies heiit aber, dass das Minimum und das Maximum der Menge {z |
f(@(t) <z < f(ge(t), t € Te} durch f(ge(te + At.)) und f(ge(te — Ate))

~

gegeben ist. Sei nun A die Losung des Anfangswertproblems

~ o~

X = Ba(N),  Alte+ At,) = flgelte + Ate))

auf T,. Die explizite Form von X ist durch Gleichung (5.121) gegeben. Fiir die
Ableitung erh#lt man dann:

Rew?

18 ~ 1
. 15 Fge(tet+Oto)+4
sinh? —4“—7(t — t. — At.) + arcoth Haltet Mol tay

~2
1B8__ 1
4?;2 Y 4

Also ist A auf T, monoton wachsend und hat sein Minimum bei tc — At,.

Q,ZQFD.Z\,

22R2
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Seien nun A € {A\, A, A} und Sy € {Bx, Bx, Br}, und \ sei Losung des An-
fangswertproblems

Sei nun:
o Mlt), t<tr
wobei A, Losung von A\, = ﬁN,\(/\g) mit A(t*) = f(g:(t*)) und A, Losung von
A = ﬁNA()\T) mit Ag(t*) = f(g:(t*)) ist. Dann ist A, eine Unterfunktion von A,
daVt € T, VA € R gilt:
Br < Bt A) < BN, Ault?) < AW);

damit folgt die Aussage aus Satz C.1.
Es bleibt noch zu zeigen dass, A(t) < A\, Vt € T, ist. Fiir t < ¢* folgt dies
sofort aus Satz C.1, da A, (t*) > f(ge(te + Ate)) > A(te + Ate) > A(t*) gilt

aufgrund der Monotonieeigenschaften von g; und A.
Fiir ¢ > t* hat A, genau die gleiche Form wie in Gleichung (5.3), nur dass

@, 3,7 f(gu(te + Ato)),te + At durch @, 8,y ¢, ¢* mit ¢ € [f(g:(t*). f(g(t")] zu
ersetzen sind. Also gilt A, (¢) > 0 fiir ¢ > ¢*. Damit gilt also:

V€ To Au(t) > M) > fgi(t)) > flga(te + ALe)) > A(te + At,).

Aber aufgrund seiner Monotonieeigenschaften hat A bei t. + At sein Maximun.
O

Lemma 5.7. Seien \, X\, A die durch Definition 5.9 gegebenen Funktionen, und
die Voraussetzungen der Lemmata (5.3), (5.4), (5.5), (5.6) seien erfillt. So gilt:

Vt€[0,t. — At] A1) < A(E) < A(®). (5.126)
Beweis: Es reicht hierfiir zu zeigen:
A(tc - Atc) S /\(tc - Atc) S X(tc - Atc)'

Es gilt, da A, A\, A nach Lemma 5.6 auf 7, monoton steigend sind und nach
Definition 5.9

Ate —Ate) < Ate + Ate) = f(ﬂ(tc + Ate)),
Alte —Ate) < Alte) = f(ge(te)),
)‘(tc - AtC) = f@t(tc - AtC))~
Da g, g« nach Lemma 5.4 und 5.5 auf 7. monoton fallend und positiv sind und

f nach Voraussetzung positiv, homogen und quadratisch ist, so sind f o g; und
f o g¢ auf T, monoton fallend.
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Dann ergibt sich:

A(tc - Atc)
A(te — At,)

f(ﬂ(tc + At.)) < f(&(tc — At.)),
flge(te)) < flge(te — Ate)).

Nach den Definitionen von gy, g¢, gr und Lemma 5.3 folgt:

<
<

&(tc - Atc) < gt(tc - Atc) < E(tc - Atc)'

Also gilt:
Alte — Ate) < f(l(tc —At.)) < f(Gelte — Ate)) = X(tc — At),
)‘(tc - AtC) < f(gt(tc - AtC)) < f(m(tc - AtC)) = X(tc AtC)

At) > A(t),A(t), te0,t.— At
Analog ergibt sich:

Alte) AMte + Ate) < flge(te + Ate))
flge(te + Ate)) < f(ge(te))

Ate).

VARVAN

Nach den Sédtzen C.1 und C.2 erhélt man dann:
A(t) > A(t), telo,t],

woraus die Aussage folgt. Es ist bei diesen Uberlegungen zu beachten, dass die
Integration der Gleichungen in negativer ¢-Richtung verlauft. O

Somit sind Bedingungen gefunden worden, unter denen die Unter- und Ober-
Funktion fiir A durch Definition 5.9 gegeben sind, die die eingangs genannten
Fehler beriicksichtigen. Hierdurch ist es méglich, wenn man das Differentialglei-
chungssystem (5.86) numerisch integriert, den Einfluss aller im Anfang dieses
Abschnittes genannten Fehlerquellen nach oben und nach unten abzuschétzen.
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5.4 Renormierungsgruppengleichungen und die
Higgs-Masse

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik liefert fiir die Masse des Higgs-
Bosons in der hier gewéhlten Normierung die folgende Beziehung (s. [Na],
[Ca,Io,Ka,Sch]):

m, = 4v2Lmy. (5.127)

my bezeichnet hier die Masse des W-Bosons. Allerdings sind die in der
obigen Gleichung vorkommenden Groflen A, go, my aufgrund von Quanten-
Korrekturen Funktionen der Energieskala A beziehungsweise der Renormie-

rungsskala t = In (EAO), bei der die betrachteten physikalischen Prozesse ab-

laufen, abhéngig. Fy ist hierbei ein beliebiger Energiebezugspunkt. Um nun die
Higgs-Masse my fiir einen experimentell zugénglichen Energiebereich zu be-
stimmen, typischerweise Ey = my ~ 91.187GeV beziehungsweise t = 0, (myz
bezeichne hier die Masse des Z-Bosons), miissen alle Kopplungen und Massen
an diesem Skalenpunkt bekannt sein. Dies ist allerdings nicht der Fall. Insbe-
sondere ist A am Skalenpunkt ¢ = 0 experimentell nicht zugénglich. Allerdings
geniigen A und g; Differentialgleichungen, den Renormierungsgruppengleichun-
gen, die in der 1-Loop-Néaherung bei Top-Quark-Masse-Approximation durch
die Gleichungen (5.76) gegeben sind (s. [Fo,Jo,St,Ei]). Um das Gleichungssy-
stem eindeutig zu losen, das sich aus (5.76) ergibt, miissen die Werte von g;, A
an einem Skalenpunkt ¢* bekannt sein.

Da die Differentialgleichung fiir g; von der Differentialgleichung fiir A entkop-
pelt und fiir ¢t = 0 ein gemessener Wert g;o vorliegt, lasst sich durch Integration
dieser Gleichung g;(t) an jedem geforderten Skalenpunkt ¢ bestimmen.

Um Anfangswerte fiir den Parameter A zu erhalten, liefert das DEHYMH-
Modell eine Moglichkeit, indem die Parameterbeziehungen (5.4) und (5.5) aus-
genutzt werden, welche nach den Betrachtungen aus Kapitel 5.2.3 genau an
einem Skalenpunkt t. gelten. Hier lassen sich Werte fiir A bestimmen. Da sich
sich auch g;(t.) bestimmen lisst, kann man das Differentialgleichungssystem aus
(5.76) vom Skalenpunkt ¢. bis 0 integrieren und somit A an der Stelle ¢ = 0 bzw.
A = Ey = myz bestimmen.

Im Folgenden wird auf die beschriebene Weise die Higgs-Masse fiir das Stan-
dardmodell mit und ohne rechtshindige Neutrinos bestimmt. Dabei werden in
den Parameterbeziehungen (5.3), (5.4) bzw. (5.10), (5.11) die A-Matrizen durch
die Yukawa-Kopplungsmatrizen ersetzt, was der natiirlichen Wahl im Dirac-
Modell entspricht (s. Kap. 4). Weiterhin stellt sich heraus, dass die Parame-
terbeziehungen fiir das Standardmodell mit und ohne rechtshidndigen Neutrinos
bei den gemachten N&herungen das Gleiche liefern.

5.4.1 Parameterbeziehungen

Fiir das Standardmodell ohne rechtshéndige Neutrinos ergeben sich in der Top-
Quark-Massen-Approximation folgende Parameterbeziehungen:
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33 , 3
R YN b i
92 44z’
1
1
LA A3+x’
92 Atz
1 1
po = 4A4+x, (5.128)
2
9t
1 = 2B
4+’
g
A= CLfo, (5.129)
3

wobei hier y, = %, ye=13, N=3und z := %trX gesetzt wurde.
Teilt man nun die erste Gleichung von (5.129) durch die zweite Gleichung
von (5.129) und setzt fiir B und C ein, so erhilt man:

Ao=3(m)’g. (5.130)

Hier héngt A am kritischen Skalenpunkt ¢, vom Verhéltnis Z—Z ab, so dass A durch
geeignete Wahl von ay beziehungsweise az auf jeden beliebigen positiven Wert
fixiert werden kann. Des Weiteren ist die Wahl des Parameters as nicht vollig
frei. Dividiert man die zweite Gleichung von (5.129) durch die dritte Gleichung
von (5.128) und setzt fiir A und B ein, so erhélt man die Beziehung

2
a2 =2 <§;> a2, (5.131)

wobei g; hier fiir den Wert der Top-Yukawa-Kopplung an der Stelle ¢. steht.
Bestimmt man nun den numerischen Vorfaktor in Gleichung (5.131) mit Hilfe
der Gleichungen (5.83) und den Werten aus Tabelle 5.1, so findet man, dass die
geometrisch motivierten Parameterwahlen (s. Kap. 3)

ap = az = az,

3
ag = ag = az,
(s. [Tol]) nicht méglich sind, wie sich im Folgenden zeigt. Allerdings ist der
Wechselwirkungsfall mit as = ag realisierbar. Der Parameter as wird durch

die Gleichung (5.131) festgelegt. Hierdurch wird die Lingenskala ¢ festgelegt,
da der numerische Wert von A durch Lemma 5.1 bzw. 5.2 festgelegt ist. Setzt
man nun die Definition fiir A im Standardmodell (SM) (s. Gl. (5.9) bzw. fir A’
im Standardmodell mit rechtshdndigen Neutrinos (R-v) (s. Gl. (5.13)) ein, so
ergeben sich fiir den Fall n = 2 die Beziehungen:

16
a3? = Ar Al (SM), a3l® = gwA’éf, (R-v). (5.132)
Es zeigt sich damit, dass fiir fest gewdhlten Parameter as sich die Langenskalen

¢ im Allgemeinen im Standardmodell mit und ohne rechtshinhige Neutrinos
unterscheiden.
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Fiir den Fall ag = a3 erhélt man eindeutige Werte fiir A an der Stelle ¢.:

A= %gf.

Macht man nun die obige Betrachtung auch fiir das Standardmodell mit
rechtshindigen Neutrinos, so erhélt man:

RS ki
2 )
91 Stz
1
— = A,
92
1 4A'
- = 5.133
g3 3+’ ( )
| = op ¥
3+ax’
4
9t
A= C
3+x’
(5.134)

Bei der Untersuchung der Parameterbeziehungen von ), az, a3 und p? erhilt
man exakt dieselben Relationen wie beim Standardmodell ohne rechtshindige
Neutrinos:

3 ao 2
A= S (=) g 5.135
() (5.135)
2
a2 = 2<2> a2. (5.136)
g3

Die Parameterbeziehungen fiir A und die Modellparameter a; sind in der
Top-Quark-Massen-Approximation fiir beide Modelltypen die Gleichen.

5.4.2 Bestimmung der Higgs-Masse mit Hilfe der Kopp-
lungen ¢; und \

Im Folgenden soll mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichungen (5.76) die
Masse fiir das Higgs-Boson bestimmt werden. Dabei wird, wie am Anfang von
Kapitel 5.4 beschrieben, vorgegangen.

Der kritische Skalenpunkt

Als numerische Werte fiir die Parameter ¢. aus Lemma (5.1) und At. ergeben
sich mit den Daten aus Tabelle 5.1:

H
(e}
I

18.47343560, (5.137)
At, = 0.2646024902. (5.138)
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Tabelle 5.1: Eichkopplungen

Wert | Absolutfehler
g1 | 0.3575 | 0.0001
g2 | 0.6507 | 0.0007
gs | 1.218 | 0.0026
Eichkopplungen bei der Energie E = myz = 91.187GeV Quelle: [Ca,lo,Ka,Sch]

Hier bezeichnet At. den Fehler in linearer Ordnung von t., was bei diesen
Fehlergroflen angemessen ist. t. entspricht einer Energie von:

E. = (0.90 £0.29) - 10'°  GeV. (5.139)
Bestimmt man den Definitionsbereich D aus Definition 5.3 so erhalt man:
D =[0,90.35704177). (5.140)

Hierdurch wird sichergestellt, dass das kritische Intervall T, = [t.— At., t.+At.]
innerhalb des Definitionsbereichs D der Funktionen g1, g2, g3 liegt.

Untersuchung der Renormierungsgruppengleichungen von ¢;

Untersucht man nun die Anderung von ¢ mit der durch ¢ := In (mAZ) definierten

Renormierungsskala, so ergibt sich nach Einsetzten der Losungen fiir die Eich-
kopplungen in die erste Gleichung von (5.76) das Anfangswertproblem:

3 _ 1 3 1 9 1 17 1
6u(t) = g (993 — (Spirys + § iy + H oty ) ) 960,

0y
4872 487

gt(0) = gio- (5.141)

Hier ist der Anfangswert gy durch die folgenden Beziehungen des Standard-
modells gegeben (s. [Na], [Ca,Jo,Ka,Sch]):

my

gio = —
v

v o= 28V (5.142)
g2

v bezeichnet den Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes im Standardmo-
dell. Mit den empirischen bestimmten Werten aus z.B. [Ca,lo,Ka,Sch] bei der
Energie Ey = mz = 91.187GeV beziehungsweise ¢t = 0 und

my(0) = 175+6 GeV
mw(0) = 80.33+£0.15 GeV (5.143)
erhélt man fiir gq:
gto = 0.7087794100 + 0.02638699 (5.144)
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Das Anfangswertproblem (5.141) mit dem Anfangswert (5.144) lasst sich
numerisch mit einen sechsstufigen Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren (RKF-Ver-
fahren) losen, wie es zum Beispiel in [Str,Wei] Kaplitel 2 beschrieben ist und als
Routine ,,rkf45” in MAPLE VI implementiert ist. Den Verlauf von g;(t) zeigt
die Abbildung 5.1. Des Weiteren wurden, um die Fehler in den Anfangswerten
von gy und in den Funktionen g;,7 = 1,2, 3 abzuschétzen die Unter- und Ober-
funktionen g¢;,gr bestimmt und dargestellt, wie sie in den Gleichungen (5.101)
definiert sind. Diese Wahl der Unter- und Oberfunktionen, sofern man den Feh-
ler der numerischen Rechnung vernachléssigt, stellt sicher, dass der wahre Wert
von g¢(t) fiir t € T, zwischen g:(t), g¢(t) liegt. Die Vernachléssigung des nume-
rischen Fehlers ist gerechtfertigt, da dieser in der Routine ,,rkf45” erst in der
achten Nachkommerstelle auftritt.

t-Yukawa-Kopplung mit Unter- und Oberfunktionen

0.79

0.651

0.6

0.551

0.59

0.451

0.49

Abbildung 5.1: Verlauf der Top-Yukawa-Kopplung

Da nach Lemma 5.3 auf T, gilt: Vt € T, : g:(t) < g:(t) < Ge(¢), woraus folgt,

dass g¢(t. — Ate) < gi(te — Ate) < Gelte — AE) : ¢ ist. Als numerischer Wert

von ¢ ergibt sich:

¢ = 0.450873. (5.145)

Des Weiteren sei
2 9 2 17 2
o= 8¢5~ (t. + At.) + 192 (t. + At.) + 29 (te — At,).

Als numerischer Wert fiir %\/a ergibt sich:

1
5V = 0.6967s, (5.146)

womit die Voraussetzungen aus Lemma 5.4 erfiillt sind und somit gy, g¢, g; auf
T. monoton fallend sind. Weiter gilt fiir die Gréfle 8 aus Lemma 5.5:
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9 17
B = 8g3(t. — At.) + Zg_QQ(tC — At,) + EEQ(tC + At,)
= 44577 < 872 ~ 78.9568. (5.147)

Die Voraussetzungen von Lemma 5.5 sind damit erfiillt. Somit sind g;, g, g; auf
T. positiv. B

An dieser Stelle lassen sich Aussagen iiber die Kompatibilitéit der ausgezeich-
neten Parameterwahlen fiir ag, az und as (s. Kap. 3, GL. (3.19), (3.20)) machen.
Fiir die geometrischen Félle aus Kapitel 3 muss gelten:

az = agp = as, (5148)
1
ap = ag = (]. - %> as. (5149)
Hier bezeichnet 2n die Dimension der Basismannigfaltigkeit M.
Seien nun:
t. — At
E o= 2 (%( C)> : (5.150)
ga(te + Atc)
2
te)
Koo= (gt( (5.151)
gs (tc)
— gt (tc + A c)
= . 5.152
w2 (20T (5.152)

K ist gerade der Proportionalitétskoeffizient zwischen a3 und a%, wie er durch
Gleichung (5.131) gegeben ist. & und k sind die obere und untere Schranken
von k, wie sie sich aus den Renormierungsgleichungen ergeben. Als numerische
Werte erhélt man:

r = 0.6882907230, (5.153)
K = 0.8090985548, (5.154)
k= 0.9506430755. (5.155)

Allerdings miiite bei dim(M) = 4 im Fall Gleichung (5.148) gelten:
k=1, (5.156)

und im Fall von Gleichung (5.149):
1
K= 36 ~ 1.7777. (5.157)

Die Werte der beiden geometrischen Félle liegen auflerhalb der numerische
Schranken von k, so dass die geometrischen Parameterwahlen nicht moglich
sind. Es zeigt sich aber, dass die Parameterwahl fiir den so-genannten Wech-
selwirkungsfall a3 = ag = a (s. GL. (3.21)) moglich ist. Aus diesem Grund
beschriankt sich die weitere Diskussion auf diesen Fall.
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Einfluss der Renormierungsgruppengleichungen auf die Kopplung A\

Um die numerischen Werte der Kopplung A am Skalenpunkt t = 0 zu bestim-
men, muss das Differentialgleichungssystem

gt =P (5.158)
A =5 (5.159)

mit Anfangswerten am kritischen Skalenpunkt ¢, integriert werden. Der Wert
von A ist im Wechselwirkungsfall am kritischen Skalenpunkt ¢. nach Abschnitt
5.4.1 durch die Gleichung

/\(tc) = %gtz(tc) (5160)

gegeben. Dabei tritt das Problem auf, dass die Groflen t., g:(t.) nur mit
endlicher Genauigkeit bekannt sind. Des Weiteren sind die §-Funktionen 3; und
B aufgrund der in den Funktionen g;, i = 1, 2,3 auftretenden fehlerbehafteten
Parameter A; nur mit einem nicht verschwindenden Fehler bestimmbar.

Um den Einfluss dieser Fehler auf den Wert von A an der Stelle ¢ = 0
abzuschétzen, wihlt man Unter- bzw. Oberfunktionen A, A wie in Definition
5.9.

A lisst sich bestimmen, indem man den Anfangangswert A(¢.) nach oben
abschitzt und die Differentialgleichung

X=0 (5.161)

integriert. A erhélt man entsprechend.

Damit verbleibt noch das Problem, den Einfluss des Fehlers At. am kriti-
schen Skalenpunkt ¢, auf das Ergebnis abzuschéitzen. Man kann nun mit Hilfe
der Lemmata aus Abschnitt 5.3 die niedrigsten moglichen Anfangswerte fiir \(¢)
auf T, bestimmen. Priift man nun die Voraussetzungen von Lemma 5.6, so findet
man die folgenden numerischen Werte:

39.2(te + Ate) + 15
S = 3738609783, (5.162)
—  3.636858430, (5.163)
— 0.02443480920, (5.164)
Ao +Af) = 0.1116626791. (5.165)

Die Grofen «, 3, v, a, 3, ¥, A sind in Definition 5.10 definiert. Damit sind

die Voraussetzungen von Lemma 5.6 erfiillt und es folgt, dass A, A, X fiir alle
betrachteten Félle auf T, monoton wachsend und positiv sind.
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Tabelle 5.2: A-Kopplung

A(0) | 0.061926
X(0) | 0.072726
X(0) | 0.084389

Numerische Ergebnisse fiir die Kopplung A

Die numerischen Ergebnisse fiir A\, A, A bei t = 0 sind in Tabelle 5.2 zusammen-
gefafit. Sie wurden mit der MAPLE VI-Routine ,,rkf45” ermittelt.

Der Verlauf der Kopplung A entlang der der Renormierungsskala t findet
sind in Abbildung 5.2.

Nichtlineare Higgs-Kopplung mit Ober- und Unterfunktionen
0.18 1

0.16 1

0.14 4

0.124

0.1

0.08 1

Abbildung 5.2: Verlauf der A-Kopplung

Bestimmung der Higgs-Masse mit Hilfe von A

Die Higgs-Masse ldsst sich am Skalenpunkt ¢ = 0 mit Hilfe der Formel (5.127)
bestimmen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.3 zusammengefasst.
Betrachtungen fiir beliebige Higgs-Kopplungen an der Stelle ¢,

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, was passiert, wenn man die Pa-
rameter ag, az als frei wiahlbar annimmt. Damit erhélt man an der Stelle ¢,
Anfangswerte, fiir die das Differentialgleichungssystem (5.86) die Form hat:

gt(te) = Guo,
Mt) = ¢ e>0. (5.166)

Das Ziel ist es, untere und obere Schranken fiir A(0) und damit fiir die Higgs-
Masse bei t = 0 zu bestimmen.
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Tabelle 5.3: Higgs-Masse bestimmt aus A

myp, | 173.2727 GeV

mp, | 188.3291 GeV

my, | 203.464 GeV

Fiir den Fall ¢ = 0 ergibt sich mit den im Vorhergehenden beschriebenen
Methoden als untere Schranke:

A(0) = 0.03462872. (5.167)

Der Verlauf von A mit A(¢.) = 0 ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

Unterfunktion quartischen Higgs-Kopplung bei verschwindender Kopplung
0.054
0.04 4
0.034
0.024
0.014
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Abbildung 5.3: Verlauf der A-Kopplung zum Anfangswert A(t.) =0

Als untere Schranke fiir die Higgs-Masse erhélt man fiir diesen Fall:
my = 129.5719 GeV. (5.168)

Um eine obere Schranke fiir die Higgs-Masse zu finden, muss man das An-
fangswertproblem (5.166) fiir den Fall ¢ — oo untersuchen:

Die Idee dieses Problem zu untersuchen, griindet sich auf die folgende Uber-
legung: Man schitzt die S-Funktion fiir A auf dem Intervall [0,¢. + At.] nach
oben durch eine Funktion (t,\) ab, so dass die Losung fiir das Anfangswert-
problem
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A =06\ At)=c (5.169)

eine Oberfunktion zu den durch Sy, Bx und [ definierten Anfangswertproble-
men liefert, die explizit von dem Anfangswert ¢ abhingen. Dadurch wird es
moglich, den Grenziibergang ¢ — oo explizit durchzufiihren.

Seien dazu:

By = OAT + Lo+ b,
6
gl = ﬁ7
1
ly = W(Q@Q(O) —952°(t. + At.) — 3g12(0)),
1 4 9 3
= —(- A — gt g A
l3 167T2( 6& (tc + tc) + 3292 (O) + 3291 (tc + tc)
3
+1—6@2(0)52(tc + At.)). (5.170)
Untersucht man weiter das Anfangswertproblem
A=UN2 4 loh+0l5, ANt")=c, t"eT,, (5.171)

so lasst sich, eine elementare Losung der Form

A(t) = /|| coth ( £1|g| (t —t.) + arcoth (C —||_ﬁa>> -« (5.172)

finden, die nach dem Satz von Picard-Lindelsf (s. [Heu]) eindeutig ist. Dabei
gilt:

144
a = ——
20y’
102 ¢
— ___34__37
izt
< o (5.173)

Des Weiteren findet man, da sich die Monotonieeigenschaften von g; aus
Kapitel 5.3 auf das Intervall [0, ¢. + At,] iibertragen lassen, dass gilt:

Ba(t, N, Ba(t, N), Ba(t,A) < Ba(t,A), ¢ €[0,t. + At.). (5.174)

Damit ist die Losung von (5.169) bei entsprechender Wahl der Anfangswerte
Oberfunktion fiur A(¢).

Man kann fiir A(¢) mit ¢ € [0,t. — At.] fiir den Grenzfall ¢ — oo eine obere

Schranke bestimmen, indem man den Grenziibergang ¢ — oo fiir A durchfiihrt.
Als Grenzfunktion erhilt man:

Aas(t) = /[F coth (f/lﬁ(tc + Atc)) _a (5.175)

18]
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Betrachtet man die Stelle ¢t = 0, so ergibt sich als numerischer Wert:

Xas(0) = 0.4566939695. (5.176)

Fiir das Higgs-Boson erhélt man damit die folgende Masse:

TMH as = 473.3272252 GeV. (5.177)

Es sollte angemerkt werden, dass aufgrund der vorangegangenen Uberlegun-
gen diese Betrachtungen prinzipielle Schranken fiir die Higgs-Masse im Stan-
dardmodell als DEHYMH-Modell ergeben, und zwar unabhéngig von der Pa-

rameterwahl in ag, az. Die Masse fiir das Higgs-Boson muss im Rahmen des
DEHYMH-Modells in dem Intervall

[129.57,473.33) GeV (5.178)

liegen.
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Kapitel 6

Vergleich mit anderen
geometrischen Modellen

In diesem Kapitel sollen die Konsequenzen des DEHYMH-Modells mit denen
anderer geometrischer Teilchenmodelle verglichen werden. Dabei beschrénken
sich die folgende Betrachtungen auf das Chamseddine-Connes-Modell ([Ch,Co],
[Ca,lo,Sch],[Ca,lo,Sch]) und das Connes-Lott-Modell ([Co,Lol,[Sch,Zy],[Ka,Sch],
[To,Ka,Sch], [To,Ka,Schll], [Ca,lo,SchIl], [Ca,lo,Sch] [lo,Sch]). Diese beiden Mo-
delle besitzen eine gewisse Verwandtschaft mit dem DEHYMH-Modell, da in al-
len diesen Modellen verallgemeinerte Dirac-Operatoren eine fundamentale Rolle
spielen. Allerdings sind sowohl das Chamseddine-Connes-Modell als auch das
Connes-Lott-Modell von der nichtkommutativen Geometrie her motiviert, wo-
gegen das DEHYMH-Modell in einem rein differentialgeometrischen Rahmen
formuliert ist (s. [Ack,Tol], [Tol], [Tol2]). Es werden insbesondere die Konse-
quenzen fiir das Standardmodell der Teilchenphysik in diesen drei Zugingen
verglichen.

6.1 Vergleich Chamseddine-Connes/DEHYMH

Der Chamseddine-Connes Zugang zum Standardmodell ist dem des DEHYMH-
Modells sehr #hnlich, auch wenn die Motivation eine andere ist. Auch hier ist
der Ausgangspunkt ein Dirac-Operator Do auf einem Zs-graduierten, hermi-
tischen, getwisteten Spinor-Biindel {iber einer kompakten, randlosen, Riemann-
schen Spin-Mannigfaltigkeit gerader Dimension. Des Weiteren werden Funk-
tionale, die die bosonische und die fermionische Wirkung erzeugen, definiert.
Hierbei ist das Funktional fiir die Fermion-Wirkung wie im DEHYMH-Modell
definiert. Das bosonische Funktional wird dagegen aus einer modifizierten asym-
ptotischen Entwicklung der Spur des Warmeleitungskernes von D%C gewonnen.

Im Folgenden werden kurz die wichtigsten Begriffe zusammengefasst. Eine
detaillierte Beschreibung findet sich in z.B. [Ca,lo,Ka,Sch].
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6.1.1 Der Dirac-Operator des Chamseddine-Connes Mo-
dells

Der Chamseddine-Connes-Dirac-Operator ist ein ungerader Differential-Operator
1. Ordnung, der wie folgt abbildet:

DCC : F((‘:) — F(g)

Hierbei ist £ das eingangs erwihnte Zo-graduierte, hermitische, getwistete Spinor-
Biindel iiber einer kompakten, randlosen, Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit
der Dimension vier. Somit besitzt £ die Struktur:

E=SRE.

S ist ein Spinor-Biindel mit Faser-Dimension vier und E ein Zs-graduiertes
Vektorbiindel, fiir das gilt:

E =Ep @ Eg,
mit den typischen Fasern:
Vi = (CeCVeC)e(CeCh), (6.1)
Ve = (CaC)eC¥®C% e (CacCh). (6.2)

Der Dirac-Operator ist dann gegeben durch (s. [Ca,lo,Ka,Sch]):

Doc =D+, (63)
wobei fiir D lokal gilt:
. 1 ab
D =iy" | 0y + 4 Wnaby ®1p +9" @ p(Ay). (6.4)

wyap sind die Koeffizienten des Spin-Zusammenhanges. Des Weiteren stellt man
fest, dass D ein SDO ist. Dariiber hinaus ist p : SU(3) x SU(2) x U(1) —
Aut(Vy, @ Vi) die Fermionendarstellung des Standardmodells (s. z.B. Gl. (4.4),
(4.5)). Die Tangentialabbildung zu p, die auf der Lie-Algebra su(3)®su(2)®u(1)
definiert ist, wird auch wieder mit p bezeichnet.

Weiter ist:
0
o - <¢* ﬁ) (6.5)
u A ad
(o 2 Yor,
6 = P29 P19

0 ( 29 )

P19
Hierbei sind g%, g%, ¢¢ die Yukawa-Kopplungsmatrizen. Fiir die Clifford-Algebra
gilt im Folgenden:

YA = 291,
=,
o= Y



Die Hyperladungen sind:

1 2
v = g YR=3 Ya=-1L
1 1 1
¢ _ 1L a_ _ 1 __ =
Yo = 2 ) Yr 37 YH 2
Die Graduierung auf £ ist gegeben durch:
X =1 0x".

xF ist der Graduierungsoperator zur L-R-Graduierung auf F.

Vergleicht man nun Do mit dem Dirac-Operator des DEH MY H-Modells,
so stellt man fest: Do ist ein Dirac-Yukawa-Operator ist, wiahrend der im
DEHYMH-Modell verwendete Dirac-Operator ein Pauli-Dirac-Yukawa-Operator
ist. Allerdings wird dieser Pauli-Dirac-Yukawa-Operator von einem Dirac-Yuka-
wa-Operator induziert (s. Kap. 3), der dem Chamseddine-Connes-Dirac-Operator
De e sehr dhnlich ist. Nur die Endomorphismen ® unterscheiden sich leicht ihrer
Struktur (vgl. (4.1)). Des Weiteren operiert der Pauli-Dirac-Yukawa-Operator
nicht auf Schnitten in das Biindel £ wie Do, sondern auf den Schnitten in das
verdoppelte Biindel £ = E® & (s. Kap. 3). Weitere Details hierzu finden sich in
[Tol2].

6.1.2 Wirkungen

Das fermionische Funktional ist definiert durch:

Iy := (¢, Docy)r)-

(*;-)r(e) ist hier die hermitische Form auf I'(€). Man erhélt hier das gleiche
Ergebnis wie im DEHYMH-Modell.

Das bosonische Funktional des Chamseddine-Connes Modells ist durch eine
modifizierte, asymptotische Entwicklung der Spur des Warmeleitungskernes von
D2, gegeben (s. z.B. [Ch,Co], [Ca,lo,Ka,Sch]):

Sf = % / *(A4f0aoz + AQfQQQZ + faa4z + O(A72)). (6.6)
™ JM
A ist hier eine inverse Energie, und die obige Entwicklung gilt fiir A — infty.
Physikalisch ldsst sich diese asymptotische Entwicklung auf folgende Weise ver-
stehen: Man betrachtet hier nur Vorgéinge, die niedrigen Energien stattfinden,
und bestimmt hierfiir die wesentlichen Betrége der Wirkung. Allerdings entsteht
hier die Energieabhéingigkeit der Wirkung nicht wie in Abschnitt 5.2 durch den
Einfluss von Quanten-Korrekturen, sondern ist durch die Konstruktion der Wir-
kung bedingt. Weiter sei:

for= [dunf@), foi= [duf(), fi=$0). (6.7)
0 0
f ist hier eine glatte Abbildung f : Ry — R, des Weiteren bezeichnet O(A~?)
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hier die Terme in A, die hochstens die Ordnung —2 besitzen. Man hat weiter:

aoz = trz<13 ® 1E)» (68)
1
Aoy = gRtrz(lg X 1E) — trz(V), (69)
wy = (~r- LR, R + L R R (1s ®1g)
1z 72 180" 180" HvPe Z E
1 t tuv 1 1 2
+ﬁtrZ(FWF my — 6RtrZ(V) + 5t]rZ(V ). (6.10)

Hierbei ist trz(-) := tr(Z-), wobei Z ein Element der Kommutante zu SU(3) x
SU(2)xU(1) beziiglich der Fermionendarstellung auf £ bezeichnet. F;, stellt die
Komponenten der totalen Kriimmung des zum Standardteil von Do gehorene-
den Clifford-Zusammenhanges dar. V ist hier der Potentialterm der Lichnerowicz-
Zerlegung von Do

Die Normierung ist iiber das folgende Funktional festgelegt:

m.2
Sy = — 2R+ A
A / " *< 167 T
1 1 1
c.ct — —sw, ww - —B,,B""
295 ' 295 dgi "
1 . 1
+5 (D) (D) = 1% ol + Al
1
— aG ppe G*P7 + ERW), (6.11)
mit den Definitionen:
w = (4101’ §02)7
Dup = (O +wu+ymbu)ep,
1
Guupa = R,ul/po - 7(g,upRua - guaRvp + guaR,up - gl/pR,ua)

2

1
Jré(gupgua - g;mgup)R~

In der letzten Gleichung bezeichnet G, - die Komponenten des Weyl-Tensors.
Cuv, Wy und By, sind wie in Kapitel 4 definiert. m;) und A}, sind die Plan-
ckmasse und die kosmologische Konstante, bei denen die Beitrige des Vakuu-
merwartungswertes v? = 5—2 von ¢ noch nicht beriicksichtigt sind. v ist dabei
das Minimum des Terms —)% 12©?%? + Alp|*. Die vollstéindige Planckmasse und

kosmologische Konstante sind dann gegeben durch:

5 3
my = m) — —m,

/ PR R TI
Ac = Ap+ Ay —5H [v|*.

Offensichtlich ist hier, im Gegensatz zum Standardmodell der Teilchenphysik
(s. [Nal), dass nicht nur ein Term auftritt, der die Einstein-Hilbert-Wirkung be-
schreibt, wie auch im DEHYMH-Modell, sondern auch Terme, die quadratisch
in der Riemannschen Kriimmung sind, wie der Weyl-Tensor, und Kriimmungs-
terme, die an das Higgs-Feld ¢ koppeln.
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6.1.3 Parameterbeziehungen im Chamseddine-Connes Mo-
dell

Zur Bestimmung der Parameterbeziehungen wird als néchstes Z benétigt. Fiir
Z ergibt sich nach [Ca,lo,Ka,Sch]:

%12@11\[@13 0 0 0
B 0 1L,®y 0 0
7 = 1s® 0 0 e eiver, o |0 012
0 0 0 Y
y = diag(y,...,yn).

Z hat die gleiche Struktur wie das Element der Kommutante im DEHYMH-
Modell, wenn man diese auf ein Unterbiindel £ von £ = £ & £ einschrinkt.
Als Parameterbeziehungen erhilt man dann:

1 LmyfuNy, tyetrX
g3 or A2 fy AN +3trX ’
Lo amlh NbuX
g2 4 A2 £ AN + 3trX’
1 1 m?2 N
= = ——237, (6.13)
93 37 A2 fy AN + 3trX
1 = 3 my fatr(g"g"™ + g%g™) + tr(Xg°g™")
2 A2 fy 4N + 3trX ’
v o= 3y fate((ghg)? + (9%9™)) + tr(X (g°9)°)
i A2 £, AN + 3trX ’
MQ _ 3mp2 tr(gugu* 4 gdgd*) + tr(Xgege*) (6 14)
T 4N + 3trX ’ :
3m. 2 f
A/ — P A2£
¢ 47T f2’
3 faa s
= oot : 6.15
“ 3207 fo P (6.15)

¢ ist eine Léngenskala. Sie skaliert die Koordinaten der Raumzeitmannigfaltig-
keit M, die beim Ubergang zu einem physikalischen Funktional die physikalische
Dimension einer Linge bekommen (s. auch Kap. 3). Es sind hier die folgenden
Abkiirzungen benutzt worden:

X = g,

X
ye = 21+ W)+ Wh)?,
ye = 2(y0)?+ (¥5)*



Fiir die vollstéandige Planckmasse und kosmologische Konstante erhélt man:

2 _ 2 2 (tr(g*g" +9%9?")+tr(X g°g°*))*
Mp = My (1 T aNF3EX) tr((gﬂgu*>2+<gdgd*>2>+tr<X<geg€*>2>) ’
(6.16)
_ 3m?aag (f=2f2) __ (tr(g"g" +g%g™ ) +tr(Xg"g™"))?
Ao= A% <1 T RUNTERX) B(79™ P (9T ) (X (5°5°)7) )

(6.17)

Es sei angemerkt, dass die obige Form der Parameterbeziehungen von der
in [Ca,lo,Ka,Sch] abweicht. In dem hier gewihlten Fall wurde eine globale Kon-
stante aus dem Funktional ausgeklammert, so dass der Faktor vor dem Term R

2
gleich _% ist. In [Ca,lo,Ka,Sch] dagegen wurden die Parameter direkt iden-
tifiziert und die erste Beziehung von (6.14) zur Vereinfachung der Beziehungen

fiir A und 2 beniitzt.

6.1.4 Vergleich der Parameterbeziehungen
Allgemeine Bemerkungen

Zum Vergleich seien nochmals, die Parameterbeziehungen des DEHYMH-Modells
fiir den Fall ohne rechtshéndige Neutrinos angegeben, wobei hier um der besse-
ren Vergleichbarkeit Willen X — 3X substituiert wurde.

Die DEHYMH-Parameterbeziehungen lauten:

LB (L) Ny bpnX
¢ 2m *\4,) AN +3trX’
1 _ 3 ,(t) NtuX
g3 4w 2\{,) 4N +3trX’
1 1,/ N
o= (=) 6.18
93 T <£p> 4N + 3trX’ (6.18)
L= B (LN trlgtg 9% g") + tr(Xgog™)
o1 2\, AN + 3trX ’
Vo9 () (e ) + (g7 ") + (X (g°g)?)
21 O\ 4, AN + 3trX ’
t U Uk d/ d/* t X e ex
2 AN +3trX

Vergleicht man nun die Parameterbeziehungen des Chamseddine-Connes-
Modells mit denen des DEHYMH-Modells, so stellt man fest, wenn man die
Verschiebung in der Planckmasse im Chamseddine-Connes-Modell nicht bertick-
sichtigt, dass die Beziehungen in den Parametern g¢1,¢g2,93 (s. (6.13)) und A,
u?, 1 (s. (6.14)) in den Ausdriicken, in denen die Yukawa-Kopplungsmatrizen
und die Matrix X auftreten, die gleiche Struktur besitzen. Sie unterscheiden
sich lediglich um Vorfaktoren, die sich aus den Modell-Parametern fy, fa, fa,

2
ﬁ beziehungsweise aq, ag, a4, (ZL) zusammensetzen. Des Weiteren stellt
P P
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sich heraus, dass sich die Beziehungen in den Eichkopplungen in den beiden
Modellen nur um einen globalen Faktor unterscheiden. Dies hat zur Folge, dass
alle Groflen, die sich aus Verhéltnissen von Kopplungskonstanten bestimmen,
in beiden Modellen gleich sein miissen. Dies sind insbesondere:

e Die Verhéltnisse der Eichkopplungen g; und ihrer Grenzwerte (s. (5.25)).

g5

e Die Beziehung fiir den elektro-schwachen Winkel sin? 6y, = prin
1 2

e Der kritische Skalenpunkte t., der aus Parameterbeziehungen fiir die Eich-
kopplungen bestimmt wird (s. (5.1)).

Diese formale Ahnlichkeit in den Parameterbezichungen in den beiden Mo-
dellen kann auf folgende Weise verstédndlich gemacht werden, wenn man die in
den Warmespurkoeflizienten agz, asz und asz vorkommenden Spuren tr Z(Vz),
trz(V) und trz (F t“”Flﬁy) betrachtet und diese Ausdriicke auswertet. Man erhélt
dann:

1
try(V?) = ERQtrS(ls)trE()—I—ZtrS(fy“”’y””)trE(zFWFpg)

+trs(1s)trp(2(20*)?) + §Rtr3(15)trE(z<I><I>*)

+trs(Ls)tre(z[V,, @|[VH, @),
1

o (F FW) = o (Ruugo B s (777 (2) 4 s (L) (2 ™),
1
trz(V) = —gRngtrg('yW'ypU)trE(z)—i—trs(ls)trE(z(I)(I)*). (6.20)

Dabei bezeichnen Z = 15 ® z und F},, die Komponenten der durch die Fermio-
nendarstellung p induzierten Kriitmmung auf F; V, ist lokal gegeben durch:

Vi =0u+ p(Ap).
Im DEHYMH-Modell findet man Summanden der Form (s. Gl. 3.2, 3.1):
agtre(2'¢Y),
—ahtrp (2’ FEDFE””)
agtr(2' (V) 6]V, 6])),
aytre (2 ¢?). (6.21)

Beim Auswerten der Spuren stellt sich heraus, dass man fiir die Spuren

trp(z ’qb[“) prany trE(zfﬂwF”]”[); |

tI‘E( I( \als ¢) trE( v/,m(I) a(I)* );

tYE(/ ) trE(z(<I><I>*)2) (6.22)
trp(2/¢?), trg(20d0*)

bis auf einen Faktor 2 jeweils die selben Ausdriicke erhélt. Der Faktor 2 er-
klart sich dadurch, dass z’ die Summe der Diagonalblocke der Kommutanten im
verdoppelten Biindel € ist (Gl. (3.2), (3.1)).

Setzt man nun fiir FE, ein (s. 4.1) und beriicksichtig, dass z’ und z bis auf
eine Parameter-Redefinition die gleiche Struktur haben, so findet man:
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e Die Spuren iiber die Kriimmungsterme F},, und F, ﬁ liefern in beiden Mo-
dellen das Gleiche, da in beiden Féllen die Kriimmungen auf E von der
Fermionendarstellung der Gruppe G := SU(3) x SU(2) x U(1) induziert
werden, die in beiden Modellen die Gleiche ist.

e Man erhélt auch strukturell gleiche Ausdriicke fiir die Terme, in denen ¢
beziehungsweise ® auftreten. ¢ und @ sind zwar wie schon erwahnt leicht
unterschiedlich definiert, aber die Spuren iiber Terme, in denen ¢ und ¢
auftreten, liefern das Gleiche.

Diese Beobachtung erklirt in gewisser Weise die groBe Ahnlichkeit in den Pa-
rameterbeziehungen. Die unterschiedlichen relativen Vorfaktoren in den beiden
Modellen riithren daher, dass in beiden Modellen die Beitrége der Spuren die auf
der Spinor-Komponente wirken verschieden sind. Dariiber hinaus gehen hier im
Chamseddine-Connes-Modell noch die numerischen Faktoren der Koeffizienten
der Warmespur ein.

Verkiirzt 1#Bt sich sagen, dass die Ahnlichkeiten in den beiden Modellen
daher kommen, dass fiir die internen Rdume E im Wesentlichen die gleichen
Spuren ausgewertet werden, wihrend dagegen sich die Vorfaktoren aus Spuren
iiber Endomorphismen der Spinor-Komponente von £ ergeben, die in beiden
Modellen verschieden sind. Dies ist auch der Grund fiir das verschiedenartige
Auftreten der Parameter fo, fo, f4 bzw. ag, as, as.

Vergleich bei Beriicksichtigung von Quanten-Effekten

Will man den Einfluss von Quanten-Korrekturen bei beiden Modellen (eine
analoge Untersuchung wie in Kapitel 5.2 ist fiir das Chamseddine-Connes Modell
in [Ca,lo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch] gemacht worden) vergleichen, ist es sinnvoll, die
Parameterbeziehungen fiir das Chamseddine-Connes Modell in der Top-Quark-
Massen-Approximation zu betrachten (s. z.B. [Ca,lo,Ka,Sch]):

A2 -2 1
Ao = 3 , Jo (1, (faz2p 7
47 2 f, fo ) 4N + 300X
9 -1
2 _ g2 (q_

b = b (1 4N + 3trX> ’ (6.23)
1 1 1 fiNyg+uyteX
9 2w l2A? fo AN +3trX
1 1 1 fi N+ux
95 Am(2A? fr AN 4 3trX’
1 1 1 f, N
- = — — 6.24
g3 3w L2A2 fy AN + 3trX’ (6.24)
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3 1 fy 97

1 = =2 J4
21 L2A% fo AN + 3tr X’
N
4 02A2 fy 4N + 3tr X’
31 2
W= — (6.25)

T 024N + 3t X’

fo 3t
©320m fo 02

(6.26)

Untersucht man Beziehungen (6.23) so zeigt sich, dass das Vorzeichen auf
der rechten Seite immer positiv ist, da gilt:

2

_t 1, N>1, YaX>o.
IN T 3ux o b Nzl vuX >0

Dies hat zur Folge, dass das relative Vorzeichen zwischen dem Einstein-Hilbert-
Term ﬁ f *R und dem tiibrigen Term des Chamseddine-Connes Funktionals
P

immer negativ ist. Dies ist auch im DEHYMH-Modell der Fall. Es sei noch kurz
daran erinnert, dass in natiirlichen Einheiten die Beziehung m, = é zwischen
der Planck-Masse und der Planck-Léange gilt.

Betrachtet man nun die Parameterbezichungen fiir die Eichkopplungen (s.
(6.24)) , so stellt man fest, dass man diese durch die Parametersubstitution

w = (0)
Zara R
€p2A2 4y

1f4 2
"
3 f2

in die Parameterbeziehungen fiir das DEHYMH-Modell iiberfithren kann (s.
Gl. (5.128), (5.129)). Dies erklért, dass bei diesem Satz von Parameterbezie-
hungen die gleichen Phinomene auftreten. Insbesondere, wenn man die Re-
normierungsgruppengleichungen auf diese Parameterbeziehungen anwendet (s.
Abschnitt 5.2.3), erhélt man genau den gleichen kritischen Skalen-Punkt ¢..

Untersucht man nun die Parameterbeziehungen (6.25) am kritischen Skalen-
Punkt t., so erhélt man durch Division der ersten beiden Gleichungen:

1

A= 5gf. (6.27)

Wenn man die Beziehung fiir g3 ausnutzt, erhélt man:

N
A= —g3. (6.28)
9
Dies ist fiir N = 3 genau die Beziehung, die sich auch in [Ca,lo,Ka,Sch] ergibt.
Setzt man nun N = 3 und setzt die obigen beiden Gleichungen gleich, so ergibt
sich am kritischen Skalen-Punkt #.:

gi(te) = ggf(tc) (6.29)
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Bestimmt man nun mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichungen (5.75) und
(5.76) die numerische Werte von g; und g5 fiir am Skalenpunkt t. zu den An-
fangswerten (s. z.B. [Ca,lo,Ka,Sch])

g3(t =0) = 1.218 £ 0.0026, ¢;(t = 0) = 0.70878 + 0.02639,

die den gemessenen Werten fiir g3 und g; bei einer Energie von £ = mz ~ 91.187
GeV entsprechen (s. (5.1), (5.144)), so erhélt man:

g3(te) = 0.4325535 =+ 0.000539,
3
39:(te) = 02621575 +0.040212. (6.30)

Die numerischen Werte sind auch bei Beriicksichtigung des Fehlers nicht gleich,

woraus folgt, dass das Chamseddine-Connes Modell mit den Renormierungs-

gruppengleichungen in der 1-Loop Approximation numerisch inkonsistent ist.
Betrachtet man die entsprechenden Beziehungen im DEHYMH-Modell:

dann sind noch geniigend freie Parameter vorhanden, um die numerische Kon-
sistenz sicherzustellen.

Als Letztes soll noch kurz die Frage diskutiert werden, warum die Werte fiir
die Higgs-Masse, wenn man sie aus der Beziehung fiir die Kopplung A bestimmt,
in beiden Modelle von gleicher Gréflenordnung ist. Zwar ist diese Betrachtung
angesichts der numerischen Inkonsistenz des Chamseddine-Connes Modells nur
bedingt sinnvoll, aber man stellt fest, dass die Werte fiir die Higgs-Masse

my = 190+5 GeV (Chamseddine-Connes s. [Ca,lo,Ka,Sch],[Ca,lo,Sch]),
mpg = 188+15 GeV (DEHYMH s. Kap. 5.4.2)

im gleichen Bereich liegt, was darauf zuriickzufiihren ist, dass die Anfangswerte
im gleichen Bereich liegen:

1

At.) = ggg(tc)%0.14418 (Chamseddine-Connes),
3
At = ng(tc)zo.l?)llo (DEHYMH).

6.1.5 Das Funktional Trf((%j)

Im Chamseddine-Connes-Modell wird in seiner urspriinglichen Version die asym-

ptotische Entwicklung der Spur von Trf (%22) fir A — oo verwendet (s.u.a.
[Ch,Co],[Ca,lo,Ka,Sch]). Hierfiir ergibt sich (s. [Ca,lo,Ka,Sch]):

2
TI'f (’1122> = # /M* (f0A4tI‘(;50 + f2A2tI‘¢)2 + f4t1‘¢4 + O(Aiz» s (631)
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mit
fo = /0 duuf(u),
fo = /0 duf(u),

fi = £(0), (6.32)
wobei f: Ry — R, eine beliebige positive glatte Funktion ist. Weiter gilt:

o = 1ls® 1y,

1
Py = éRls ®1y -V,
by = iR2_LR RIW_FLR RMPT ) 1s® 1

‘o 72 180" 180" #° "
1 1 1
+EF;WFW — 6Rv + 51/2 + Oberfl. Terme. (6.33)

V ist hier der Potentialterm der Lichnerowicz-Zerlegung von D? (s. Kap. 2).
Des Weiteren werden die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes beibehalten.
Die Koefhizienten ¢; sind die Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung des
Wirmeleitungskernes von D? (s. [Ca,lo,Ka,Sch]).

Es stellt sich aber heraus, dass die Parameterbeziechungen in diesem Mo-
dell zu Problemen fithren. Wenn man z.B. die Parameterbeziehungen fiir die
Eichkopplungen betrachtet (Man kann sie einfache aus den Beziehungen (6.18)
gewinnen, indem man Z = 1g ® 1g setzt.), erhélt man fiir den Fall N = 3:

1 1
) = C- 3y +y€ )
1
- = G
92
1
- = G
93
1 m;,2f4

= — 34

¢ 157 A2 f2 (63 )

Im Fall y, = %, Yo = % ergibt sich fiir die obigen Kopplungen die Beziehung:

2= s=im (6.9
93 93 3 97
Es zeigt sich aber, dass diese Beziehung nicht mit den gemessenen Werten
fiir die Eichkopplungen bzw. mit Quanten-Korrekturen vertriiglich ist (s. z.B.
[Ca,lo,Ka,Sch], oder Ende des Abschnitts).
Um dieses Problem zu 16sen, wurde eine so genannte Soft-Wirkung eingefiihrt
(s. z.B. [Ca,Jo,Ka,Sch]), in der der im bosonischen Funktional auftretende Dirac-
Operator D? durch (D? ersetzt wird, wobei ¢ ein Element der zugehorigen
Kommutanten ist. Die bosonische Wirkung wird dann durch die asymptotische
Entwicklung des Funktionals
2
()
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erzeugt. Es zeigt sich allerdings, dass dieses Funktional nicht die Ausdriicke in
den Parameterbeziehungen liefert, wie sie die Gleichungen (6.13), (6.14), (6.15)
gegeben sind, und die in [Ca,lo,Ka,Sch] und [Ca,lo,Sch] verwendet werden.
Dies lésst sich verstehen, wenn man annimmt, dass ¢ selbstadjungiert ist,
was im Standardmodell im Chamseddine-Connes Zugang erfiillt ist. Dann ist
(D? ein positiver, elliptischer Pseudodifferentialoperator, wenn D? positiv ist,

und fiir seine asymptotische Wirmespurentwicklung gilt folgendes Lemma (s.
[Tol]):

Lemma 6.1. Sei (D, p, G) ein Dirac-Tripel mit einem passenden Zs-graduierten,
hermitischen, getwisteten Spinor-Biindel £ tber einer kompakten, randlosen,
Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit M gerader Dimension n. Ferner sei  ein
Element der zum Dirac-Tripel gehorenden Kommutanten, das selbstadjungiert
ist. Ferner sei (D? positiv. Dann gilt:

Tre %P ~ Ztk% / *tre (Ck%ﬂsk(DQ)) , t—0+. (6.36)

k>0 M
Die ¢y, sind durch die Gleichungen (6.33) gegeben.

Der Beweis findet sich in [Tol]. Er wird noch einmal wiederholt, da er an-
schaulich zeigt, wie die Potenzen von ( entstehen, die fiir die spéteren Betrach-
tungen entscheidend sind.

Beweis: Nach den Kommentaren in Kapitel 3, beziehungsweise in [Ack],
[Tol] wurde gezeigt, dass ¢ ein konstantes Spektrum besitzt. Sei nun spec(¢) :=
{M\1, ..y Am}. Da ( selbstadjungiert ist, ldsst sich ¢ diagonalisieren, und auf-
grund der Konstanz des Spektrums zerfillt £ in Eigenbiindel von (:

E=EPs, & =ker(C—Nle).
=1

Da [D, (] = 0 gilt, wird diese Zerlegung von D? respektiert. Seien nun

G:=Cle=Ailg, Di:=D|g,
so ergibt sich:
Tre 7" = e il = e T
i=1 i=0

Mit der Warmespurentwicklung erhilt man auf dem Unterbiindel &;:

—n k—n
Tre 0% = Ztk2 A; 2 / wtre, or (D).
M

k>0

Damit ergibt sich insgesamt fiir ¢ — 0+:

m —n  k—n
Tre P* ~ ZZtkT)\iQ / *tre, ¢ (D7)
M

i=1 k>0

= Ztk%ﬂ/

k>0 M

_ Ztk%/ *trg(C%d)k(Dz)),

k>0 M

* Y tre, (A 7 (D)
=1
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was die Behauptung ist. O
Mit Hilfe des obigen Lemmas erhélt man fiir das bosonische Funktional:

2
SA,C = Trf (C%)

mit

- 161772 /M #(A* foao + A? faao + fads + O(A7?)) (6.37)
ag = trg(CQ),
dz = tre((h2(D?),
C~l4 = tr5(¢4(D2)). (638)

Es werden hier die gleichen Konventionen fiir die Bezeichnungen benutzt wie
im vorangegangenen Abschnitt. Wertet man nun die Koeffizienten a;, i = 0,2, 4,
fiir das Standardmodell aus, so ergibt sich:

3

ap = —=NGupG'??

4

3
+5R30(g"g™ +9%9™) + tr(g°g™))lel”

2
— SN (O + 4r(W,u W) + (3y, + y0) B B")

—A4(3tr((g" g™ ) + (9%9™)?) + tr((9°9°*)*) | [*
+4(3tr(g g™ + g%g™) + tr(9°9°*)) (D) (D),

1
as = —§(4Nx+3try)R

d dx

—8(ztr(ghg"™ + g%g™) + tr(yg°g™))|pl?,
4
Gy = 5(49”2 + 9tr(y?)). (6.39)

Identifiziert man die Parameter und normiert wie im vorangegangenen Ab-
schnitt, so ergibt sich fiir die Parameterbeziehungen:

A2fy 4Nz? 4 9try?

AL = , 6.40
C Al 2 fa ANz + 3try (6.40)
1 faN (3yq + ye)
g3 21l 2A2 fo(4Nx + try)’
1 fuN
g Tl 2A2 fo(ANx + try)’
1 fuN
- = 6.41
g3 Tl 2A2 fo(ANx + try)’ (6.41)
3 fa d_d
1= 2 3tr(g g™ + gg™) + tr(g°g°)) ,
2wl 2N f2(ANx + try) (3tr(g"g 9°9™) + tr(g°9™"))
3 Ja 2 d, de\2 2
A= C 3tr((g"g"* )2) + tr((g°g""
47r€;32f2(4]\7x+try)( r((g“9")* + (9%9")?) + tr((9°97)?)) »
3/
2 U uk d dx e _ex
7 7, (aNa 1 try) (ztr(g"g™ + g%9™) + tr(yg°g®)) ,

(6.42)
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ON f,0t
64722 (4Nx + try)’
27 fa 1

1 — 3t u Uk d _dx* t e ex . 643
32M;2A2f24Nx+try( r(g"g"" +g%g™) +tr(g°g")). (6.43)

Betrachtet man nun die Parameterbeziehungen fiir die Eichkopplungen, so
erhéilt man durch sukzessives Dividieren der Gleichungen:

1 1
=—(3 —. 6.44
5 (g + 1) (6.44)
Setzt man nun fiir y, = 15, ye = % ein, so folgt:
(6.45)

Dass diese Beziehungen zu Inkonsistenzen fithren, sieht man, wenn man in
die Gleichungen die Losungen der Renormierungsgruppengleichungen fiir die
Eichkopplungen (5.78) einsetzt. Man erhilt:

7 19
A3+ —t = Ay+ —=t
3t 82 2t 48727
5 41 7
—(A; — t) = As+-—t 4
3 g2 37 82 (6.46)
Lost man nun nach ¢ auf, so erhélt man:
5 331 262
—A)— —Ay+—A3=0 6.47
34 " 69 2T 6o ® (6.47)

mit A; = m. Numerisch ergibt sich mit den Werten aus Tabelle 5.1 fiir

die linke Seite:
4.27+£2.59 # 0. (6.48)

Womit sich zeigt, dass auch dieser Zugang zu numerischen Inkonsistenzen fiihrt.
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6.2 Vergleich Connes-Lott/ DEHYMH

In Folgenden werden nun der Connes-Lott Zugang zum Standardmodell rekapi-
tuliert und seine Konsequenzen mit denen des DEHYMH-Modells verglichen.

6.2.1 Nichtkommutative Modelle

Der Startpunkt fiir ein nichtkommutatives Modell und somit auch fiir ein Connes-
Lott-Modell ist eine reelle, assoziative, unitale Involutionsalgebra A und ein aus
vier (sic!) Objekten bestehendes reelles, spektrales Tripel (H, D, x,J) mit den
Eigenschaften (s. [Ca,lo,Sch]):

e 7 ist ein Hilbert-Raum, der eine treue Darstellung p : A — End(H) trigt.

e Y ist ein Graduierungsoperator auf H.

e J ist eine reelle Struktur auf H.

e D ist ein so genannter ,,Dirac-Operator® .

Hier sollte erwédhnt werden, dass der ,,Dirac-Operator” D a priori nicht un-
bedingt ein Dirac-Operator in dem in dieser Arbeit verwendeten Sinn sein muss.
Es zeigt sich aber, dass dieser Operator im Fall des Standardmodells ein verall-

gemeinerter Dirac-Operator ist. Dariiber hinaus werden fiir das reelle spektrale
Tripel noch folgende Eigenschaften gefordert:

e Va,a' € A [p(a),Jp(a’)Jt] =0.

e Dx+ xD =0.
e DJ—JD=0.
e Va € Aist [D, p(a)] beschréinkt.

e Va,a' € A: [[D,p(a)], Jp(a’)J 1] = 0.

Das Ziel ist nun, mit Hilfe des reellen spektralen Tripels eine Differentialal-
gebra (QpA,dp, < -,- >) mit einem Skalarprodukt zu konstruieren, mit deren
Hilfe sich dann so-genannte nichtkommutative Yang-Mills Theorien formulieren
lassen. Im Folgenden wird das 5-Tupel (A, H, D, x, J) als NCG-Daten bezeich-
net.

Die Konstruktion von (QpA,dp, < -,- >)

Die Konstruktion der Differentialalgebra (Q2p.A,dp, < -,- >) lauft im Wesentli-
chen iiber drei Schritte (ausfiihrliche Darstellungen iiber dieses Verfahrens fin-
den sich u.a. in [Sch,Zy], [Ca,lo,Sch], [Tol2]): Der Konstruktion der universellen
Einhiillenden (€24, ), die Konstruktion einer Darstellung von (A, 8) auf H
mittels der Darstellung p als Operatoralgebra und die Wahl eines Skalarpro-
duktes < -, - > auf QpA.
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Die universelle Einhiillende Die universelle Einhiillende (Q.A, 0) ist defi-
niert durch (s. auch [Sch,Zy], [Ca,lo,Sch]) die formalen Ausdriicke:

G4 = oA,
n=0
QA = A,

QrA

Zaééa{"éafl aéGA, 0<g<n,. (6.49)
J

Das Differential § besitzt folgende Eigenschaften:

d(apgday - --dap) = dagday---Jap,
01 = 0,
52 = 0,
Va,a' € QA (ad’) = (da)d’ + add’. (6.50)

Durch lineare Fortsetzung wird § auf ganz QA festgelegt. Ferner wird eine In-

volution -* auf QA durch die Involution von A induziert:
Va,be QA (ab)* = b*a*,
(6a)* = da* :=5(a"). (6.51)

Alles weitere ergibt sich durch lineare Fortsetzung. Konstruktionsbedingt ist
(A, 9) immer eine unendlich dimensionale Algebra mit trivialer Kohomologie
und in natiirlicher Weise Z-graduiert (s. [Sch,Zy]).

Die Konstruktion von 2pA Die Abbildung

#: QA — End(H), definiert durch
agday ---da, = (=i)"p(ao)[D; plar)] -~ [D; plap)]- (6.52)

liefert per Konstruktion eine Darstellung von QA als involutive Algebra, aber
nicht als Differentialalgebra. Um eine Darstellung als Differentialalgebra zu er-
halten, muss man von #({2A) zur Quotientenstruktur #(€2A4)/.7 iibergehen, wo-
bei J das zweiseitige Differentialideal ist, das definiert ist durch:

J =#(0kers) = @ J?, TP :=#x(d(kerq)P). (6.53)
P
Die abschlieBende Algebra ist dann:
QpA = 7(QA)/T, (6.54)
mit dem Differential
dp = [7(d-)], (6.55)

wobei [-] die Aquivalenzklassen bezeichnet. Qp.A ist wie QA in natiirlicher Weise
Z-graduiert. Da p eine treue Darstellung ist, gilt dariiber hinaus:

QA p(A), QLA 7(QLA). (6.56)
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‘Wahl des Skalarproduktes Diese Wahl ist im Allgemeinen nicht eindeutig,
beziehungsweise die Existenz ist nicht sichergestellt. Es zeigt sich aber, dass
in so genannten fast kommutativen Modellen, zu denen auch die Connes-Lott
Modelle gehoren, ein nichtkommutatives Analogon zu einem Integral existiert.
Dies erlaubt die Konstruktion eines Skalarproduktes (s. [Tol2]). Wenn man nun
davon ausgeht, dass ein Skalarprodukt auf End(H) bzw. auf #(Q.A) existiert,
so lisst sich QpA in End(H) einbetten, indem man jeder Aquivalenzklasse von
QpA den Reprisentanten im orthogonalen Komplement J+ von J zuordnet.
Im Folgenden wird Qp.A stillschweigend mit seinem Bild in End () identifiziert.

Geometrie auf QpA

Sei (QpA,dp,< -,- >) eine nach dem vorhergehend beschriebenen Verfahren
aus den NCG-Daten (A, H, D, x,J) gewonnene Differentialalgebra mit Skalar-
produkt.

Durch die Algebra A ist in natiirlicher Weise eine Gruppe G gegeben:

G:={acA|aa* =e}, (6.57)

wobei e das Eins-Element vom 4 ist. Wenn man nun die Menge der anti-unitéren
Elemente von 2p.A von Grad eins betrachtet:

A:={AeQpA| A" =-A} (6.58)
und darauf eine Aktion der Gruppe G definiert:
Aed, geG  A%:=p(g9)Ap(g)" + plg)dpp(g) ™", (6.59)

dann transformieren die Elemente von 2 formal wie der lineare Anteil eines
Zusammenhangs. Es ldsst sich nun eine Krimmung definieren:

C:=dpA+AA, Aei (6.60)
Diese besitzt nach Konstruktion ein homogenes Transformationsverhalten:

C9 = p(9)Cp(9) " (6.61)

Mit dem Skalarprodukt < -,- > auf Qp.A ldsst sich nun eine nichtkommuta-
tive Yang-Mills- Wirkung definieren:

Tnrym =< C, C>. (662)

Des Weiteren ldsst sich ein Analogon zur Dirac-Wirkung definieren, denn
auf H ist natiirlicher Weise eine Aktion von G gegeben durch:

BEH, geG ¥ = plg). (6.63)

Damit ldsst sich der ,,Dirac-Operator® D durch Hinzufiigen so genannter Fluk-
tuationen zu einen reellen, kovarianten Dirac-Operator D, machen (s. [Ca,lo,Sch]):

Deoy =D+ A+ JAT ', Acal (6.64)

Diese Konstruktion stellt spéater in den Connes-Lott-Modellen sicher, dass der
so gewonnene Operator homogen transformiert und reell ist.

Sei nun (-, -) das innere Produkt von H, dann ist die nichtkommutative Dirac-
Wirkung gegeben durch:

Zn.k:.D = (vaco'uw)7 ¢ cH. (665)
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Connes-Lott-Modelle

Connes-Lott-Modelle sind eine Klasse nichtkommutativer Modelle, bei denen die
NCG-Daten von einem Tensorprodukt zweier NCG-Datensétze gebildet wird.
Sei nun

(AtaHt7Dt7Xt7Jt) (666)

ein NCG-Datensatz eines Connes-Lott-Modells mit:

Ay = .7:®./4f,

He = S®Hy,

Dy = J@1y+75 2Dy,

Xt = V5 Q Xy,

Jo= CO®J;. (6.67)

Hierbei bildet (F,S,d,s,C) die NCG-Daten einer Spin-Mannigfaltigkeit:

F = C*®(M) ist die kommutative Algebra der komplexwertigen Funktio-
nen auf einer vierdimensionalen Spin-Mannigfaltigkeit. S sei die Menge der
Schnitte in ein gewiihltes Spinor-Biindel iiber M. @ sei der vom Levi-Civita-
Zusammenhang induzierte Dirac-Operator auf S. 5 bezeichne das kanonische
Element der zum Spinor-Biindel iiber M gehérenden Clifford-Algebra, und C
sei die Ladungskonjugation auf S, die durch eine reelle Struktur auf S gege-
ben ist. Die Darstellung o : F — End(S) sei durch punktweise Multiplikation
gegeben.

Es sollte bemerkt werden, dass die NCG-Daten (F, S, @, s, C) zu einer kom-
mutativen, unendlich dimensionalen Algebra gehért und Q5 F gerade isomorph
zur de Rham-Algebra von M ist ([Sch,Zy], [Tol2]).

Der zweite NCG-Datensatz (Ays, Hy, Dy, X s, Jf) gehort zu einer im Allge-
meinen nicht kommutativen Algebra iiber einem endlich dimensionalen Hilbert-
Raum Hy. Die zu (Ay, He, Dy, X1, Ji) gehorende Geometrie wird auch als fast
kommutative Geometrie bezeichnet.

Einer der nun entscheidenden Punkte bei der Konstruktion von Connes-Lott-
Modellen auf dem Raum {2p, A, ist die Wahl eines Skalarproduktes < -, - >; auf
#(Q.Ay). Dieses erlaubt die Einbettung von Qp, A, in End(H;) und macht des
Weiteren die Definition von Wirkungen mdoglich.

Fiir den Fall von fast kommutativen Modellen ist ein natiirliches Skalarpro-
dukt auf #(Q2A4;) gegeben durch (s. [Ca,lo,Sch]):

< w, k >:= Retrpig (w*s|Dy| =9 M) w ke 7(QPA,). (6.68)

Die direkten Summanden von ﬁ(QAt) werden als orthogonal erklért. trp;, be-
zeichnet hier die Dizmier-Spur (s. [Tol2]). Die in dem hiesigen Zusammenhang
wichtige Eigenschaft der Dixmier-Spur ist, dass fiir die Klasse der Connes-Lott
Modelle gilt (s. [Sch,Zy], [Ca,Io,Sch]):

<w, k>~ Re/ “r(w k), w,k € T(QPA). (6.69)
M

Es stellt sich dartiber hinaus heraus, dass es daneben noch ein weiteres
Skalarprodukt auf #(€2.A;) gibt, welches von Betrachtungen vom Chamseddine-
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Connes Zugang her motiviert ist (s. [Ca,lo,Sch]):

1 N
= —Re/ #tr((w+ JwJ, D (k + JewJ 1Y), w, k€ 7(QPA).
327'('2 M

(6.70)
Diese Skalarprodukte werden mit Kommutanten ¢ = 15 ® z, ¢’ = 15 ® 2’ modi-
fiziert. z, 2" sind positive Operatoren auf H; und haben dabei die Eigenschaften:

(w, k)

Vge A: 0 = [ps(9).2] = [Jpps(9)J; " 2] = Dy, 2] =[xy, 2],
0 = Ilps(9), 2= sps(9)J; 12" = [Py, 2] = [xs, '].(6.71)

Als endgiiltiges Skalarprodukt auf #(€2A4;) wird definiert:

L 1 * / 1 1
W, K >y = @Re/ (tr(zw &) +tr(2 (W + Jpwd ) (K + Ty )) ,
(W K)zo = tr(zw’k) + tr(z'(w+ waJfl)*(K; + JprJ7 ). (6.72)

Struktur der Wirkung
Seien nun (A, Ht, Dy, xt, J¢) die NCG-Daten eines Connes-Lott Modells mit
A eQp Ay, A = A®H,
A € WMFeOp A;, HeQF ©Qp Ar = QN M, Ap),
(6.73)
dann erhilt man fiir die totale Kriimmung (s. [Sch,Zy], [Ca,lo,Sch]):

F, = §A+ A} €0} A,
F, = F+ (C—-aC)— Ddys, (6.74)
F = dA+A* e ®(M,g), C:=0H+ H* € Q(M, 03 Ay).
In diesem Fall sei g die Lie-Algebra von G und
®:=H —iDy, D®:=dd+ [ps(A), D]

Des Weiteren ist « eine lineare Abbildung, die die Eigenschaften

(Tv C - aC)z,z’ = 0 Vre p(Af),
(j,C—aC).r = 0 VjeJ} (6.75)

besitzt, wodurch a festgelegt ist (s. [Sch,Zy], [Ca,lo,Sch] ).
Fiir die nichtkommutative Yang-Mills Wirkung ergibt sich dann:

1
InJc.YM = 8? (/ *(F, F)z,z’ + (D(I)>D(I))z,z’ + V(H)> )
M

V(H) = (C—-aC,C—aC),; . (6.76)
Das Funktional zerféllt in drei Teile, wobei der erste Term der bekannten

Yang-Mills-Wirkung entspricht. Der zweite Term lasst sich als kinetischer Term
des Feldes H oder ® auffassen, der letzte Term ist offensichtlich eine Funktion
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in H. Die letzten beiden Terme liefern im Standardmodell das Funktional fiir
das Higgs-Feld.
Fiir die fermionische Wirkung ergibt sich in dieser Zerlegung:

Tngg = (1, (@ +1s @ pp(4) + Jils @ py(A) I + s + JePys 7)), (6.77)

(+,-) ist das innere Produkt auf H,, 4 die Quantisierung von A und py : Ay —
End(H;) die Darstellung der endlich dimensionalen Algebra A;.

Das Standardmodell als Connes-Lott-Modell

Nach dem vorhergehend Gesagten reicht es, um das Connes-Lott-Modell endgiiltig
festzulegen, die Daten der endlich dimensionalen NCG-Daten anzugeben.
Fiir das Standardmodell sind diese (s. [Ca,lo,Sch]):

A = HoCo M;3(0),
Hy = (HooHgr)® (HL S HE),

Hr = (CPeCVNeCHae((C?PoCN®C)=HS,

Hr = (CoC)aCV"eC* e (CoCY®C)=:H. (6.78)

H bezeichnet hier die Quarternionen. Die Darstellung py ist fiir (a,b,c) € Ay
gegeben durch:

psla,bc) = <pw(g7b) ps(?)vc))

pr(a) 0 0 0
B 0 pwr (D) 0 0
- 0 0 psi(b,c) 0 ’
0 0 0 psR(ba C)
a®1y ®13 0
PwL (a) = 0 a® 1y s
b 0
-l ®1Iye1 0
pwr(b) = ( 0 b ) NS - ,
0 bly
(bc) L 1,01y ®Rec ~ 0
PsLAD €)= 0 blo@ly )’
1,b®1Iy®c
psr(b,c) = ( 2 oN N ) . (6.79)
Weiter seinen
. 0 15N
Jp = ( Lisx 0 >oc.c.,
-1y O 0 0
0 17y 0 0
Xf = 0 0 —1snv 0 (6.80)
0 0 0 17y



c.c. steht hier fiir die komplexe Konjugation. Der Dirac-Operator ist in diesem
Fall gegeben durch:

0O M 0 0
M 0 0 0
Dy = 0 0 0 M|’
0 0 M 0
(% ) o
M = 9d . (6.81)
0
0
(a)

Jus 9d, ge sind hier in diesem Zusammenhang Yukawa-Kopplungs-Matrizen.
Fiir die Kommutanten z, 2" ergibt sich hier:

. zw O
z = 0 - )

21, @1y ®1l3 0 0 0
I 0 1,Y 0 0
W 0 0 t1L®1l, el 0 |’
0 0 0 Y
ILelyely 0 0 0
L 0 LY 0 0
. 0 0 IfLelyely 0 |’
0 0 0 Y
Y = diag(y,...,yn), Y :=diag(j,...,In),
Vi, Gi, v, @ >0, i=1,...N. (6.82)
Und weiter:
;o zl, 0
=T (0 zé)’
L1, ®1y®1l; 0 0 0
| 0 LeYy 0 0
v T2 0 0 T1L,e1lyely 0 |’
0 0 0 Y’
Y' = diag(yi,...,yN), ¥,z >0, i=1,... N. (6.83)

An dieser Stelle lassen sich schon einige wesentliche konzeptionelle Unter-
schiede zwischen dem Connes-Lott- und den DEHYMH-Modell bzw. dem Cham-
seddine-Connes-Modell feststellen:

e Beim Chamseddine-Connes- wie auch im DEHYMH-Modell werden so-
wohl die bosonischen als auch die fermionischen Wirkungsfunktionale aus
einem Dirac-Operator konstruiert. Beim Connes-Lott-Modell wird das bo-
sonische Funktional aus dem Quadrat von verallgemeinerten Kriimmun-
gen des nichtkommutativen Raumes Qp, A; gewonnen und nicht wie in
den beiden anderen Modellen direkt aus einem Dirac-Operator. Bei der
Konstruktion von Connes-Lott Modellen geht zwar der so genannte totale
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Dirac-Operator Dy = § ® 144+ 5 @ Dy ein, aber nur mittelbar bei der De-
finition der Differentiale. Der Dirac-Operator, der die Fermionen-Wirkung
definiert, ergibt sich durch Addition so genannter Fluktuationen, so dass
der entstehenden Dirac-Operator D; .o, Ji-reell ist und unter der Aktion
von G kovariant transformiert.

Ein weiterer Unterschied ist, dass sich im Connes-Lott- und im DEHYMH-
Modell alle fermionischen Freiheitsgrade verdoppeln, was sich in beiden
Féllen als eine Art Ladungskonjugation, zumindest aber als eine reel-
le Struktur interpretieren ldsst (s. [Ca,lo,Sch], [Tol2]). Dieses Phéinomen
gibt es im Chamseddine-Connes Zugang nicht. Dariiber hinaus handelt
es sich im Connes-Lott- und im Chamseddine-Connes-Modell um Dirac-
Operatoren vom einfachen Typ, (es sind Dirac-Yukawa-Operatoren), was
beim DEHYMH-Modell nicht zutrifft.

Ein weiterer Punkt sollte nicht unerwiahnt bleiben: Der totale Dirac-Ope-
rator D; des Connes-Lott-Modells besitzt im Rahmen der DEHYMH-
Modelle eine Interpretation als ein zu einem Vakuum gehoérender Dirac-
Operator (s. hierzu [Tol2]).

e Ein weiterer wesentlicher Unterschied liegt in den auftretenden Darstellun-
gen. Im DEHYMH- und im Chamseddine-Connes-Modell ist die grundle-
gende Darstellung die Fermiondarstellung des Standardmodells, eine Grup-
pendarstellung, wihrend dagegen im Connes-Lott-Modell mit einer Al-
gebrendarstellung gestartet wird. Dariiber hinaus unterscheiden sind die
Darstellung des Connes-Lott-Modells und die durch die Fermiondarstel-
lung induzierte Algebrendarstellung erheblich.

e Die drei Modelle unterscheiden sich auch in der konkreten Form der bo-
sonischen Wirkung. Beim Chamseddine-Connes-Modell erhélt man alle
Wechselwirkungsterme des Standardmodells, Einstein-Hilbert-Gravitation
und weitere Wechselwirkungen, wie die Kopplung der skalaren Kriimmung
an das Feld ¢ und Wechselwirkungen, die quadratischer Ordnung in der
Kriimmung sind (s. Abschnitt 6.1). Das DEHYMH-Modell liefert dagegen
die Standardmodellwechselwirkungen und die Einstein-Hilbert-Gravitation
(s. Kap. 4), wihrend das Connes-Lott-Modell nur die Standardmodell-
wechselwirkungen in der bosonischen Wirkung generiert.

Parameterbeziehungen im Connes-Lott-Modell

Bei der Bestimmung der Parameterbeziehungen im Connes-Lott Modell sollte
noch das folgende konzeptionelle Problem erwidhnt werden. Es ist so, dass die
dem Standardmodell zugrunde liegende Symmetriegruppe die SU(3) x SU(2) x
U(1) ist. Auf der anderen Seite ist die Symmetriegruppe eines Connes-Lott
Modells durch die Gruppe der unitédren Elemente der Algebra Ay gegeben. Al-
lerdings gibt es keine Algebra, die die Gruppe SU(3) als Gruppe der unitiren
Elemente enthilt (s. [Ca,lo,Sch], [Io,Sch]), nur U(3) ist moglich. Dieses Problem
lasst sich dadurch l6sen, dass man die so genannte Unimodularititsbedingung
fordert,

tr(P(p(a,b,c) + Jp(a,b,c)J 1)) =0, P Projektor auf Hy ©Hp, (6.84)

um die tiberfliissigen Gruppenelemente auszusondern.
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Bestimmt man nun die nichtkommutative Yang-Mills-Wirkung und vergleicht
die Parameter mit dem normierten Funktional

1 § 1
Toowsar = [ Ao (D) (D) = 5ulol? + Nl
1 1 1

——tr(C.C") — —tr (W, W") — —B,, B"" (6.85

57 TG O) = 5 gt (W W) = 2 By B (689

des Standardmodells (s. [Ca,lo,Sch]), so ergeben sich in Top-Quark-Massen-Ap-
proximation:

1 1 2 11 1 3
— = _—_(N SN+ 4 = CE sy
e gz Vet gNi+ o'+ oy + 59 +3y),
1 1
g - gz N +a) +y+y),
: ! N(z +2') (6.86)
— = —N(@+z .
93 672 ’
;o= L g2
- 2—71_2(£C+.’E)gt7
ko4
T g
1
2 _ 4
= g (6.87)
mit }
y:=tr(Y), g:=tr(Y), ¢ :=tr(Y) (6.88)
und
k = §(fn +2') = 2Nz(a® + %) — y(20° + 3?) — y(20° + 3?) — 4Niv?

2
=3§6% = 2Na'((a +7)* + (8 +7)%) = ¢/ (2(a + 5)* +45%).  (6.89)

Die Koeflizienten «, 3,7 von k sind reell und werden durch das Gleichungs-
system

1
(N@+a) +y+y)a+yB+Nay = S(z+2)
2ya+ 2N(x+2')+y+37+6y)3+22'y = x+a
Ni'a+ N2'B+2N(@Z +2')yy = o

(6.90)

festgelegt. Sie entstehen bei der Auswertung des Terms aC'. Die Rechnungen
hierzu sind recht aufwendig, wenn auch elementar, deshalb wird hierfiir auf
[Ca,lo,Sch], [Ka,Schll] verwiesen.

6.2.2 Konsequenzen der Parameterbeziehungen

Bevor man sich einer weitergehenden Untersuchung der Parameterbeziehungen
im Connes-Lott-Modell zuwendet, ist es sinnvoll zu iiberlegen, inwieweit die
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Wahl der Parameter z, Z, ', y, ¢, ¥’ und der Kommutanten z, z’ durch das
Gleichungssystem (6.90) eingeschrankt wird. Sei

Nz+a)+y+y Y Na'
A= 2y’ 2N(z+2') +y+ 37 + 6y 2Nz
Na' Na/ 2N(z +2')

(6.91)
die Matrix, die das Gleichungssystem (6.90) in den Variablen «, 3, v beschreibt.

Bestimmt man die Determinante von A, so erhélt man:

det A = N2(3ANY +§+y) +4AN(E + )z
2N(2N?z? + N(8y' + 37 + 3y + 4NZ)x + 4/
+(8Nz + Ty + 3%)y’
+y% + 3(NE + §)y + 357)2’
+2N#(y? + (3Nx + 3§ + 7y )y + 2N?2?
+N(8y +39)z + 4y 2 + 3(jy)). (6.92)

Da in det A alle Summanden positive Vorzeichen besitzen und z, 2, Z, v, v/, 7,
N > 0 gilt, ist det A > 0. Dies heifit aber nichts anderes, dass das Gleichungssy-
stem (6.90) fiir jede Wahl von positiven Parametern x,2’, Z, y,y’, ¢ sich in «, 3,
~ losen lésst. Dies ist gleichbedeutend damit, dass das Gleichungssystem (6.90)
keine Einschrinkung an die der Parameter in z und 2’ darstellt.

Die néchste Frage, die sich nun stellt, ist, ob sich die Modell-Parameter
so wahlen lassen, dass sich die Relationen zwischen ihnen fiir die gemessenen
Werte der physikalischen Kopplungen erfiillen lassen. Dies betrifft insbesondere
die Kopplungen g1, g2, g3, g¢- Die Parameterbeziehungen zwischen ihnen lassen
sich als lineares Gleichungssystem in den Variablen x,2’, Z,y,3’, § auffassen. Es
hat die Form:

% _ 8%(Nm+§N§:+%Nx'+%y+g§+3y/>

% - 8%(]\1(35+x’)+y+y’)

% = 6—71T2N(5c+x’)

% = #(m—kx’). (6.93)

Die erste Gleichung ldsst sich in der Form schreiben:

N
(2 +7)+ (35 +5y").

N /
(@+e )+36712

1 1
i N / /
(N(@+a)+y+1)+ o

g3 1672 1672
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Setzt man dies nun ein, so erhélt man:

11

N1

1 11
—- = —— + =+ 37 + 5y
g 29 8g2 643 167 1672 )
1 N1 S 1 ( +y)
g~ ag s/
1 1 . ,
2 = @)
1 1 ,
Seien nun:
N ’
u = 167 2(3y+5y) U= W(IEJFQE);
1 1
/ _ I\, ! !

Hierbei ist zu bemerken, dass sich §,v’, y, #’, Z immer so wéhlen lassen, dass sich
u,u,v,v" auf jeden beliebigen positiven Wert bringen lassen. Damit erhilt man
also:

+ u,

| =
©|=
K~

N~
Qw|}_.
T O

$w|>—t‘°

1
g
1

==

2
1
2
2
1
2
3
B /
2
9

Q

o
Il
<

(6.96)

Somit ist das obige Gleichungssystem l6sbar genau dann, wenn die folgenden
Ungleichungen erfiillt sind.

L1111 +N1
93 293 693 8gF

1 N 1

=~ > =5 (6.97)
g3 4 g;

Wenn man nun den physikalisch interessanten Fall N = 3 betrachtet und
die gemessenen Werte fiir g1, g2, g3, g+ bei einer Energie £ = my ~ 91.187GeV
einsetzt (s. Tabelle 5.1, Gl. (5.144) ), so ergibt sich fiir die beiden Ungleichungen:

7.8243 £0.0004 > 2.034 £ 0.002,

2.362£0.0050 > 1.4929+£0.118. (6.98)

Fasst man nun die Kopplungen g;, g¢ ,¢ = 1,2, 3, als energieabhéngige Funk-
tionen auf, so stellt sich die Frage, bis zu welcher Energie die Relationen (6.97)
giiltig sind. Die Untersuchungen in [Ca,lo,Sch] der zweiten Ungleichung von
(6.97) ergeben als obere Schranke:

Frae =2-10°  GeV. (6.99)
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Wertet man an diesem Energie-Punkt die erste Ungleichung von (6.97) aus, so
findet man:
7.15854 4+ 0.0044 > 2.895 + 0.1531. (6.100)

Somit ist das lineare Gleichungssystem (6.93) fiir das Energie-Intervall [mz, 2 -
10°GeV) immer lésbar, was gleichbedeutend damit ist, dass sich die Parameter-
beziehungen an jedem Punkt innerhalb dieses Intervalls konsistent erfiillen las-
sen. Hier liegt ein entscheidender Unterschied zum Chamseddine-Connes- und
zum DEHYMH-Modell, wo es genau einen kritischen Energie-Punkt Ey,.;; =
10'°GeV gibt, an dem sich die Parameterbeziehungen konsistent erfiillen lassen
(s. Kapitel 5.2, 6.1.4). Eine banale Konsequenz daraus ist, dass die Giiltigkeits-
bereiche des Connes-Lott-Modells und der beiden anderen Modelle um fiinf
Groflenordnungen auseinander liegen.

Wenn man nun das Gleichungssystem (6.93) in den Variablen z, 2, %,y,y',§
16st, damit die Koeffizienten «, 3, v aus dem Gleichungssystem (6.90) bestimmt
und daraus die nichtlineare Higgs-Kopplung

ATk
2 (z+a')?

berechnet, so tritt ein neues Phinomen auf, ndmlich das der so genannten Fuz-
ziness auf (s.u.a. [Ca,lo,Sch], [Io,Ka,Sch], [Io,Ka,SchIl]). Dabei handelt es sich
um eine Konsequenz der Tatsache, dass das Gleichungssystem (6.93) fiir die
Variablen z, ', Z,y,v’, ¥ unterbestimmt und damit im Allgemeinen nicht mehr
eindeutig losbar ist. Dies hat zur Folge, dass der Wert von A nicht eindeu-
tig bestimmt ist, sondern nur auf ein Intervall beschrinkt wird (s. [Ca,lo,Sch],
[Io,Ka,Sch], [Io,Ka,SchIl]). Dies zieht nach sich, dass auch die sich daraus er-
gebende Higgs-Masse nur bis auf ein Intervall festgelegt ist. Die Analyse in
[Ca,lo,Sch] ergibt hierfiir bei der Energie E = my:

my € [284,300) GeV, (6.101)

wobei hier die Masse des t-Quarks mit m; = 175+ 6 GeV zugrunde gelegt wird.
Die Intervallgrenzen sind allerdings mit 7 GeV recht eng gegeiiber einem 15
GeV Fehler bei der Bestimmung der Higgs-Masse im DEHYMH-Modell.
Der Wert der Higgs-Masse liegt hier allerdings deutlich iiber den Werten
im DEHYMH-Modell (188 GeV') und dem im Chamseddine-Connes Modell
(190 GeV).

Betrachtet man nun den schwachen Winkel bzw. sin® 6, = gnglgz, so erhalt
1 2
man mit Hilfe der Ungleichungen (6.97) die Abschétzung:
2
0 < sin6,, < 5 = 067, (6.102)

Dies unterscheidet sich von der Abschéiitzung im Chamseddine-Connes- und
DEHYMH-Modell, denn dort gilt:
1 9
0.25 = 1< sin’ 6, < 50~ 0.45.
Auch sind im Connes-Lott-Modell die Verhiltnisse der Kopplungskonstanten
nicht beschrankt, wie es in den beiden anderen Modellen der Fall ist. Dies ldsst
sich vor allem auf die groffle Anzahl freier Modellparameter zuriickfiihren.
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Spezialfille

Zwei Spezialfille verdienen beim Connes-Lott-Modell einer weiteren Diskussi-
on. Zum einem ist der Fall mit 2/ = 0 interessant, da dieser Fall in gewisser
Weise der natiirlichen Wahl eines Skalarproduktes bei einem fast kommutativen
Modell entspricht (s. [Tol2]). Zum anderen ist der Fall z = 0 von Interesse, da
hier neue Zusammenhénge mit dem Chamseddine-Connes-Modell auftreten (s.
[Ca,lo,Sch]).

Der Fall: 2/ =0 Sei A’ nun die Systemmatrix fiir das Gleichungssystem (6.90),
das man erhélt, wenn man 2’ = 3y’ = 0 setzt. Fiir die Determinante ergibt sich:

det A" = 2Nz (y? + 3(Nz + §)y + 2N%2% + 3Ng) > 0, fiir z,Z,y,§ > 0.
(6.103)
Das System ist also fiir alle Wahlen von z, Z,y,4 > 0 immer noch in eindeutig
l6sbar.
Betrachtet man nun die Parameterbeziehungen, so ergibt sich:

1 1 2 1 3
—- = —= | N —Nz+ - —7
g3 87r2< Ty x+2y+2y>,
1 1
— = _— (N
g% 871-2( x+y))
1 1
1 1
g o2
2 k
A= ==
2 2’
™ k
= 3
k= (5 — 2N (a? + 52)> z— (20° + B%) y — ANY*& — 35°7. (6.106)

Betrachtet man nun die Gleichungen fiir g;, g;, 1 = 1, 2, 3, treten analoge Phéno-
mene wie im allgemeinen Fall auf:

e Die Gleichungen fiir ¢1, g2, 93, g+ sind in z, Z, y, y 16sbar genau dann, wenn
die Ungleichungen

111,11 N1

gt 295 693 8¢

1 N1

Lo AL 6.107
AR (o107

erfiillt sind.

e Man erhilt, wenn man die Renormierungsgruppengleichungen mit in Be-
tracht zieht, genau dasselbe Energie-Intervall (s. Gl. (6.101)), wie in der
allgemeinen Betrachtung.
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Es gibt allerdings auch einen wesentlichen Unterschied im Gegensatz zu der
allgemeinen Betrachtung: Das System (6.93) ist fiir 2’ = ¢’ = 0 ist, wenn es
l6sbar ist, eindeutig l6sebar. Dadurch liegt der Wert von A und damit die Higgs-
Masse eindeutig fest. Das Phanomen der Fuzziness tritt hier nicht auf. Bestimmt
man die Higgs-Masse, so ergibt sich nach [Ca,lo,Sch] bei einer Energie E = my:

my =289 GeV. (6.108)

Die Higgs-Masse liegt wie zu erwarten im Intervall, das sich im allgemeinen
Zugang ergibt, und liegt damit iiber den Massen, die vom Chamseddine-Connes-
und vom DEHYMH-Modell vorhergesagt werden.

Fiir sin” 6, des schwachen Winkels und die Verhltnisse der Eichkopplungen
ergibt sich dasselbe wie im allgemeinen Fall.

Der Fall z =0 Sei A” nun die Systemmatrix, die man aus (6.90) fiir z = 0
erhilt, so gilt:

det A” = 12N%y/z"? + 2(8N + 4)y/z’ >0, fiir ',y > 0. (6.109)

Somit ist das Gleichungssystem (6.90) fiir den Fall z = 0 fiir alle 2/,y’ > 0
immer eindeutig 16sbar.
Fiir die Parameterbeziehungen erhélt man in diesem Fall:

1 1 11
- — - 7N / 3 /
g% 87‘(‘2( 9 ' +3y),
1 1
- - _~ (N /
g% 87‘(‘2( ' +y),
1 1
1 1,
— = —x
g? 272"
N = 2 K
- 2 x/27
w2k

K = @ +2N((a+7)*+ (B + 7)2> o — 20+ +45%) Y. (6.112)

Betrachtet man nun wieder die Gleichungen fiir g;, g;, ¢ = 1,2, 3, so erhélt
man durch sukzessives Einsetzen:

1 3 41

g3 95 393

1 31

-5 = ST 5 7TY,

93 493

1 1

- = — Nz 6.113
g3 6m2 " ( )



Um die erste Bedingung erfiillen zu kénnen, muss man die Eichkopplungen wie-
der als energiabhéngige Funktionen auffassen. Wenn man eine analoge Unter-
suchung mit Hilfe von Renormierungsgruppengleichungen des Systems wie in
Kapitel 5.2 vornimmt, erhélt man genau denselben kritischen Punkt E, auf der
Energie-Skala wie im Connes-Lott- und im DEHYMH-Modell. Auch hier ergibt
sich:

E.~ 10" GeV. (6.114)

Diese Gleichheit ldsst sich verstehen, wenn man beriicksichtigt, dass die Para-
meterbeziehungen des Chamseddine-Connes-Modells (6.18) in die Parameterbe-
ziehungen (6.113) iibergehen, wenn man folgende Substitution vornimmt:

2 = 27Tf2
L2N2(4N + 3trX)
y = a'trX

(s. auch [Ca,lo,Ka,Sch]).
Allerdings ergibt sich aus den Beziehungen fiir g3 und g;:

1 N 1 s N 4

L I 6.115

g 39 R (6:119)
also fiir N = 3:

g =gt (6.116)

Andererseits liefern die Renormierungsgruppengleichungen bei der kritischen
Energie E. die Werte:

e
1o
—
=
o
N
Il

0.17477 £ 0.0040,
g2(E,) = 0.43256 = 0.0005, (6.117)

woraus folgt, dass dieser Zugang, wie das Chamseddine-Connes-Modell, nume-
risch inkonsistent ist.

Der Umstand, dass sich die Parameterbeziehungen fiir die Eichkopplungen
des Connes-Lott-Modells in die des Chamseddine-Connes-Modells und damit in
die des DEHYMH-Modells iiberfiihren lassen, hat zur Folge, dass man fiir sin® 6,,,
und die Verhiltnisse der Eichkopplungen genau dieselben Ergebnisse bekommt
wie im Chamseddine-Connes- und im DEHYMH-Modell, da der globale Faktor
bei der Quotientenbildung herausfillt.
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Kapitel 7

Zusammenfassung &
Konsequenzen

Kommen wir nun zu einem Resumée der vorangegangenen Betrachtungen.

7.1 Uberblick

Im ersten Kapitel werden zuniichst die geometrischen Grundlagen und die not-
wendige Theorie von verallgemeinerten Dirac-Operatoren bereitgestellt und dis-
kutiert. Dabei wird darauf geachtet, dass die Betrachtungen vom Vorzeichen der
bei der Konstruktion verwendeten Clifford-Algebra unabhéngig sind. Es werden
die Fiille fiir die Clifford-Algebren vom Typ

V=41, vev, (7.1)
simultan diskutiert.

Im folgenden Kapitel wird die Lichnerowicz-Zerlegung fiir das Quadrat eines
verallgemeinerten Dirac-Operators untersucht. Die Untersuchung beschrankt
sich hierbei auf den in der Literatur nicht behandelten Fall, in dem die zu-
grunde liegende Clifford-Algebra durch die Relation v? = 1 erzeugt wird. Das
Ergebnis wird mit den aus der Literatur bekannten Formeln verglichen (s. [Ack],
[Ack,Tol], [Tol2]), wobei sich herausstellt, dass sich zum einen das Vorzeichen
vor dem Bochner-Laplace-Operator dndert. Zum anderen findet man, dass die
Potentialterme in beiden Fillen aus den gleichen Summanden bestehen, aber
ein Vorzeichenunterschied vor dem Term der Form

291 v 1 o7 (72)
auftritt. Dariiber hinaus wurden Dirac-Operatoren vom einfachen Typ eingefiihrt,
die sich durch ihre Lichnerowicz-Zerlegung auszeichnen.

Im dritten Kapitel werden die fiir die Konstruktion von Teilchenmodellen
wichtigen Dirac-Yukawa- und Pauli-Dirac-Yukawa-Operatoren eingefiihrt. Da-
bei induziert jeder Dirac-Yukawa-Operator eine 3-Parameterschar von Pauli-
Dirac-Yukawa-Operatoren. Es gibt dabei ausgezeichnete Parameterwahlen (s.
auch [Tol2]), die durch geometrische bzw. physikalische Uberlegungen motiviert
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sind. Hierbei verdient, der physikalisch motivierte, Wechselwirkungsfall (s. Gl.
(3.21)) besonderes Interesse, da er der einzige ausgezeichnete Fall ist, der bei
Beriicksichtigung von Quanten-Effekten konsistente Ergebnisse liefert. Es wird
wie in den Arbeiten [Ack,Tol], [Tol], [Ack], [Tol2] ein verallgemeinertes Residu-
um res¢ auf der Menge der Dirac-Operatoren eingefiihrt, das ein modifiziertes
Wodzicki-Residuum ist. Das Wodzicki-Residuum verlangt positive Operatoren,
wihrend die Quadrate von verallgemeinerten Dirac-Operatoren, die mit Hilfe
der Clifford-Algebra v? = 1 konstruiert sind, negative Quadrate besitzen. Dies
macht eine Substitution des Dirac-Operators D durch ¢D im Argument von
res¢ notwendig. Mit Hilfe des verallgemeinerten Residuums res; wird analog zu
den Arbeiten [Tol],[Tol2] ein DEHYMH-Modell definiert, wobei der bosonische
Anteil der Wirkung gegeben ist durch:

res¢ (D) = Wres(¢(iD)"?""2),  2n = dim M. (7.3)

Der bosonische Teil der Wirkung wird fiir einen allgemeinen Pauli-Dirac-Yukawa-
Operator ausgewertet und mit den entsprechenden Ergebnissen fiir einen Pauli-
Dirac-Yukawa-Operator zur Clifford-Algebra v> = —1 (s. [Tol], [Tol2]) ver-
glichen. Beim Vergleich findet man, dass im Ergebnis zwar alle Summanden
gleich sind, sich aber die Vorzeichen &dndern, bis auf den Term der propor-
tional zum Riemannschen Kriimmungsskalar R ist und den Term der Form
ohtrp (2 [VE, ¢][VF ¢]). Damit hat der Teil ohne den Riemannsche Kriimmungs-
skalar die Form:

aytre (2" FEFPI) +astrg (2 [VE, 9l[VY, ¢]) —d)tre(2'9°) —agtrg(2/¢?). (7.4)

Im Fall fiir die Clifford-Algebra v> = —1 (s.[Tol]) hat der a4-Term ein ne-
gatives Vorzeichen. Es zeigt sich, dass dieser Vorzeichenwechsel ein in [Tol2]
angesprochenes Problem 16st. Dabei geht es darum, wenn man eine reelle 3-
Parameterschar von Pauli-Dirac-Yukawa-Operatoren fiir das Standardmodell
aufstellt, dass sich herausstellt, dass der kinetische Term fiir das Higgs-Feld,
beschrieben durch den «of-Term, ein falsches relatives Vorzeichen zu den an-
deren Termen aus (7.4) besitzt. Dieses Problem tritt fiir den Fall der Clifford-
Algebra vom Typ v? = 1, bedingt durch den relative Vorzeichenwechsel vor dem
as-Term, nicht mehr auf.

Im Folgenden Kapitel werden die geometrischen Daten angegeben, die fiir die
Konstruktion des Standardmodells der Elementarteilchenphysik als ein DEHY M-
H-Modell notwendig sind. Es werden hier zwei Versionen diskutiert: Einmal
wird iiber das Standardmodell ohne rechtshéindige Neutrinos referiert (s. [Tol],
[Tol2]). Des Weiteren werden die Daten des Standardmodells mit rechtshéndi-
gen Neutrinos angegeben. Dabei ist der letztgenannte Fall physikalisch interes-
sant, da er die Konstruktion von massiven Neutrinos zuldsst. Derartige Theorien
bieten aber gerade einen Ansatz fiir das Verstédndnis so genannter Neutrino-
Oszillationen (s. [Bil,Gi,Gr]). Ein weiterer wichtiger Punkt in beiden Versionen
ist, dass durch die Yukawa-Abbildung (s. Def. (3.3)) die Hyperladungsbeziehun-
gen (Gl1.(4.10)) (s. [Tol2]) und (4.11) festgelegt werden. Ferner ldsst sich mit
Hilfe einfacher Uberlegungen die Hyperladung fiir die rechtshiindigen Neutri-
nos bestimmen, was auch getan wurde. Im Gegensatz hierzu miissen im kon-
ventionellen Zugang zum Standardmodell (s. [Na]) diese Beziehungen explizit
gefordert werden, um die richtigen elektrischen Ladungen fiir die Elementar-
teilchen zu erhalten. Dariiber hinaus werden die Parameterbeziehungen fiir das
Standardmodell mit rechtshéindigen Neutrinos bestimmt.
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Das fiinfte Kapitel diskutiert die physikalischen Konsequenzen der Parame-
terbeziehungen fiir das Standardmodell mit und ohne rechtshidndigen Neutrinos.
g g3

Es stellt sich heraus, die Verhéltnisse der Kopplungen 7 und sin® Oy := s
j 1 2

in beiden Modellen dieselben sind. Ferner sind alle diese \;'erhéiltnisse beschrénkt.
Es wird der Einflul von Quanten-Korrekturen untersucht. Dies geschieht mit
Hilfe von Renormierungsgruppengleichungen, die die Energieabhéngigkeit der
physikalischen Kopplungen beschreiben. Es stellt sich heraus, dass die Para-
meterbeziehungen fiir beide Modelle sich mit den empirischen Werten fiir die
physikalischen Kopplungen nur an genau einem Punkt der Energieskala konsi-
stent erfiillen lassen. Dieser Punkt ist in beiden Modellen derselbe. Die kritische
Energie liegt bei

E. = (0.96 £0.29)10'° GeV. (7.5)

Mit Hilfe der Parameterbeziechungen lisst sich iiber die Renormierungsgruppen-
gleichungen die Masse des Higgs-Bosons bestimmen. Hierbei zeigt sich, dass die
zur Massenbestimmung benutzten Beziehungen, aufgrund der gemachten Néhe-
rungen in beiden Versionen wieder dieselben sind. Es zeigt sich weiter, dass fiir
die ausgezeichneten Parameterwahlen des Pauli-Dirac-Yukawa-Operators (3.19),
(3.20), (3.21) nur der Wechselwirkungsfall (3.21) mit den Renormierungsgrup-
pengleichungen konsistente Ergebnisse liefert. Man erhélt fiir diesen Fall fiir die
Higgs-Masse einen eindeutigen Wert:

mp =188+ 15 GeV. (7.6)

Lasst man dagegen die Modellparameter ag, as, asz offen, so erhédlt man keinen
eindeutigen Wert mehr, aber es lassen sich noch Schranken fiir die Higgs-Masse
angeben:

129.57 GeV <'my < 473.33 GeV. (7.7)

Im letzten Kapitel werden die Konsequenzen des vorangegangenen Kapi-
tels mit den Ergebnissen entsprechender Untersuchungen fiir das Chamseddine-
Connes-Modell (s. [Ca,lo,Ka,Sch], [Ca,lo,Sch]) und das Connes-Lott-Modell (s.
[Ca,lo,Sch]) verglichen. Dabei zeigt sich fiir das Chamseddine-Connes-Modell,
dass die angegebenen Parameterbeziehungen in [Ca,lo,Ka,Sch] (bzw. Gl. ((6.13),
(6.14)) nicht von dem in [Ca,lo,Ka,Sch] angegebenen Funktional

T (CDAQ) (7.8)

erzeugt werden. Es wird ein Funktional angegeben, das die Parameterbeziehun-
gen aus [Ca,lo,Ka,Sch] reproduziert. Beim Vergleich dieser Parameterbeziehun-
gen mit denen des Dirac-Modells stellt sich heraus, dass die Parameterbezie-
hungen fiir die Eichkopplungen (Gl. (6.13)) bis auf einen globalen Vorfaktor
gleich sind. Dies fiithrt dazu, dass die Verhéltnisse ﬁ und sin® Ay mit denen des
DEHYMH-Modells iibereinstimmen. Auch zeigt SiC}JI hier das gleiche Phénomen,
dass wie beim DEHYMH-Modell ein anderes Vorzeichen zwischen den Einstein-
Hilbert-Term und den iibrigen Termen der Wirkung auftritt als in der Definition
eines Einstein-Hilbert-Yang-Mills-Higgs-Modells (s. (4.13)). Weiter zeigt sich,
dass die Parameterbezichungen des Chamseddine-Connes-Modells (Gl. (6.13),
(6.14)) bei der Beriicksichtigung von Quanten-Effekten zu numerischen Inkon-
sistenzen fiihren (s. Gl. (6.30)). Untersucht man die Parameterbeziehungen, die

131



von dem Funktional (7.8) erzeugt werden, so stellt sich heraus, dass diese Be-
ziehungen fiir die Eichkopplungen liefern (s. Gl. (6.45)), die zu den gemessenen
Werten fiir diese Kopplungen in Widerspruch stehen. Macht man nun die ent-
sprechenden Untersuchungen fiir die Parameterbeziehungen des Connes-Lott-
Modells, so stellt man fest, dass sich hier die Parameterbeziehungen von denen
des DEHYMH-Modells erheblich unterscheiden. Dies ist in soweit nicht erstaun-
lich, da es hier groiere konzeptionelle Unterschiede zwischen beiden Modellen
gibt (s.a. [Tol2]). Somit unterscheiden sich die Schranken fiir sin® fy, und auch
die Vorhersagen fiir die Higgs-Masse. Hier tritt das Phinomen der Fuzzyness
auf, was sich darin ausdriickt, dass sich modellbedingt nur ein Intervall bestim-
men lédsst, in dem die Higgs-Masse liegt. Dies ist im allgemeinsten behandelten
Fall

[284,300) GeV, (7.9)

das fiir den Spezialfall 6.2.2 auf einen einzigen Wert
289 GeV (7.10)

zusammenbricht.

7.2 Probleme & Abschlielende Diskussion

Betrachtet man nun die vorhergehend beschriebenen Ergebnisse kritisch, so soll-
te angemerkt werden:

e In einem physikalischen Modell sollte die Raumzeit durch eine 4-dimensio-
nale Lorentz-Mannigfaltigkeit beschrieben (s. z.B. [Na]) werden und nicht
wie in den Dirac-Modellen durch eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Der
Grund fiir die Verwendung Riemannscher Mannigfaltigkeiten liegt darin,
dass das zur Definition der bosonischen Wirkung verwendete Wodzicki-
Residuum einen elliptischen Operator verlangt. Dies wird dadurch sicher-
gestellt, dass der Dirac-Operator auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
operiert. Eine Idee zur Losung dieses Problems wurde in [Tol2] vorgeschla-
gen, indem man fiir den bosonischen Teil der Wirkung das Funktional

tre(CV) (7.11)

verwendet. V ist hier der Potentialterm der Lichnerowicz-Zerlegung des zu-
grundeliegenden Dirac-Operators. Die Konsequenzen dieses Ansatzes sind
bislang noch nicht untersucht.

e Bei der Untersuchung von Quanten-Einfliissen in Abschnitt 5.4 wird die
Renormierungsgruppengleichung in der 1-Loop-Approximation benutzt.
Andererseits werden die Gleichungen iiber einen weiten Energiebereich
integriert, so dass die Giite dieser Approximation unklar ist.

e Zur physikalischen Relevanz der aus den DEHYMH-Modell bestimmten
Higgs-Masse ldsst sich sagen: Aufgrund von Messergebnissen und quanten-
feldtheoretischen Uberlegungen lassen sich im Standardmodell die mogli-
chen Werte fiir die Higgs-Masse einschrinken auf das Intervall (s. [Ro])

[114,193] GeV. (7.12)
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Der Wert aus Kapitel 5.4 von 188 GeV ist in diesem Intervall enthal-
ten. Anderseits liegt das Massen-Intervall (7.9) des Connes-Lott-Modells
komplett auBlerhalb des moglichen Bereichs fiir die Higgs-Masse.

Bei der Konstruktion eine Pauli-Dirac-Yukawa-Operators
Dpy=D+®+1T (aw<F5/3> +agy (V) + am@?)) (7.13)

sind bestimmte Wahlen der Parameter ag, as, ag geometrisch ausgezeich-
net (s. (3.19), (3.20)). Allerdings stellt sich heraus, dass diese ausgezeich-
neten Parameterwahlen nicht mit den Quanten-Korrekturen vertraglich
sind (s. (5.155), ..., (5.157)). Der Grund hierfiir liegt darin, dass sich am
kritischen Skalenpunkt . die Beziehung

al=2 (gt(tc>2) a2 (7.14)

93 (tc)Q

fiir die Parameter as und as ergibt (s. (5.131)), die sich fiir die geome-
trisch ausgezeichneten Félle nicht erfiillen ldsst. Wenn man aber zu dem
modifizierten Pauli-Dirac-Yukawa-Operator

=D+ ®+T (aﬂ(Ff/S) +agy(VE© g ¢ aoy(qf?)) (7.15)

(s. (4.17)) tbergeht, bei dem in den Endomorphismen @' die Yukawa-
Kopplungsmatrizen g durch beliebige komplexe Matrizen A" ersetzt sind,
tauchen zusitzliche Parameter in der Beziehung (7.14) auf, so dass sich
die geometrischen Parameterwahlen nicht mehr zu Konsistenzproblemen
fiihren. Die Konsequenzen dieses Ansatzes, sowie die geometrische Inter-
pretation des Pauli-Dirac-Yukawa-Operators D’py sind noch nicht unter-
sucht.
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Anhang A

Spur-Formel

In diesem Abschnitt wird ein niitzliches Lemma zur Spur-Berechnung aus [Ack]
zitiert.

Lemma A.1. Sei ein Zy-graduiertes Clifford-Modulbiindel mit ungerader Clifford-
Aktion. Seien ferner w € QP (M, Ende, (aq) (£)), und o € QU(M, Ende, (1) (€))
so gilt:

tre(ce(w)er (o)) =0,  fir p—q#0. (A.1)

Beweis: Die Idee hierfiir stammt aus [Ack]. Sei el, ..., e" eine lokale Ortho-
normalbasis. Dann gilt lokal:

ci(w) =cr(eh)@wr, cilo) =ce(e!)@ay.

I und J sind hierbei Multiindizes mit |[I| = p, |J| = q.
Sei nun p + ¢ ungerade. Dann gilt:
tre(ce(w)es (o)) = tr(cx(ef)ex(e?)) - tr(wroy).

Der erste Faktor verschwindet, da p + ¢ ungerade ist.
Sei nun p + ¢ gerade. Man betrachte nun tr(c+(ef)cs(e”)). Die Multiindizes
seinen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit aufsteigend geordnet. Sei nun:

I = {iy,...,ipt, J={j1,---,4q}, K:==1INJ, |K|=1k
= .y I=Knl', J=KnJ,I'nj =0

Dann folgt:

tr(ex(eexe”) = (—DFPir(er(e)es(e)ex(e ex(e”)) (A2)

/

(—1)F@ I e (e Yew (7)) (A.3)

Da nach Voraussetzung p + ¢ # 0 und gerade ist, ist |I'| + |J'| # 0 und gerade.
Dann folgt aus den zyklischen Eigenschaften der Spur, dass

tre(ce (e )es(e?) =0

ist. O
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Anhang B

Formel zu
Zusammenhingen bei
Spin-Mannigfaltigkeiten

In diesem Anhang finden sich einige niitzliche Formeln zu Spin-Zusammenhéngen.
Um mit der Notation in der iibrigen Arbeit konsistent zu bleiben, wiederho-
len wir die Definition eines Spin-Zusammenhanges:

Definition B.1. Seien (M, g) eine (pseudo-) Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit.
Sei S ein zugehdriges Spinor-Biindel iber M und vy : C+(M) — End(S) die
Clifford-Aktion. Dann ist der Spin-Zusammenhang definiert durch:

1 .

Vi = Out qwuapr§ fir Ayl 4 et =m0, (B.1)
1 .

Vi = O - Zwuamfvﬂ fiir 22 442y = —2n*F1, (B.2)

wuap bezeichne hier die Zusammenhangskoeffizienten beziiglich einer lokalen Or-
thonormalbasis des Levi- Civita Zusammenhanges auf M.

Als Néchstes geben wir eine lokale Form fiir die Kriimmung in lokalen Or-
thonormalbasen an:

Lemma B.1. Sei (M, g) eine (pseudo-) Riemannsche Mannigfaltigkeit, und der
Levi-Civita Zusammenhang habe die lokale Form: V = €' ® (0; + w;) beziiglich
eines lokalen Orthonormalbasisfeldes. 0; sei die Richtungsableitung in Richtung
die Basisvektors e;. Die Kriimmung ist dann gegeben durch: R =V oV, und es
gilt lokal:

~ 1 . .
Ry = B bige’ Ne (B.3)
bij = 0w — 0w +w W — wiw, (B.4)

wobei die Indizes a,b die Endomorphismenkomponenten von w; beziehungsweise
von R;; bezeichnen.
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Beweis: Es gilt:
R = e'A ej((aiwj) + wiwj)
1. .
= 561 A€ ((Ojw) + wiw;) — (1 < 7).
Hierbei bedeutet i < j, dass an diese Stelle der Ausdruck der vorhergehenden

Klammer mit vertauschten Indizes ¢ und j zu setzen ist. In Komponenten ergibt
sich dann:

Ry = %ei A e (((Biwy)% + (wiw;)G) — (i < 4))

1 . .
561 N el ((Ow)y) +w;wy — (Ojw;h) — wiew%)
1 o
= §R‘lbijel Ne,
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Rf,;; sind die Komponenten des so genannten Riemannschen Kriimmungs-
tensors. Als néchstes kommen wir zu Kriimmungen von Spin-Zusammenhéngen:

Lemma B.2. Sei (M,g) eine (pseudo-) Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit
und V* der zugehirige Spin-Zusammenhang auf dem zugehérigen Spinor-
Biindel § mit der Clifford-Aktion vy (s. B.1). Dann gilt:

v, V}SJF] = IRk, YL + Ak =21, (B.5)
[V}S_’V}S_] = —IRiue*, YAl +414) = -2l (B.6)

Rijre sind die Komponenten des Riemann-Tensors mit gesenkten Indizes und
n' die Komponenten der Metrik in einer Orthonormalbasis.

Beweis: Durch explizite Rechnung ergibt sich:

1 1
[vfi’ v}Si] = [az + Zwikl'Yie’ 8j + ijmn'yrinn]

1 1 1 1
i[ai, ijmnWTinn] + [Zwikﬂf, 3j] + [Zwiké')/ftéa ijmnﬁ[nn]
1

1 mn
= +7((Owjne) - (Ojwike)) Vs + 1—6wikzw]-mn[vfﬁi ].

Wertet man nun den Kommutator im letzten Summanden weiter aus, so erhélt
man:

Vi AE™ = AL TR
= EVEVEYE —YTEEE
= YEVEVEE — R e
20 " iYL F 20 T EE £ 2R T 2 L

= 220" L - 0"t + 0T - L),
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Setzt man dies nun in den dritten Term von [Vfi, Vfi] ein so ergibt sich:

1
1_6wik:€wjmn [’Yiéa ’Y;rm]

1
= igwikewjmn(nzmvivl — Pl + Tk — pFra )

1
s k_¢ s L _k s k _¢ s 0 _k
= £—(wyy WistY+ V4 — Wi ¢Wiks V£ V4 T Wig Wiks V£ V4 — WiseW; kYY)

— Co

ig(wiksszt’ [Via Vi] - Wjeswiskhi, Vi])
1
iz(wiksszf - ijswz‘sé)ViZ-

Setzt man dies nun wieder in den Ausdruck fiir [VS¥, Vfi] ein, so erhdlt man:

1

[VeE, V}-Si] = ii((aiwjké) — (Ojwike) + wigwise — wipwise)VE
1
= iZRiij’Yiz-

Dies ist die Behauptung. O
Des Weiteren sind noch folgende Formeln niitzlich:

Lemma B.3.

Rk = —2R1, ~iy) ++04L =2¢71 (B.7)
Rijney?y¥ = —2R1, +iq? +474% = —2¢71. (B.8)

Rijre bezeichnen hier die Komponenten des Riemannschen Krimmungstensors
und R den Riemannschen Krimmungsskalar, der in diesem Zusammenhang wie
folgt definiert ist: R := R”ij

Beweis: Der Beweis erfolgt wieder durch explizite Rechnung;:
Rijeevivh = Riweviniving,

da Rjjke = —Rjike beziehungsweise R e = —Rijer und Rijpe = Ryeijist. Ver-
wendet man nun die fiir den Riemannschen Kiimmungstensor giiltige Bianchi-
Identitét

Rijre + Rigej + Rigjr = 0,

so ergibt sich:

RijreViviivi = —(Rivgy + Rioje)virviviqd
= —(RiresVaVevEnk + Rioes (Vi
207 ik + 297 944))
= —(2Rurevivivint £2RAYL), Rij= Ry,
= —(2Rure; (Vi EvETh T 207 ik £ 2975 7400)
+2R;747)).
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Lo6st man nun nach Rijkﬂft’yivi’yi auf und nutzt aus, dass R;; in den Indizes
symmetrisch ist, so ergibt sich:

3Rijrevivinkve = FOR;vivl = —6R1
= Ryevivivini = —2RL

Als Letztes geben wir noch die Formel fiir den Kommutator eines Produkt-
zusammenhanges eines getwisteten Spinor-Biindels an.

Lemma B.4. Sei S ® £ ein getwistetes Spinor-Biindel iber einer (pseudo-)
Riemannschen Mannigfaltigkeit. Ferner sei VS®¢ der Produktzusammenhang
auf S ® £, dann gilt:
1 id j i ij
[V9ee, V}g®£] = iZRijké'Yie + Fé, Vv + vy = £2¢71.

Fz‘? = (0;4;) — (0;4;) + [Ai, A;] ist die Krimmung des Bindels £.

Beweis: Der Produktzusammenhang auf S ® £ hat lokal die folgende Form:

1 .
Vf®5 =0; + (:tz) Wijk'ygtk ®1lg+1s® A;.

So ergibt sich:

1
iZRijke’YiZ ®1s+1s® FE

Bei der letzten Umformung wurde Lemma B.2 verwendet, womit sich die Be-
hauptung ergibt. O
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Anhang C

Elemente der gewdhnlichen
Differentialgleichungen

Die folgenden Sitze sind in leicht abgewandelten Form [Am] entnommen.

Theorem C.1 (Vergleichssatz I). Es seien J und D offene Intervalle in R
und g € C(J x D,R), g geniige einer Lipschitzbedingung beziiglich D. Ferner
sei u € C1(J, D) Losung der Differentialgleichung

z = g(t,x).
Seien nun v € CY(J, D) und o € J, und des Weiteren gelte:
v(a) <ula) wnd ©<g(to(t) VteJN]|a, o).

So gilt:
v<u auf JN][a,00).

Beweis: Es seien «, 8 € J, 8 > a und uy Losung des Anfangswertproblems
i=g(tz)+A z(a)=u(a)

mit 0 < A < Ao, wobei Ag so gewihlt ist, dass uy auf [«, 3] existiert.
Annahme: Jtg € (0, Ao) und It € (o, §) mit v(t1) > ur(t1), so muss gelten:

Jtg € [o, 1) wv(to) = ua(to) und o(t) > ur(t), to<t<t;.
Dann folgt:

olty) = tim YW o ) —uat)
t—to+ t—to t—to+ t_to

= g(to,ulto)) + A > g((to, v(t)) = 0(to)-

Das ist ein Widerspruch zu den gemachten Voraussetzungen, also folgt:

> 1ix(to)

v<wuy auf [a,8] VA€ (0,A).

Da uy stetig von A abhingt (dies ldsst z.B. mit Satz 13.1. in [Heu] verifizieren),
folgt fiir A — 0+ v < u auf [a, 8]. Da § beliebig war, folgt die Behauptung.

O

In analoger Weise lisst sich ein zweiter Vergleichssatz formulieren:
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Theorem C.2 (Vergleichssatz II). Es seien J und D offene Intervalle in R
und g € C(J x D,R) und g geniige einer Lipschitzbedingung auf D. Ferner sei
u € CY(J, D) und Lésung der Differentialgleichung

T =g(t, x),
und es sei v € C*(J, D) mit a € J. Des Weiteren gelte:
v(a) > u(a) wund O(t) > g(t,v(t)) VteJN|a,o0).

So gilt:
v>u auf JN[a,00).

Der Beweis ldsst sich in analoger Weise wie bei C.1 fiihren.
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