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Kapitel 1
Einleitung

Das Hauptziel der vorliegenden Dissertation ist die Beschreibung allgemeiner Basen biva-
riater Splines und darauf aufbauend die Entwicklung von Algorithmen zur Konstruktion
von allgemeinen Interpolationsmengen fiir bivariate Splines. Diese Splines in zwei Varia-
blen sind auf Triangulierungen A eines Gebiets € in der Ebene definiert. Fiir gegebene
r,q € IN ist der Raum der bivariaten Splines vom Grad ¢ und Differenzierbarkeitsordnung
r definiert durch

Sp(A) = {s€C"(Q): s|p €Ily, T € A},

wobei l'fq = span{z’y/ : 0 < i+ j < ¢} den Raum der bivariaten Polynome vom Grad ¢
bezeichnet. Das Lagrange-Interpolationsproblem fiir bivariate Splines besteht darin, eine
Punktmenge {21, ..., 24} C £ zu konstruieren, wobei d = dim Sy (A) gilt, so dass fiir jede
stetige Funktion f auf Q ein eindeutig bestimmter Spline sy € Sy(A) existiert, der die

folgenden Lagrange-Interpolationsbedingungen erfiillt:

sp(z) = f@), i=1....d

Eine solche Menge {z1,... , zq} heifit Lagrange-Interpolationsmenge. Betrachten wir nicht
nur die Funktionswerte von f, sondern auch partielle Ableitungen von f, so sprechen
wir von Hermite-Interpolationsbedingungen bzw. von Hermite-Interpolationsmengen. In-
terpolationsmethoden fiir bivariate Splines bilden eine wichtige Grundlage fiir die genaue
Konstruktion und Rekonstruktion von Oberflichen in Anwendungsgebieten wie beispiels-

weise der industriellen Fertigung, Medizin oder Geologie.

Wihrend auf dem Gebiet der univariaten Splines zahlreiche vollstdndige Methoden ent-
wickelt wurden, sind eine Reihe fundamentaler und schwieriger Probleme fiir bivariate
Splines trotz grofler Fortschritte in den letzten Jahren derzeit noch ungel6st. Dies be-

trifft insbesondere die Interpolation mit Splinerdumen auf Triangulierungen und resultiert



aus der komplexen Struktur dieser Rdume. Noch 1988 schrieb Chui [10] (S.129 und 136)
in seinem Buch iiber ,Multivariate Splines“: ,/[...], the subject of multivariate Lagrange
interpolation from Sg(A) s very much underdeveloped” und ,Lagrange interpolation by
multivariate splines , [...], a very important research area that requires new ideas and

techniques for any direction of development®.

Die ersten Lagrange-Interpolationsmethoden wurden fiir quadratische Splineriume auf
gleichméfigen Triangulierungen von Sha [60], Chui & He [11] und Rieflinger [53] entwickelt.
Auflerdem wurde Hermite-Interpolation mit kubischen Splinerdumen auf gleichméfigen
Triangulierungen von Sha [61] und Jeeawock-Zedek [31] untersucht. Erst in den letzten Jah-
ren wurden allgemeine Lagrange- und Hermite-Interpolationsmethoden fiir Splinerdume
Sy (A) auf gleichméfigen Triangulierungen von Niirnberger & Rieflinger [47], Niirnberger
[45] und Niirnberger & Walz [48] angegeben.

In jiingster Zeit entwickelten Davydov & Niirnberger [18] und Niirnberger & Zeilfelder
49, 50] Interpolationsmethoden fiir S} (A), ¢ > 5, fiir beliebige Triangulierungen bzw. fiir
S’}I"(A), q>2r+1,r=1,2, fir allgemeine Klassen von Triangulierungen. Quasi-Interpo-
lationsmethoden fiir S}(A) und S2(A) wurden von Chui & Hong [12, 13] bzw. von Lai &
Schumaker [37] angegeben. Der Fall S7(A), ¢ > 3r + 2, wurde von Chui, Hong & Jia [15],
Chui & Lai [14], de Boor & Hollig [8], Lai & Schumaker [38] und von Davydov, Niirnberger
& Zeilfelder [21] untersucht.

Die Literatur zeigt, dass fiir gegebenen Grad ¢ und gegebene Differenzierbarkeitsordnung r
nur spezielle Interpolationsmengen fiir Sg(A) angegeben werden. Im Allgemeinen basieren
diese Interpolationsmengen auf der Konstruktion von speziellen minimal bestimmenden
Mengen von S¢(A). Sind die Polynomstiicke eines Splines auf jedem Dreieck T der Trian-

gulierung A in der Bernstein-Bézier-Darstellung

_ o i j k
play) = Y aigrzs di(@y) (g ds(@y)' (zy) €T,
i+j+k=q R
gegeben, dann ist eine minimal bestimmende Menge von Sy (A) grob gesprochen eine Men-
ge von Basis-Koeffizienten a; j 1, die einen Spline aus Sg(A) eindeutig festlegen. Genauer
gesagt, definiert man fiir jedes Dreieck T' € A Bernstein-Bézier-Punkte
ivl + jU2 + k‘U3

Pi,j,k = q ) Z+]+kZQa

wobei v1, v9, v3 die Eckpunkte von T bezeichnen, dann besteht eine minimal bestimmende
Menge von Sy(A) aus Bernstein-Bézier-Punkten, die mittels eines Funktionals mit den

zugehorigen Basis-Koeffizienten identifiziert werden kénnen.

Die vorliegende Arbeit ist im Einzelnen wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 beschreiben wir

die Grundlagen bivariater Splines. Wir gehen ferner auf die Bernstein-Bézier-Methoden



ein, die von Bézier [4], de Boor [7], de Casteljau [9] und anderen entwickelt wurden. Diese
Methoden ermoglichen insbesondere eine effiziente Berechnung der Polynomstiicke eines
bivariaten Splines. Anschlieflend stellen wir die fundamentalen Relationen zwischen den
Basis-Koeffizienten und den partiellen Ableitungen eines Splines von Farin [23] und de
Boor [7] dar, mittels derer sich Hermite-Interpolationsbedingungen fiir Sy (A) direkt aus
den minimal bestimmenden Mengen ergeben. Ferner geben wir die allgemeine untere und
obere Schranke fiir die Dimension bivariater Splines von Schumaker [56, 58] sowie die
Formel von Schumaker [59] fiir die Dimension von Sg(A) auf einer Zelle, d. h. auf der

Vereinigung aller Dreiecke mit einem gemeinsamen Eckpunkt, an.

Als Grundlage fiir die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir Sy (A), r = 1,2, fiir
allgemeine Klassen von Triangulierungen im Fall ¢ < 3r 4+ 2 und fiir beliebige Triangu-
lierungen fiir ¢ > 3r + 2 entwickeln wir in Kapitel 3 Algorithmen zur schrittweisen Kon-
struktion von Triangulierungen. Als Grundbausteine treten dabei Zellen und Kegel auf.
Unter Kegeln verstehen wir Teiltriangulierungen einer Zelle, die aus (mindestens zwei)
aufeinander folgenden Dreiecken besteht (vgl. Abb. 1.1). Wir beschreiben zunichst einen
Algorithmus zur Konstruktion beliebiger Triangulierungen. Neben Kegeln und Zellen ver-
wenden wir dabei auch einzelne Dreiecke, so genannte Fills, als Bausteine, die an einer
beliebigen Stelle an die bereits konstruierte Teiltriangulierung angehingt werden konnen.
Anschlieflend geben wir zwei weitere Algorithmen zur Konstruktion allgemeiner Klassen
von Triangulierungen an, wobei in dem einen Fall nur Kegel und in dem anderen Fall Ke-
gel und Fills in einer festgelegten Reihenfolge zur bereits konstruierten Teiltriangulierung
hinzugefiigt werden. Ferner legen wir auf allen diesen Triangulierungen eine Ordnung fest,

in der eine gegebene Triangulierung zu durchlaufen ist.

Abb. 1.1: Die grauen Dreiecke bilden die Zelle eines Eckpunkts v (links) bzw. einen Kegel mit dem
Scheitelpunkt v (rechts).

In Kapitel 4 geben wir eine vollstindige Charakterisierung aller minimal bestimmender
Mengen von S(}(A) fiir ¢ > 3 auf beliebigen Kegeln an. Aufgrund der komplexen Gesamt-
struktur, die aus den durch die Differenzierbarkeitsbedingungen gegebenen Relationen
zwischen den Basis-Koeffizienten der einzelnen Polynomstiicke resultiert, bedarf dieses

Ergebnis eines umfangreichen Beweises. Basierend auf den Resultaten fiir Kegel erhal-



ten wir allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von S(}(A) fiir Zellen. Daraus
folgt das Ergebnis von Schumaker [59], der eine spezielle minimal bestimmende Menge
von S(}(A) auf beliebigen Zellen konstruierte. Im Fall singuldrer Eckpunkte erhalten wir
sogar eine vollstdndige Beschreibung der minimal bestimmenden Mengen von S,}(A) auf

der zugehorigen Zelle.

In Kapitel 5 betrachten wir den Splineraum Si(A), der fiir die Splinetheorie von besonde-
rem Interesse ist. Die Dimension von Si(A) fiir beliebige Triangulierungen ist derzeit noch
nicht bekannt. Unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel 4 konstruieren wir allgemei-
ne Klassen minimal bestimmender Mengen von Si(A) fiir Triangulierungen, die durch
schrittweises Anhéngen beliebiger Kegel erzeugt werden. Bei gewissen kritischen Konstel-
lationen, den so genannten Semisingularititen (d. h. die inneren Kanten des Kegels sind
alle degeneriert), schrinken wir dazu die Wahlmoglichkeiten einer minimal bestimmenden
Menge auf einem Kegel ein. Basierend auf diesen Resultaten erhalten wir direkt Hermite-
und Lagrange-Interpolationsmengen fiir S1(A). Davydov, Niirnberger & Zeilfelder [20]
konstruierten fiir die Klasse der so genannten Nested-Polygons-Triangulierungen eine spe-
zielle minimal bestimmende Menge sowie Interpolationsmengen fiir S3(A). Im Gegensatz
zu den von uns betrachteten Triangulierungen diirfen in Nested-Polygons-Triangulierungen

Semisingularititen jedoch nicht beliebig oft auftreten.

Der Splineraum S} (A) wird in Kapitel 6 behandelt. Alfeld, Piper & Schumaker [2] konstru-
ierten fiir beliebige Triangulierungen eine spezielle minimal bestimmende Menge von S} (A)
unter Verwendung grafentheoretischer Konzepte. Da diese Methode auf globalen Argu-
menten basiert, konnen diese Mengen nicht direkt in Hermite-Interpolationsbedingungen
umgesetzt werden. Wir betrachten zunéchst beliebige Triangulierungen mit Eckpunkten
vom Grad < 7. Durch einen direkten Ansatz erhalten wir aus den Resulaten aus Kapitel 4
in Kombination mit dem Durchlauf durch eine solche Triangulierung grofie Klassen mini-
mal bestimmender Mengen von S}(A). Ferner liefert uns die Beschreibung dieser Mengen
direkt allgemeine Hermite-Interpolationsschemas fiir S}(A), wobei fiir fast alle Eckpunkte
der Triangulierung sowohl der Funktionswert als auch die partiellen Ableitungen ersten
Grades interpoliert werden. Die von Davydov & Niirnberger [18] konstruierten Hermite-
Interpolationsmengen fiir S (A), bei der gewisse Semisingularitiiten ausgeschlossen sind,
sind hierbei enthalten. Numerische Tests zeigen, dass unsere Interpolationsmethode sowohl
fiir uniforme Triangulierungen als auch fiir Delaunay-Triangulierungen aus zuféllig verteil-
ten Punkten fast-optimale Approximationsordnung besitzt. Wir betrachten ferner beliebi-
ge Triangulierungen, wobei wir in einzelnen Fallen gewisse Bedingungen an einen Eckpunkt
stellen. Es gelingt uns, fiir diese Triangulierungen ebenfalls allgemeine Klassen minimal
bestimmender Mengen zu konstruieren. Aus der Beschreibung der minimal bestimmenden
Mengen ergibt sich wiederum eine allgemeine Klasse von Hermite-Interpolationsmengen,

wobei in diesem Fall fiir alle Eckpunkte der Triangulierung der Funktionswert und die



Ableitungen ersten Grades interpoliert werden.

In Kapitel 7 beschreiben wir aufbauend auf unseren Ergebnissen aus Kapitel 3 und 4
allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von S,}(A), q > 5, fiir beliebige Trian-
gulierungen. Morgan & Scott [42] und Davydov [17] konstruierten eine spezielle Hermite-
Interpolationsmenge fiir S’;(A), g > 5, fiir beliebige Triangulierungen. Aus unserer Be-
schreibung minimal bestimmender Mengen von S,} (A) erhalten wir direkt eine grofie Klas-
se weiterer Hermite-Interpolationsmengen fiir beliebige Triangulierungen. Um Lagrange-
Interpolationsmethoden fiir S(}(A), q > b5, zu konstruieren, ist es notwendig zuséitzliche
Methoden zu entwickeln. Wir wihlen Lagrange-Interpolationspunkte auf Kanten und Ge-
radensegmenten und erreichen somit fiir jedes Dreieck eine Reduktion des Polynomgrades.
Auf diese Weise erhalten wir ein allgemeines Lagrange-Interpolationsschema fiir S,}(A),
q > 5, fiir beliebige Triangulierungen. Daraus folgt das Resultat von Davydov & Niirn-
berger [18], die eine spezielle Lagrange-Interpolationsmenge fiir eine Klasse von Triangu-

lierungen beschreiben.

In Kapitel 8 betrachten wir den Splineraum S’g(A), q > 5, auf beliebigen Kegeln. Im Ver-
gleich zum Fall S(}(A) handelt es sich hierbei um ein wesentlich schwierigeres Problem, da
die Bézier-Koeffizienten eines C2-Splines in einem noch komplexeren Zusammenhang ste-
hen. Neben Semisingularititen treten weitere kritische geometrische Konstellationen auf.
In den Féllen ¢ = 5 und ¢ = 6 werden wir diese kritischen Situationen auflésen, indem wir
einzelne Dreiecke des Kegels unterteilen. Fiir ¢ > 7 setzen wir voraus, dass in der Nihe
der Eckpunkte des Kegels die Punkte fiir eine minimal bestimmende Menge von SZ(A)
bereits gewihlt sind. Somit kénnen wir die kritischen Situationen isolieren, und ein Modi-
fizierung des Kegels wird iiberfliissig. Durch die genaue Analyse der Relationen zwischen
den Bézier-Koeffizienten eines Splines gelingt es uns, unter den obigen Annahmen allge-
meine Klassen minimal bestimmender Mengen von Sg(A), q > 5, auf beliebigen Kegeln

zu konstruieren.

Ausgehend von den Ergebnissen in Kapitel 8 beschreiben wir in Kapitel 9 grofie Klassen
minimal bestimmender Mengen von S’g(A) auf beliebigen Zellen. Anders als bei Kegeln
unterteilen wir dabei jedoch fiir ¢ < 6 keine Dreiecke der Zelle. Schumaker [59] konstruierte
eine spezielle minimal bestimmende Menge von Sg(A) auf beliebigen Zellen, die in der von

uns beschriebenen Klasse enthalten ist.

In Kapitel 10 beschiftigen wir uns mit dem Splineraum Sg(A), g = 5,6. Niirnberger &
Zeilfelder [49] beschrieben fiir ¢ < 6 eine minimal bestimmende Menge und zugehori-
ge Interpolationsschemas fiir S2(A) fiir Triangulierungen, die induktiv durch Anhiingen
von Kegeln an ein Startdreieck erzeugt werden, wobei jedoch Semisingularitéiten ausge-
schlossen wurden. Wir betrachten die Klasse der Triangulierungen, die durch schrittweises

Hinzufiigen beliebiger Kegel und Zellen zu einem gegebenen Startdreieck erzeugt werden.



Basierend auf den Resultaten aus Kapitel 8 und Kapitel 9 erhalten wir fiir diese Tri-
angulierungen eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(A). Unter
Verwendung der elementaren Beziehungen zwischen den Basis-Koeffizienten und den par-
tiellen Ableitungen eines Splines kénnen wir somit direkt eine groe Klasse von Hermite-
Interpolationsbedingungen fiir S’g(A), q < 6, angeben. Ferner gelingt es uns, allgemeine
Lagrange-Interpolationsmengen fiir S?(A) zu konstruieren, indem wir die Methode der

Reduktion des Polynomgrades verwenden.

In Kapitel 11 konstruieren wir allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von
S2(A) fiir beliebige Triangulierungen, wobei nur in Einzelfiillen Dreiecke einer Triangulie-
rung unterteilt werden. Im Gegensatz zu Niirnberger & Zeilfelder [49], die fiir Triangulie-
rungen, die nur aus Kegeln aufgebaut werden, eine spezielle minimal bestimmende Menge
angaben, beriicksichtigen wir in unserer Methode auch die schwierigen Konstellationen
der Semisingularititen. Wir gehen dazu nach einer 2-Schritt-Methode vor. Wir bestim-
men zuerst die Punkte der minimal bestimmenden Mengen in der N&he aller Eckpunkte
der Triangulierung. AnschlieBend durchlaufen wir die Triangulierung und wéhlen weitere
Punkte. Aus den so konstruierten Klassen minimal bestimmender Mengen ergeben sich

direkt allgemeine Hermite-Interpolationsschemas fiir SZ(A).

In Kapitel 12 betrachten wir den Splineraum S’g(A), q > 8, fiir beliebige Triangulierun-
gen. Chui & Lai [14] und Lai & Schumaker [37] konstruierten eine minimal bestimmende
Menge von Sg(A), q > 8. Wir konstruieren fiir beliebige Triangulierungen eine allgemeine
Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(A), q > 8. Durch eine geeignete Wahl der
Bernstein-Bézier-Punkte gelingt es uns hierbei, Unterteilungen von Dreiecken zu vermei-
den. Mit der Charakterisierung allgemeiner minimal bestimmender Mengen von Sg(A) auf
beliebigen Kegeln und Zellen ergibt sich somit fiir ¢ > 8 direkt eine grofile Klasse mini-
mal bestimmender Mengen von SZ(A). Davydov, Niirnberger & Zeilfelder [21] gaben ein
Hermite-Birkhoff-Interpolationsschema fiir S’g(A), q > 8, an. Ausgehend von unseren Er-
gebnissen konstruieren wir erstmalig ein Hermite-Interpolationsschema fiir Sg(A), q>8,

fiir beliebige Triangulierungen.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Giinther Niirnberger fiir die Anregung zu
dieser Arbeit und fiir die Betreuung wéhrend ihrer Entstehung. Des Weiteren mochte
ich an dieser Stelle Herrn Dr. Frank Zeilfelder fiir seine Unterstiitzung und seine stets

vorhandene konstruktive Gespréachsbereitschaft danken.



Kapitel 2
Bivariate Splines

Im Folgenden geben wir einen Uberblick iiber die Grundlagen bivariater Splines. Wir
beginnen dieses Kapitel mit der Definition bivariater Splines auf Triangulierungen und
gehen ferner auf das Interpolationsproblem fiir diese Rdume ein. Anschlielend beschreiben
wir Bernstein-Bézier-Methoden, die eine besonders effiziente Berechnung bivariater Splines
ermoglichen. Wir beenden das Kapitel mit der Darstellung der bekannten Resultate bzgl.

der Dimension bivariater Splinerdume.

2.1 Der Splineraum S;(A)

Interpolation ist eine Standardmethode zur Approximation von Funktionen oder gegebener
Daten. Wir definieren im Folgenden bivariate Splinerdume, die zur Konstruktion glatter

Oberflichen, welche Funktionen oder Daten interpolieren, verwendet werden.

Es sei 2 C R? stets ein einfach zusammenhiingendes Gebiet mit nicht leerem Inneren,
dessen Rand aus einem geschlossenen Polygonzug besteht. Bivariate Splines sind bzgl.

Triangulierungen eines solchen Gebiets Q definiert.

Eine Triangulierung A eines Gebiets {2 ist eine Menge abgeschlossener Dreiecke T | =
1,...,N, so dass gilt

(i) @ =Ul, 7l und

(i) fiir l,m € {1,... , N} mit [ # m ist T) N TI™] entweder leer, eine gemeinsame Kante

oder ein gemeinsamer Eckpunkt.

Abbildung 2.1 zeigt ein Beispiel einer Triangulierung.



Abb. 2.1: Eine Triangulierung A eines Gebiets { im R2.

Ist A eine Triangulierung von €2, so gelten folgende Bezeichnungen:

E; = Menge der inneren Kanten,

Ep = Menge der auf dem Rand von A liegenden Kanten,
E = Menge aller Kanten,

Vi = Menge der inneren Eckpunkte,

Ve = Menge der auf dem Rand von A liegenden Eckpunkte,
V' = Menge aller Eckpunkte,
N Anzahl der Dreiecke von A.

Ferner sei fiir jede Menge M mit |M| die Anzahl ihrer Elemente bezeichnet. Fiir jede
beliebige Triangulierung gelten die folgenden Euler-Formeln:
|Er| = 3[Vi| + [VB| — 3, (2.1)
|EB| = |Vl (2.2)

Wir definieren nun der Raum der bivariaten Splines. Diese Riume sind natiirliche Verall-
gemeinerungen der klassischen univariaten Splines, d. h. Splines in einer Variablen (vgl.
de Boor [6], Niirnberger [44] und Schumaker [57]).

Fiir ¢, € Ny, 0 < r < ¢, ist der Raum der r-mal stetig differenzierbaren Splines in zwei

Variablen vom Grad ¢ hinsichtlich der Triangulierung A definiert durch
Sr(A) == {s€C™(Q) : s|ym €Ty, n=1,... N},

wobei C"(Q) der Raum aller r-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf € ist. Ferner

bezeichnet

I, := span{z'y’ : 0<i+j<q}

den (q"gQ)—dimensionalen Raum der bivariaten Polynome vom totalen Grad q.



Betrachten wir univariate Splines, dann erhalten wir mit den Schoenberg-Whitney-Bedin-
gungen (vgl. Schoenberg & Whitney [55] und Karlin & Ziegler [32]) eine vollstindige
Charakterisierung der Interpolationsmengen fiir univariate Splines. Zwischen der Interpo-
lation mit bivariaten Splines und der Interpolation mit univariaten Splines besteht jedoch
ein wesentlicher Unterschied, da selbst im einfachsten Fall der stiickweise stetigen Splines
die Schoenberg-Whitney-Bedingungen nicht verallgemeinert werden konnen (Chui [10], S.
136).

In dieser Arbeit beschéftigen wir uns mit dem Problem der Konstruktion von Inter-
polationsmengen fiir bivariate Splineriume Sj(A). Eine Menge {21,...,24} C Q mit
d = dim Sy (A) bezeichnen wir als Lagrange-Interpolationsmenge fiir Sy(A), wenn fiir
jede Funktion f € C(Q) ein eindeutig bestimmter Spline s € Sy (A) existiert, so dass

S(ZZ) = f(zz)a 1=1,... 1da

gilt. Falls ferner partielle Ableitungen einer geniigend oft differenzierbaren Funktion f
miteinbezogen werden und die Anzahl der Hermite-Bedingungen gleich d ist, dann sprechen
wir von Hermite-Interpolationsmengen fiir Sy (A). Abbildung 2.2 zeigt bivariate Splines aus
S}(A), die nach der Hermite-Interpolationsmethode von Morgan & Scott [42] berechnet

wurden.

A0 SN
) ) e
2 e
avavaviw S4V,
=< av,

Abb. 2.2: Beispiele fiir einen bivariaten Spline aus S3(A).

Fiir eine Lagrange-Interpolationsmenge {21,...,24} C Q fiir S7(A) sind die Fundamen-
talsplines s; € Sg(A), i =1,... ,d, gegeben durch
L, i=y,
si(zj) = T i=1d
0, i#J,
Der interpolatorische Spline s hat dann die folgende Darstellung:

d

s(z) = Zf(zz)sz(z), z € Q.

i=1

Zur Beschreibung von Hermite-Interpolationsbedingungen verwenden wir die folgende

Schreibweise. Fiir einen gegebenen Einheitsvektor r bezeichnet % die Richtungsableitung



8P+G'f

in Richtung von r. Richtungsableitungen hoheren Grades bezeichnen wir mit 57—,

wobei r; und ry nicht kollineare Einheitsvektoren sind.

In Anlehnung an Morgan & Scott [42] definieren wir ferner die Kantenableitungen einer
Funktion. Es sei v ein Eckpunkt von T" € A, und es seien e; und es die beiden Kanten von

T mit Eckpunkt v. Ist f geniigend oft differenzierbar, dann setzen wir

af of :
— = = =1,2
) = . =12
und fiir o,p € N
ap+af 8p+trf
— () = ———(v
0Pe10% ey 0°110%19

wobei fiir 7+ = 1,2 r; der Einheitsvektor in Richtung der Kante e; ist, der von v wegzeigt.
Ferner setzen wir in diesem Fall fiir w € IN
*f *f *f
D~ = ey .
10) = (o 00 G 0 el 0

(2.3)

2.2 Bernstein-Bézier-Techniken

Im Folgenden stellen wir verschiedene Bernstein-Bézier-Techniken dar, die aus dem Be-
reich des Computer Aided Geometric Design (CAGD) stammen. Fiir bivariate Splines
spielen diese Techniken eine fundamentale Rolle, da sie einerseits eine effiziente Berech-
nung der Polynomstiicke eines bivariaten Splines ermdglichen und andererseits die Analyse
der komplexen Struktur bivariater Splines durch die Bernstein-Bézier-Darstellung der Po-

lynomstiicke vereinfachen.

Ist T' ein Dreieck in der Ebene mit den Eckpunkten vy, v9, v3, so verwenden wir die Schreib-
weise T' = A(vy,vg,v3). Sei nun T' = A(vy,v9,v3) gegeben, dann existieren fiir ein beliebi-
ges v € R? eindeutig bestimmte \; € R, i = 1,2, 3, mit

3 3
U:Z)\ivi und Zkizl.
Wir nennen diese A\;, + = 1,2, 3, die baryzentrischen Koordinaten von v bzgl. T'. Fiir das
Dreieck T definieren wir die baryzentrische Koordinatenfunktionen ¢; : R?2 — R durch
¢l(v) = )\Z', 1= 1,2,3.

Die baryzentrischen Koordinatenfunktionen ¢; € M, i=1,23, sind eindeutig festgelegt
durch die Beziehung

I 1=y, .
di(vj) = 1,7 =1,2,3.
0 1#7,

10



Abbildung 2.3 veranschaulicht die baryzentrischen Koordinatenfunktionen fiir ein gegebe-

nes Dreieck T' = A(vy,v2,v3).

¢3:

V2

U1

U3 U3 U3

Abb. 2.3: Die baryzentrischen Koordinatenfunktionen ¢; € Iy, i = 1,2, 3.

Die Bernstein-Bézier-Polynome bzgl. eines Dreiecks T', die definiert sind durch

q! S L.

iljlk!
bilden eine Basis von ﬁq. Somit kann jedes Polynom p € fIq eindeutig geschrieben werden
als
p = Z Q;.5.k qu,j,k’ Qijk € R. (2.4)
i+j+k=q

Diese Darstellung von p € fIq heiflt Bernstein-Bézier-Darstellung (BB-Darstellung) von p

bzgl. T'. Die Basiskoeffizienten a; ; ; nennen wir Bézier-Koeffizienten von p.

Ist s ein bivariater Spline aus Sg(A), so ist s eingeschrénkt auf ein Dreieck von A gegeben
durch ein Polynom vom Grad < ¢. Die Polynome pll = slpm € 1:[,], I=1,...,N, kénnen
somit wie folgt geschrieben werden:

q! i i
=5 G Bl = > @ (63 ($)E. (25)

| L Gl
i+j+k=q i+j+k=q

Fiir jedes Dreieck T = A(UE” , vg ], Ui[,)”) definieren wir ferner Bernstein-Bézier-Punkte (BB-
Punkte):

Mmoot o J,m ko
Py = 61)1 +6U2 + — w3
Dann bezeichne B,(A) die Menge aller BB-Punkte auf A.

Ist s € Sg(A) in der Bernstein-Bézier-Darstellung (2.5) gegeben, dann bezeichnen wir die
Abbildung bs : B4;(A) — R definiert durch

)=all,, ititk=ql=1.. N

11



als den B-Netz-Reprdsentanten von s bzgl. A. Die Menge der Verbindungsgeraden zwischen

benachbarten Punkten der Menge
pl ka1 N
{( i:j’k’ai7j’k) ’ IL+]+ _q7 - R | }

bezeichnen wir als Bernstein-Bézier-Netz oder Kontrollnetz von s auf A bzgl. q. Abbil-
dung 2.4 zeigt das Bernstein-Bézier-Netz eines bivariaten Splines auf einem Dreieck fiir

q=4.

Abb. 2.4: Bernstein-Bézier-Netz von s € S9(A) auf einem Dreieck.

Die Darstellung (2.5) wird insbesondere dazu verwendet, um die C"-Stetigkeitsbedingun-
gen entlang einer inneren Kante von A fiir einen bivariaten Spline in handhabbare Bedin-
gungen zu iiberfithren. Farin [23] und de Boor [7] zeigten, dass man aus der Ubereinstim-
mung der Richtungsableitungen eines Splines auf zwei benachbarten Dreiecken entlang der

gemeinsamen Kante die folgende Charakterisierung der C"-Stetigkeitsbedingungen erhélt.

Theorem 2.1. Es sei A = TH U TR mir T = A(vy,v2,v3) und T2 = A(vy,v2,v4).

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) s € SI(A).

(it) Fir alle k € {0,...,r} gilt:

2 1 k1 . .
“E,y]',k = > a£-+]x,j+u,y BA,[M],,,(M)a i+j=q—k (2.6)
Aptv=~k

Abbildung 2.5 veranschaulicht die geometrische Deutung der C"-Stetigkeitsbedingungen
aus Theorem 2.1 fiir den Fall r = 1. Fiir die Koeffizienten in (2.6) miissen die zugehorigen
Punkte (Pl[l;k,ay}]k) in einer Ebene liegen. Ist die Kante e = [v1,v3] degeneriert bzgl.
v1, d. h. sind die beiden Kanten [v1,v3] und [v1,v4] kollinear, dann lassen sich die C'!-
Stetigkeitsbedingungen so interpretieren, dass die Ebene zu einer Geraden degeneriert,
auf der die drei entsprechenden Punkte (Pi[,ly}‘,kv ay}j,k) liegen miissen.

Wir stellen im Folgenden die fundamentalen Beziehungen zwischen den partiellen Ablei-

tungen eines Polynoms an einem Eckpunkt und dessen Bézier-Koeffizienten dar (vgl. de

12



Abb. 2.5: Die C'-Stetigkeitsbedingungen im nicht degenerierten Fall (links) und im degenerierten

Fall (rechts): Gewisse Punkte (Pl[l]] > ag]].7k) miissen in einer Ebene bzw. auf einer Geraden liegen.

Boor [7], Farin [23], Niirnberger & Zeilfelder [49]). Sei p € T, auf T = A(v1,v2,v3) in

der BB-Darstellung (2.5) gegeben. Ferner seien rq,ro die Einheitsvektoren in Richtung der

Kante [v1,v2] bzw. [v1,v3]. Dann gilt fir alle 0 < p+ o0 < g¢q

3/J+trp q! ap+a(¢zi ¢% ¢I§)
Pr107 19 (w.y) = Z Fisj k Akl 0Pr1091s (z,y), (z,y) €T.
i+j+k=q
or ¢k . . . .
Da e = 0 fir p > 1 gilt, folgt mit der Leibnizregel

0P (¢} ¢j k) 14 p 9P bt P ¢j o
Pt -3 (1) (G (5m) e svivena

u=0 H

Da ?9‘;?:2 = 0 fiir 0 > 1 gilt, erhalten wir analog fiir i + j + k = ¢

G R N A AN N R AW
0Py 8”?‘2 B Z Z (u) <I/> <89—“ r; 07V r2> oM r12 < ¥ 1o ) '

pn=0r=0

Somit gilt

PG ) _ NS (P) () R i i g
Bprl 801'2 N ZZ( >(V> 'Ll']l'kl' 1 (ﬁ; 3

©=0v=0
or 0r9 or ory ’

wobeity =1—p—o+pu+v, 51 =75 —pund ky =k — v gilt.

Da ¢, (v1) = 1, p = 1,2,3, gilt, erhalten wir fiir j € {0,... ,p} und k € {0,... ,0}

aﬂ+“(¢i¢%¢§)(v)_(p><a> iLjh! (aqsl)pj(ao;l)“’“(aqsz)j(aqsg)’“
0Prq 019 Vo= j)\k)(gq—p—0o)! \ 01, 01y ory Ors )

13



Ferner gilt fiir j > poder k >o0,i+j+ k =g,
07+ (¢ ¢ )

0°Pry1 0%rg

(Ul) = 0.

Wir erhalten somit

9Pt p
0110713 (1) = (g—p—o)! ]ZUICZO( ) ( ) Uq—j—k.jk
. <8¢1>p"' (84)1)“"“ <3¢2>j (a¢3>k
dory dro ory ory
Fiir p,o mit p+ o0 € {0, ... ,q} folgt daraus unmittelbar

_(g—p—o)! [0 Ops\ 7 9°top
Qqg—p—o,p0 = T <8r1> (8—1“2> m (v1)
i p=3 ji—p
Y a¢1 8¢2
X0 G () e 2
\ g1 O \? 7P (01 \7F [0\ FO o
0( >< ) <3I‘1> (8—r1> (8—r2> (3—r2> q—j—k.j k-

-y
Mit (2.7) und (2.8) erhalten wir per Induktion direkt das folgende Theorem.

2.7)

o

i

J=0

Theorem 2.2. Die Bézier-Koeffizienten

Ag—j—k,j,k> jZO,...,,O,k:O,...,O',

eines Polynoms p € ﬁq in der Darstellung (2.4) sind genau dann eindeutig bestimmt, wenn
die partiellen Ableitungen

aj+kp .

Ma ]:03"'apak:0a"'apa

eindeutig bestimmt sind.

2.3 Bestimmende Mengen und Dimension

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit den Resultaten zur Dimension bivariater
Splinerdume auf beliebigen Triangulierungen. Diese Resultate spielen insbesondere bei der
Konstruktion von Interpolationsmengen eine fundamentale Rolle. Im Gegensatz zur uni-
variaten Splinetheorie ist die Bestimmung der Dimension von bivariaten Splinerdumen
Sq(A) ein nicht triviales Problem, falls r > 1 gilt. Strang [63] war der Erste, der die Frage
stellte: Was ist die Dimension von Sy (A)? Im Folgenden stellen wir die bekannten Ergeb-
nisse zu diesem Problem dar. Wir beginnen mit der unteren Schranke fiir die Dimension,

die 1979 von Schumaker [56] bewiesen wurde.

14



Theorem 2.3. Sei A eine beliebige Triangulierung. Fir jeden inneren Eckpunkt v von
A bezeichne e, die Anzahl der Kanten an v mit paarweise verschiedener Steigung. Ferner
sel

q-r

oy = Z(r—i—j—i—l—jev)Jr, v e Vr,
=1

wobei (z)+ = max{0,z}. Dann gilt

dim §7(A) > (q‘f) + (q_;+1>|E1| _ ((q‘f) _ (”;2» Vil+ S o (29)

vEVT

Eine Standardmethode zur exakten Bestimmung der Dimension eines gegebenen bivariaten
Splineraums ist es, eine obere Schranke fiir die Dimesion zu finden, so dass diese mit der
unteren Schranke zusammenfillt. Schumaker [56] zeigte fiir beliebige Triangulierungen,
dass die Dimension von jedem Splineraum mit Hilfe von bestimmenden Mengen nach
oben beschrinkt werden kann. Die Anzahl der Elemente einer bestimmenden Menge gibt

dabei eine obere Schranke fiir die Dimension des Splineraums an.

Bestimmende Mengen werden durch lineare Funktionale beschrieben, die wie folgt definiert
sind. Sei s € SY(A) in der BB-Darstellung (2.5) gegeben, dann ist fiir Pl[l;k € By(A) das

lineare Funktional A pll auf Sg definiert durch
1,7,k

)\P[z] s = qll s E SS(A).

1,5,k?
.k )

Sind A und P Teilmengen von B,(A) mit A C P, dann ist A genau dann eine bestimmende
Menge von Sp(A) auf P, wenn fiir alle s € Sg(A) gilt:

Aps =0 furallePec A = Aps = 0 furalle P € P.

A ist eine minimal bestimmende Menge von Sg(A), falls es keine bestimmende Menge mit

weniger Elementen gibt. Insbesondere gilt fiir den Fall P = B,(A):

Aps = 0 firalle PeA = s = 0 fiir alle s € S3(A).

Ist A = {P1,..., Py} eine minimal bestimmende Menge von S;(A), dann lésst sich eine
Menge B = {bi,... ,bq} von Funktionalen auf B,(A) so definieren, dass sie im folgenden

Sinne dual zu A ist:

(ii) Fir alle P € By(A) \ A ist b;(P) eindeutig durch die in Theorem 2.1 gegebenen
C"-Stetigkeitsbedingungen bestimmt.

15



Betrachtet man nun fiir: =1,... ,d s; € S’}I"(A) mit dem B-Netz-Reprisentanten b;, dann
ist {s1,...,84} eine Basis von Sj(A). Im Folgenden wird es daher bei der Bestimmung

einer Basis fiir Sy (A) geniigen, eine minimal bestimmende Menge fiir S (A) anzugeben.

Das folgende Theorem von Schumaker [56] besagt, dass die Anzahl der Elemente einer

bestimmenden Menge von Sy (A) eine obere Schranke fiir die Dimension von S;(A) liefert.

Theorem 2.4. Sei Q@ C R und sei A eine beliebige Triangulierung von Q. Ist A eine
bestimmende Menge von Sy(A), dann gilt:

dim S (A) < |A].
Ist A eine minimal bestimmende Menge, so gilt:

dim SI(A) = |A|.

Morgan & Scott [42] bestimmten 1975 die Dimension von S3(A), ¢ > 5. Ohne Verwendung
von Bernstein-Bézier-Techniken zeigten sie, dass die Dimension von S;(A), q > 5, mit der
in (2.9) gegebenen unteren Schranke iibereinstimmt. Die Ergebnisse von Morgan und Scott
wurden von Alfeld & Schumaker [3] fiir die Splinerdume Sy (A), ¢ > 4r+1, verallgemeinert.
Unter Verwendung von Bernstein-Bézier-Techniken bestimmte Hong [29] die Dimension

von Sp(A), ¢ > 3r + 2, fiir beliebige Triangulierungen.

Theorem 2.5. Sei A eine beliebige Triangulierung. Fiir ¢ > 3r +2 ist die Dimension von
Sq(A) gleich der unteren Schranke in (2.9).

Das Problem der Bestimmung der Dimension von S’ZI"A), q < 3r+2und r > 1, fiir beliebige
Triangulierungen ist im Allgemeinen bis heute noch ungel6st. Die einzige in der Literatur
bekannte Ausnahme bildet der Fall S}(A), fiir den Alfeld, Piper & Schumaker [2] bewiesen,

dass
dim S}j(A) = 6|V| — 3 + S

gilt. Hierbei sowie im Folgenden bezeichne S stets die Anzahl der singuldren Eckpunkte
von A, d. h. der Eckpunkte, die Schnittpunkte zweier Kanten sind. Fiir C'-Splines gilt
insbesondere, dass in (2.9) o, = 1 ist, falls v singulér ist, und in allen anderen Féllen o, =
0. Mit Hilfe der Euler-Formeln (2.1) und (2.2) lasst sich zeigen, dass die Dimensionsformel
fiir S1(A) gleich der unteren Schranke in (2.9) ist.

Fiir jeden Eckpunkt v € V' definieren wir die Standardzelle A, von v als die Vereinigung
aller Dreiecke, die v als gemeinsamen Eckpunkt besitzen. Abbildung 2.6 zeigt beispiel-
haft die Standardzelle eines inneren Eckpunkts sowie die Zelle eines Randpunkts von v.
Schumaker [59] bestimmte 1988 die Dimension von S;(A,) fiir einen beliebigen inneren
Eckpunkt v.
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Abb. 2.6: Standardzelle eines inneren Eckpunkts und eines Randpunkts.

Theorem 2.6. Sei v € Vi und es sei A, die Standardzelle von v. Dann gilt:

580 = (1) (- (1) (1)

Fiir die Dimension von Sy auf der Standardzelle A, eines Randpunkts v gilt offensichtlich:

dim S7(A,) = (q;2> + (q_g+1>|E1|. (2.10)

Wir definieren nun Teilmengen von B,(A,), die wir im Folgenden fiir die Charakterisierung
minimal bestimmender Mengen von S;(A) benétigen. Fiir p = 0,... ,q ist der Ring der

Ordnung p von v definiert durch

Ry(v) := {P!

wpgk P JtE=a—pil=1,...,n}

Die Scheibe der Ordnung p von v ist dann die Vereinigung der Ringe R,(v), p=0,--- ,p,
d. h. es gilt

D,(v) := {Pz[,l]],k ci>q—pi+j+k=ql=1,... ,n}

Abbildung 2.7 zeigt die Mengen Rs(v) und Dsy(v) fiir einen inneren Eckpunkt .

Abb. 2.7: Die Menge der BB-Punkte ® bildet den Ring der Ordung 2 von v (links) bzw. die Scheibe
der Ordnung 2 von v (rechts), ¢ = 4.

17



Kapitel 3
Klassen von Triangulierungen

Als Grundlage fiir die Konstruktion von Interpolationsmengen fiir Sy (A), r = 1,2, fiir
allgemeine Klassen von Triangulierungen im Fall ¢ < 3r + 2 bzw. fiir beliebige Triangu-
lierungen fiir ¢ > 3r + 2, entwickeln wir in diesem Kapitel Algorithmen zur schrittweisen
Konstruktion von Triangulierungen und zum induktiven Durchlauf von gegebenen Tri-
angulierungen. Dabei gehen wir nach dem folgenden Schema vor: Ausgehend von einem
Startdreieck werden wir die Triangulierung induktiv konstruieren und durchlaufen, indem
wir in geeigneter Weise Vereinigungen von Dreiecken zur bereits bestehenden Teiltrian-
gulierung hinzufiigen. Diese Vereinigungen von Dreiecken bestehen in der Regel aus den
Dreiecken eines Kegels oder einer Zelle oder aus einem einzigen Dreieck, einem so genann-
ten Fill oder Flap.

Definition 3.1. Es sei A eine einfach zusammenhingende Teiltriangulierung von A, und

es sei v ein innerer Punkt von A und ein Randpunkt von A. Dann sei
K :={T :TecA,undT¢A}. (3.1)
Wir bezeichnen K als den Kegel mit Scheitelpunkt v bzgl. A.

Definition 3.2. Es sei A eine einfach zusammenhingende Teiltriangulierung von A. Die
Randpunkte von A seien gegen den Uhrzeigersinn mit vy, ... , v, nummeriert. Dann ist v,,,
v e {0,...,n}, ein Fillpunkt bzgl. A, falls [v,_1,v,41] € E gilt. (Die Indizes sind hierbei

modulo (n + 1) zu verstehen.) Das Dreieck A(v,_1,v,,v,4+1) bezeichnen wir als Fill.

Wir bezeichnen v ¢ A als einen Flappunkt bzgl. A, falls zwei benachbarte Randpunkte
Uy, Uyr1 VON A existieren, so dass A(v,v,,v,41) € A gilt. Das Dreieck A(v,v,,v,41)

bezeichnen wir als Flap.

Abbildung 3.1 zeigt einen Kegel, einen Fill und einen Flap bzgl. einer Teiltriangulierung
A von A.
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Abb. 3.1: Ein Kegel, Fill und Flap bzgl. der Triangulierung A.

In Abschnitt 3.1 geben wir einen Algorithmus zur Konstruktion beliebiger Triangulie-
rungen an, wobei schrittweise zu einer bereits konstruierten Teiltriangulierung an einer
beliebigen Stelle ein Kegel, ein Fill oder die Zelle eines Flappunkts hinzugefiigt wird. Fer-
ner entwickeln wir eine Vorschrift fiir den Durchlauf durch eine gegebene Triangulierung.
In Abschnitt 3.2 betrachten wir die Klasse der Triangulierungen, die entsteht, wenn wir in
jedem Schritt der Konstruktion einen Kegel zur gegebenen Teiltriangulierung hinzufiigen.
Da wir in diesem Fall die Kegel nicht an einer beliebigen Stelle an die Teiltriangulierung
anhéngen, sondern in einer festgelegten Reihenfolge vorgehen, bezeichnen wir diese Klasse
von Triangulierungen als geordnete Kegeltriangulierungen. Durch die Reihenfolge, in der
die Kegel angehéingt werden, ergibt sich in diesem Fall direkt eine Ordnung fiir den Durch-
lauf durch eine solche Triangulierung. Bei der in Abschnitt 3.3 konstruierten Klasse von
Triangulierungen gehen wir ebenfalls in einer festgelegten Reihenfolge vor. Wir fiigen nun
jedoch entweder einen Kegel oder einen Fill zu der bereits konstruierten Teiltriangulierung
hinzu. Wir bezeichnen die so konstruierten Triangulierungen als geordnete Triangulierun-
gen mit Fills. Der Algorithmus zur Konstruktion einer solchen Triangulierung liefert uns

ferner eine Vorschrift fiir den Durchlauf durch eine gegebene Triangulierung.

3.1 Beliebige Triangulierungen

Im Folgenden geben wir zunéchst einen Algorithmus zur Konstruktion von Triangulierun-
gen aus einer beliebigen endlichen Punktmenge in der Ebene an. Wir starten dabei mit
einem Dreieck und fiigen dann schrittweise zu der bereits konstruierten Teiltriangulierung
einen Kegel, einen Fill oder einen Flap an einer beliebigen Stelle der Teiltriangulierung
hinzu. Anschlielend geben wir fiir beliebige Triangulierungen einen Algorithmus fiir den
Durchlauf durch eine beliebige Triangulierung an, wobei gew&hrleistet ist, dass bei dem

Durchlauf keine Locher entstehen.

Betrachten wir eine Teiltriangulierung A von A, dann bezeichne im Folgenden V) die

Menge aller Eckpunkte, VI(V) die Menge der inneren Eckpunkte und Vg/) die Menge der
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Randpunkte von A,,.
Algorithmus 1:

Sei P eine endliche Punktmenge in der Ebene. Wir wéihlen drei Punkte vy, vs,v3 € P so,
dass im Inneren von T := A(v1,v2,v3) kein weiterer Punkt von P liegt. Dann setzen wir
AU = T[O]

Fiir v > 1 konstruieren wir die Triangulierung A, induktiv. Es sei A, 1 bereits kon-
struiert. Wir nummerieren die Randpunkte von A,_; gegen den Uhrzeigersinn mit y,,
@ =0,...,m. Das Rechnen mit Indizes ist im Folgenden zu verstehen als Rechnen modu-

lo m. Wir erhalten A, wahlweise nach einer der drei folgenden Vorgehensweisen:

(A) Sei y, ein Randpunkt von A,_;. Dann setzen wir v, = y, und wihlen lokal A\, > 1
Punkte v,;, [ = 1,...,\,, aus der Menge P \ V=1 Ferner seien Vo = Yu—1
und vy, 5,41 = Yu4+1. Fiir das Dreieck Tl = Ay, vpg-1,001), I = 1,00, A,
gelte, dass kein weiterer Punkt von ® im Inneren von T liegt und ferner Tl
selbst aulerhalb von A, ; liegt. Dann sei A, := A, 1 U K, mit K, = {T[”’l] e
..., A+ 1}

(B) Sei y, ein Randpunkt von A,_;. Liegt das Dreieck T = A(y,_1,y, yus1) au-
Berhalb von A, ; und enthiilt 7! keinen weiteren Punkt aus P, dann setzen wir

v, =y, und es sei K, = T, Ferner definieren wir A, := A,_; U K.

(C) Wir wihlen einen Punkt v, € P\ V1 so, dass fiir zwei benachbarte Randpunkte
Yur Yu+1 von A,_; das Dreieck TP = A(vy, Yy, Yu+1) auBerhalb von A, liegt
und keinen weiteren Punkt aus P enthilt. Dann setzen wir K, = T und A, =
Ay, 1UK,.

Bemerkungen 3.3. (i) Sei Ag C Ay C ... C Ay = A eine Zerlegung von A in Teil-
triangulierungen, die wir bei der Konstruktion von A nach Algorithmus 1 erhalten.

Nach Konstruktion ist dann A,, v=0,... ,n, einfach zusammenhdingend.

(1) Bei der Konstruktion der Triangulierung A ist die Vorgehensweise (A) nicht unbe-
dingt notwendig, da ein Kegel auch als Vereinigung von Flaps und einem Fill auf-
gefasst werden kann. Wenn mdglich, bevorzugen wir jedoch statt des schrittweisen
Anhdingens von Flaps und eines Fills an die Teiltriangulierung das Hinzufligen eines

Kegels zu dieser.

Wir geben nun einen Algorithmus fiir den Durchlauf durch eine beliebige Triangulierung
an. Es bezeichne Vg die Menge aller Randpunkte von A, von denen nur Randkanten
von A ausgehen. Ist A,_; eine bereits durchlaufene Teiltriangulierung und ist v, ein

Randpunkt von A, _1, definieren wir K, wie in (3.1). Es bezeichne ), die Anzahl der von v,
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ausgehenden Kanten, die nicht in A,_; liegen. Ferner sei n, := deg(v, ). Wir nummerieren
die Randpunkte der Zelle A,, gegen den Uhrzeigersinn mit v,,..., vyp,—1. Fir [ =
1,...,n, sei T .= A(vy,vy-1,vy,). Die Indizes [ sind hierbei sowie im Folgenden stets

als [ modulo n, zu verstehen.

Gilt v, € V;, dann sei
K, = {T":1=1,... )} (3.2)
Ist v, ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann gelte

T: TeA fir v, € V7p, e
K, = { o} " und vy, v € BYTY. (3.3)

A(vy,vy0,vy,1) fir v, € Vp,

Im Folgenden bestimmen wir auf den inneren Eckpunkten von A sowie auf den Randpunk-
ten aus Vg eine Reihenfolge. Hierbei ist der jeweils nichste Eckpunkt v, nicht eindeutig
festgelegt. Wir durchlaufen zunichst die Eckpunkte aus V7 und anschliefend die Rand-
punkte aus Vi und erhalten so eine Indizierung v,, v = 1,... ,|Vi| + [V|. Wir geben nun
den genauen Algorithmus fiir die Indizierung der Eckpunkte an. Dabei gelte I := |V;| und
B:=|Vp|.

Algorithmus 2:

Wir wiihlen ein Startdreieck 7% € A so, dass mindestens einer der Eckpunkte von T'% ein
innerer Eckpunkt von A ist. Dann sei Aj := T, Fiir v = 1,..., I konstruieren wir die
Teiltriangulierung A, wie folgt. Sei A, _; gegeben. Wir nummerieren die Randpunkte von
A, _1 gegen den Uhrzeigersinn mit y,, 4 = 0, ... ,m. Ist y, ein Fillpunkt bzgl. A, 4, setzen
wir v, := y,. Ist keiner der Randpunkte von A,_; ein Fillpunkt bzgl. A,_;, bestimmen
wir einen Randpunkt y, von A,_q, so dass y, € V7 gilt und y, mit keinem Randpunkt
von A, 1 aufler mit y,_; und y,41 eine gemeinsame Kante in A hat. Dann setzen wir
vy := Y. In beiden Fillen definieren wir A, durch A, := A, | U K,,, wobei K, wie in
(3.2) definiert ist. Ist kein Randpunkt von A,_; ein innerer Eckpunkt von A, konstruieren
wir A, wie folgt. Es sei y ein Flappunkt bzgl. A,_; und es gelte y € Vi, falls v — 1 < [
ist, und y € VB, falls v — 1 > I ist. Dann setzen wir v, :=y und A, := A, 1 UK, wobei
K, wie in (3.3) definiert ist.

Bemerkung 3.4. (i) Nach Konstruktion wird ein Flappunkt nur dann zu der Teiltri-
angulierung A, 1 hinzugefiigt, wenn alle Randpunkte von A, 1 auch Randpunkte

von A sind.

(i) Nach Konstruktion gilt {vi,... ,or} = V7. Gilt Vg/) NVr =0 fiir ein v < I, gibt es
mindestens ein y € Vi \ V®), so dass y ein Flappunkt bzgl. A, ist, da A einfach
zusammenhdngend ist und ferner Vi '\ VW) £ 0§ gilt.
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Das folgende Theorem besagt, dass wir eine gegebene Triangulierung A mittels Algorith-
mus 2 so durchlaufen, dass zu keinem Zeitpunkt bereits durchlaufene Teiltriangulierungen

mit Lochern entstehen.

Theorem 3.5. Fiirv=0,...,I+ B ist A, einfach zusammenhdingend.

Beweis. Firv e {0,... ,I—1} sei A, gegeben. Wir zeigen zunichst, dass die Teiltriangu-
lierung A, 1 wohldefiniert ist. Wir nehmen dazu an, dass A, einfach zusammenhéngend
ist. Wir betrachten zunéchst den Fall Vg') NV = (). Dann folgt mit Bemerkung 3.4 (ii),
dass ein Flappunkt y bzgl. A, existiert. v, 11 und A,41 sind somit wohldefiniert.

Es gelte nun VL(;V) NV; # 0. Die Randpunkte von A, seien mit yo, ... , Yy, nummeriert.
Dann ist zu zeigen, dass mindestens ein y,, € VL(?V) N V7 existiert, so dass y, aufler mit y,_1

und y,41 mit keinem weiteren Randpunkt von A, eine gemeinsame Kante in A hat.

Annahme: Keiner der Eckpunkte y,, € Vg/) N V7 ist ein Fillpunkt bzgl. A®). Ferner hat
jeder Eckpunkt y, € Vg/) N Vr aufer mit y,_1 und y,41 mit noch mindestens einem

weiteren Randpunkt von A, eine gemeinsame Kante in A.

Gilt fiir ein y,, € Vg’) NVr, € {0,... ,m}, dass [y,, yu+2] € E ist, dann folgt offensichtlich
Yu+1 € Vi, da A einfach zusammenhéingend ist. Ferner kann g, mit keinem Eckpunkt
aus Vg/) \ {Yu, Yut+2} eine gemeinsame Kante besitzen. Dies steht aber im Widerspruch

zur Annahme. Somit folgt

Wi Y 2]y W vso) € B, yu € VY OV (3.4)

Nach Annahme gilt des Weiteren fiir alle y,, € VL(?V) N Vi, dass ein Index k, existiert mit

kp ¢ {p—2,p—Lpp+1,p+2 und [y, ye,] € E. (3.5)

Seien y € VL(?V) NViund K ={T: T € Ay, T ¢ A,}. Dann besitzt die Triangulierung
A, UK nach Annahme ein Loch. Wir bezeichnen dieses Loch mit L. Die Randpunkte von
A, seien 0.B.d.A. so nummeriert, dass y; = y gilt und die Menge der Randpunkte von
L die Punkte ys9,... ,yk, enthilt, wobei [y1,yx,] € E gelte (vgl. Abb. 3.2). Wegen (3.4)
und nach Konstruktion folgt fir k = 3,... ,k1 — 1, dass [y1,yk] ¢ E gilt, d. h. ky ist der
kleinste Index mit k; > 4, so dass [y1,yr,] € E gilt. Gilt k; > 4, dann gibt es wegen
(3.4) und (3.5) einen Index ko mit k; > ko > 5, so dass [y2,yx,] € E gilt. Sei ky der
kleinste Index mit dieser Eigenschaft. Durch Wiederholen dieses Arguments erhalten wir
eine Reihe k1 > kg > Ky« mit p* € {2,... , k1 —3},sodass [y, yx,] € E,p=1,...,p*, und
k- = p* 4 3 gilt. Ist k1 = 4, so gilt offensichtlich fiir u* = 1 ebenfalls, dass k,~ = p* + 3
ist. Da A einfach zusammenhéngend ist, folgt somit y,-1 € V7. Wegen (3.4) gilt aber
[Yp+1,Yu=+3) ¢ E. D. h. y,«41 hat im Widerspruch zur Annahme mit keinem Eckpunkt
Q)

aus Vg’ \ {yu*, yu~42} eine gemeinsame Kante.
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Abb. 3.2: Nummerierung der Randpunkte eines Lochs L.

Wir erhalten somit, dass mindestens einer der Eckpunkte y, € Vg/) N Vi mit keinem
Randpunkt von A, aufler mit y,_; und y,41 eine gemeinsame Kante hat. Somit folgt, dass
sowohl v,y als auch A, ; wohldefiniert sind. Es bleibt zu zeigen, dass firv = 0,... , I +B

die Teiltriangulierung A, einfach zusammenhingend ist.

Beweis durch vollstindige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 0. Ag = T ist offensichtlich einfach zusammenhéngend.

Induktionsschritt v — v+1. Es sei bereits bewiesen, dass A, einfach zusammenhéngend
ist. Ist v,11 ein Randpunkt von A,, so hat v, nach Voraussetzung mit keinem Randpunkt
von A, aufler den direkt benachbarten Randpunkten eine gemeinsame Kante in A. Somit
folgt direkt, dass A,+1 = A, U K, einfach zusammenhéingend ist. Ist v, ein Flappunkt
bzgl. A,, so gilt mit Bemerkung 3.4 (i), dass alle Randpunkte von A, auch Randpunkte
von A sind. Nach Konstruktion folgt dann, dass auch A, ; einfach zusammenhingend
ist. |

3.2 Geordnete Kegeltriangulierungen

Gegeben sei eine Menge P endlich vieler Punkte in der Ebene. In diesem Abschnitt kon-
struieren wir fiir P eine Klasse von Triangulierungen, indem wir ausgehend von einem
Startdreieck schrittweise Kegel mit Eckpunkten aus P definieren und diese zur bereits kon-
struierten Teiltriangulierung hinzufiigen. Da wir dabei gemafl des folgenden Algorithmus
in einer festen Reihenfolge vorgehen, bezeichnen wir die so konstruierten Triangulierungen

A als geordnete Kegeltriangulierungen.
Algorithmus 3:

Wir setzen voraus, dass wir in jedem Schritt der Konstruktion geniigend Punkte hin-
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zufiigen konnen. Im ersten Schritt wihlen wir drei Punkte von P so, dass das zugehorige
Dreieck T keinen anderen Punkt enthilt, und setzen A := T°). Wir nummerieren die
Eckpunkte von 7' gegen den Uhrzeigersinn mit vy, ve, v3. Die Anzahl der Eckpunkte
der Teiltriangulierung Ay bezeichnen wir mit Ny. Fiir v > 1 konstruieren wir die Tri-
angulierung A, induktiv. Sei A, _; gegeben. Die Randpunkte von A,_; seien gegen den
Uhrzeigersinn mit v,,..., vy, , nummeriert, wobei N,_; die Anzahl der Eckpunkte von
A, _1 bezeichne. Wir erhalten A, indem wir fiir den Eckpunkt v, lokal Punkte vy, |4y,
I=1,...,, A\, > 1, wihlen und wie folgt zu A, hinzufiigen. Fiir l = 0,... , A, setzen
wir v,; = vn,_, 4 und vy, 5, +1 := vy41. Dann sei K, := {1 1=1,... )\, +1}, wobei
T = A(vy,vy1-1,0y) gelte, und wir definieren A, :=A,_; U K,.

Bemerkung 3.6. Fulls geniigend Punkte existieren, kann fir jedes v € {1,... ,n} ein
Kegel mit den obigen Eigenschaften zur Triangulierung A,_1 hinzugefigt werden. Falls fiir
einv € {1,... ,n} ein solcher Kegel nicht hinzugefigt werden kann, wahlen wir nur einen
Punkt und fiigen ein Dreieck mit Eckpunkt v,, das genau eine Kante mit der gegebenen
Triangulierung gemeinsam hat, hinzu und fahren so fort. Gehen wir nach dieser Methode

weiter vor, so erhalten wir schlieflich die Triangulierung A.

Ist A eine geordnete Kegeltriangulierung, so liefert uns Algorithmus 3 ebenfalls eine fiir
den Durchlauf von A geeignete Indizierung der Eckpunkte von A. D. h. wir durchlaufen

A in der gleichen Art und Weise, wie A konstruiert wurde.

3.3 Geordnete Triangulierungen mit Fills

Gegeben sei eine Menge P endlich vieler Punkte in der Ebene. Im Folgenden konstruieren
wir aus diesen Punkten induktiv eine Triangulierung A. Ausgehend von einem Startdreieck
hingen wir dazu schrittweise an eine bereits konstruierte Teiltriangulierung einen Kegel

oder einen Fill an. Der Algorithmus lautet wie folgt.
Algorithmus 4:

Wir wihlen im ersten Schritt drei nicht kollineare Punkte aus P, so dass das zugehorige
Dreieck T keinen weiteren Punkt von P enthilt. Dann setzen wir Ag := T und num-
merieren die Eckpunkte von Aj gegen den Uhrzeigersinn mit y1,yo,y3. Fiir v > 1 sei die
Teiltriangulierung A,_; bereits konstruiert. Die Randpunkte von A,_; seien gegen den
Uhrzeigersinn mit yq, ... , ¥y, , nummeriert. Soll y; ein Randpunkt der Triangulierung A
sein, setzen wir v, := y; und A, _; := A,. Die Randpunkte von A,, nummerieren wir ausge-
hend von y3 bis y,,_, gegen den Uhrzeigersinn neu mit y1, ... , Ym,, wobeim, =m,_;—1
gilt. Wenn y; kein Randpunkt der Triangulierung A sein soll, konstruieren wir A, nach

einer der drei folgenden Vorgehensweisen:
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(A) Wir setzen v, := y; und wihlen lokal A, Punkte aus P, A\, > 1. Wir nummerieren diese
Punkte mit v, 1,... ,v,), so, dass die Eckpunkte v,, v,;—1 und v, fiir [ =1,... , ),
ein Dreieck bilden, das keinen weiteren Punkt von P enthélt. Dabei gelte v, 0 = Yy, _,
und v, )\, +1 = y2. Dann definieren wir Tl = Avy, vyj—1, vyy), L =1,... 0, +1,
und es sei K, ;= {TW1: 1 =1,... ), +1}.

(B) Liegt das Dreieck T = A(y,,. _,,y1,12) auBerhalb von A,_;, setzen wir v, := y;
und K, := T,

In beiden Fillen setzen wir A, := A, 1 U K, und nummerieren die Randpunkte von A,

ausgehend von y, gegen den Uhrzeigersinn mit yy,... ,ym, -

(C) Fiir ein p > 1 setzen wir v,k = Ym,_,—p+k> £ = 0,... ,p — 1 und v,y :=y;. Wir
wahlen lokal (>‘V+u + 1) Punkte aus P, Av4p > 0, und nummerieren diese mit v, 1,
Vutpds -+ s Votudne, (V8L Abb. 3.3). Im Folgenden setzen wir voraus, dass alle neu
definierten Dreiecke nicht degenerierte Dreiecke sind, die im Inneren keinen weiteren
Eckpunkt von P enthalten und auflerhalb von A,_; liegen. Fiir [ € {1,2} definieren
wir T = A(vy,vy1-1,Vy,), WObel v, 0 = Y, | —py—1 und v, 2 = v,41 gelte. Dann
sei K, == {T T2y Fir k= 1,... ,pu— 1 sei TV i= A(v,pp, g pp1, vo)-
Dann setzen wir K, j := TV k=1, p— 1 Firl = 1,... , A4, + 1 sei
Tl = AUyt s Vypil— 1 Vo) Wit 0y g0 = vyn und vy yyx, 11 = Y2. Dann
setzen wir K, , = {TV*# . | = 1,...,A,4, + 1}. Die Teiltriangulierung A,
definieren wir dann induktiv durch A, = A,ik—1 UKy 41k, & = 0,... ,u. Die
Randpunkte von A, .y, nummerieren wir schlieBlich ausgehend von yo gegen den

Uhrzeigersinn wiederum mit yq,... ,Ym,, -

Vy42,1

Ymy_1 = Uv+1 Ymy_1—1 = Uy

Abb. 3.3: Nummerierung der Eckpunkte vy, k =0,..., u, fiir den Fall (C) in Algorithmus 4 mit
p=2und Ap42 = 2.
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Bemerkung 3.7. Bei der Konstruktion von A nach Algorithmus J enstehen beim Hin-
zufiigen eines Kegels K, zu der bereits konstruierten Teiltriangulierung A,_1 keine Fill-
punkte, die im Uhrzeigersinn neben v, liegen. Somit ist gewdhrleistet, dass die neu ent-

stehenden Fillpunkte direkt in den ndchsten Schritten behandelt werden.

Algorithmus 4 liefert uns ferner eine fiir den Durchlauf von A geeignete Indizierung der
Eckpunkte von A. D. h. wir durchlaufen A in der gleichen Art und Weise, wie A konstruiert

wurde.
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Kapitel 4

Minimal bestimmende Mengen
von SC}(A) auf Kegeln und Zellen

Wie wir in Kapitel 3 gesehen haben, verwenden wir Kegel als grundlegende Bausteine bei
der Konstruktion und beim Durchlauf von Triangulierungen. In den folgenden Kapiteln
werden wir ausgehend von einer solchen Zerlegung einer Triangulierung A induktiv mini-
mal bestimmende Mengen von S(}(A), q > 3, konstruieren. Zu einer bereits konstruierten

Teiltriangulierung A fiigen wir einen Kegel K hinzu und definieren
A = A UK. (4.1)

In diesem Kapitel geben wir eine vollstédndige Charakterisierung der minimal bestimmen-
den Mengen von S;(AK), g > 3, auf einem beliebigen Kegel K an, wobei wir davon
ausgehen, dass S;(A) bereits bestimmt ist. In Abschnitt 4.1 analysieren wir fiir beliebi-
ge Kegel die Relationen, die durch die C'-Stetigkeitsbedingungen auf den BB-Punkten
des Kegels gegeben sind. Ausgehend von diesen Untersuchungen charakterisieren wir die
minimal bestimmenden Mengen von S,}(A k) auf geeigneten Teilmengen der Menge aller
BB-Punkte eines Kegels. Unter Verwendung dieser Resultate erhalten wir in Abschnitt 4.2
eine vollstindige Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S(}(A k) auf
beliebigen Kegeln. Fassen wir die Zelle eines inneren Eckpunkts als die Vereinigung ei-
nes Dreiecks und eines Kegels bzw. als die Vereinigung einer Kante und eines Kegels auf,
so erhalten wir, wie in Abschnitt 4.3 dargestellt, basierend auf den Resultaten fiir Kegel
allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von S; (A) auf der Zelle eines beliebi-
gen inneren Eckpunkts. Im Fall singuldrer Eckpunkte erhalten wir sogar eine vollstindige
Beschreibung der minimal bestimmenden Mengen von S;(A) auf der zugehorigen Zelle.
Schumaker [59] konstruierte eine spezielle minimal bestimmende Menge von S7(A) auf

der Zelle eines inneren Eckpunkts. Diese Menge ist in der von uns beschriebenen Klasse
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enthalten. In Abschnitt 4.4 konstruieren wir unter Verwendung der Ergebnisse aus Ab-
schnitt 4.2 eine grofie Klasse minimal bestimmender Mengen von S (A) auf der Zelle eines

beliebigen Randpunkts.

Im Folgenden sei K stets einen Kegel mit Scheitelpunkt v und A inneren Kanten, A > 1.

Die Eckpunkte, Kanten und Dreiecke von K seien wie in Abbildung 4.1 nummeriert. Fiir

die Eckpunkte von T gelte ferner UE” =, Ug} = v; und Ui[,)” = v;_1.

/U/\ ’1)2

Abb. 4.1: Bezeichnung der Dreiecke, Kanten und Eckpunkte eines Kegels K mit A inneren Kanten.

Ist S (Ak) auf B,(A) eindeutig bestimmt, folgt aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an den
Randkanten von A, dass S’,}(AK) auch auf Dy (v) U {Pi[’;]’k, PZ.[:E;.H cj<1l,i+j+k=q}
eindeutig bestimmt ist, falls K mindestens eine innere Kante besitzt, die nicht bzgl. v
degeneriert ist. Anderenfalls gilt die in Abbildung 4.2 gezeigte Situation. Sind alle inneren
Kanten von K bzgl. v degeneriert und ist v nicht singulér, ist S,}(A k) auf einem BB-Punkt

in Dy(v) iiberbestimmt.

Abb. 4.2: S;(AK) ist auf dem BB-Punkt O iiberbestimmt, da die inneren Kanten von K bzgl. v
degeneriert sind.

Ist der Eckpunkt v nicht singuldr und sind alle inneren Kanten des Kegels K bzgl. v
degeneriert, bezeichnen wir den Eckpunkt v, der Notation von Davydov & Niirnberger

[18] entsprechend, als semisinguliren Eckpunkt bzgl. A.
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Definition 4.1. Sei A eine einfach zusammenhingende Triangulierung. Ferner sei A eine
Teiltriangulierung von A. Fiir einen Randpunkt v von A sei der Kegel K wie oben definiert.
Wir bezeichnen v als semisinguliren Eckpunkt vom Typ I bzgl. A, falls K aus genau
zwei Dreiecken T, T2 besteht und die Kante e, bzgl. v degeneriert ist. Wir bezeichnen
v als semisinguliren Eckpunkt vom Typ II bzgl. A, falls K aus genau drei Dreiecken
T 72 TB) besteht und sowohl e; als auch ey bzgl. v degeneriert ist. v heifit semisingulir
bzgl. A, falls er entweder semisingulir vom Typ I oder semisingulir vom Typ II bzgl. A

ist.
Abbildung 4.2 zeigt sowohl einen semisinguldren FEckpunkt v vom Typ I bzgl. A (links)

als auch einen semisinguliren Eckpunkt v vom Typ II bzgl. A (rechts).

Wir definieren die folgende Menge von B,(K). Es sei

Ry(K) == Di(v) U{P,, PO+ j <1 i+ k=g -3}, (4.2)

falls v nicht semisingulér vom Typ II ist. Anderenfalls sei

Ri(K) == Di()u{P) PR j<tivk=q-jyu(P, ). (43)

J

Ist v nicht semisingulir bzgl. A und ist A eine minimal bestimmende Menge von S,}(A),
dann ist S(}(A i) durch die C''-Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A und am
Eckpunkt v offensichtlich auch auf R;(K) eindeutig bestimmt. Mit (2.10) erhalten wir
somit das folgende Korollar (vgl. Niirnberger & Zeilfelder [49]).

Korollar 4.2. Fiir q > 3 gilt

&msﬂAK):(mnsMA)+Aq@;¢)+_m—2§q_@__L

4.1 Vereinigungen von C'-Mengen

Es sei K ein beliebiger Kegel mit Scheitelpunkt v und X inneren Kanten, A > 1. In diesem
Abschnitt analysieren wir die durch die C'-Stetigkeitsbedingungen gegebenen Relationen
auf B,(K), ¢ > 3. Dazu fithren wir das Konzept der C!'-Mengen ein. Ausgehend von
unseren Untersuchungen zerlegen wir die Menge B,(K) in geeignete Teilmengen, auf denen

wir die minimal bestimmenden Mengen von S} (K) fiir ¢ > 3 vollstéindig charakterisieren.
Nach Voraussetzung ist S}(K) auf R (K) eindeutig bestimmt. Wir betrachten im Folgen-
den B,(K) \ Ri(K). Wir definieren

1] fir ¢ =3,
M = i (4.4)
(P, jk>2,1=1,... A+1} fir ¢>4.
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Da, die BB-Punkte von M in keiner der C'-Stetigkeitsbedingungen an den inneren Kanten
von K involviert sind, muss jede minimal bestimmende Menge von S(}(K ) die Menge M

enthalten.

Die BB-Punkte von B,(K), die weder in R;(K) noch in M liegen, stehen mit mindestens
zwei oder drei anderen BB-Punkten in einer Beziehung, die durch eine C''-Stetigkeitsbe-
dingung an einer der inneren Kanten von K gegeben ist. Die C'-Mengen werden basierend

auf diesen Beziehungen definiert.

Definition 4.3. Es sei K ein Kegel mit A inneren Kanten, A > 1. Fiir [ =1,... ;A und
p =1,...,q bezeichnen wir die Menge Cllp(v) als C'-Menge des Scheitelpunkts v bzgl.

der Kante ¢;. Ist ¢; nicht degeneriert, so gelte

Clylv) = {P,]

l l l+1
s pll pll )

q—p+1,p—1,00 = g—p,p—1,17 q p,1,

Ist e; bzgl. v; degeneriert ist, so gelte

Clo() = AP0 Palppt Palptp-i}h

q—p;p,0° * g—p,p—1,1> q p,1,p—1

Ist e; bzgl. v degeneriert ist, so gelte

1 — [ l+1
Cl,p(v) {P —p+1,p—1,0° qup,pfl,l’ q—p,L,p— 1}

Eine C'-Menge Cll’p(v) heifit degeneriert, falls e; degeneriert ist, anderenfalls nennen wir
C’llp(v) nicht degeneriert.

Mit der Definition der C'!'-Mengen auf K erhalten wir die folgende Zerlegung von B,(K):

By(K) = Ri(K) UM U (UL, Ul_, Gl (v)). (4.5)

Das Problem der Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S(}(K ) redu-

ziert sich somit auf die Angabe der minimal bestimmenden Mengen von S(} (K) auf

Cv) == U, Up—s Cip(0).
Offensichtlich gilt

] . .

{P[f o}, falls e; nicht degeneriert ist,

Clp() NClpya(v) = ¢ P (4.6)
@, sonst.

Auf der Vereinigung der C'-Mengen einer degenerierten Kante e; ist es somit beson-
ders einfach, eine minimal bestimmende Menge von S,}(K ) anzugeben, da die C'-Mengen

paarweise disjunkt sind und wir somit S(} (K) auf jeder der C''-Mengen separat bestimmen
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konnen. Andererseits liegt in (4.6) auch der Grund dafiir, warum es so schwierig ist, eine
vollstéindige Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S} (K) auf einem
beliebigen Kegel anzugeben. Ist die innere Kante e; eines Kegels nicht degeneriert, existie-
ren genau vier verschiedene Méglichkeiten, drei BB-Punkte aus einer C'-Menge Cll’p(v)
so festzulegen, dass diese S}(K) auf Cllm(v) bestimmen. Betrachten wir zwei benachbar-
te C'-Mengen Cll,p(v) und Cll,p—l-l(v)’ so sind fiinf BB-Punkte notwendig, um S (K) auf
der Vereinigung der beiden C'!'-Mengen eindeutig zu bestimmen. In diesem Fall ergeben
sich bereits zwolf verschiedene minimal bestimmende Mengen. Schon dieses einfache Bei-
spiel zeigt, dass selbst die Angabe der minimal bestimmenden Mengen von S’;(K ) auf der
Vereinigung der C''-Mengen einer nicht degenerierten Kante eine nicht triviale Aufgabe
darstellt. Beachten wir auBerdem, dass fiir benachbarte Kanten e; und e;,; die C'-Mengen
Cl172(v) und 011-1-1,2(1’) einen gemeinsamen Punkt besitzen, so wird deutlich, dass es sich bei
der vollstéindigen Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S}(K) um

ein komplexes Problem handelt.

Bei der Konstruktion der minimal bestimmenden Mengen von S} (K) auf €(v) nutzen wir
die besondere Struktur dieser Menge aus. Wir werden dazu C(v) in geeignete Teilmengen
zerlegen, so dass die Beschreibung der minimal bestimmenden Mengen von S(} (K) auf jeder
der Teilmengen ein weniger komplexes Problem darstellt und andererseits die Ergebnisse
sinnvoll zu einer Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen auf dem ganzen

Kegel zusammengefiigt werden konnen.

An diesem Punkt miissen wir uns mit der Frage beschiftigen, wie diese Teilmengen von
C(v) zu wihlen sind, so dass sie den obigen Anspriichen geniigen. Untersuchen wir die
Beziehungen, die zwischen den C''-Mengen bestehen, so sehen wir, dass die benachbarten
C'-Mengen 011’2(1)) und C}H’Z(v) genau einen gemeinsamen BB-Punkt besitzen. Ist die
Kante e; nicht degeneriert, besitzen die Mengen Cll,p(v) und C’l{p +1(v) ebenfalls genau einen
gemeinsamen BB-Punkt. Ansonsten sind die C''-Mengen paarweise disjunkt. Insbesondere
gilt somit, dass im Fall der nicht degenerierten Kegel im Gegensatz zum degenerierten Fall

die Beziehungen auf der Gesamtheit der BB-Punkte der Menge C(v) komplexer sind.

Abbildung 4.3 veranschaulicht diese Beziehungen zwischen den C'-Mengen eines nicht
degenerierten Kegels K, wobei zwei C'-Mengen, die einen gemeinsamen BB-Punkt be-
sitzen, durch eine Kante miteinander verbunden sind. Bei den folgenden Uberlegungen
beschrinken wir uns auf nicht degenerierte Kegel, da diese bzgl. der Frage der Zerlegung
der Vereinigung der C'-Mengen gegeniiber degenerierten Kegeln den schwierigeren Fall

darstellen.

Bei der Zerlegung von C(v) in Teilmengen ist es erstrebenswert, moglichst grofie und
gleichartige Teilmengen zu erhalten. Betrachten wir das Diagramm in Abbildung 4.3, so

bedeutet diese Forderung, dass wir aus dem Diagramm méglichst wenige Kanten entfernen.
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Cll,q (?)) C2l,q (U) e C)l\,q (’U)

| | |
| | |
011,3(U) 021,3(”) T C,{,?,(U)

| | |
011,2(U) E— 021,2(”) — T C,{,2(U)

Abb. 4.3: Die Beziehungen der C'-Mengen auf dem Kegel K. Je zwei C'-Mengen, die durch eine

Kante verbunden sind, besitzen einen gemeinsamen Bernstein-Bézier-Punkt.

Das Entfernen einer Kante ist dabei wie folgt zu verstehen: Die durch das Entfernen der
Kante entstehenden Teilmengen enthalten nach der Zerlegung beide den gemeinsamen
BB-Punkt, so dass die Teilmengen stets vollstindige C''-Mengen enthalten. Dies hat den
Vorteil, dass die durch die C'-Stetigkeitsbedingungen gegebenen Beziehungen der BB-

Punkte untereinander, weitestgehend beriicksichtigt werden.

Bei einer disjunkten Zerlegung hingegen wiirde der gemeinsame BB-Punkt zweier C'-
Mengen bereits durch die Zerlegung eindeutig einer der beiden Teilmengen zugeordnet, so
dass C'-Mengen zerstort werden und die geltenden C'-Stetigkeitsbedingungen nicht mehr
klar erkennbar sind. Des Weiteren beinhaltet eine Zerlegung in disjunkte Teilmengen in-
direkt schon eine Auswahl der moglichen C'-Stetigkeitsbedingungen, durch welche S,}(K )
auf einem gemeinsamen BB-Punkt bestimmt werden soll, so dass eine vollsténdige Cha-
rakterisierung erschwert wird. Im Gegensatz zu der disjunkten Zerlegung muss bei den von
uns gewihlten nicht disjunkten Zerlegungen erst bei der Zusammensetzung der minimal
bestimmenden Mengen von S‘} (K) auf diesen Teilmengen entschieden werden, welche der
beteiligten minimal bestimmenden Mengen S‘}(K ) auf dem gemeinsamen BB-Punkt be-
stimmen soll. Offensichtlich gestaltet sich die Zusammensetzung der Teilergebnisse umso
schwieriger, je mehr BB-Punkte aus einer C''-Menge auch in anderen Teilmengen enthal-
ten sind. Zusammenfassend muss somit eine geeignete Zerlegung von C(v) die folgenden

Anforderungen erfiillen:

(i) Die Zerlegung soll C(v) in moglichst grofie und gleichartige Teilmengen unterteilen.

(i) Die Zerlegung soll so geartet sein, dass jede der C''-Mengen méglichst wenige ge-
meinsame BB-Punkte mit den Teilmengen von C(v), in denen sie nicht enthalten ist,
hat.

Vor diesem Hintergrund legt das Diagramm in Abbildung 4.3 zwei offensichtliche Anséitze

nahe, um die C''-Mengen zu Teilmengen von C(v) zu gruppieren:
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(1) Farl =1,..., X betrachten wir die Menge {P: P € Cl{p(v), p=2,...,q},

(2) Firl =1,...,)\ betrachten wir die Menge {P : P € Cl{p(v), p=3,...,q} sowie die
Menge {P: P € C},(v),l=1,... AL

Abbildung 4.4 veranschaulicht diese beiden Zerlegungen. C'-Mengen die durch eine Kante

verbunden sind, bilden hierbei eine Teilmenge von C(v).

Ci )  Cyylv) - O} (v) Cigw)  Coglv) - O, v)
| | | | | |
| | |' | | |'

011,3(?)) 021,3(U) e Ci,:a(”) 011,3(U) 021,3(U) T Ci,?,(”)
| | |

011,2(1’) 021,2(U) 0)1\2(”) 011,2(U)— 021,2(U)— R C§,2(U)

(1) (2)

Abb. 4.4: Zwei mogliche Unterteilungen von C(v).

Da die durch die C'-Stetigkeitsbedingungen gegebene Struktur auf den Mengen {P: P €
C’ll’p(v), p=3,...,qt und {P: P € Cll’Z(v), [ =1,...,\} fiur einen nicht degenerier-
ten Kegel identisch ist, konnen wir die beiden Zerlegungen bzgl. der Bedingung (i) als
gleichwertig betrachten. Bei der Entscheidung fiir eine der beiden Zerlegungen ist somit
einerseits die Anzahl der C'-Mengen, die einen gemeinsamen BB-Punkt mit einer Teil-
menge der Zerlegung haben, in der sie nicht enthalten sind, ausschlaggebend. Andererseits
spielt aber auch die Anzahl der BB-Punkte, die in mehr als einer Teilmenge enthalten
sind, eine Rolle. Hierbei liegt das grofiere Gewicht auf dem zweiten Kriterium, da sich die
Zusammensetzung der minimal bestimmenden Mengen von S;(K ) auf den Teilmengen
umso komplexer gestaltet, je mehr BB-Punkte aus einer C'-Menge in anderen Teilmengen
enthalten sind. Betrachten wir die beiden Zerlegungen vor diesem Hintergrund, so ist die
Zerlegung (2) zu bevorzugen. Denn in Zerlegung (1) enthalten fast alle in Frage kommen-
den C'-Mengen zwei BB-Punkte, die auch in anderen Teilmengen der Zerlegung liegen.
Zerlegung (2) dagegen besitzt nur C'-Mengen, die maximal einen BB-Punkt mit einer
anderen Teilmenge gemeinsam haben. Im Folgenden geben wir deshalb eine vollstiandi-
ge Beschreibung der minimal bestimmenden Mengen von S;(A) auf den Teilmengen der

Zerlegung (2).

4.1.1 C'-Mengen entlang einer Kante

Gegeben sei ein Kegel K mit A\ inneren Kanten, A > 1. Es sei ¢, 1 <[ < ), eine beliebige

innere Kante von K. Dann definieren wir
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{P: Pe Cl{p(v), p=3,...,q} U {P[El’]qyo}, ey ist bzgl. v degeneriert,

Ri(e) = . )
{P: Pe C’l’p(v), P

3,...,q}, sonst.
(4.7)

Im Folgenden konstruieren wir eine Menge M%yq(el) von Teilmengen von Ry (e;). Wir wer-
den zeigen, dass M%,,q(el) die Menge aller minimal bestimmenden Mengen von S’; (K) auf
R (ey) ist.

Offensichtlich gilt

) 1 2q — 3, falls e; bzgl. v; nicht degeneriert ist,
dim S, (K)|g,(e) = (4.8)
q 1(er)
2q — 4, sonst.

Ist die Kante e; bzgl. v oder bzgl. des Eckpunkts v; degeneriert, sind die C''-Mengen Cl{p(v),
p=3,...,q, paarweise disjunkt. Bei der Wahl einer minimal bestimmenden Menge miissen
wir daher lediglich eine minimal bestimmende Menge von S‘} (K) auf jeder der C'-Mengen
wéhlen. Die Vereinigung dieser BB-Punkte ergibt dann eine minimal bestimmende Menge
von S’;(K) auf {P: P € Cl{p(v), p=3,...,q}

Ist die Kante e; nicht degeneriert, kann eine bestimmende Menge von S;(K) auf R;(e;)
aus jeder der Mengen Cl{p(v) maximal drei BB-Punkte enthalten, da ansonsten S(}(K )
iiberbestimmt ist. Aus der Dimensionsformel (4.8) folgt ferner, dass fiir jede minimal
bestimmende Menge von S,}(K ) auf R (e;) mindestens ein Index p, 3 < p < ¢, existiert, so
dass die minimal bestimmende Menge genau drei BB-Punkte aus Cllm(v) enthilt. Existiert
hingegen fiir ¢ > 5 ein p mit 3 < p < ¢, so dass die minimal bestimmende Menge nur einen
BB-Punkt aus Cllyﬁ(v) enthélt, so folgt aus der Dimensionsformel (4.8), dass es mindestens
zwei weitere C''-Mengen gibt, aus denen die minimal bestimmende Menge genau drei BB-
Punkte enthiilt. Ausgehend von diesen Uberlegungen definieren wir nun M%yq(el) als die
folgende Menge von Teilmengen von Rj(e;). Wir beschreiben Mé,q(el) implizit durch die
Mengen, die in M%yq(el) enthalten sind.

Definition von Mé,q(el):
Fall 1: ¢ ist bzgl. v; degeneriert.

Es gilt A € M%yq(el) genau dann, wenn A fiir p = 3,... ,q genau zwei BB-Punkte aus
C’llm(v) enthilt.
Fall 2: ¢ ist bzgl. v degeneriert.

Es gilt A € M%,,q(el) genau dann, wenn A fiir p = 3,...,q genau zwei BB-Punkte aus

Cllp(v) sowie ferner den BB-Punkt P()[f}q,[] enthilt.

Fall 3: e¢; ist nicht degeneriert.
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Es gilt A € Mé’q(el) genau dann, wenn A wie folgt definiert ist. Es sei k € N mit 1 < k <

|(g—1)/2]. Ferner seien fiir j = 1,... ,k Indizes p; gegeben, sodass 3 <p; < ... <p; <gq

gelte. Gilt k > 1, dann seien Indizes p;, j = 1,... ,k — 1, gegeben, so dass gilt
p]<ﬁ]<p]+1a j=1... k-1

A enthélt die folgenden BB-Punkte:

(4.9) drei BB-Punkte aus C’ll’p]_ (v),7=1,...,k,

(4.10) zwei BB-Punkte aus Cllm(v) \ Cll,p—l-l(v) firp=3,...,p1 — 1, falls p; > 3,

(4.11) zwei BB-Punkte aus Cllm(v) \ Cl{p_l(v) firp=p,+1,...,q, falls p; < gq.
Falls k£ > 2 gilt, enthilt A zusétzlich

(4.12) einen BB-Punkt aus C}; (v) \ (C};,_1(v) UC]; ., (v)) firj=1,... . k—1,

(4.13) zwei BB-Punkte aus Cllyp(v) \ Oll,p,l(v) firpj<p<pjundj=1,... ,k—1und

(4.14) zwei BB-Punkte aus C’ll’p(v) \ C’ll’pﬂ(v) firp; <p<pjriundj=1,... k-1

Abbildung 4.5 zeigt eine Menge A € Mé,q(el) fiir eine nicht degenerierte Kante e; und
q=28.

0 0 0 ° ) 0 ) )
v e oy Y ' .r\ N oy oy ® U
o o ° Y ° ° ° °
011,1 (v) 011,3 (v) Cll,s (v)

Abb. 4.5: Die BB-Punkte ® bilden eine Menge A € M3 ¢(e;) wobei k = 2, py = 4, p = 6 und
po = 8 gilt.

Das folgende Theorem besagt, dass Mé’q(el) die minimal bestimmenden Mengen von S, (K)

auf Ry(e;) vollstindig charakterisiert.

Theorem 4.4. Sei g > 3. A ist genau dann eine minimal bestimmende Menge von S(}(K)
auf Ry(e;), wenn A € Mé’q(el) gilt.

Beweis. Sei g >3 und es sei A € M3 ,(e;). Nach Konstruktion gilt:

Al 2q — 3, falls e; bzgl. v; nicht degeneriert ist,
2q — 4, sonst.
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Mit (4.8) erhalten wir |A| = dim S} (K)|g, (¢,)- Somit bleibt zu zeigen, dass A eine bestim-
mende Menge von S (K) auf Ry (e;) ist. Mit Theorem 2.4 folgt dann, dass A auch minimal
ist. Sei s € S(} (K) und es gelte Ap s =0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € Ry(e) gilt.

Fall 1: e ist degeneriert. Nach Definition von A folgt aus den C'-Stetigkeitsbedingungen
auf C’llp(v) fir p=3,...,q direkt A\p s =0 fiir alle P € R;(e).

Fall 2: e ist nicht degeneriert. Fiir A und K € N, 1 < k < [(¢ — 1)/2], seien p;,
J=1,...,k sowie pj, j =1,... ,k — 1, falls k > 2, wie oben definiert.

Es gelte zunéchst k¥ = 1. Nach Voraussetzung enthilt A drei BB-Punkte aus C’ll’p1 (v), so
dass aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf Cll’p1 (v) Ap s = 0 fiir alle P € Cll’p1 (v) folgt.
Gilt ¢ > 3, enthélt A ferner die BB-Punkte (4.10) und (4.11), so dass nach sukzessiver
Anwendung der C'-Stetigkeitsbedingung fiir p = p;1 — 1,...,3 und p = p; + 1,... ,q
Ap s =0 fiir alle P € Ry(e;) folgt.

Sei nun k£ > 2. Dann folgt mit (4.13) und (4.14) analog zum Fall £ = 1, dass

Aps =0, PeCl,), p=3,....¢.p¢{Pr,-- Pr-1} (4.15)

gilt. Es bleibt somit zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € Cllﬁj (w), 7 =1,... ,k—1,
gilt. Wegen (4.15) gilt A\ps = 0, P € {Pq[llﬁj’ﬁjyo, Pq[llﬁjﬂ’ﬁrl’o}, j=1,....,k—1. Da
A die BB-Punkte (4.14) enthilt, folgt aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf C lﬁj (v) fur

j=1,...,k—1 die Behauptung.

Wir zeigen nun, dass fiir jede beliebige minimal bestimmende Menge A von S(} (K) auf
Ri(e) A € Mé’q(el) gilt. Sei also A eine minimal bestimmende Menge von S;(K) auf
R1 (el).

Fuall 1: ¢ ist degeneriert.

Die C'-Mengen Cllp(v), p=3,...,q, sind paarweise disjunkt. Aus den C'-Stetigkeitsbe-
dingungen folgt somit, dass A aus jeder der C''-Mengen genau zwei BB-Punkte enthalten
muss, um S‘}(K) eindeutig auf {P : P € Cl{p(v), p=3,...,q} zu bestimmen. Ist e; bzgl.

v degeneriert, so muss ferner P()[f}q,[] € A gelten. Dann gilt aber genau A € Mé’q(el).

Fall 2: e ist nicht degeneriert.

Wir werden zeigen, dass ein £ € N mit 1 <k < [(¢ —1)/2| und Indizes p;, j = 1,... ,k,
sowie p;, j =1,... ,k—1 fiir kK > 2, existieren, so dass A genau aus den BB-Punkten (4.9)
bis (4.11) bzw. (4.9) bis (4.14) besteht.

A ist eine minimal bestimmende Menge von S;(K) auf Ri(e;). Somit enthélt A fiir p =
3, ... ,q mindestens einen und héchstens drei BB-Punkte aus Cllp(v). Nach Voraussetzung

gilt |A| = 2¢ — 3, so dass mindestens ein Index p* existiert, so dass A genau drei BB-
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Punkte aus Cll,p* (v) enthilt. Sei v, 1 < v < q— 2, die Anzahl der C''-Mengen in {C’l{p(v) :
p = 3,...,q}, aus denen A drei BB-Punkte enthilt. Dann seien die Indizes 3 < ¢ <
... < t, < q definiert durch |A N C’ll’t]_ (v)] =3,j=1,...,v. Wir benétigen die folgenden
Hilfsbehauptungen.

(A)

(K)

A ist auf jeder der Teilmengen {P : P € Cl{p(v), p=3,...,t1},{P: P¢€ Cl{p(v), p=
ty,...,q} sowie fir v > 2 auf {P: P € Cll’p(v), p=ti... tj}, 1 <i<j<v, eine

minimal bestimmende Menge von S;(K )

Ist S(}(K ) auf Cllpil(v) bestimmt, dann enthilt A entweder einen oder zwei BB-

Punkte aus Cll’p(v) \ Cll’pil(v).

Ist S(} (K) auf Cll’pil(v) bestimmt und enthélt A genau zwei BB-Punkte aus Cllyp(v) \
Cllm_l(v), dann ist S (K) auch auf Cl{p(v) bestimmt.

Ist S)(K) auf Cllp +1(v) bestimmt, dann enthélt A entweder einen oder zwei BB-

Punkte aus Cll,p(v) \ Cl{p+1(v).

Ist S} (K) auf Cl{p+1(v) bestimmt und enthélt A genau zwei BB-Punkte aus Cllm(v) \

Cll,p—l-l(v)’ dann ist S;(K) auch auf Cl{p(v) bestimmt.

Ist SJ(K) auf Czl,p—1(”) und Cl{p+1(v) bestimmt, dann enthélt A genau einen BB-

Punkt aus Cll’p(v) \ (Czl,pq(v) U Cl{p+1(v)), und S; (K) ist auch auf Cll’p(v) bestimmt.

Ist t; > 3, dann enthilt A fiir p = 3,... ,t; — 1 genau zwei BB-Punkte aus Cl{p(v) \

Cll,erl (v).

Ist ¢, < g, dann enthélt A fiir p =1t, +1,... ,q genau zwei BB-Punkte aus Cll’p(v) \
Cll,pfl(v)'

Ist fiir 41 < o S;(K) auf Cllfl_l(v) und Cl1£2+1(v) bestimmt und enthilt A aus

C’ll’1t~1 (U)\Cll’irl(v) sowie aus C’ll’1t~2 (U)\Cll’t~2+1(1)) genau einen BB-Punkt, dann existiert

mindestens ein t* mit #; < t* < f5, so dass A drei BB-Punkte aus Cj 4 (v) enthiilt.

Sei j € {1,...,v — 1}, dann existiert maximal ein p mit ¢; < p < t;41, so dass A
genau einen BB-Punkt aus Cl{p(v) enthélt.

Gilt t; = t;_1+1 fir gegebenes j € {2,... ,v}, dann enthéilt A genau zwei BB-Punkte
aus Cll,t]- (v) \ Czl,t]-,l (v).

Beweis von (A). Seit € {t1,...,t,}, dann enthilt A nach Voraussetzung drei BB-Punkte
aus Cl{t(v), d. h. S}(K) ist auf allen Punkten von Cl{t(v) eindeutig bestimmt. Damit ldsst
sich S} (K) auf Cll,t—l(v) und C}’t 1 (v) unabhéngig voneinander bestimmen.
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Fiir 7y, 70 € {t1,... ,t,}, 1 < 79, folgt somit, dass jede minimal bestimmende Menge von
S;(K) auf {P: P e Cl{p(v), p = 3,...,q} bereits eine bestimmende Menge von Sg(K)

auf {P: P € C’ll’p(v), p = Ti,...,72} ist. Des Weiteren gilt, dass A eine bestimmende
Menge von S,}(K) auf {P: P ¢ Cll’p, p=3,...,t1}und {P: P € C’ll’p, p=ty,...,q} ist.
Setzen wir tg := 3 und t,41 := ¢, so gilt fir j =0,... ,v

|.A N {P : Pe Cll’p(v), p=tj-... ,tj+1}| > 2 (t]‘+1 - tj) + 3. (416)

Wegen |A| = 2¢ — 3 gilt in (4.16) die Gleichheit, d. h. A ist auf jeder Teilmenge eine

minimal bestimmende Menge. O

Die Hilfsbehauptungen (B) bis (F) folgen direkt aus der Tatsache, dass eine minimal
bestimmende Menge von S;(K) auf R;(e;) maximal drei BB-Punkte aus einer C'-Menge
C’llp(v) enthilt. O

Beweis von (G). Aus (A) folgt, dass A eine minimal bestimmende Menge von S (K) auf
{P: PeCl,(v),p=3,...,t1} ist. Somit gilt

AN{P: PeCl,(v),p=3,... . t1}| = 2t; — 3. (4.17)

Ist t; = 3, so folgt mit (4.17) bereits die Behauptung.

Sei nun t; > 3. Nach Voraussetzung enthélt A genau drei BB-Punkte aus Cll,tl (v) und

entweder einen oder zwei BB-Punkte aus Cll’p(v) fiir p=3,... ,t; — 1. Somit gilt
|AﬂCll’t1(v)| =3 und (4.18)
AN{P: PeCl,(v),p=3,... ,t1 =1} < 2t; — 6. (4.19)

Wegen (4.17) folgt aus (4.18) und (4.19)

AN (Cly, () \ Clyy—1(v)] = 3 und (4.20)
AN{P: PeCl,(v),p=3,... . t1 —1}] = 2t; —6. (4.21)

Nach Voraussetzung erhalten wir somit
ANCLW =2 p=3,...,t1—1 (4.22)

Insbesondere folgt aus (4.18) und (4.20), dass C}ytl (v) N Czl,th(”) = {Pq[llt1+1,t1—1,0} ¢ A
ist. Fiir t; = 4 folgt damit die Behauptung.

Sei nun ¢; > 5.

() = (P} CA

Annahme: Es existiert einp € {3,... ,¢ —2}, so dass Cllﬁ(v) NC} 255

Lp+1
gilt.
Mit (4.22) erhalten wir |A N (Cl{ﬁ(v) U Cl%ﬁ+1(v))| = 3, so dass im Widerspruch zu (4.21)

[ AN{P: P € C’l{p(v),p =3,...,t1 — 1} = 2t; — 7 gilt. Fiir p = 3,... ,¢1 — 1 folgt
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somit Pq[llp,p,o ¢ A, und mit (4.22) erhalten wir |A N (Cll,p(v) \ Cl£p+1(v))| = 2 fiir alle
p=3,...,t1 — 1. O

Beweis von (H). Die Behauptung folgt analog zu dem Beweis von (G). 0

Beweis von (I). A erfiille die Voraussetzungen der Behauptung (I). Offensichtlich muss
79 > 11 + 1 gelten. O.B.d.A. kénnen wir davon ausgehen, dass es kein p mit 7 < p < 7
gibt, so dass |A N Cl{p(v)| =1 gilt.

Annahme: Es gilt |[AN Cllp(v)| =2firallep=m+1,... ,7m» — L
Dann folgt [AN{P: P € Cll’p(v), p="i,...,72}| <2(r2 — 71) + 2. Da aber

dim Sé(K)|{p:Peq{p(v),pzn,...,m} = 2(rp—11)+3

gilt, folgt die Behauptung. O
Beweis von (J). Die Behauptung folgt direkt aus (I). O
Beweis von (K). Fiir festes j € {2,...,v} sei t; = t;_; + 1. Dann ist zu zeigen, dass

l .
Cll,t]- (v) N Cll,t]-_l(”) = {Pq[ltj_l,tj_l,o} C A. Wegen (A) gilt

AN (CL) UCL ()] = 5. (4.23)

Annahme: Es gilt Pq[llt]-,l ‘

sbj—1,

0 & A

Dann enthélt A nach Voraussetzung sowohl drei BB-Punkte aus Cll,t]- (v) \ Czl,t]-,l(”) als
auch drei BB-Punkte aus Czlt]-,l(”) \ C’llt]_ (v), und es gilt im Widerspruch zu (4.23) |AN

(CTILJ (U) U CTILJ‘,1 (U))| = 6 O
Wir definieren nun eine Teilmenge {p1,... ,pr} der Indexmenge {t1,... ,%,}, so dass gilt:
(i) p1 =11,

(ii) Pj >pj,1,j:2,... ,k, und
(iil) pj — 1 ¢ {tr,... b}, G =2,... k.

Die Forderungen (i) - (iii) legen die Indexmenge {pi,... ,pi} in eindeutiger Weise fest.
Wir betrachten nun A auf den Teilmengen {P : P € Cll’p(v), p=3,...,m} {P :
P e C’ll’p(v), P = Pky.-.,q}, sowie fir £k > 1 und 7 = 1,... ,k — 1 auf den Teilmengen
{P: P¢e Cl{p(v), P = Dj,-.. ,pj+1}. Wir werden zeigen, dass fiir k = 1 A aus den BB-
Punkten (4.9) bis (4.11) besteht und fiir £ > 2 und geeigneten Indizes p;, j =1,... ,k—1,
A aus den BB-Punkten (4.9) bis (4.14) besteht.

Sei zunéichst £ = 1 und 3 < p; < ¢. Dann folgt mit (G) und (H) direkt, dass A die
Vereinigung von BB-Punkten (4.9) bis (4.11) ist.
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Sei nun k > 2. Mit (G) und (H) folgt, dass A aus {P: P € Cl{p(v), 3 <p<p;oderp <
p < q} genau 3 + 2(p1 — 3) + 2(¢ — pr) BB-Punkte enthilt, die einer Wahl von BB-
Punkten (4.9) bis (4.11) entsprechen. Sei j € {1,...,k — 1}. Dann geniigt zu zeigen,
dass ein Index p; mit p; < p; < pji1, exsitiert, so dass A genau einen BB-Punkt aus
Cllﬁj (v) \ (Cll,pj—l(v) U Cll’ﬁj_l_l(v)) enthélt, fiir p; < p < p; genau zwei BB-Punkte aus
Cllm(v) \ Cl{p_l(v) und fiir p; < p < pjq1 genau zwei BB-Punkte aus Cll,p(v) \ Czl,p+1(”)
enthélt. Wegen (J) miissen wir fiir {P: P € C’ll’p(v), P = Dj,--. ,pj+1} nur die folgenden
beiden Félle betrachten:

(i) Es existiert kein p; mit p; < p; < pj41, so dass A genau einen BB-Punkt aus Cl,ﬁj (v)
enthélt.

(ii) Es existiert genau ein p; mit p; < p; < pj41, so dass A genau einen BB-Punkt aus
Cll’ﬁj (v) enthalt.

Zu (i): Aus (B) und (C) folgt nach Voraussetzung, dass A fiir p = p; +1,... ,pj4+1 — 2
zwei BB-Punkte aus Cllm(v) \ Cll,p—l(v) enthilt. Wegen (F) gilt dann des Weiteren, dass
A genau einen BB-Punkt aus Czl,pjﬂq(v) \ (CllyijfQ(v) N Cll,pjﬂ (v)) enthalten muss. Mit
pj = pj+1 — 1 folgt die Behauptung.

Zu (ii): Sei p; < pj < pjy1. A enthalte genau einen BB-Punkt aus Cllﬁj (v). Nach Voraus-
setzung gilt dann fiir alle p mit p; < p < pji1, p # Py, |AF‘ICZIP(U)| = 2. Mit (A) gilt, dass A
eine minimal bestimmende Menge von S} (K) auf {P: P € Cllp(v),p =Dj,... ,Dj+1} ist.
Nach Voraussetzung folgt dann aus Dimensionsgriinden, dass A genau 2(p;+1 —p; —2) BB-
Punkte aus {P: P € C’ll’p(v), p=p;j+1,...,pjr1—1, p # p;} enthilt. Analog zum Beweis
von (I) folgt dann aus Griinden der Anzahl, dzliss Cll,p(v) N Cll,p_l(v) = {Pq[llp—l—l,p—l,()} 7 A
fiir pj < p < p; und G (0) N C}, . (v) = (P} & A fir p; < p < pjy1 gilt. D. b es
gilt

AN (CL@\Cly () =2, p;<p<pj
AN (Cll,p(v) \ Cll,p+1(v))| = 2, Pj <p < Pjit,
und nach Voraussetzung erhalten wir ferner

AN (Czl,ﬁ]- (v) \ (Czl,ﬁr1(v) U Czl,ﬁj+1(v)))| =1 u

Nachdem wir die minimal bestimmenden Mengen von S;(K ) auf der Vereinigung der
Mengen Cll’p, p=3,...,q, fiir eine beliebige innere Kante vollstindig charakterisiert ha-
ben, betrachten wir im Folgenden S} (K) auf der Vereinigung der C'-Mengen um einen
Eckpunkt.
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4.1.2 (C'-Mengen um einen Eckpunkt

Gegeben sei ein beliebiger Kegel K mit Scheitelpunkt v und A inneren Kanten, A > 1. Fiir

q > 3 wir definieren
Dj(v) == (D2(v) N By(K)) \{Pq[llzz,o :1 <1< A, e ist bagl. v degeneriert}. (4.24)

In diesem Abschnitt konstruieren wir minimal bestimmende Mengen von S} (K) auf D3 (v).
Wir gehen davon aus, dass S} (K) auf R;(K) bereits bestimmt ist. Ist B} eine minimal
bestimmende Menge von S} (K) auf Ri(K) N D3, konstruieren wir genauer gesagt Teil-
mengen von {P : P € 01{2(1)), I =1,...,)A} so, dass diese vereinigt mit B’ minimal

bestimmende Mengen von S;(K) auf Dj(v) ergeben.

Im Unterschied zu der Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S;(K )
auf den C'-Mengen entlang einer inneren Kante von K miissen wir nun beachten, dass
die inneren Kanten von K sowohl nicht degeneriert als auch degeneriert sein koénnen.
Dementsprechend kann die Menge {P : P € C},Q(v), [ =1,...,A} sowohl nicht degenerierte

als auch degenerierte C'-Mengen enthalten.

Es sei
d, := die Anzahl der Kanten aus {ej,... ey}, die bzgl. v degeneriert sind.  (4.25)
Mit (2.10) erhalten wir

dim S (K)

Di(v) — 6+ A — dp. (426)

Fiir ¢ > 3 konstruieren wir eine Menge M| , (v) von Teilmengen von {P: P € C},(v), | =
1,...,A}. Wir werden zeigen, dass Jv[i 1 (v) die Teilmengen von Dj(v), deren Vereinigung
mit B eine minimal bestimmende Menge von S} (K) auf Dj(v) ergibt, vollstéindig cha-
rakterisiert.

Definition von Mb\(v):

Fall 1: Es gilt A <2 und d, € {\ — 1, A}, oder es gilt A = 3 und d, = 2.

Es gilt Ap € Mi/\(v) genau dann, wenn Ag = () ist.

Fall 2: Es gilt A>2 und d, < X\ — 2.

Es gilt Ay € M}, (v) genau dann, wenn Ay wie folgt definiert ist. Es sei k¥ € IN mit
1 <k<|(A—1-d,)/2] gegeben. Dann seien fiir j = 1,... ,k Indizes [; so gegeben, dass
1<l <. <l < Agilt. Ist £ > 1, dann seien fiir j = 1,... ,k — 1 Indizes l;f so gegeben,
dass e bzgl. v nicht degeneriert ist und ferner [; <17 <l fir j =1,... ,k —1 gilt.

Ao enthalte
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(4.27) einen BB-Punkt aus { 2 2,00 (1[27]2’1’1}, falls [; = 1 gilt und e; bzgl. v nicht dege-

neriert ist,

(4.28) einen BB-Punkt aus {Pqp;]Q&O, P;/l}?,l,l}’ falls I, = A gilt und ey bzgl. v nicht

degeneriert ist,

(4.29) zwei BB-Punkte aus { 2 2,00 Pq[li}m,l, Pq[l ; 1} falls e;; bzgl. v nicht degeneriert
ist, bzw. einen BB—Punkt aus {P(I[li]271,1, qu ;ri 1}, falls e;; bzgl. v degeneriert ist,

j=1...,kund 1 <Il; <A,

(4.30) einen BB-Punkt aus {Pq[ll2,2,ov l+211 1), falls 3 > 1 gilt und e; bzgl. v nicht dege-
neriert ist, 1 <[ <[y,

(4.31) einen BB-Punkt aus {Pq[ll2,2,ov Pq[llm’l}, falls I, < A gilt und e; bzgl. v nicht dege-
neriert ist, [, <[ < A

Gilt k£ > 2, dann enthalte Ay des Weiteren

(4.32) einen BB-Punkt aus { 2 2,00 Pq[lf;’]l’l}, falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist, fiir

lj<l<l;-‘und]:1,...,k—1,

(4.33) einen BB-Punkt aus {Pyl2,2,0’ Pyl

I <l<lj+lundj=1,... k-1

511} falls e bzgl. v nicht degeneriert ist, fiir

Sei Bj, eine beliebige minimal bestimmende Menge von S;(K) auf R;(K) N Dj(v). Das
folgende Theorem gibt eine vollstindige Charakterisierung der minimal bestimmenden
Mengen von S;(K) auf Dj(v), die B enthalten, an.

Theorem 4.5. Sei q > 3. A = AgUB} ist genau dann eine minimal bestimmende Menge
von S;(K) auf Dj(v), wenn Ag € Mi/\(v) gilt.

Beweis. Sei q > 3. Es gilt |B}| = 7, falls v nicht semisingulér ist, und |B%| = 6 sonst.
Nach Konstruktion von Ag folgt

Ao A—1—d,, fallsv nicht semisingulir ist,
0 p—
0, sonst.

Ist v semisingulér, gilt A = d,. Mit (2.10) erhalten wir somit

Al = |Bx|+ Aol =6 + X —dy, = S(K)

D3 (v)

Konnen wir zeigen, dass A eine bestimmende Menge von Si(K) auf Dj(v) ist, folgt aus

Theorem 2.4, dass A minimal ist.
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Sei s € S‘}(K) und es gelte Ap s = 0, P € A. Dann geniigt zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir
alle P € D3(v) gilt. Wegen B3 C A folgt direkt

Aps =0, PeR(K)NDju). (4.34)

Fall 1: Esgilt A <2und d, € {A — 1, A}, oder es gilt A =3 und d, = 2.

Fir A = d, gilt D} (v) C Ri(K). Aus (4.34) folgt dann direkt die Behauptung. Gilt A =1
und d, = 0, folgt die Behauptung mit (4.34) aus der C''-Stetigkeitsbedingung auf 01172(1)).
Es gelte nun A = 2 und d, = 1. O.B.d.A. sei e; bzgl. v degeneriert. Mit (4.34) folgt aus
der C'-Stetigkeitsbedingung auf O} ,(v) zuniichst Ap s = 0, P € D3(v) \ {P,,}. Aus
der C'-Stetigkeitsbedingung auf C3,(v) erhalten wir dann Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v).
Ist es bzgl. v degeneriert, folgt die Behauptung analog. Gilt A = 3 und d, = 2, seien
0.B.d.A. e; und e bzgl. v degeneriert. Mit (4.34) folgt nach sukzessiver Anwendung der C''-
Stetigkeitsbedingungen Ap s =0, P € 011’2(1)) U 021’2(1)). Aus der C'-Stetigkeitsbedingung
auf 011’3(1)) folgt dann Ap s = 0, P € Dj(v). Sind ez und e3 bzgl. v degeneriert, folgt die
Behauptung analog.

Fall 2: Es gilt A>2und d, < X — 2.
Aus (4.34) folgt insbesondere

l 1 A+1
Aps =0, Pef{Pl ji=1.. a0l P (4.35)

Unter Beriicksichtigung, dass eine minimal bestimmende Menge von Sj(K) auf Dj(v)
maximal einen BB-Punkt aus {Pq[llm,(), Py——;l,]zo} fiir eine bzgl. v degenerierte Kante ¢,
enthalten darf, folgt mit (4.35) analog zum Beweis von Theorem 4.4, dass A eine minimal

bestimmende Menge von S} (K) auf Dj(v) ist.

Sei nun A = Bj U Ag eine minimal bestimmende Menge von S;(K) auf Dj(v). Dann
folgt analog zum Beweis von Theorem 4.4, dass Ay € M% ,(v) gilt. Dabei ist insbesondere
zu beachten, dass im Fall d, > O und k£ > 1 fiir j = 1,... ,k — 1 die Kante er; bzgl. v
nicht degeneriert sein darf, da ansonsten S](K) auf allen drei BB-Punkten aus Cll;,Q(v)

unabhéngig voneinander bestimmt und somit {iberbestimmt wére. |

4.2 Beliebige Kegel

Gegeben sei eine Teiltriangulierung A C A undes sei v € V; ein beliebiger Randpunkt von
A. Es sei K der Kegel von v bzgl. A, und K besitze X innere Kanten, A > 1. Die Dreiecke,
Kanten und Eckpunkte von K seien wie in Abbildung 4.1 nummeriert. Im Folgenden geben
wir sowohl fiir nicht semisingulire Eckpunkte bzgl. A als auch fiir semisingulire Eckpunkte

bzgl. A eine Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S,}(A K)y q > 3,
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auf B, (K) an, wobei wir voraussetzen, dass S(}(AK) auf B,(A) U R, (K) bereits eindeutig
bestimmt ist. Dabei sei R;(K) wie in (4.2) gegeben, falls v nicht semisingulidr vom Typ IT
ist. Anderenfalls sei R;(K) wie in (4.3) definiert.

Es sei v zunéchst nicht semisinguléar bzgl. A. Sei A eine beliebige minimal bestimmende
Menge von S(}(A), q > 3. Unter Verwendung der Resultate aus dem vorherigen Abschnitt
geben wir im Folgenden fiir ¢ > 3 eine vollstdndige Charakterisierung der minimal bestim-
menden Mengen von S,}(A k), die A enthalten, an. Es sei d, wie in (4.25) definiert. Nach
Voraussetzung gilt d, < A.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Fir A > 2 sei ein festes p mit 0 < p < A\ —1 — d, gegeben. Fiir 4 > 1 seien Indizes

lj, j=1,...,u, so gegeben, dass die Kanten e, nicht degeneriert sind. In Abhingigkeit
von A und im Fall 4 > 1 in Abhéngigkeit von le, g =1,...,u, definieren wir Mengen A;,
[=0,... A

Fall 1: Es gilt A =1, oder es gilt A > 2 und p = 0.

Dann sei Ag € Mj ,(v). Fiir [ = 1,..., X sei ferner A7 € M} (e;), wobei Pq[llgg’[] € Aj

gelte, falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist. Wir definieren fiir [ =1,... , A

4 Af\ {Pq[ll2 90}, falls e bzgl. v nicht degeneriert ist,
1= w

Aj, falls e; bzgl. v degeneriert ist.
Fall 2: Es gilt A > 2 und p > 1.

Sei Af € Mj , (v) so gegeben, dass {Pq[li]2,2,0 :j=1,...,p} C A} gilt. Dann setzen wir

* I :
Ap = AU\{Pq[i]zg,o: j=1,...,u}.

Firl=1,... ,Asei A] € M%yq(el) gegeben, so dass Pq[llm’o € A fiir [ # le, j=1,...,pu,

gilt und ferner e; nicht degeneriert ist. Dann setzen wir fiir [ =1,... , A

4 Af\ {Pq[ll22 o}, falls 1¢{l;: j=1,...,u} und ¢ nicht degeneriert ist,
l :: =
Aj, sonst.

Wir definieren
A =Ur A UM (4.36)

mit M = (@, falls ¢ = 3 gilt, und mit M = {P.[l]

ik Pk >2,0=1,... A+ 1}, falls g > 4

gilt.

Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von S(}(A).
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Theorem 4.6. Seiq> 3. A=AUAg ist genau dann eine minimal bestimmende Menge

von Sql(AK), wenn Ak von der in (4.36) gegebenen Form ist.

Beweis. Sei g > 3. Nach Konstruktion von A gilt mit Korollar 4.2

= dim S}(A) + 210D @@ 1A,

2 2

Ist A eine bestimmende Menge von S;(A i), folgt aus Theorem 2.4, dass A auch minimal
ist.

Sei s € S;(AK) und es gelte A\p s = 0, P € A. Es ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € B,(Ag) gilt. Offensichtlich gilt

By(Ax) = Bg(A) U Ri(K) UM U (UL, U, C},(v)).
Wegen A C A erhalten wir direkt Aps = 0, P € BQ(A). Aus den C''-Stetigkeitsbedingungen
an den Randkanten von A sowie am Eckpunkt v folgt somit Ap s = 0, P € R;(K). Aus
den Theoremen 4.4 und 4.5 erhalten wir ferner, dass A\p s =0, P€ {P: P € Cll’p(v), [ =
L...,\ p=2,...,q} gilt. Wegen M C A folgt dann \p s =0, P € B,(Ag), d. h. A ist

eine minimal bestimmende Menge von S’;(A K)-

Sei nun A eine minimal bestimmende Menge von S(}(AK), so dass A C A gilt. Dann
definieren wir Ag := A\ A. Gilt A = 1, folgt aus den Theoremen 4.4 und 4.5 direkt, dass
Ak die in (4.36) gegebene Form besitzen muss.

Fiir A > 2 definieren wir A; := AgNRy(e;), I =1,... ,\, wobei R;(e;) wie in (4.7) gegeben
ist. Sei D3 (v) wie in (4.24) definiert. Ist fiir [ € {1,... , A} die Kante e; degeneriert, dann
gilt offensichtlich A; N D3(v) = (. Aus Theorem 4.4 folgt somit direkt A; € M%,,q(v).

Sei nun e, [ € {1,..., A}, nicht degeneriert.
Annahme: Es gilt sowohl A; ¢ M3 ,(v) als auch A; U {Pq[llm,o} ¢ M}, (v).

Da nach Annahme weder A; noch A; U {Pq[llz%o} eine minimal bestimmende Menge von
S(}(AK) auf Ry(e;) ist, gibt es mindestens einen BB-Punkt P € Ry (e;), so dass S(}(AK)
durch A \ R;(e;) auf P bestimmt ist. Es gilt

Ri(e)) N {P: PeCly), 1<1<A} = {B,,},
Ri(e;) N Ri(K) = 0,
Ri(e)) N M =

und  Ri(e;) N Ri(eg) = 0, I=1,... M\ I1#1
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Somit muss P = Pq[llu,o gelten. Nach Annahme gilt aber A; U {Pq[ll2,2,0} ¢ Mé’q(v), S0
dass mit Theorem 4.4 folgt, dass A im Widerspruch zur Voraussetzung keine minimal

bestimmende Menge von S(}(A i) ist.

Somit folgt fiir [ = 1,... , A, dass entweder A; € M3 (v) oder A; U {Pq[llm_o} € Mz, (v)
gilt. Wir betrachten nun Ay := Ax N Dj(v). Mit Theorem 4.5 folgt |[Ag| < A—1—d,. Gilt
|Ao| = A—1—d,, dann folgt mit Theorem 4.5 direkt A € Mi}\(v). Gilt [Ag] < A—=1—d,,
dann sei y1 := A—1—[A(®)]|. Nach Theorem 4.5 existieren dann u BB-Punkte Py, ... , P, €
{Pq[llgyj’k s j+k=2,1=2,... ,A}\ Ao, so dass S,}(AK) durch A\ Ap auf diesen Punkten
bestimmt ist und ferner Ag U{P,... ,P,} € Mb\(v) gilt. Da

AgﬂRl(K):AgﬂM:V)

und
Pl , falls e; nicht degeneriert ist,
Ap N Rl(el) = { q—2,2,0} : & I=1,...,\
0, sonst,
gilt, existieren p Indizes l~j € {1,...,)\}, so dass e, nicht degeneriert ist und Pyi}2,2,0 ¢

Ap gilt, 5 = 1,...,u. Setzen wir P; = Pq[lj]m,o, j = 1,...,u, dann folgt bereits die
Behauptung. |
Wir betrachten nun den Fall, dass v semisingulir bzgl. A ist. Wir charakterisieren im

Folgenden die minimal bestimmenden Mengen von S(} (K'), wobei wir voraussetzen, dass
S;(K) bereits auf Ri(K) eindeutig bestimmt ist.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Es gelte Aj € Mb\(v). Ferner gelte A; € Mé’q(el), I=1,...,X Dann definieren wir
Ar =U g AAlUM (4.37)

mit M = (@, falls ¢ = 3 gilt, und mit M = {P.[l]

ik C k=22, 1=1,... yA+ 1} falls g > 4

gilt.
Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von S,}(K ) auf R;(K).

Theorem 4.7. Sei g > 3. A= AUAg ist genau dann eine minimal bestimmende Menge
von Sy(K), wenn Ag von der in (4.37) gegebenen Form ist.

Beweis. Sei ¢ > 3. Nach Konstruktion von A und Ag folgt mit (2.10)

) (g—3)(g—2)

Al = JA| + [Ax| = 4¢ — 2 + M2¢—3) + (A +1 S
1)(q+2
U R I

q(g—1
2 2

) _ dim S}(K).
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Ist A eine bestimmende Menge von S}(K) auf By(K), folgt aus Theorem 2.4 bereits die
Behauptung.

Sei s € S‘}(K) und es gelte A\p s =0, P € A. Dann ist es zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € By(K) gilt. Offensichtlich gilt

By(K) = Ri(K) UM U (UL Ri(er)),

wobei R;(e;) wie in (4.7) gegeben ist. Wegen A C A folgt Ap s =0, P € R;(K). Aus den
Theoremen 4.4 erhalten wir ferner, dass Ap s = 0, P € Ry(e;), fiir 1 <1 < X gilt. Wegen
M C A folgt dann bereits Ap s =0, P € B, (K).

Sei nun A eine minimal bestimmende Menge von S(} (K), so dass A C A gilt. Dann
definieren wir Ag := A\ A. Da fiir 1 <1 < X die Kante ¢ bzgl. v degeneriert sind, folgt
aus den Theoremen 4.4 und 4.5 direkt, dass Ax von der in (4.37) gegebenen Form sein

muss. [ |

4.3 Standardzellen innerer Eckpunkte

Im Folgenden betrachten wir die Standardzelle A, eines beliebigen inneren Eckpunkts v
von A. Wir konstruieren fiir ¢ > 3 allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen
von S,}(Av). Wir geben zunéchst eine vollstindige Charakterisierung der minimal bestim-
menden Mengen von S"}(Av) fiir singulire Eckpunkte an. Anschlieend konstruieren wir
fiir nicht singuldre Eckpunkte v drei grofle Klassen minimal bestimmender Mengen von
S(} (Ay). Hierbei verwenden wir insbesondere die Charakterisierungen der minimal bestim-
menden Mengen von S;(A) auf Kegeln sowie auf den in den Abschnitten 4.1.1 und 4.1.2
definierten Teilmengen. Im Folgenden sei v ein innerer Eckpunkt von A, und es gelte
deg(v) = n. Die Randpunkte und Dreiecke von A, seien wie in Abbildung 4.6 gegen
den Uhrzeigersinn mit v; bzw. T, [ = 0,... ,n — 1, nummeriert. Ferner sei ¢; = [v, 1],

[=0,...,n—1.

Mit Theorem 2.6 gilt

dim S}(A,) = n q(q; D434, (4.38)

wobei o, = 1 gilt, falls v singulér ist, und o, = 0, falls v nicht singulir ist.
Fiir einen beliebigen inneren Eckpunkt v definieren wir M C B,(A,), ¢ > 3, durch:
0 fiir ¢ =3,

M := (4.39)

{Pi[ylj}',k: Jyk>2,1=0,...,n—1} fir ¢>4.
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Abb. 4.6: Bezeichnung der Eckpunkte und Dreiecke von A,, deg(v) = 5.

Sei zunéchst v ein singuldrer Eckpunkt von A. Im Folgenden geben wir eine vollstindige

Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von S;(Av), q >3, an.

Sei Dj(v) C D2(v) definiert durch
* !
Di(v) := Da(w)\ {P,,,:1=0,...,3).
Wir beschreiben nun implizit eine Menge M} (v) bestehend aus Teilmengen von D3 (v).
Definition von M!(v):
Es gilt Ag € M!(v) genau dann, wenn Ag die folgenden Bedingungen erfiillt:
(i) [Aol =4,
(ii) |Ap N C’lljl(v)| <2,1=0,1, und
(iii) [Ao N Cly(v)] <2,1=0,...,3.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Die Mengen R;(e;) und M%yq(el), [ =0,...,3, seien wie in Abschnitt 4.1.1 gegeben. Dann

definieren wir
A = U4 UM, (4.40)
wobei Ag € M!(v) und A, € Mé,q(el,l), I=1,....,4, gelte.

Theorem 4.8. Sei ¢ > 3 und sei v ein singuldrer Eckpunkt. A ist genau dann eine

minimal bestimmende Menge von S’;(Av), wenn A von der in (4.40) gegebenen Form ist.
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Beweis. Sei v ein singulirer Eckpunkt von A. Sei ¢ > 3 und es gelte s € S’;(Av). Fiir
l=1,...,4 sei s|;u in der BB-Darstellung (2.5) gegeben.

Sei A von der in (4.40) gegebenen Form. Wir zeigen zunéichst, dass A eine bestimmende
Menge von S(}(AU) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir
alle P € B,y(A,) gilt. Aus Theorem 4.4 folgt direkt Ap s = 0, P € U}_ R (e;) UM. Da

By(Ay) = Di(v) U Ul Ri(e)) UM (4.41)
und Ay C D3(v) gilt, bleibt somit zu zeigen, dass gilt:

Aps=0, PeA = Aps=0, PED;(U). (4.42)

Beweis von (4.42).
Fall 1: Es gilt |[Ag N {P, - 1=0,...,3} =1L

Da fiir [ = 0,... ,3 maximal zwei BB-Punkte aus Cll,l(v) und Cll,Q(v) in A liegen, enthilt
Ap genau drei nicht kollineare BB-Punkte aus Di(v). Somit folgt direkt Ap s = 0, P €
Di(v). Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf C},(v) fiir [ = 0,... , 3 folgt dann bereits
(4.42).

Fall 2: Es gilt |Ag N {P),,, : 1=0,...,3}| =2 und | Ay N D (v)] = 2.

O.B.d.A. enthalte A eine der drei folgenden Mengen {Pq[?(}]’o, Pq[ojl,l,o}7 {Pq[(i]l,l,[b Pq[lj1,1,o}
oder {Pq[o_}l,m, Pq[2_}1,170}. Die anderen Fille folgen wegen der Symmetrie auf D3 (v) analog.
Es gelte zunéchst {Pq[?g’o, sz[[l]l,l,o} C Ap. Nach Voraussetzung gilt dann {Pq[llm’l, Pq[ljﬂ’l
C A fiir ein I € {0,1}. Aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf C(,(v) folgt aEIIL,LO = 0.
Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf Cj 5(v) und C3 ,(v) erhalten wir die Behauptung.
Es gelte nun {Pq[ojl,l,07 P(;[ﬂ1,1,0} C Ap. Nach Voraussetzung gilt {Pq[llm’l, Pq[?i]Z,l,l} C
Ay fiir ein [ € {0,1,2}. Nach sukzessiver Anwendung der C'-Stetigkeitsbedingungen auf
Cl172(v) fir [ = 0,...,3 erhalten wir Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v) \ {Pq[?(]),()}' Aus der
C'-Stetigkeitsbedingung auf C’&,l(v) folgt die Behauptung. Wir betrachten nun den Fall
{Pq[(i]l,l,[b Pq[%}l,l,O} C Ap. Nach Voraussetzung enthilt Ay entweder fiir ein [ € {0,1} die
Menge {Pq[llm,l, Pq[lj22,}1,1} oder eine der beiden Mengen {Pq[l—]Q,l,la PEZLI} und {Pqp—]2,1,1v
P, | |}, Aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf Cf  (v) folgt direkt Ap s =0, P € Cf (v).
Nach sukzessiver Anwendung der C'-Stetigkeitsbedingungen auf Cl172(v) firl =0,...,3
folgt die Behauptung.

Fall 3: Es gilt |Ag N {PY,, : 1=0,...,3} =3.

0.B.d.A. gelte {Pq[llu’1 : 1=0,1,2} C Ap. Die anderen Fille folgen wegen der Symmetrie
auf D3(v) analog. Aus den C'!-Stetigkeitsbedingungen folgt direkt a[q011,1,0 = a[qllm,o = 0.

Nach Voraussetzung enthélt A einen BB-Punkt aus {Pq[?(}]’o, Pqul’l’o, Pq[ojl,l,o}7 so dass
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aus den C'-Stetigkeitsbedingungen direkt Ap s = 0 fiir alle P € D;(v) folgt. Aus der
C'-Stetigkeitsbedingung auf C?},Q(v) erhalten wir dann Ap s = 0 fiir alle P € D3 (v).

Fall 4: Es gilt {P)), | : 1=0,...,3} CA.
Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf 011’2(1)) fir / =0,...,3 erhalten wir Ap s = 0 fiir

alle P € D3(v) \ {P(][?(}),O}' Aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf Cg ; (v) folgt die Behaup-
tung. a

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion gilt |[A| = 4 + 2¢ (¢—1) =
dim S;(Av). Aus Theorem 2.4 folgt dann bereits, dass A minimal ist.

Sei nun A eine beliebige minimal bestimmende Menge von S (} (A,). Es ist zu zeigen, dass A
von der in (4.40) gegebenen Form ist. Wegen (4.41) muss M C A gelten. Fiir [ =0,...,3
gilt nach Definition R;(e;) N D3 (v) = 0, Ry(e;) "M = () sowie Ry(e;) N Ry(ex) =0, | # k.
Setzen wir A; := AN Ry(ei—1), [ = 1,... ,4, folgt aus Theorem 4.4 A; € M}  (e—1). Sei
Ap := ANDj(v). Nach Voraussetzung ist A eine minimal bestimmende Menge von S’; (Ay).
Somit folgt |Ag N D3(v)| = 4. Aus (4.42) folgt, dass M} (v) alle méglichen 4-elementigen
Teilmengen von Dj(v) enthilt, die S} (A,) auf Dj(v) eindeutig bestimmen. D. h. es gilt
Ag € M!(v) und A ist von der in (4.40) gegebenen Form. [ |

Nachdem wir die minimal bestimmenden Mengen von S;(Av), q > 3, fiir singuldre Eck-
punkte vollstdndig charakterisiert haben, betrachten wir nun den Fall, dass v ein innerer,
nicht singulérer Eckpunkt von A ist. Im Folgenden beschreiben wir drei allgemeine Klassen

minimal bestimmender Mengen von S1(A,), ¢ > 3.

Fiir die Standardzelle eines beliebigen inneren Eckpunkts gab Schumaker [59] eine spezielle
minimal bestimmende Menge von S;(A,) an. Fiir ein Dreieck T von A, werden dazu alle
BB-Punkte aus B,(TY) gewihlt. Die restlichen Dreiecke werden schrittweise durchlaufen.
Dabei werden jeweils die BB-Punkte des aktuellen Dreiecks, auf denen S (A,) noch nicht
bestimmt ist, zur minimal bestimmenden Menge hinzugefiigt. Beim Hinzufiigen des letz-
ten Dreiecks sind Sonderfillle zu beachten. Wir erhalten eine erste grofie Klasse minimal
bestimmender Mengen von S;(Av), indem wir die Vorgehensweise von Schumaker verall-
gemeinern. Fiir ein beliebiges Dreieck T!Y von A, wiihlen wir alle BB-Punkte aus B, (T).
Bei der Wahl der restlichen BB-Punkte betrachten wir den Kegel A, \T!". Mit Theorem 4.6

erhalten wir somit eine erste Klasse minimal bestimmender Mengen von S(A,).

Fiir K := A, \ TI" U sei die Menge A wie in (4.36) gegeben. Dann gilt das folgende

Theorem.

Theorem 4.9. Sei ¢ > 3 und sei v ein nicht singuldrer Eckpunkt. Dann ist A = Ag U

B, (T eine minimal bestimmende Menge von S;(Av).

Beweis. Fiir ¢ > 3 sei s € S;(A,). Wir zeigen zuniichst, dass A eine bestimmende Menge
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von Sg(A,) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € By(Ay) gilt. Nach Voraussetzung ist v nicht singulér. K besitzt demnach mindestens
eine innere Kante, die bzgl. v nicht degeneriert ist. Somit folgt, dass v bzgl. T~ nicht

semisinguldr ist. Wir erhalten
Aps=0, PeB,(T" ) = Aps=0, PeR(K),

wobei R;(K) wie in (4.2) gegeben ist. Nach Definition von Ag folgt aus Theorem 4.6,
dass A eine bestimmende Menge von Sj (A, ) ist. Ferner ist A minimal, denn es gilt |A| =
n 2 13— dim SH(A,). m
Bei der Konstruktion einer zweiten Klasse minimal bestimmender Mengen von Sj(A,)
wahlen wir statt eines Dreiecks eine beliebige Kante von A, und bestimmen S,}(AU) auf
den C'-Mengen entlang dieser Kante. Wir nummerieren die Eckpunkte und Kanten von
A, so, dass ey diese Kante ist. Anschlielend bestimmen wir S;(Av) auf dem Kegel, der

entsteht, wenn wir A, entlang der Kante e ,aufschneiden®.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Die Menge Miq(eg) sei analog zu der Definition der Menge M%,,q(el) aus Abschnitt 4.1.1
definiert. Dann gelte Ag € M{ (eo).

Fiir K := U~ 'T\ eq sei Ax von der in (4.36) gegebenen Form.

Theorem 4.10. Sei ¢ > 3 und sei v ein nicht singuldrer Eckpunkt. Dann ist Ao U Ak

eine minimal bestimmende Menge von Sg(Ay).

Beweis. Sei g > 3 und es gelte s € S;(Av). Ferner gelte A\p s = 0, P € A. Dann ist
zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € B,(A) gilt. Wegen Ay C A folgt aus Theorem 4.4
Ap s =0 fiir alle P € UZZIC&JJ(U) U {P(g,l;,o}- Da Ag C A gilt, folgt dann aus Theorem 4.6
Ap s =0 fiir alle P € By(A,). Ferner ist A minimal, denn es gilt
ng(g—1) :
Al = —5— +3=dim Sg(Ay). [
Wir konstruieren nun eine dritte Klasse minimal bestimmender Mengen von S;(Av). Dazu

bestimmen wir S; (A,) zuerst auf Dy(v) und dann auf den Mengen Ry (¢;),1 =0,... ,n—1.

Im Folgenden gelte
M, == {PY,,, :1=0,...,n—1}.

Alfeld, Piper und Schumaker [2] zeigten, dass die in den folgenden Lemmas beschriebenen

Mengen minimal bestimmende Mengen von Sg(A,), ¢ > 3, auf Dy(v) sind.

Lemma 4.11. Sei v ein nicht singuldrer Eckpunkt von A. Seil € {0,...,n — 1} so
gegeben, dass e; bzgl. v nicht degeneriert ist. A C Do(v) enthalte drei nicht kollineare
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BB-Punkte aus Dy(v), die BB-Punkte der Menge M, \ {Pq[ll2,2,0} sowie einen BB-Punkt
aus Ry(v) \ My. Dann ist A eine minimal bestimmende Menge von S}(Ay) auf Da(v).

Lemma 4.12. Sei v ein nicht singuldrer Eckpunkt und n = deg(v) ungerade. A C Ds(v)
enthalte drei nicht kollineare BB-Punkte aus D1(v) sowie die BB-Punkte der Menge M,,.

Dann, ist A eine minimal bestimmende Menge von S}(Ay) auf Da(v).

Lemma 4.13. Sei v ein nicht singuldarer Eckpunkt von A und n = deg(v) = 4. Die
Eckpunkte von A, seien so nummeriert, dass e; bzgl. v und ey bzgl. v nicht degeneriert
ist. A C Do(v) enthalte die BB-Punkte Pq[}(]),o, Pq[l_]1,1,0 und P;l_}ml sowie die BB-Punkte
der Menge M,. Dann ist A eine minimal bestimmende Menge von S;(A,) auf Dy(v).

Wir betrachten nun spezielle Zellen A,. Im Folgenden sei deg(v) > 6 gerade. Ferner seien
zwei benachbarte innere Kanten von A, bzgl. v degeneriert. Diese Zellen spielen spéter bei
der Angabe minimal bestimmender Mengen von S}(A) auf beliebigen Triangulierungen

eine besondere Rolle (vgl. Kapitel 6).

Sei zunéchst v ein innerer Eckpunkt mit n = deg(v) = 6. Die Kanten von A, seien so
nummeriert, dass e; und es bzgl. v degeneriert sind. Ferner sei e5 bzgl. vs nicht degeneriert.

Dann gilt das folgende Lemma.

Lemma 4.14. Sei g > 3. A enthalte die BB-Punkte Pq[,2[1,07 Pq[%]l’o’l und Pqull’l sowie die

BB-Punkte der Menge M,. Dann ist A eine minimal bestimmende Menge von S,}(AU) auf
D2 (1})

Beweis. Die baryzentrischen Koordinaten ¢, v = 1,2,3, des Punktes v; o bzgl. des
Dreiecks Tl seien gegeben durch

vige = Qv + Ohuir + @b v, i=0,...,5. (4.43)

Hierbei sowie im Folgenden sind die Indizes stets als Index modulo 6 zu verstehen. Auf-

grund der Geometrie von A, gilt

Mit (4.43) gilt dann
() ‘) 1
v = — (p—;v — ('i?viﬂ + — Viy2. (4.45)
Y3 3 3

Des Weiteren gilt wegen H?:o ot =1

1

- (4.46)
03 o 3

03 3 03 =
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Abb. 4.7: Bezeichnungen der freien Bézier-Koeffizienten in Dy (v), n = 6. A besteht aus den BB-
Punkten ®. Die Koeffizienten der BB-Punkte  sind durch C'-Stetigkeitsbedingungen bestimmt.

Wir bezeichnen die noch freien Bézier-Koeffizienten, wie in Abb. 4.7 dargestellt, mit

ai,...,as. Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen erhalten wir das folgende homogene lineare
Gleichungssystem:
-1 0 0 0 0 0 0 ¢ a
e3P 0 0 0 O a
0 2 -1 0 0 0 0 0 as
0 0 ¢} -1 0 0 0 0 a | _,
0 0 ¢3 0 -1 0 0 0 as
0 0 O <p§ 1 =1 0 0 ag
0 0 ¢ 0 @i 0 -1 0 ar
0 0 0 0 0 ¢f ¢ -1 as

Bezeichnen wir die obige Matrix mit M, dann gilt

det M = —p] — 03 0303 (03907 + 030307 + @3 01 V3 + @} 3 03)
446) . (3w +95)  Piel + @l g
= —¥ — 3 4 5 B 3 4 :
P3 Y3 P3 ¥3 P3

(4.47)

Seien v;, 1 = 0,3,4,5, in der Form (4.45) gegeben. Ersetzen wir in Gleichung (4.45) fir

1 = 3 zunichst v4, dann vs und anschlieBend vg, so erhalten wir
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A A R B L s
vs = | — 3 1.5 + 31 +
Y3 Y3 P3 Y3 P3
03 0} + 05 3 + 03 03 o5
- 0 3 4 5 U2
P3 P3 P3 P3
N (w%(w% o5 + ©3 03 + ©3 03 0) N 03 o3 + w%) o
03 3 3 0§ 03 03 o}

@) (93 05 + 5 i + 05 o w%)) .
03 3 03§

Nach Voraussetzung ist ey bzgl. v degeneriert, d. h. es gilt

N 1 o Tl 1 X
Y2 = 03,4 5 =
Y3 P3 P3 P3
und somit
R L R 2 B L s s
Y1 = + .

v} 05 3 3 ¢4
Dies in Gleichung (4.47) eingesetzt und vereinfacht ergibt

03 o

3 5

det M = =2

Nach Voraussetzung ist es bzgl. v5 nicht degeneriert, d. h. es gilt ¢ # 0. Ferner gilt nach
Voraussetzung @3 > 0, so dass mit (4.44) det M # 0 folgt. D. h. A ist eine bestimmende
Menge von S;(A,) auf Dy(v). Ferner gilt [A] = 9 = dim S(}(Av)|D2(U), so dass daraus
folgt, dass A auch minimal ist. |
Wir betrachten nun den Fall, dass v ein Eckpunkt geraden Grades mit n = deg(v) > 8
ist. Ferner seien zwei benachbarte innere Kanten von A, bzgl. v degeneriert. Wir numme-
rieren die Kanten von A, so, dass e; und ey bzgl. v degeneriert sind. Es gelte entweder
q(v9i—9,V2i—1,v9;) > 0,4 =3,... ,n, oder <<(v9;_2,v9;_1,v2;) < 0,4 =3,... ,n. Dann gilt

das folgende Lemma.

Lemma 4.15. Sei g > 3. A enthalte die BB-Punkte Pq[,2[1,07 Pq[%]l’o’l und Pqull’l sowie die
BB-Punkte der Menge M,,. Dann ist A eine minimal bestimmende Menge von S,}(AU) auf
DQ(?}).

Beweis. Im Folgenden sei n > 8, n gerade. Nach Konstruktion gilt |[A| = n + 3 =
dim S} (Ay)|p, (»)- Bestimmt A SI(A,) auf Dy (v), folgt daraus bereits, dass A auch minimal

1st.

Fiir « = 0,...,n — 1 seien die baryzentrischen Koordinaten ¢,[,i] (w), v = 1,2,3, eines

Punktes w bzgl. des Dreiecks T gegeben durch

w = g (w) v + gl (w) v + B4 (w) vi.
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Hierbei sowie im Folgenden sind die Indizes stets als Index modulo n zu verstehen. Fiir

1=0,...,n—1und v = 1,2,3 setzen wir
oy = D (vira).

Dann gilt offensichtlich

vi = @770 4+ v + @) i (4.48)

Nach Voraussetzung ist keine der Kanten e;, 1 = 0,... ,n — 1, bzgl. v; degeneriert, so dass
gilt:

ol #0,  i=0,...,n—1 (4.49)

Ferner gilt aufgrund der Geometrie von A,:

©) = ¢y = 0, (4.50)
©h >0, i=2,...,n—1, (4.51)
und ¢4 <0, i=0,...,n—1 (4.52)
Des Weiteren gilt
n—1 )
ez = (=1)" (4.53)
=0

Bezeichnet g; fiir i = 0,... ,n — 1 die Gerade im R?, die durch die Eckpunkte v und v;
lduft, so gilt offensichtlich fiir 7 = 4, ... ,n, dass die Eckpunkte v3 und v;; auf gegeniiber-
liegenden Seiten von g; liegen. Da g; die Schnittgerade der Ebene ¢[2i} mit dem R? ist und
ferner ¢! (v; 1) = 1 gilt (vgl. Abb. 2.3), folgt direkt

dlwy) <0,  i=4,...,n (4.54)

Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen folgt direkt 01[1111,0,1 = ar[1212,1,1 = 0. Wir bezeichnen

die noch unbestimmten Bézier-Koeffizienten in Ds(v) wie folgt:

1] (1]

_ _ o ] o ] o
a1 = Ggoq4y G2 = Gg_yq9, 02i—5 = Gglq10, 0G2—4 = Qg o979, 0 =4,...,n.

Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf Dy(v) erhalten wir das homogene lineare Glei-

chungssystem

M- a =0, (4.55)
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wobei a = (a1,... ,a2,_4)" gilt und M wie folgt definiert ist:

—1 0 0 ... oo e e s 08
S S N | PO (B
<p§ -1 0

0
0 0 ¢ -1
0 0 ¢3 0 -1
0

0 0 ¢5 ¢f -1

0 oo oo oen 0 @20 W8T 0 -1 0
Um zu zeigen, dass det M # 0 gilt, bendtigen wir die folgenden beiden Aussagen. Sei

M7 = (m; ;) i=4.... 2a—a . KOnnen wir zeigen, dass
’ 3

Jj=3,...,2n—
1 3, .4 n -1 n—i . .
det M} = —5 - (tpg <,0£11 + ﬁ) + 27( 2) ; @] 1¢[§](v3) (4.56)
[Tizo s \ P393 3 i=6 Hj:() ¥3
und
1 _ el <p1
T BT Z :
gilt, so folgt direkt mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
2
det M = — o} — (H <p§) det M7
i=0
(456) _ P3¢t | ol <<p% Gl w?) - iy i1 gl
=7 _ + = - + =] - (=1+(=1"7") »i ¢ (v3)
457)  Pres @3 B ;
n_g
i (2041
— 9 <P2 ‘;01 19 Z‘p%l [21+ ](v3)_
(‘03 (Pg 1=3
Nach Voraussetzung gilt entweder ¢ > 0, i = 3,... ,5 — 1, oder es gilt ©* < 0,0 =

3,..., %5 — 1, s0 dass mit (4.54) det M # 0 folgt. (4.55) kann somit nur die triviale Losung

besitzen.
Es bleibt zu zeigen, dass (4.56) und (4.57) gelten.

Beweis von (4.56). Sei n gerade, n > 8. Wir definieren

k
My = (ml:j);f 2k b5<k<n
Méc = (M) i=4,... 2k—7,2k—5 , 6 <k<n.
j= 3 ,2k—T7
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Wir zeigen zunichst, dass dann fiir 5 <14 < n gilt:

i—1 g i—1
det M{ = (J] #5) (@3 o1 + @i 0d) + > ol (][] &h) det M3, (4.58)
j=5 =6 k=j

wobei H?:il =1 sei, falls i; > iy gilt.

Beweis von (4.58) durch vollstindige Induktion nach i.

Induktionsanfang 1 = 5.

3
g —1 0
det MY = |p3 0 —1| = @3¢l + ¢} 5. (4.59)
0 ¢f ¢f

Induktionsschritt i — i + 1. Die Behauptung (4.58) sei fiir 7 bereits bewiesen. Mit dem
Laplaceschen Entwicklungssatz folgt

det MY = o det My + @4 det M?

i—1 i i—1
LA. : : : L .
= ol det M3+ o (T @) (039l + oF @3) + > ol b (] #) det M3
j=5 i=6 k=j
i i+l i
. - .
= (] &) @b ot + ot oh) + D> o7 (J] #5) det M. 0
=5 Jj=6 k=j
Aus (4.58) folgt wegen H:-’:_Ol b =1
1 (del o ~ 1 -1 :
det M" = —; .<§}1+—§+ ———— 7" det M.
[Tico 5 \¥3¥3 ¥3 Zz% H;‘:O 03
Somit bleibt zu zeigen, dass
—1)¢ ) .
(f)] det Mi = ¢il(v3), i=6,...,m, (4.60)
Hj:?, ¥3
gilt. Wir definieren
3 4 3 3 3, 4
1
of = 2P P 5 P h s 2P (4.61)
©3 P3 ©3 Y3 Y3 ¥3 ¥P3 ¥3
und fiir ¢ = 6, ... ,n definieren wir induktiv
i1 i—1
o = a7 - (p;_l ot ab = — A (p?_l bt (4.62)
Y3 Y3 Y3
Dann gilt
of = ¢Wl(vs), ©v=1,2,3, j=5,...,n (4.63)
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Beweis von (4.63) durch vollstindige Induktion nach j.
Induktionsanfang j = 5. Losen wir Gleichung (4.48) fiir i« = 6 nach v4 auf, ersetzen dadurch

fiir i = 5 vy in Gleichung (4.48) und l6sen anschlieBend nach vz auf, so erhalten wir

3.4 3 3 3.4 1
vy = ((Pg ‘;01 — %) v+ <— —;02 4> V6 + ((Pg (pi + —3> V5.
P3 P3 ¥3 ®3 P3 P3 P3 ®3

Somit folgt af = ¢,[,5} (v3), v=1,2,3.

IS

Induktionsschritt j — j + 1. Die Behauptung (4.63) sei fiir j bereits bewiesen. Demnach
gilt

vy = v+ o vjy1 + aé vj. (4.64)

Losen wir Gleichung (4.48) fiir 4 = j + 2 nach v; auf und ersetzen dadurch v; in Gleichung
(4.64), dann erhalten wir

) (pﬂl' ) 1 . ) (,0% )
vy = (] — —jozé v + —ja% vjiy2 + (@) — _jag’; Uj+1- -
©3 ¥3 ¥3

Fiir 1 = 5,... ,n definieren wir
0
fi o= af = Tpob, = ok B = ab (4.65)
3 3

Wegen % = o} = qb[Zj] (v3) ist (4.60) dquivalent zu

—1)¢ . .
1= %4
]:

Beweis von (4.66) durch vollstindige Induktion nach i.
Induktionsanfang 1 = 6. Es gilt

(p:i’ -1 0
det My = o3 0 —1| = 03 + ©3 ¢
©3 0 3

Mit (4.61), (4.62) und (4.65) erhalten wir dann

B = of = o= i S
Y3 P3 P3 P3 Y3 ¥P3 L3
Fiir ¢ =7 gilt:
W -1 0 0 0
<p§ 0 -1
det My = |0 @i of -1 0] =33 + ©305) + ©3 5.
3 0 @ -1
0 0 ¢ 0 ¢
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Dann erhalten wir mit (4.61), (4.62) und (4.65)

g7 = ;o —phal ol (o3 + b pl) + phed  det My
3 = Qg = ———% — T — 3 4.5.6 - T 146 g
P3 ©3 V3 P393 [T ¥3

Induktionsschritt © — i + 1. Es sei bereits bewiesen, dass fiir ¢ und 2 — 1 die Behauptung

(4.66) gilt. Aus dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt
det Mit! = i1 det MEt + @bt det Mi. (4.67)
Wir erhalten

1—1 1—1
1 46s) 41 (ae 1 .4 © o oaes) 1 g © -
il T2 ol 2 — o P2l = T+ 22

. — o . .
0y o o o
n (_1)i+1 (,0%71 det M;fl + (pé*l det MQl (4.67) (_1)i+1 de‘F M;Jrl
H;':3 90?3 H;‘:S ‘P%
Damit ist die Behauptung (4.56) bewiesen. 0

Beweis von (4.57). Seien of, und B! wie in (4.61), (4.62) und (4.65) definiert. Wir zeigen

zunichst, dass
Bl = gl und B =0 (4.68)

gilt. Mit (4.63) gilt v3 = o v + afv; + of vg. Losen wir Gleichung (4.48) fir ¢ = 2 nach

vp auf und ersetzen dadurch vg, dann erhalten wir, da 9 = 0 gilt,

0 n
%2 (0% (4.65)
vy = (o/f — (p—éa?) v+ (P—?(;’Ug + agvy = Blv + Byug + PRur.
3 3

D. h. es folgt A7 = ¢! und A% = @} = 0. Somit bleibt wegen (4.63) und (4.65) zu zeigen,

dass

3 4 3 n
P2 1 Y1 i—1 pi
By = ———E v1 B (4.69)
L = A
gilt. Wir zeigen allgemeiner, dass
_del B s et
Bi =553~ ¥b— E @] ﬁ%, i=25,...,n, (4.70)
¥3 P3 ®3 =6

gilt.

Beweis von (4.70) durch vollstindige Induktion nach i.

Induktionsanfang i = 5.

0 3 4 3
5 (4.65) 5 P15 (461) Po P P71 0 25
1 = @ — —{5a3 = 34——3—90152-
P3 Y3 P3 3
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Induktionsschritt 1 — i + 1. Es sei bereits bewiesen, dass fiir ¢ die Behauptung (4.70) gilt.

Dann erhalten wir

0 0
i+l (465) 49 Pl i1 (4.62) 4 i i+l P1 o itl
1 = G T 503 = Q] — PGy — —5 03

P3 ¥3
i <P <P1 <P1 i+1 i i+l
=af — gah + gab — pagtt = plag
3 903 903
(4 65)

51 ¥1 52 - ¥ ﬁZH 901 BZH

LA. <P 90 90
= 2 ——;,—‘;0(1)52 Z% 53"“;0152_‘:0151“ ‘P152+1

R B prt
3 4 3 i+1
_ P2 ¥ il z+1
= - = ol Bl O
ooy eh Z L
Fiir ¢ = n folgt dann mit (4.68) aus (4.70) die Behauptung. [ |

Wir sind nun in der Lage, eine dritte Klasse minimal bestimmender Mengen von Sj(A,)
nach der oben beschriebenen Vorgehensweise zu konstruieren. Fiir [ = 0,... ,n — 1 sei
R1(e;) wie in (4.7) und M} o(er) wie in Abschnitt 4.1.1 gegeben.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Sei v ein beliebiger innerer, nicht singulirer Eckpunkt von A. Dann sei Aj eine minimal
bestimmende Menge von S7(A,) auf Dy(v), die wie in einem der obigen Lemmas definiert
ist. Fir [ = 1,... ,n sei A] € Mé’q(el_l) gegeben, wobei Pq[l:;’]lo € Aj gelte, falls e;_;

bzgl. v nicht degeneriert ist. Fiir [ = 1,... ,n setzen wir

N A\ { 2 2 0} falls e;_y bzgl. v nicht degeneriert ist,
1=
Aj, falls e;_1 bzgl. v degeneriert ist.

Ferner sei M wie in (4.39) gegeben. Dann definieren wir

Theorem 4.16. Sei g > 3 und sei v ein nicht singuldrer Eckpunkt. Dann ist A eine

minimal bestimmende Menge von S;(A,).

Beweis. Sei ¢ > 3 und es gelte s € S;(Av). Ferner gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu
zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € B,(A) gilt. Nach Voraussetzung folgt direkt Aps = 0 fiir
alle P € Dy(v). Nach Definition von A;, [ = 1,... ,n, folgt dann mit Theorem 4.4 Aps = 0,
P € U} Ri(e;). Wegen M C A erhalten wir somit A\p s = 0 fiir alle P € B,(A,). Ferner
ist A minimal, denn es gilt |A| = 2041 1 3 = dim S}(A,). n
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4.4 Standardzellen von Randpunkten

Sei v ein beliebiger Randpunkt der Triangulierung A. Da A, einem Kegel K mit Scheitel-
punkt v und (deg(v) — 2) inneren Kanten entspricht, ergibt sich aus den Ergebnissen aus
Abschnitt 4.2 direkt eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von S’;(Av),
q>3.

Sei n := deg(v). Wir nummerieren die Eckpunkte von A, gegen den Uhrzeigersinn mit
Voy.-- ,Up—1. Fiir { =0,... ,n—1sei e :=[v,y] und fir I =1,... ,n —1 sei T definiert
durch T := A(v,v_1,v;).

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Die Menge Ay C D1(v) bestehe aus drei nicht kollinearen BB-Punkten.

Fiir K = A, sei Ag von der in (4.36) gegebenen Form. Ferner sei

1 1 1 1
Ri(K) == {P, o P k=2 g u P P =0 )

Theorem 4.17. Sei ¢ > 3. Dann ist A = Ag UAx UR; (K) eine minimal bestimmende
Menge von Sp(Ay).

Beweis. Sei g > 3 und es gelte s € S(}(Av). Ferner gelte A\p s = 0, P € A. Dann ist
zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € B,(A,) gilt. Wegen Ag U R;(K) C A folgt direkt
Aps =0, P € D;(v)UR;(K). Aus Theorem 4.6 und 4.7 folgt dann wegen Ax C A bereits,
dass A eine bestimmende Menge von S;(A,) ist. Ferner ist A minimal, denn es gilt mit
Theorem 2.6

(g—3)(g—2)
2

= dim S5, (A,). [

Al =3 +4(¢g—1) + m—2)2¢—3) — 1 + (n—1)

qlg—=1)  (¢g+1)(g+2)
7 2

= (n—-2)
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Kapitel 5

Der Splineraum S3(A)

In diesem Kapitel konstruieren wir grofie Klassen minimal bestimmender Mengen von
S1(A) auf allgemeinen Triangulierungen. Betrachten wir die untere Schranke in (2.9) fiir

die Dimension von S3(A), dann gilt:
dim S3(A) > 10 + 3|Ef| — 7|Vi| + S = 3|Vg| + 2|Vi| + S + 1. (5.1)

Der Raum S3(A) ist fiir die Splinetheorie von besonderem Interesse, da der Grad ¢ = 3
nahe der Differenzierbarkeitsordnung r» = 1 liegt und da mit (5.1) folgt, dass die Dimension
von Si(A) gréBer als die Anzahl der Eckpunkte von A ist. Betrachten wir im Gegensatz
dazu Si(A), so ist die untere Schranke in (2.9) gleich |Vg| + S + 3. Die Literatur zeigt
jedoch, dass es sich bei Si(A) um einen sehr komplexen Raum handelt, fiir den bis heu-
te die Dimension fiir beliebige Triangulierungen nicht bekannt ist. Billera [5] zeigte mit
Hilfe homologischer Methoden, dass jede Triangulierung durch kleine Verinderungen der

Eckpunkte so modifiziert werden kann, dass in (5.1) Gleichheit gilt.
Niirnberger & Zeilfelder [49] untersuchten Si(A) auf der Klasse der geordneten Kegeltri-

angulierungen, wobei sie Semisingularitéiten ausschlossen. Sie zeigten, dass fiir diese Klasse
von Triangulierungen die Dimension von Si(A) gleich der unteren Schranke in (5.1) ist.

Fiir die Klasse der so genannten Nested-Polygons-Triangulierungen bewiesen Davydov,
Niirnberger & Zeilfelder [20], dass in (5.1) Gleichheit gilt.

Wir betrachten im Folgenden Si(A) auf der Klasse der geordneten Kegeltriangulierun-
gen. In Abschnitt 5.1 konstruieren wir basierend auf den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2
fiir ¢ = 3 induktiv eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von Si(A) fiir
die Klasse der geordneten Kegeltriangulierungen. Wir zeigen ferner, dass fiir diese Tri-
angulierungen die Dimension von Si(A) gleich der unteren Schranke in (5.1) ist. Unter
Verwendung der Relationen zwischen den Bézier-Koeffizienten eines Splines und dessen

partiellen Ableitungen erhalten wir aus diesen Resultaten, wie in Abschnitt 5.2 beschrie-
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ben, direkt Hermite-Interpolationsmengen fiir Si(A). In Abschnitt 5.3 konstruieren wir

ferner eine allgemeine Klasse von Lagrange-Interpolationsmengen fiir S3(A).

Wihrend die geordneten Kegeltriangulierungen ohne Semisingularitéiten eine Untermenge
der Nested-Polygons-Triangulierungen bilden, ist dies bei den geordneten Kegeltriangu-
lierungen mit Semisingularititen nicht der Fall, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir be-
trachten die Triangulierung der vorgegebenen geschachtelten Polygone Pj, P5, P3 in Ab-
bildung 5.1. Es gilt, dass diese Triangulierung keine Nested-Polygons-Triangulierungen im
Sinne von Davydov, Niirnberger und Zeilfelder ist. Denn die Nested-Polygons-Triangulie-
rungen in der in [20] beschriebenen Klasse miissen die folgenden Bedingungen erfiillen: Die
Eckpunkte eines jeden Polygonzugs P; miissen im Uhrzeigersinn so nummeriert werden
konnen, dass beim schrittweisen Anhéingen der Eckpunkte v, zur bereits konstruierten
Teiltriangulierung A,_; keiner der Eckpunkte v, gleichzeitig semisinguldr vom Typ II
bzgl. A,_; und nicht singulir ist. Ferner sollen die Eckpunkte von P; so durchlaufen
werden, dass zuerst ein Eckpunkt angehingt wird, der mit mindestens zwei Eckpunkten
von P;_; eine gemeinsame Kante hat, und zuletzt ein Eckpunkt, der mit mindestens zwei
Eckpunkten von Pji eine gemeinsame Kante hat. Betrachten wir die Eckpunkte von P,
in Abbildung 5.1, dann sind die Eckpunkte wi,... ,ws bzgl. der Triangulierung von 25
semisingulidr vom Typ II, wobei s das Polygon mit Rand P, bezeichne. Ferner besitzt
ws nur mit einem Eckpunkt von Pj3 eine gemeinsame Kante. Somit kénnen die Eckpunkte

wi,...,ws nur in der gegebenen Reihenfolge zur jeweiligen Teiltriangulierung hinzugefiigt

w3 W4

Ws
P
wa

Abb. 5.1: Triangulierung A der vorgegebenen Nested Polygons P, P, P3, die nicht in der Klasse
von [20] liegt.
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werden. Dann gilt aber beim Anhéingen von ws, dass ws bzgl. der entstandenen Teiltrian-
gulierung semisingulédr vom Typ II ist. Es folgt, dass die Triangulierung nicht in der Klasse
von [20] liegt. Andererseits gehort A zu der Klasse der geordneten Kegeltriangulierungen

mit Semisingularititen, wie die Zerlegung von A in Kegel in Abbildung 5.2 zeigt.

A
Ky
Ky Ks P K7
2
K4 Ag
K,
K
K. K 12
Ko

K1

Abb. 5.2: Zerlegung von A nach Algorithmus 3 fiir geordnete Kegeltriangulierungen.

Im Folgenden sei A stets eine geordnete Kegeltriangulierung. Dann liefert uns Algorith-
mus 3 aus Abschnitt 3.2 eine Indizierung v,, v = 0,... ,n, der Eckpunkte aus V; sowie
eine zugehorige Kette von Teiltriangulierungen Ag C Ay C ... C A, = A. Nach Kon-
struktion gilt Ag = Tl — A(vy,vi 01,010, ). Fiir v=1,... ,n ist A, definiert durch
A, = A, 1UK,, wobei K, bzgl. A, 1 wie in (3.1) definiert ist. Es bezeichne A, die
Anzahl der inneren Kanten von K. Wir nummerieren die Randpunkte von K, gegen den
Uhrzeigersinn mit v, ;, { = 0,... ,A\,+ 1. Dann seie,; = [v,,v,4],l =0,... , A\, + 1. Ferner
gelte Tl = A(vy,vyg,vp0-1) fiir I =1,... X, + 1. Es bezeichne n,, = deg(v,) den Grad

vonwv,in A, l=1,...,n.

0.B.d.A. setzen wir im Folgenden voraus, dass A1, As > 3 gilt. Nach Konstruktion gilt
somit deg(v) > 5, v € V7. Insbesondere enthélt A dann keine singuldren Eckpunkte.

5.1 Minimal bestimmende Mengen
Sei A eine geordnete Kegeltriangulierung. Im Folgenden definieren wir induktiv eine all-

gemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von Si(A). Dabei gehen wir wie folgt

Vvor.
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Fiir v < n sei A,_; eine minimal bestimmende Menge von Si(A) auf B3(A,_1) so ge-
geben, dass Si(A) fiir keinen Randpunkt v von A,_; auf Dy(v) iiberbestimmt ist. Nach
Konstruktion gilt A, = A,_; U K,,. Dann wihlen wir fiir K, die Menge A, wie folgt.
Ist keiner der Randpunkte von K, bzgl. A, semisingulér, dann sei Ag, von der in (4.36)
gegebenen Form. Sind hingegen ein oder mehrere Randpunkte v,; von K, bzgl. A, semi-
singulér, dann beriicksichtigen wir dies bei der Wahl der BB-Punkte fiir Ag,, da ansonsten
S1(A) auf einem BB-Punkt aus Dy (v,,) {iberbestimmt ist. In beiden Fillen definieren wir
A, =A, 1 UAK,.

Betrachten wir fiir v € {1,... ,n} den Kegel K,, dann gilt nach Konstruktion von A, dass
mindestens drei Dreiecke der Zelle A, ; nicht in A, liegen, [ = 0,...,A, — 1. Demnach
miissen wir fiir [ = 0,... ,\, — 1 nur den Fall behandeln, dass v,; semisingulér vom Typ

IT bzgl. A, ist. Fiir v, ), gilt, dass mindestens vier Dreiecke mit Eckpunkt v, », nicht
in A, liegen, so dass v, ), bzgl. A, nicht semisingulér ist. v, ),41 hingegen kann nach
Konstruktion sowohl semisingulér vom Typ I bzgl. A, als auch semisingulir vom Typ II
bzgl. A, sein (vgl. Abb. 5.3). Ist v, 5,41 semisinguldr vom Typ I und ist ferner €, 5,41
bzgl. v, »,+1 degeneriert, dann gilt, dass v, »,+1 bzgl. A,_; semisinguldr vom Typ II ist.
D. h. dieser Fall wurde in einem fritheren Schritt beim Hinzufiigen von v, ),41 zu einer
Teiltriangulierung A, mit pu < v, beriicksichtigt. Somit miissen beim Anhfingen von K,
fiir [ = A, + 1 nur die beiden Fille behandelt werden, dass entweder v, 5,41 semisingulér
vom Typ I bzgl. A, ist und ferner €, ,,11 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert ist oder v, 5,41
bzgl. A, semisinguldr vom Typ II ist. (In letzterem Fall ist €, ,41 ebenfalls bzgl. v, y,+1

nicht degeneriert.)

Up,1

Uy, A,

Up,0

UV,)\,,+1

Abb. 5.3: Bei Hinzufiigen von K, zu A,_; sind die Eckpunkte v,;, 1 =0,... ,A, + 1,1 # A,, bzgl.
A, = Ay_1 UK, semisingulér. Die Eckpunkte werden in der Reihenfolge v, x, 41, vv0,.-. ,00 1,
durchlaufen.
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Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Wir definieren die Mengen A,, v =0, ... ,n, induktiv durch

Ao = By(T), (5.2)
Ay = Ap—1 U Ak, \ Po), v=1,...,n, ‘
wobei fiir v = 1,... ,n die Menge Ak, wie in (4.36) gegeben ist, falls v, nicht semisingulér

bzgl. A,_1 ist, und anderenfalls Ag, wie in (4.37) gegeben ist. Ferner gelte P, C Ak,
wobei P, wie folgt definiert ist:

{POVQT1 : vy, ist bzgl. A, semisinguldr vom Typ II, 0 <1 < A\, }

: Uy, +1 ist bzgl. A, semisinguldr und €, ), ist bzgl.

Uy a, +1 hicht degeneriert}.
Ferner gelte

Ay — 1, falls v, bzgl. A, 1 nicht semisingulér ist,
[(Ak, \ Pv) N D2(vy)| = (5.3)
A, sonst.

Theorem 5.1. Sei A eine geordnete Kegeltriangulierung. Dann ist A, wie in (5.2) eine

minimal bestimmende Menge von S(A).

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass A = A,, eine bestimmende Menge von S3(A) ist. Sei
s € S3(A) und es gelte A\p s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € B3(A) gilt. Fir v = 1,... ,nund I = 1,... ,n, sei 8|y in der BB-Darstellung
(2.5) gegeben. Fiir v =1,... ,nund v € Vg/) bezeichne K den Kegel von v bzgl. A,.
Dann sei RI(KQ(,V)) wie in (4.2) gegeben, falls v bzgl. A, nicht semisinguldr vom Typ II
ist. Anderenfalls sei R; (Kéu)) wie in (4.3) gegeben. Wir definieren

Ri(A)) == U \ By (K1),

UEV]g’
Im Folgenden beweisen wir durch vollstindige Induktion nach v, dass A, eine bestimmende
Menge von Si(A) auf B3(A,) U Ri(A,) ist, v =0,... ,n.

Induktionsanfang v = 0. Nach Voraussetzung gilt Ay = B3(T!"™1]). Aus den C'-Stetig-
keitsbedingungen an den Kanten sowie an den Eckpunkten von Ag folgt direkt Ap s = 0
fiir alle P € B3(Ag) U R1(Ap). Da fiir alle v € Vi deg(v) > 5 gilt, ist kein Eckpunkt von
Ag semisinguldr bzgl. Ag.

Induktionsschritt v —1 — v. Die Behauptung sei fiir v —1 bereits bewiesen. Dann gilt
Aps =0, P € B3(A,_1) URi(A,_1). Gilt P, = ), dann folgt mit Theorem 4.6 bereits
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die Behauptung. Sei nun P, # (. Da Ak, wie in (4.36) definiert ist und Ak, \ P, die
Bedingung (5.3) erfiillt, folgt

Aps = 0, P € Dy(v,). (5.4)

Sei vy, ), +1 zundchst semisinguldr bzgl. A,. Ferner sei die Kante €, 5,41 bzgl. v, 5,1 nicht
degeneriert. Wir zeigen, dass in diesem Fall agj’f"é’ =g folgt. O.B.d.A. sei v, 5,41 bzgl.
A, semisinguldr vom Typ II. (Der Fall, dass v, 5,41 bzgl. A, semisinguldr vom Typ I ist,
lisst sich analog zeigen.) Wir nummerieren die Dreiecke mit Eckpunkt v, , 1, die nicht
in A, enthalten sind im Uhrzeigersinn mit T, j =1,2,3. Ferner sei ¢; die gemeinsame
Kante von 7@ und TU+Y, j =1,2. Da T(™ eine gemeinsame Kante mit A, 1 hat, folgt
aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an dieser Kante fiir den Koeffizienten dgll)l von p; € 113
auf T, dass dﬂ,l = 0 ist. Ferner gilt, da €; und és degeneriert sind, fiir die Koeffizienten

a\’) | von p; € Iy auf T0), dass a} | = 0, j = 2,3, gilt. Da &, 11 bzgl. v, 11 nicht
degeneriert ist, folgt dann aus den C'-Stetigkeitsbedingungen des Weiteren a% vl _ g,

Nach Konstruktion von Ag, und P, erhalten wir mit (5.4)
0, falls v, _1 bzgl. A, semisingulér ist
A A ) v,\y—1 DZZ v g )
(A, \ Pv) N {P(%,o }a P(gl,/m }}| = (5.5)
1, sonst.
Ist v, »,+1 bzgl. A, nicht semisingulér oder ist €, y,41 bzgl. v, 5,41 degeneriert, dann gilt
nach Konstruktion von Ag, und P, mit (5.4)

|(Ar, \ Py) N {P(EV?;)‘O"}, P(EV o+] }| 1, falls v, 5,1 bzgl. A, semisingulér ist,

(5.6)
v
|(‘AKV\‘(‘P)0{P0301P(£ ]7 012+1}| 2, sonst.

Wir zeigen nun fir [ = 1,...,A, — 1, dass Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v,;) gilt. Ist
Ay > 2 und ist keiner der Eckpunkte v, ;, [ = 0,... , A, —2, bzgl. A,_; semisingulér, dann
folgt nach Konstruktion, dass Ak, \ P, fir l =1,... ,\, — 1 genau zwei BB-Punkte aus
{PO['E;Z}), P()[I,jél,]l’ Oyll;r 1} enthilt. Mit (5.4) folgt dann aus den C'-Stetigkeitsbedingungen
auf Di(v,,) direkt, dass Ap s =0 fiir alle P € Di(v,;), 1 =1,... A, — 1, gilt.

Sei nun [* der kleinste Index mit 0 </* < A, _1, so dass v, ;= bzgl. A, semisingulér ist. Ist
[* = 0, dann folgt analog zu dem Fall, dass v, ),+1 semisinguldr bzgl. A, ist und €, x, 41
bzgl. v, ,+1 nicht degenerlert ist, agl;]l = 0. Nach Konstruktion enthilt Ag, \ P, ferner

einen BB-Punkt aus {P0,3,07 0’1’2}, so dass mit (5.4) Ap s =0, P € D;(v,,), folgt.

Ist [* > 0, dann folgt nach Definition von Ag, \ P,, dass Ap s = 0, P € Di(v,), | =
1,... 0%, gilt. Insbesondere gilt somit Ap s =0, P € T 0 dass wir analog zum Fall
I*=0Aps =0, P& Di(vy+) erhalten. Sukzessives Wiederholen dieses Arguments im
Fall weiterer semisinguldrer Eckpunkte v,;, [ € {I* +1,... ,\, — 1}, ergibt Ap s = 0 fiir
alle P € Di(vyy), l=1,..., A — 1.
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Betrachten wir Dj(v,,y,), folgt mit (5.4) a[l'j”;"g} = 0. Ist v, ), 41 semisinguldr bzgl. A,

und ist €, x_,41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert, dann gilt agjﬁgﬂ} = 0. Ist v, 5,1 se-

misinguldr bzgl. A,, erhalten wir a([)l:g?i’] = 0. Mit (5.5) oder (5.6) folgt dann aus den
C'-Stetigkeitsbedingungen auf Dj(v,,,) ebenfalls Ap s = 0 fiir alle P € D;(v,,,). So-
mit gilt Ap s = 0, P € B3(K,). Mit den C'-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten é,,,
I =1,...,A+ 1, und an den Eckpunkten v,;, [ = 0,... ,A + 1, folgt dann Ap s = 0,

P e 33(Ay) UR; (A,,)
Somit bleibt zu zeigen, dass A minimal ist.

Sei V** die Menge der Eckpunkte aus {v, : v = 1,... ,n}, die bzgl. A,_; nicht semisingulér
sind. Ferner bezeichne V; die Menge der Eckpunkte aus {v, : v = 1,...,n}, die bzgl.
A, _1 semisingulér sind. Dann gilt offensichtlich n = V7| = |V**| + |V}

)

Fiir v = 0,... ,n bezeichnen wir mit E;”’ die Menge der inneren Kanten von A,. Dann
gilt nach Konstruktion |E§0)| =0 und |E§V)| = |E§V71)| + A +2firv=1,...,n Wegen
A,, = A erhalten wir somit

n

Er| = 1B = S (0 +2). (5.7)

v=1

Nach Konstruktion von A gilt somit

Al =10+ > Bl -1+ Y 3h — |V =10+ ) (3x,—1)
v=1

Uy EVInS vy € V}S

= 10 + 3|E;| — 7|V7| = dim S(A). [

5.2 Hermite-Interpolation

Sei A eine geordnete Kegeltriangulierung. Im Folgenden definieren wir analog zur Kon-
struktion der minimal bestimmenden Mengen von Si(A) induktiv Hermite-Interpolations-
mengen fiir S3(A). Dazu benétigen wir die folgende Teilmenge von E. Es sei £y C E die

Vereinigung der folgenden Kanten:

e Ist v,, 1 < v < mn, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der bzgl. A, 1 nicht semisingular
ist und gilt A\, > 1, dann sei e,;,, [, € {1,... ,A,}, so gegeben, dass e,;, bagl. v,

nicht degeneriert ist, und es gelte e,;, € €.

e Firv=1,...,nundl=1,... , )\, gelte e,; € Ex, falls v,; | bagl. A, semisingulér
vom Typ IT ist. Ferner gelte €, 5,41 € €, falls v, y, 11 bzgl. A, semisinguldr ist und
€u,,+1 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert ist.
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Sei s € S}(A) und pill = Slpwa, L =1,...,n,, v=1,... ,n. Sei f € C(2) geniigend oft
differenzierbar. Ferner seien D¥pl*!l und DYfiv=1,...,n, 1 =1,... ,n,, wie in (2.3)
definiert.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Nach Konstruktion gilt Ay = A(vy,v9,v3) = Tl Dann erfiille s auf Tt die folgenden

Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥pltbmil(y)) = D¥ f(vy) fiir w = 0,1,2 und

pltml o) ;
° p[l’m](vl,l) = f(vl,l) und apél,nl (ULZ) = —aéljfnl (Ul,l) firl =ny —1,n4.

Sei nun v > 1. Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen auf K, :
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o 62p—e,,l (vy) = 62—@{; (vy), fallse,; ¢ Ep, L=1,..., ),

o pN(u,0) = Floun,), falls &0, 11 ¢ Exr, und pP(v,y) = fluyy) fir l = 1,...,
Ay, — 1, falls A\, > 2,

[v:1]
. Op of

9z, (0nl) = 3> (vpg), falls €, & €, L =1,..., .

Theorem 5.2. Sei A eine geordnete Kegeltriangulierung. Dann ist V' eine Hermite-

Interpolationsmenge fiir S3(A).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 5.1 folgt mit den Relationen (2.7) und (2.8)
zwischen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer wie in (5.2) gegebenen minimal

bestimmenden Menge A,, von Si(A) eindeutig bestimmen. [ |

5.3 Lagrange-Interpolation

Im Folgenden konstruieren wir fiir eine geordnete Kegeltriangulierung A allgemeine La-
grange-Interpolationsmengen fiir S1(A). Wir wihlen dazu zunéichst Interpolationspunkte
in Ay und anschlieend sukzessiv weitere Punkte in A,\A,_1,v =1,... ,n. Wir ben6tigen

die folgende Teilmenge von E. Es sei &5, C E die Vereinigung der folgenden Kanten:

e Sei vy, 1 <v < n, ein nicht singulidrer Eckpunkt, der bzgl. A, _1 nicht semisingulir
ist, und es gelte A\, > 1. Ist e, ), bzgl. v, nicht degeneriert, dann gelte e, ), € £r.
Ist ey, bzgl. v, degeneriert, dann sei [, € {1,...,),} so gegeben, dass e,;, bzgl.

vy, nicht degeneriert ist, und es gelte e,;, € Er.
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e Firv=1,... ,nundl=1,... )\, gelte e,; € &, falls v,;_1 bzgl. A, semisingulér
vom Typ II ist. Ferner gelte €, ,41 € €1, falls v, ), 41 bzgl. A, semisingulér ist und
€u,+1 bzgl. v, y, 41 nicht degeneriert ist.

Konstruktion von Lagrange-Interpolationsmengen:

Im ersten Schritt wihlen wir L als die Menge der folgenden zehn Punkte in Ay = T

® U1,V1i,n;—1,V1,n,
¢ je zwei Punkte im Inneren der Kanten ey, 1, €1, und € ,,,

e cinen Punkt im Inneren von 7171l

Fir v = 1,... ,n enthalte L, die folgenden Punkte:

einen Punkt w,; im Inneren der Kante e, , falls e,; ¢ €, gilt, I =1,... , )\,

Uy, falls €,5, 41 ¢ € oder €,, ¢ &, gilt oder falls é,,,€,,+1 € €1 gilt und

ey, bzgl. v, degeneriert ist,

vy fiir Il =1,..., A, — 1, falls A\, > 2 gilt, und

einen Punkt @, ; im Inneren der Kante é,, falls ,; ¢ €, gilt, I =1,... , \,.

Dann setzen wir £ := U}_,L,.

Theorem 5.3. Sei A eine geordnete Kegeltriangulierung. Dann ist L eine Lagrange-

Interpolationsmenge fiir Si(A).

Beweis. Sei s € S3(A), und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € L. Wir zeigen im Folgenden,
dass gilt:

s(z) =0, ze€ ULy, = sla, =0, v=0,...,n. (5.8)

Beweis von (5.8) durch vollstandige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Sei [; eine beliebige Gerade durch den Punkt von Ly, der im

Inneren von TIL:m1]

liegt. Ferner sei [y, [3 und l4 eine Gerade, so dass die Kante eqy, 1,
€1n, bzw. €15, auf der Gerade liegt. Dann gilt fiir 7 = 1,2,3,4, dass genau ¢ Punkte
von Lg auf [; liegen, die nicht auf [;, j > 4, liegen. Somit folgt, dass L eine Lagrange-

Interpolationsmenge fiir Si(Ap) ist (vgl. Niirnberger & Zeilfelder [49]).

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (5.8) sei fiir v —1 bereits bewiesen. D. h.
es gilt slg, , = 0. Fiir I = 1,...,\, + 1 sei p»ll := $|pwa in der BB-Darstellung (2.5)
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gegeben. Dann ist zu zeigen, dass p!l = 0 fir [ = 1,...,A, + 1 gilt. Aus den C-
Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A, _; und am Eckpunkt v, erhalten wir
direkt

Aps = 0, Pe Rl(K,,), (5.9)

wobei Ry(K,) wie in (4.2) gegeben ist, falls v bzgl. A, nicht semisingulédr vom Typ IT ist,
und anderenfalls wie in (4.3).

Wir betrachten zunéchst den Fall A\, = 1. Gilt ¢,; € €y, d. h. ist v, o semisinguldr bzgl.
A,, folgt analog zum Beweis von Theorem 5.1 agl;]l = 0. Gilt €,2 € €1, d. h. ist v,
semisinguldr bzgl. A, und ist ferner €, 5 bzgl. v, 2 nicht degeneriert, dann folgt ebenfalls

analog zum Beweis von Theorem 5.1 a([)yf]2 =0.

Ist e,1 bzgl. v, nicht degeneriert, folgt mit (5.9) sowie aus den C'-Stetigkeitsbedingungen
an der Kante e, ; direkt Aps = 0 fiir alle P € Dy(v,). Giltnuné, ; € Er, und é,2 ¢ €, folgt
nach Konstruktion von £, p[” ’ ](v,, 1) = ag’?)ﬂo = 0. Wir erhalten dann mit a([)VQI]l = 0 bereits
8|pw.ay = 0. Aus der C*-Stetigkeitsbedingung an der Kante e,,; folgt somit die Behauptung.
Gilt é,; ¢ €1 und é,2 € €, erhalten wir analog zum vorherigen Fall s|o, = 0. Gilt sowohl
€y,1 € €1, als auch €, € €1, dann folgt insbesondere a[ly;% = a([)y;]l = a([)yf]2 = 0. Aus der

C'-Stetigkeitsbedingung auf D;(v,,) folgt dann die Behauptung.

Sei nun e, ; bzgl. v, degeneriert. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass €,; € €1, und

évo ¢ € gilt. Dann folgt fiir G, 0 = p[’42}|éu,2 € I3, dass

Gu2(v2) = Guo(vue) = Gua(bne) = Gua(ve1) = 0

und somit p»2(z) =0, z € €y,2, gilt. Insbesondere sind somit alle partiellen Ableitungen
von p[ 2] entlang der Kante €, 2 an der Stelle v, » identisch Null, so dass mit den Relationen
(2.8) ([)1]2 = go}?, = 0 folgt. Wegen a([) 2]1 = 0 und aus der C''-Stetigkeitsbedingung auf
D (v,,;) folgt dann bereits die Behauptung. Gilt é,; ¢ €1 und é,2 € Er, erhalten wir
analog zum vorherigen Fall s|o, = 0. Gilt sowohl é,; € € als auch é,2 € £, dann
folgt analog zum Fall, dass é,;1 € €, als auch é,» ¢ &y, gilt, plvs ]( ) =0, z € é,2, und
p»l(2) =0, z € &,1. Somit gilt insbesondere a([) 31]0 a([)VQI]l ag’f}? = 0, so dass aus der

C'-Stetigkeitsbedingung auf D1 (v, 1) ebenfalls die Behauptung folgt.

Sei nun A, > 2. Ist e, , bzgl. v, nicht degeneriert, dann folgt nach Konstruktion von £,
und mit (5.9), dass fiir ¢,; = p['/’l]|e,,,l €Il

dl/,l(’uv) = (jylj,l(vl/) = qll,l(wu,l) = @/,l(vu,l) = Oa = 13--- a>\u - 13

und somit p"H(2) =0, z € ey, firl =1,... , ), —1 gilt. Insbesondere gilt somit a[ll:’;’]o =0,
I=1,...,)\ — 1, so dass mit (5.9) und aus den C'-Stetigkeitsbedingungen auf Ds(v,)

Aps=0, P € Dyvy,), (5.10)
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folgt. Ist e, ), bzgl. v, degeneriert, folgt mit (5.9) aus der C'-Stetigkeitsbedingung an
der Kante e, ), a[l 1)‘1] = 0. Analog zu dem Fall, dass e, ), bzgl. v, nicht degeneriert ist,

erhalten wir dann

Aps=0, PeDav,)\{P5"). (5.11)

Ist v, semisinguldr bzgl. A,, dann folgt analog zum Beweis von Theorem 5.1 a([)VQI]l =0.
Nach Voraussetzung gilt ferner s(v, ;) = a([m}) = 0, so dass mit (5.10) oder (5.11) bereits

S|y = 0 folgt. Ist v, o nicht semisingulir bzgl. A,, dann gilt fiir §,; = p[”’1]|é,,,1 e Il3

G, (v00) = @1 (v00) = Qua(Br1) = Gu1(ve1) = 0

und somit p*1(z) =0, z € €y,1- Insbesondere sind dann alle partiellen Ableitungen von
p[ 1] entlang der Kante ¢€,; an der Stelle v, ; identisch Null, so dass a([)y31]0 = a([)VQI]l = 0 gilt.
Somit folgt s|pp.1; = 0. Sukzessives Wiederholen dieses Arguments fiir [ = 2,... ,A, — 1

ergibt s|;w =0,1=1,..., A, — 1. Analog zum Fall A\, =1 folgt schliefllich s|g, = 0.
Es bleibt zu zeigen, dass |£] = dim S3(A) gilt. Sei V;** C Vi die Menge der Eckpunkte

aus v, v =1,... ,n, die bzgl. A,_; nicht semisingulér sind. Ferner bezeichne V;/ C V7 die
Menge der Eckpunkte aus v,, v = 1,... ,n, die bzgl. A,_1 semisinguléir sind. Dann gilt
offensichtlich n = |Vi| = |V*| + |V}?|. Analog zu (5.7) gilt ferner |E;| = >0 (A, + 2).

Nach Konstruktion von |£| gilt somit

Ll =10+ > B =1+ Y 3x — [VF =10+ Y B\ -1)
v=1

UVEV"S UVEV

= 10 + 3|E;| — 7|Vi| = dim S}(A). |
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Kapitel 6

Der Splineraum S}(A)

In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum S}(A). Fiir beliebige Triangulierungen
konstruierten Alfeld, Piper & Schumaker [2] eine spezielle minimal bestimmende Menge
von S}(A). Dabei verwendeten sie eine nicht lokale Methode, die auf Argumenten der
Grafentheorie beruht. Eine direkte Umsetzung der von Alfeld, Piper und Schumaker ge-
gebenen minimal bestimmenden Menge in ein Hermite-Interpolationsschema fiir S}(A)
ist nicht moglich. Alfeld, Piper und Schumaker zeigten jedoch, dass ein Spline in S}(A)
existiert, der an den Eckpunkten von A mit einer gegebenen Funktion iibereinstimmt.
Ahnliche Resultate fiir Funktionswerte und Gradienten an den Eckpunkten der Triangu-
lierung wurden von Gao [26], Chui & Hong [12] und Nadler [43] erzielt, wobei gewisse
Einschrinkungen an die Triangulierung gestellt werden. Davydov & Niirnberger [18] ent-
wickelten eine induktive Methode zur Konstruktion einer Hermite-Interpolationsmenge fiir
S1(A), wobei die Triangulierung A jedoch modifiziert werden muss, falls gewisse Semisin-

gularititen auftreten.

Wir bezeichnen A als eine Triangulierung vom Grad < n, falls deg(v) < n fiir alle inne-
ren Eckpunkte v von A gilt. In Abschnitt 6.1 betrachten wir beliebige Triangulierungen
vom Grad < 7. Wir durchlaufen eine solche Triangulierung induktiv mittels Algorithmus
2 aus Abschnitt 3.1. Durch einen direkten Ansatz konstruieren wir unter Verwendung der
Resultate aus Kapitel 4 allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von S} (A).
Aus der Beschreibung dieser minimal bestimmenden Mengen erhalten wir auf Grund der
Relationen zwischen den Bézier-Koeffizienten eines Splines und seinen partiellen Ablei-
tungen direkt allgemeine Hermite-Interpolationsschemas fiir S} (A). Dabei werden fiir fast
alle Eckpunkte der Triangulierung sowohl der Funktionswert als auch die partiellen Ab-
leitungen ersten Grades interpoliert. In Abschnitt 6.2 betrachten wir beliebige Triangu-
lierungen, wobei wir in einzelnen Féllen gewisse Bedingungen an einen Eckpunkt stellen.

Fiir diese Klasse von Triangulierungen gelingt es uns ebenfalls, eine grofie Klasse minimal

73



bestimmender Mengen von S}(A) zu konstruieren. Aus der Beschreibung der minimal
bestimmenden Mengen ergeben sich wiederum allgemeine Hermite-Interpolationsmengen.
In diesem Fall werden fiir alle Eckpunkte der Triangulierung der Funktionswert und die
Ableitungen ersten Grades interpoliert werden. Abschnitt 6.3 enthélt numerische Beispie-
le zu unserem Interpolationsverfahren aus Abschnitt 6.1. Insbesondere zeigen wir, dass
unser Verfahren in Tests sowohl fiir uniforme Triangulierungen als auch fiir Delaunay-
Triangulierungen aus zufillig verteilten Punkten numerisch die Approximationsordnung

vier erreicht.

Sei im Folgenden A eine beliebige Triangulierung von Q. Wir durchlaufen A nach Algo-
rithmus 2 aus Abschnitt 3.1. Setzen wir n = |Vg| + |V7], liefert uns Algorithmus 2 eine
Indizierung v, v = 1,... ,n, der Eckpunkte aus V; U V. Dabei bezeichne Vg die Menge
der Randpunkte von A, von denen nur Randkanten ausgehen. Ferner liefert uns Algo-
rithmus 2 eine Kette Ay C Ay C ... C A, = A von Teiltriangulierungen von A. Nach
Konstruktion gilt

Al = Avl,

A, = A1 UK, v=2,...,n,
mit

Ureaya, T, falls v, € VY,

K, = Urea,, T, falls v, ¢ Vg_l) und v, € V7,

A(vy,w,w'), falls v, ¢ VL(?V_I) und v, € Vg,
wobei im Fall v, € VB\Vg’_I) die Eckpunkte w, w’ benachbarte Randpunkte von A, _; sind
und ferner A(v,, w,w') € A,, gilt. Fiir v =0,... ,n bezeichne VI(V) die Menge der inneren
Eckpunkte, VL(?V) die Menge der Randpunkte, E}V) die Menge der inneren Kanten und

Eg/) die Menge der Randkanten von A,. Ferner bezeichne S(*) die Anzahl der singuliren
Eckpunkte von A,,.

Wir betrachten die Zelle A, eines Eckpunkts v,. Es sei n, = deg(v,). Wir nummerieren
die Randpunkte der Zelle A,,, gegen den Uhrzeigersinn mit v, p,... , vy, —1. Ferner sei fiir
l=1,...,n, das Dreieck Tl gegeben durch Tl = A(vy,vy1—1,vy,). Die Indizes [ sind

hierbei sowie im Folgenden stets als [ modulo n, zu verstehen.
Ist v, € VN Vg/), dann gelte

K, = {T":1=1,...,\}.
Ist v, hingegen ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann gelte

7w 1=1,...,n,}, falls v, €V}, a
Ku — { l/} v I mit [’UV,O,’UV,I] c Egj 1)
A(vy, V0, V0,1), falls v, € Vp,
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Ferner definieren wir fiir v,, v =1,... ,n,
d, := Anzahl der inneren Kanten von K, , die bzgl. v, degeneriert sind.

Definition 6.1. Fiir v € {2,... ,n} sei v, ein Fillpunkt bzgl. A,_;. Dann bezeichnen
wir v, als semisinguldren Fillpunkt bzgl. A,_;, wenn sowohl e, als auch e,; bagl. v,

degeneriert sind.

6.1 Beliebige Triangulierungen vom Grad <7

Im Folgenden sei A eine beliebige Triangulierung vom Grad < 7. Wir konstruieren zunéchst
eine grofie Klasse minimal bestimmender Mengen von S}(A). Darauf basierend ergeben
sich aufgrund der Relationen zwischen den Bézier-Koeffizienten und den partiellen Ab-
leitungen eines Splines direkt allgemeine Hermite-Interpolationsschemas fiir S}(A) mit
der Eigenschaft, dass bis auf wenige Ausnahmen an allen Eckpunkten der Triangulierung
sowohl der Funktionswert als auch die partiellen Ableitungen ersten Grades interpoliert

werden.

6.1.1 Minimal bestimmende Mengen

Im Folgenden konstruieren wir induktiv eine grofle Klasse minimal bestimmender Mengen
von S}(A). Ist A, eine minimal bestimmende Menge von S}(A,), dann bestimmt A, in
der Regel auch S}(A, 1) eindeutig auf B4(A,) U Ri(K,11), wobei Ry (K, 1) wie in (4.2)
oder (4.3) gegeben ist. Eine Ausnahme besteht lediglich dann, wenn der nicht singulire
Eckpunkt v,4; entweder bzgl. A, semisingulir ist oder \,;; = 0 gilt. In diesen Fillen
ist S}(A,+1) auf einem der BB-Punkte in Ds(v,1) iiberbestimmt. Wir werden zeigen,
dass wir in dieser Situation nachtriglich einen geeigneten BB-Punkt P aus A, entfernen
konnen, so dass A, \ {P} S}(A,41) eindeutig auf B4(A,) U Ry (K, 1) bestimmt.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:
Die Mengen A,, v =0, ... ,n, seien induktiv wie folgt definiert:

Ag = 34(T[1,n1])’ (6 1)

A, = (A1 \Py) UAK,, v=1,...,n. ‘
Die Mengen Ak, und P, seien dabei wie im Folgenden definiert.

Fall 1: v, € Véy_l) und A\, > 1.

Dann sei die Menge Ag, wie in (4.36) gegeben, falls v, nicht semisingulir bzgl. A, ist,
und anderenfalls sei die Menge A, wie in (4.37) gegeben. A, erfiille ferner die folgende
Bedingung.
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(6.2) Es gelte |[Ax, N Di(v,y)| =3 firli=1,...,), und

A, — 1, falls v, bzgl. A, 1 nicht semisingular ist,
Ax, N Do) = {7 v e e i
A, falls v, bzgl. A, 1 semisingulir ist.

Ferner sei P, gegeben durch

{P,}, falls v, nicht singulir und bzgl. A, _; semisingulir ist,

P, =
@, sonst
mit
{P;'jdg, PZ[t'Q’:\O”]}, falls weder e, o noch e, », bzgl. v, degeneriert ist,
b, e {PQ[T(;’IQ}}, falls e, 5, bzgl. v, degeneriert ist,

{PQ[Z:Q’:\O"]}, falls e, o bzgl. v, degeneriert ist.

Fall 2: v, € Vgil) ist ein nicht singulirer Eckpunkt von A und es gilt A, = 0. Mindestens

eine der beiden Kanten e, und e, ; ist bzgl. v, nicht degeneriert.

Dann sei Ag, = {PO[VZIQ}} Ferner gelte P, = {P,} mit

{PZ[I"(;’I%, P2[72’,1(%}v falls weder e, o noch e, bzgl. v, degeneriert ist,
P, e {PZ[I’B’I%}, falls e, bzgl. v, degeneriert ist,

{PQ[I;Q’,I(])}, falls e, o bzgl. v, degeneriert ist.

Fall 3: v, € Vg’*l) ist ein nicht singuldrer Eckpunkt von A und es gilt A\, = 0. Sowohl

ev,0 als auch e, sind bzgl. v, degeneriert.

a) n, ist ungerade.
Dann sei Ag, = {P&’g} und P, = {PQ[I:I’?I cl=2,...,n,}.

b) Esgilt n, = 6 und fiir [ = 2,...,5 ist e,; nicht bzgl. v,; degeneriert.
Dann sei A, = {P35, Pii, Pitl, Py und P, = Di(v,) U{PY s 1=2,... ,n ).

c) BEs gilt n, = 6 und mindestens eine der Kanten e,;, I € {2,...,5}, ist bzgl. v,
degeneriert.

Es sei | € {2,...,5} so gegeben, dass e, bzgl. v, degeneriert ist. Dann gelte Ax, =
(P55 wnd 2, = (P},

Fall 4: v, € Véy_l) ist singuldr und es gilt A, = 0.

Dann sei Ag, = {PO[VZIQ}} und P, = 0.

Fall 5: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, ;.

Gilt v, € V7, bestehe Ak, aus den folgenden BB-Punkten:
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(6.3) Ak, N Da(v,) sei eine minimal bestimmende Menge von S}(A) auf Da(v,). Fiir
l =1,...,n, — 2 enthalte Ak, drei nicht kollineare BB-Punkte aus D;(v,,;) und
einen BB-Punkt aus {PI[VZZ]I, Pl[tll’f;d}}. Ferner gelte {P(%”2 l=1,...,n,—1} C Ak, .

Ist v, € Vg, dann gelte A, = {Pi[l;.’}j : i > 1}. Ferner gelte in beiden Fillen P, = (.

Theorem 6.2. Sei A eine beliebige Triangulierung vom Grad < 7. Dann ist A, wie in

(6.1) eine minimal bestimmende Menge von Si(A).

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass A, eine bestimmende Menge von Si(A) ist. Sei s €
S1(A), und es gelte Aps = 0, P € A,,. Dann ist zu zeigen, dass Aps = 0 fiir alle P € B4(A)
gilt.

Wir zeigen, dass Folgendes gilt:
Aps=0, PeA, = Aps=0, PE'B4(AV), v=_0,...,n. (6.4)

Da A, = A gilt, folgt aus (6.4), dass A,, eine bestimmende Menge von S} (A) ist.

Beweis von (6.4) durch vollstandige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Nach Voraussetzung gilt Ay = B4(T'%). Somit erhalten wir direkt
Ap s =0 fiir alle P € By(Ap).

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (6.4) sei fiir v—1 bereits bewiesen. Die Menge
Ri(K,) sei wie in (4.2) gegeben, falls v, bzgl. A,_; nicht semisinguldr vom Typ IT ist.
Anderenfalls sei Ry(K,) wie in (4.3) gegeben.

Fall 1: Es gilt v, € V™" und A, > 1.

Sei zunéchst v, singuldr oder sei v, bzgl. A, 1 nicht semisingulir. Nach Induktionsan-
nahme und aus den C'-Stetigkeitsbedingungen am Rand von A, ; folgt Ap s = 0 fiir alle
P € By(A,_1) URy(K,). Aus Theorem 4.6 folgt dann bereits (6.4).

Sei nun v, nicht singulir und semisingulir bzgl. A,_;. O.B.d.A. sei e, o bzgl. v, nicht

degeneriert und es gelte P, = PQ[Z:(;}% Dann gilt offensichtlich

Aps =0, PeA,4 \ {PQ[I:(;,I% = Aps =0, PEe B4(AV_1) \ {PQ[I:(;,I% .

Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen und der Induktionsannahme folgt somit, dass Aps = 0,
P e Ri(K,)\ {P%’l;, Pl[yllg}, gilt. Mit den C'-Stetigkeitsbedingungen an der Kante e,
erhalten wir dann A\p s = 0, P € Ry(K,). Dann folgt aber bereits mit Theorem 4.6 die

Behauptung, da Ak, C A, gilt. Fir P, = 2[17/2’,)‘0"] folgt die Behauptung analog.

Fall 2: v, € Véy_l) ist ein nicht singulirer Eckpunkt von A und es gilt A, = 0. Mindestens

eine der beiden Kanten e, o und e, ; sei bzgl. v, nicht degeneriert.
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Analog zum Beweis von Fall 1 erhalten wir Ap s =0, P € Ry(K,). Mit P(%”l% € A, folgt
dann die Behauptung.

Faoll 3: v, € Vg’fl) ist ein nicht singuldrer Eckpunkt von A und es gilt A, = 0. Sowohl

ey,0 als auch e, seien bzgl. v, degeneriert.

Nach Voraussetzung ist v, ein Randpunkt von A, ;. Somit existiert ein p < v, so dass
A, = A, 1 UK, gilt und ferner v, ein Randpunkt von K, ist. Offensichtlich ist dann v,

auch ein Randpunkt von A,, und fiir ein [* € {2,... ,n, — 1} gilt somit v, ;- = v,.

Nach Konstruktion folgt wegen (6.2) und (6.3), dass A, drei nicht kollineare BB-Punkte
aus Dj(v,) und einen der beiden BB-Punkte PQ[I,/ffI] und P2[17/1,f*1‘+1] enthélt. Ist e, ;- bzgl. v, -
degeneriert, folgt wegen (6.2) und (6.3) insbesondere PZ[tIQ’f;] € Ay_1. Ist ey« bzgl. v, -
nicht degeneriert, folgt aus der C'-Stetigkeitsbedingungen an der Kante ey, entweder
PQ[I:Q’{S] € A,_1 oder S}(A) ist durch die C!-Stetigkeitsbedingungen auf Dy (v, ) auf P2[l,/27l,;}

bestimmt.

Betrachten wir die restlichen Randpunkte der Zelle A,,, dann gibt es ferner Indizes p;,
l=2,...,ny,—1und !l #1*, mit p < p; <v—1, so dass vy, = v, gilt. Nach Konstruktion
der Teiltriangulierungen A;, 7 = p,... ,v — 1, wird nur dann die Zelle eines Flappunkts
zu A, hinzugefiigt, wenn keiner der Randpunkte von A ein innerer Eckpunkt von A ist.
Da v, jedoch ein Randpunkt von A, und somit auch von A,, 7 = p+1,... ,v —1, ist
und ferner v, € V7 gilt, folgt fiir [ = 2,... ,n, —1, [ # [*, dass v, ein Randpunkt von A,
ist. Ist e, bzgl. v,, = v, degeneriert, folgt nach Konstruktion PZ[I’IQ’?U € Ay, 1. Ist e, bzgl.
vy, nicht degeneriert, nach Konstruktion der Mengen 'AKM’ dass entweder P2[z7/2,f}0 € Ay,

gilt oder Si(A) auf PQ[I:Q’?O durch die C'-Stetigkeitsbedingungen auf Do (v,,) bestimmt ist.
Wir zeigen nun, dass Ap s = 0 fiir alle P € Ds(v,) gilt.
a) m, ist ungerade. Wegen P, C D;(v,) U {PQ[VIZ]1 : 1=2,...,n,} erhalten wir

Aps=0, PecA, \?,
il (6.5)
= Aps=0, PeBy(Ay1)\(Di(vy) U{Pp1;:1=1,...,m}).

A, enthilt nach Konstruktion drei nicht kollineare BB-Punkte aus D1 (v, ). Es folgt Aps =
0, P € Dy(v,). Wegen (6.5) gilt ferner A\p s = 0, P € {PQ[Z:Q{]O L =1,...,n,}. Aus
Lemma 4.12 folgt dann Ap s =0, P € Ds(v,).

b) Es gilt n, = 6 und fir | = 2,...,5 ist e,; nicht bzgl. v,; degeneriert. Da P, C
Dy (v,)U {PZ[VIH1 : 1 =2,...,n,} gilt, erhalten wir ebenfalls (6.5), und nach Voraussetzung
folgt Ap s = 0 fiir alle P € { P54, P75, PV U{Ph - 1=1,... ,6}. Aus Lemma 4.14
folgt dann Ap s = 0 fiir alle P € Ds(v,).

¢) Es gilt n, = 6 und mindestens eine der Kanten e,;, | € {2,...,5}, ist bzgl. v,
degeneriert. Sei [ e {2,...,5} so gegeben, dass e, ; bzgl. v, ; degeneriert ist und P, =
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{PQ[VZ%} gilt. Da e, ; bzgl. v, ; degeneriert ist und ferner fiir | = 1,... ,6, 1 # [, entweder
PZ[I’IQ’?U € A, 1 gilt oder S}(A) auf P2[72’l,1) durch die C'-Stetigkeitsbedingungen auf Dy (v,,)
bestimmt ist, folgt

Aps=0, PEAV_l\.(PV
= Aps=0, PeBy(Ap_y)\ (P, P i=2,...,6, 1#1").

Aus Lemma 4.11 folgt dann bereits A\p s =0, P € Dy(v,).

In allen drei Féllen folgt ferner aus den C'!-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e, o und
ev1 Aps =0, P € Ri(K,). Wegen P(%”l% € A, folgt dann die Behauptung.

Fall }: v, € Vg’fl) ist singuldr und es gilt A\, = 0.

Da v, singuliir ist, ist S}(A) auf Dy(v,) eindeutig bestimmt. Aus den C'-Stetigkeitsbedin-
gungen an den Kanten e, o und e, jund nach Induktionsannahme erhalten wir Ap s = 0,
P € Ry(K,). Mit P(%”l% € A, folgt bereits die Behauptung.

Fuoll 5: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, ;.

Sei zunichst v € V. Nach Induktionsannahme und aus den C'!-Stetigkeitsbedingungen
an der Kante [v,9,v,,] folgt direkt Ap s = 0, P € (P2 + i < 1, i+j+k = 4}.
Nach Konstruktion von Ag, folgt dann bereits die Behauptung. Sei nun v € V. Nach
Induktionsannahme erhalten wir A\p s = 0, P € {P};’Z"} : i <1,i+j+k = 4}. Nach
Konstruktion von Ag, folgt aus Theorem 4.8 oder Theorem 4.16, dass Ap s = 0 fiir alle

P e 'B4(Ay) gilt. O

Somit bleibt zu zeigen, dass A, minimal ist. Wir zeigen im Folgenden, dass
A, =15 + 6BV — 121V + 8@, v=0,...,n, (6.6)

gilt. Fiir v = n folgt dann aus (6.6) wegen A, = A aus den Theoremen 2.4 und 2.3, dass

A, eine minimal bestimmende Menge von S} (A) ist.

Beweis von (6.6) durch vollstindige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 0. Nach Konstruktion gilt |[Ag| = 15. Da ferner fiir A®) = 710
|VV(0)| = |E,(,0)| = S0 =0 gilt, folgt somit die Behauptung.

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (6.6) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Wir
betrachten zunéchst den Fall, dass v, ein Randpunkt von A, _; ist. Dann gilt offensichtlich
|VI(V)| = |VI(V_1)|—|—1, |E§V)| = |E§V_1)|—|—)\,,+2 und S®) = S~V 14, . Nach Konstruktion

erhalten wir somit

15 + 6|EY V) — 12" V| + S“ D 46X, + oy,
= 15 + 6|B"| — 12| + S,

Ay
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Ist v, € Vi ein Flappunkt, dann gilt nach Konstruktion |VI(”)| = |VI(”*1)| + 1, |E§'j)| _
|E§V_1)| +n,+1und S@ = 81 4 5, . Wir erhalten somit nach Konstruktion
Ay = 15 + 6[EY Y] — 12V Y + ¢ 4 6n, — 6 + oy,
=15 + 6/E\")| — 12v")| + SW.
Ist v, € Vp ein Flappunkt, dann gilt nach Konstruktion |VI(”)| = |VI(”*1)|, |E§'j)| _
EY Y41 und §® = ¢, Somit gilt
1B} g
A = 15+ 6B V] - 12 Y] 4 50D 4
=15 + 6/E")| — 12[v")| + sW. n

Bemerkung 6.3. Sei A eine beliebige Triangulierung, so dass fiir alle semisinguldren

Fillpunkte v, geraden Grades > 8 eine der folgenden beiden Bedingungen erfillt ist.

(6.7) Es existiert ein | € {2,...,n, — 1}, s0 dass e, ; bzgl. v, ; degeneriert ist.

(6.8) Firl=3,...,% sind die Winkel <(v,21—2,Vu21-1,Vv,21) entweder alle grofier
gleich Null oder alle kleiner gleich Null, wobei mindestens einer der Winkel ungleich

Null ist.

Dann folgt mit Lemma 4.15 analog zum Beweis von Theorem 6.2, dass die Menge A, wie

in (6.1) eine minimal bestimmende Menge von S}(A) ist.

6.1.2 Hermite-Interpolation

Analog zur Vorgehensweise bei der Konstruktion minimal bestimmender Mengen von
S1(A) definieren wir im Folgenden induktiv Hermite-Interpolationsmengen fiir Si(A).

Dazu benotigen wir die folgenden Teilmengen von Vi bzw. E.

V, sei die Menge aller Eckpunkte v,, I =1,... ,n, so dass v, ein semisingulirer Fillpunkt
bzgl. A,_; ist und ferner deg(v,) ungerade ist.

Vi, C Vi sei die Vereinigung aller Eckpunkte v,, I = 1,... ,n, so dass v, mit deg(v,) = 6
ein semisingulirer Fillpunkt bzgl. A, _; ist, und die Kanten e,j, I = 2,...,5, bzgl. v,
nicht degeneriert sind.

V. C V7 sei die Vereinigung aller Eckpunkte v,, I = 1,... ,n, so dass v, mit deg(v,) = 6
ein semisingulédrer Fillpunkt bzgl. A,_; ist, und mindestens eine Kante e, ;, [ € {2,... ,5},

bzgl. v, degeneriert ist.

Ferner sei £ C E die Vereinigung der folgenden Kanten:
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e Ist v =1 oder ist v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A,,_1 und ist ferner v, nicht singulér,
dann sei l, € {0,... ,n, —1} so gegeben, dass e,, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und

es gelte e,;, € €.

o Ist fiir v € {2,... ,n} v, € Vg/_l) ein nicht singulirer Eckpunkt, der bzgl. A,_;
nicht semisingulér ist, und gilt A, > 1, dann sei e,,, [, € {1,... ,\,} so gegeben,

dass ey, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es gelte e, , € €.

o Ist firve{2,... ,n} v, € Vg’fl) semisinguldr bzgl. A,_; und nicht singulir, dann
sei [, € {0, A, + 1} so gegeben, dass e, ;, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es gelte
ey, € E.

e Ist fir v € {2,... ,n} v, ein Fillpunkt bzgl. A, _; und ist mindestens eine der beiden

Kanten e, , €,,1 bzgl. v, nicht degeneriert, dann sei /, € {0, 1} so gegeben, dass e,

bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es gelte e, ;, € €.

o Istfirve{2,... ,n}v, v, €V, dannseil, € {2,...,5} so gegeben, dass e,, bzgl.

vy, degeneriert ist, und es gelte e, ;, € €.

Sei s € SH(A) und p! = Slpwa, L =1,...,ny, n=1,... ,n. Sei f € C(Q2) geniigend oft
differenzierbar. Ferner seien D¥pl*!l und DYfiv=1,...,n, 1 =1,... ,n,, wie in (2.3)
definiert.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Gilt v = 1 oder ist v, € V7, v > 1, ein Flappunkt bzgl. A,,_1, dann erfiille s die folgenden

Hermite-Interpolationsbedingungen:

(6.9) DUpl"H(v,) =D¥f(v,), w=0,1, fireinl € {1,... ,n,},

92 1] 92 .
(6:10) G (0) = 62—efl (v,), falls e,y ¢ € gilt, [ =1,... 1,
9*plvll o*f .
(6].].) m Vy) = m (’UV) fireinl € {]., ,’fll,},
; 1,...,n1, falls v =1,
(6.12) Dp(v,) = D¥ f(vyy), w = 0,1, fiir | =
2,...,ny, — 1, sonst,
92 plvl] 92 ~ o 1,...,nq, falls v = 1,
(613) S (00) = =l (v,0), falls &, ¢ € gil, fiir | =
vl wl 1,...,n, —1, sonst.
§2plv] 92 1,...,n1, falls v =1,

(6.14) m (Uu,l) = W@féz (Ul/,l)7 falls Uyl ¢ Va, fiurl =
e e 2,...,n, —1, sonst.
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Gilt v > 1 und ist v, € Vg ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann erfiille s die folgenden

Hermite-Interpolationsbedingung:
(6.15) D*pH(v,) = D¥f(v,), w=0,1,2.

Sei nun v, € Vg’fl), 2 < v < n. Dann betrachten wir die folgenden Hermite-Interpo-

lationsbedingungen:

2p[v1] 2 1.0, Ay falls v, singulér ist,
(616) 5L (v,) = BL (v,) fir i = v v S8
vl vl ..., Ay, L #1,, sonst,

(6.17) D*p"(v, ;) = D f(v,,), w=0,1, falls v,; & Vyp, [ = 1,..., A,

82])["71] a2f

(6.18) Bey 10801 (U,,,l) = De, 06,1 (’UVJ), falls v, EV e UV, I=1,... ),

52 [v,0] 52 B
(6.19) Gz (0,) = 62—é{l (), falls 0 ¢ €, 1 =1,... Ay + 1,

oplv:2] o §2plv:2] 52
(6200 p0) = floh G (0) = 5i; 00 gerigey () = g ey 00)

Fir v, € Vg’fl), v > 2, erfiille s Interpolationsbedingungen auf K, wie folgt: Gilt A\, > 1,
dann erfiille s die Interpolationsbedingungen (6.16) bis (6.19). Gilt v, € V., dann erfiille s
die Bedingungen (6.19) und (6.20). Gilt A, = 0 und v, ¢ V., dann erfiille s die Bedingung
(6.19).

Theorem 6.4. Sei A eine beliebige Triangulierung vom Grad < 7. Dann ist V eine

Hermite-Interpolationsmenge fiir S}(A).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 6.2 folgt induktiv mit den Beziehungen (2.7)
zwischen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer wie in (6.1) gegebenen minimal

bestimmenden Menge A,, von S}(A) eindeutig bestimmen. [ |

Sei A nun eine beliebige Triangulierung mit den Eckpunkten vy, ... , v, aus VIUVB indiziert
nach Algorithmus 2, so dass fiir alle semisinguliren Fillpunkte v, geraden Grades mit
deg(v,) > 8 die Bedingung (6.7) oder (6.8) aus Bemerkung 6.3 erfiillt ist. Definieren wir
V. als die Menge aller semisinguléren Fillpunkte v, geraden Grades, die nicht singulir
sind und die entweder die Bedingung (6.7) oder die Bedingung (6.8) erfiillen, erhalten wir
mit Bemerkung 6.3 und den Relationen (2.7) das folgende Korollar.

Korollar 6.5. Sei A eine beliebige Triangulierung, so dass fir alle semisinguldren Fill-
punkte v, geraden Grades mit deg(v,) > 8 die Bedingung (6.7) oder (6.8) erfiillt ist. Dann

ist V eine Hermite-Interpolationsmenge von Si(A).
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6.2 Triangulierungen mit semisingulidren Fillpunkten

Im Folgenden sei A eine beliebige Triangulierung. Wir durchlaufen A nach Algorithmus
2 aus Abschnitt 3.1 und erhalten eine Indizierung v,, v = 1,... ,n, der Eckpunkte aus
ViU VB sowie eine Kette Ag C A} C ... C A, = A von Teiltriangulierungen von A. Fiir

v=0,...,n erfiille v, die folgende Bedingung:

(6.21) Ist v, ein nicht singulidrer Eckpunkt geraden Grades und ist v, semisinguldr bzgl.
A,_1, dann existiere mindestens ein [}, € {2,...,n, — 1}, so dass entweder v, -

singulir oder deg(v,,:) ungerade ist.

Wir konstruieren im Folgenden eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von
S}(A). Unter Verwendung der Relationen (2.7) und (2.8) erhalten wir daraus allgemeine
Hermite-Interpolationsschemas fiir S}(A), wobei fiir alle Eckpunkte der Funktionswert

und die partiellen Ableitungen ersten Grades interpoliert werden.

6.2.1 Minimal bestimmende Mengen

Im Folgenden konstruieren wir induktiv eine grofie Klasse minimal bestimmender Men-
gen von S;(A). Ist der aktuelle Eckpunkt v, € Vg’fl) ein Eckpunkt ungeraden Grades,
dann entfernen wir aus der Menge A, 1 der bereits fiir die minimal bestimmende Menge
gewihlten BB-Punkte einen geeigneten Punkt, so dass fiir alle inneren Kanten des Kegels
K,, die Mittelpunkte der Kante zur minimal bestimmenden Menge hinzugefiigt werden
kénnen. D. h. wir dndern A, _; lokal auf Ry(v,) ab. Wir erreichen somit, dass im Fall
eines semisinguldren Fillpunkts v, geraden Grades, das Problem aufgelést werden kann,
dass S} (A) beim Hinzufiigen des Fills iiberbestimmt ist, indem wir den Mittelpunkt einer
der Kanten e, ;, I € {2,... ,n, — 1}, aus A,_; entfernen.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:
Wir definieren A, C B4(A,), v =0,... ,n, induktiv wie folgt:

.A() = 34 T[O} ,

T (6.22)
Ay = (Ap—1 \Py) UAK,, v=1,...,n.

Fiir die Definition der Mengen A, bendtigen wir die Bedingung (6.23).

(6.23) Ak, enthilt drei nicht kollineare BB-Punkte aus D;(v,;) N B4(K,) und einen BB-
Punkt aus {P5], P73} fir 1 = 1,... A, falls v, € V™" gilt, baw. fiir | =
2,...,n, — 1, falls v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A, 1 ist.

Fir v =1,... ,n seien die Mengen Ag, und P, wie folgt definiert.
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Fall 1: Es gilt v, € Vé”fl) und n, = deg(v,) ist ungerade.

v

{P(ETQ’{]Q :l=1,...,\ + 1} C Ak, . Des Weiteren sei P, = {PQ[I:I’?I cl=1,...,n}.

Ak, erfillle die Bedingung (6.23). Ferner gelte {PZ[I’/Q’?U sl =1,...,\} C Ak, sowie

Fall 2: Es gilt v, € Vé”fl) und n, = deg(v,) ist gerade.

a) Esgilt A, > 1.

Dann sei die Menge Ak, wie in (4.36) gegeben, falls v, nicht semisingulir bzgl. A, _;
ist, und anderenfalls sei die Menge Ak, wie in (4.37) gegeben. Ferner erfiille A,
die Bedingung (6.23). Ist v, singulir oder ist v, bzgl. A,_; nicht semisingulér, gelte
P, = 0. Ist v, nicht singuldr und semisinguldr bzgl. A, 1, gelte P, = {P,} mit

{P. 2[1161%} falls e, x, +1 bzgl. v, degeneriert ist,
b, e {P21/2)\0,,+1 s falls e, o bzgl. v, degeneriert ist, (6.24)

1] v, A\ +1]
{onzv 220V }, sonst.

b) Es gilt A, = 0 und mindestens eine der beiden Kanten e, g, €, ist bzgl. v, nicht

degeneriert.

Dann sei Ak, = {P&’g} und P, = {P,}, wobei P, wie in (6.24) gegeben ist.

c¢) Es gilt A\, = 0. v, ist nicht singulir und sowohl ev,0 als auch e, sind bzgl. v, degene-
riert.
Sei I € {2,... ,n, — 1} so gegeben, dass deg(v,,:) ungerade oder v, : singulir ist.
Dann sei Ak, = {P&’g} und P, = {PQ[I:Q’%]

d) Es gilt A, = 0 und v, ist ein singuldrer Eckpunkt von A.
Dann sei Ak, = {PO[VZIQ}} und P, = 0.

Fall 3: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, _1.

a) Gilt v € Vp, dann sei Ak, = { :1>1, j+k=4—1i}. Ferner sei P, = 0.

0,7, k

b) Ist v, € Vi, dann sei Aa,, wie in Theorem 4.8, 4.9, 4.10 oder 4.16 eine minimal
bestimmende Menge von S}(A) auf B4(A,,). Ferner gelte {PZ[I;’Z"] i <1, i+j+k =
4} C Ap,, und Ay, erfiille die Bedingung (6.23). Dann gelte Ak, = Aa,, \ {P, I;n" :
i<1,i+j+k =4} und P, = 0.

Bemerkung 6.6. Sei v, singulir oder sei deg(v,) ungerade, v € {1,...,n}. Ferner
gelte PZ[I’IQ’?O ¢ Ay fir ein 1l € {1,...,A\,}. Dann gilt nach Konstruktion, dass v, ein
nicht singuldrer Eckpunkt geraden Grades ist und ferner einer der beiden folgenden Fille

vorliegt:
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(i) Es existiert ein p < v, so dass v, = v, gilt und e, bzgl. v, nicht degeneriert ist.

(ii) Es existiert ein pn > v, so dass v, = v, gilt und v, entweder bzgl. A,_1 semisinguldr

ist oder A\, = 0 gilt. Insbesondere gilt in diesem Fall P2[z7/2,f}0 € Au—1.

Theorem 6.7. Sei A eine beliebige Triangulierung, so dass (6.21) firv =1,... ,n erfillt

ist. Dann ist A, wie in (6.22) eine minimal bestimmende Menge von Si(A).

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass A, eine bestimmende Menge von Si(A) ist. Sei s €

S1(A), und es gelte Ap s = 0 fiir alle P € A,,. Im Folgenden zeigen wir
Aps=0, PeA, = Aps=0, PEB4(AV), v=_0,...,n. (6.25)

Da A, = A gilt, folgt aus (6.25), dass A,, eine bestimmende Menge von S}(A) ist.

Beweis von (6.25) durch vollstindige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Nach Konstruktion gilt Ay = B4(T!) und somit Ap s = 0,
P e 'B4(A0)

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (6.25) sei fiir ¥ —1 bereits bewiesen. Die
Menge R;(K,) sei wie in (4.2) gegeben, falls v, bzgl. A, _; nicht semisingulidr vom Typ II
ist. Anderenfalls sei R;(K,) wie in (4.3) gegeben.

Fall 1: Es gilt v, € Vg’fl) und deg(v,) ist ungerade.

Dann existiert nach Konstruktion ein p < v, so dass A, = A,_1 U K, gilt und ferner
v, ein Randpunkt von K, ist. Offensichtlich ist dann v, auch ein Randpunkt von A, ,
und fiir ein I* € {A\, +2,... ,n, — 1} gilt somit v,;» = v,. Ist deg(v,) ungerade, dann
folgt nach Konstruktion direkt PQ[I:Q{S} € Ay_1. Ist deg(vy,) gerade, dann erfiillt Ag, die
Bedingung (6.23). Entweder folgt dann wegen der C''-Stetigkeitsbedingungen an der Kante
ey |+ PQ[TZ’Z’;] € A, 1 oder Si(A, 1) ist durch die C'-Stetigkeitsbedingungen auf Dy (vy+)
]

auch auf PQ[Z:Q’{; bestimmt. Betrachten wir die restlichen Randpunkte der Zelle A,, , dann
gibt es ferner Indizes pu;, [ = Ay +2,...,ny, — 1, 1 # 1", mit p < py < v —1, so dass
vy, = vy, gilt. Nach Konstruktion der Teiltriangulierungen A,,, m = p,... ,v — 1, wird
nur dann die Zelle eines Flappunkts zu A,,, hinzugefiigt, wenn keiner der Randpunkte von
Ay, ein innerer Eckpunkt von A ist. Da v, jedoch ein Randpunkt von A, und somit auch
von Ay, m =+ 1,...,v — 1, ist und ferner v, € V; gilt, folgt, dass die Eckpunkte
Vs o= 2,...,n, — 1, I # 1*, Randpunkte von A, sind. Wegen v,, = v, folgt dann
nach Konstruktion der Mengen AKW dass entweder P2[72’l,1) € A, 1 gilt oder S}(A) auf
PZ[I’IQ’?U durch die C'-Stetigkeitsbedingungen auf D(v,,) bestimmt ist. Nach Konstruktion
gilt ferner {PQ[Z:Z’:\O"“], PZ[I’/Q’%"}} C Apu—1. Somit folgt fiir alle I = A,44,...,n, entweder
PQ[l,léf}O € A,_1 oder S}(A,_1) ist auf P2[1,12’f}0 durch die C*-Stetigkeitsbedingungen auf Ds(v,,)

bestimmt.
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Da A,_1 nach Konstruktion drei nicht kollineare BB-Punkte aus D;(v,) enthilt, und
ferner P, C {PQ[I:I{I}, P2u1l1+1 } gilt, erhalten wir

Aps=0, PcA, 1\P,

il (6.26)
= Aps=0, PeBy(A, 1)\ {P2,f,1 =N +2...,n,}

Nach Konstruktion gilt (A, 1\P,) C A, und {PQ[VZ% 1 <1< A} CA,. Aus Lemma 4.12
folgt dann mit (6.26), dass Ap s = 0 fiir alle P € Dy(v,) gilt. Nach Definition von A,
und aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an e, 1,... ,e,, folgt dann bereits (6.25).

Fall 2: Es gilt v, € Véy_l) und deg(v,) ist gerade.
a) Es gilt A, > 1.

Ist v, singulér oder ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der bzgl. A, 1 nicht semisingulir
ist, folgt nach Induktionsannahme aus Theorem 4.6 bereits Ap s = 0 fiir alle P € B4(A,).
Ist v, hingegen ein nicht singulirer Eckpunkt, der bzgl. A,_; semisingulér ist, dann ist
mindestens eine der beiden Kanten e, o und e, »,41 bzgl. v, nicht degeneriert. O.B.d.A. sei
ey,0 bzgl. v, nicht degeneriert, und es gelte P, = 2[ 0 2} Aus den C! Stetlgkeltsbedmgungen
folgt nach Induktionsannahme zunéchst, dass Aps = 0 fiir alle P € R;(K,) \{P2,0,2v 171,2}
gilt. Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e, und e, ,+1 erhalten wir
Aps =0, P € Ry(K,). Dann folgt mit A, C A, bereits (6.25). Fiir P, = P}y folgt die
Behauptung analog.

b) Es gilt A, = 0 und mindestens eine der beiden Kanten e,, e, ist bzgl. v, nicht

degeneriert.

Analog zum Beweis von Fall 2a) folgt Ap s = 0 fiir alle P € Ry(K,). Mit P&’}% € A, folgt
dann bereits die Behauptung.

c¢) Es gilt A\, = 0, v, ist nicht singulir und sowohl ey,0 als auch e, 1 sind bzgl. v, degeneriert.

Nach Konstruktion ist v, ein Randpunkt von A,_;. Ferner gilt nach Voraussetzung fiir
ein [ € {2,... ,n, — 1}, dass v, = singuldr oder deg(v,:) ungerade ist. Sei P, = PQ[I:Q’%}.
Da v, ein innerer Eckpunkt von A, ; ist, gibt es ein p < v mit v, = v,;5. Nach

Konstruktion von A, und wegen Bemerkung 6.6 gilt P, € A, 1.
Offensichtlich gilt P, € Dy(v,) N Da(v,). Wir werden zeigen, dass das nachtrigliche Ent-

fernen von P, aus A,_; nur lokale Auswirkungen hat, und S} (A, ;) dadurch nur auf BB-
Punkten aus Dy (v,)U D2 (v,)U {P2 11 PQVI’I‘{H } nicht mehr bestimmt ist. Wir betrachten
zunichst Ds(v,,). Nach Konstruktion enthélt A,_; genau drei nicht kollineare BB-Punkte
aus D (vy). Ist v, singulédr, dann folgt nach Konstruktion aus Ap s =0, P € A,_1 \ {P,},
direkt Ap s =0, P € B4(A, 1) \ R2(vy), da e, bagl. v, )« = v, degeneriert ist. Ist hin-
gegen deg(v,) ungerade, dann folgt analog zum Beweis von Fall 1, dass fiir [ = 1,... ,n,
entweder P[ (}) € A,_1 gilt oder S}H(A,_1) auf PQ[’fQ”l(]) durch die C'-Stetigkeitsbedingungen
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auf Do(v,;) bestimmt ist. Wegen A\p s = 0, P € A,_; \ {P,}, folgt somit insbesondere
Aps =0, P € By(A,_1) \ (Ra(vy) U {PQ[’fl’,l]1 : 1 =1,...,n,}). D. h. das Entfernen von

PZ[I’IQ’%] aus A, 1 hat nur lokal eine Auswirkung.

Fiir v, ldsst sich ebenfalls analog zum Beweis von Fall 1 zeigen, dass die BB-Punkte
PZ[I"Q’?U, I =1,...,n,, 1 #1} entweder in A, ;1 liegen oder S}(A, 1) auf diesen durch die
C'-Stetigkeitsbedingungen auf Dy (v,,;) bestimmt ist. Ferner enthilt A, _; nach Konstruk-
tion drei nicht kollineare BB-Punkte aus D (v,) und einen BB-Punkt aus {PQ[Z:I{]I sl =
2,...,ny}. Aus Lemma 4.11 erhalten wir dann bereits Ap s = 0, P € Ds(v,). Insbeson-
dere gilt dann Ap s = 0 fiir alle P € A, 1, so dass nach Induktionsannahme Ap s = 0,
P € By(A,—1), folgt. Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten ey,0 und e,
sowie wegen P&’g € A, folgt dann (6.25).

d) Es gilt A\, = 0 und v, ist ein singuldrer Eckpunkt von A.

Nach Induktionsannahme und aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e, o und
ey, erhalten wir A\p s =0, P € R (K,). Mit P(%”l% € A, folgt dann die Behauptung.

Full 3: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, ;.

Nach Induktionsannahme und aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an der Kante (V1,05 Vp,1]
folgt direkt A\p s =0, P € {Pi[l;’}c] : 1 <1, j+k =4—1i}. Nach Konstruktion von Ag,
folgt dann die Behauptung (6.25). 0

Es bleibt zu zeigen, dass A, minimal ist. Wir zeigen im Folgenden, dass
A, = 15+6|E |—12|V |+S v=0,...,n, (6.27)
gilt. Fiir v = n folgt dann aus (6.27) wegen und A,, = A aus den Theoremen 2.4 und 2.3,

dass A, eine minimal bestimmende Menge von S} (A) ist.

Beweis von (6.27) durch vollstandige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Nach Konstruktion gilt [Ao| = 15. Da ferner fir A = T
|Vl,(0 | = |E | = = 0 gilt, folgt daraus die Behauptung.

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (6.27) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Wir
betrachten zunichst den Fall, dass v, ein Randpunkt von A,,_; ist. Dann gilt offensichtlich
|VI(”)| = |VI(”_1)|+1, |E§”)| = |E§V_1)|+)\,,+2 und S¢) = 81 45, . Nach Konstruktion

erhalten wir somit

15 + 6|E(”_1)| - 12|V(”_1)| + 8D 4 6N, + oy,
=15 + 6B — 12[V"] + sW)

A

Ist v, ein Flappunkt, dann gilt nach Konstruktion |VI(V)| = |VI(V_1) |41, |E§V)| = |E§V_1) |+
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ny+1 und S®) = §-1 4 5 Wir erhalten somit nach Konstruktion

A, = 15 + 6BV — 12 + $¢D 4 6, — 6 + oy,
=15 + 6|EY| — 12v)] + s0).

Ist v, € Vp ein Flappunkt, dann gilt nach Konstruktion |VI(V)| = |VI(V71)|, |E§'j)| =
|E§V_1)| +1 und S® = §¢~D. Wir erhalten dann nach Konstruktion

A = 15 + 6|EV ) — 127D 4 s D 46
=15 + 6BV | — 12v)| + 50, n

Bemerkung 6.8. Nach Konstruktion enthdlt A fir alle v € V genau drei nicht kollineare
BB-Punkte aus Di(v). Durch die Bedingung (6.23) ist die Wahl dieser drei BB-Punkte
eingeschrinkt. Wahlen wir stattdessen fiir jeden Eckpunkt v € V drei beliebige nicht kol-
lineare BB-Punkte aus Dy(v), erhalten wir offensichtlich eine grifiere Klasse minimal

bestimmender Mengen von S}(A).

6.2.2 Hermite-Interpolation

Es sei A eine beliebige Triangulierung mit einer Zerlegung Ag C Ay C ... C A, = A
nach Algorithmus 2 so gegeben, dass fiir v = 1,... ,n die Bedingung (6.21) erfiillt ist.
Im Folgenden konstruieren wir fiir A eine Klasse von Hermite-Interpolationsbedingungen.
Dazu benétigen wir die folgenden Teilmengen von V; bzw. E. Es sei V C Vi die Menge
aller inneren Eckpunkte ungeraden Grades von A. £ C F sei die Vereinigung der folgenden

Kanten:

o Ist deg(v;) gerade, dann sei [; € {0,... ,n; — 1} so gegeben, dass e;;, bzgl. v; nicht

degeneriert ist, und es gelte e; ;, € €.

e Ist v, € VL(?V_I), 2 < v < n, ein nicht singulidrer Eckpunkt geraden Grades, der
bzgl. A,_1 nicht semisingulér ist und gilt A\, > 1, dann sei e,;,, [, € {1,... ,A,} so

gegeben, dass e, ;, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es gelte e,;, € €.

e Ist v, € Vé”fl), 2 < v < n, ein nicht singulirer Eckpunkt geraden Grades, der bzgl.
A, _1 semisinguldr ist, dann sei e, € {e,0,€,,),+1} bzgl. v, nicht degeneriert, und es
gelte e, € E.

e Sei v, € Véy_l), 2 < v < n, ein nicht singuldrer Eckpunkt geraden Grades. Gilt
Ay = 0 und ist mindestens eine der beiden Kanten e, o, e, 1 bzgl. v, nicht degeneriert,
dannseie, € {e,,€,,1} bzgl. v, nicht degeneriert, und es gelte e, € €. Sind hingegen
beide Kanten e, g, e,1 bzgl. v, degeneriert, dann sei [}, € {2,... ,n, — 1} wie in

Bedingung (6.21) gegeben, und es gelte e,,;; € €.
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e Ist v, € V7, v > 2, ein Flappunkt bzgl. A,_1, der nicht singulir und geraden Grades
ist, dann sei e, , [, € {0,... ,n,—1} so gegeben, dass e, bzgl. v, nicht degeneriert

ist, und es gelte e,;, € &, v =1,... ,n.

Sei s € S{(A) und p" := s, I=1,... ,n,,n=1,... ,n. Sei f € C(Q) geniigend oft
differenzierbar. Ferner seien D“pl*!l und D¥f v=1,... ,n,l=1,... ,n,, w €N, wie in
(2.3) definiert.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:
Ist v = 1 oder ist v, € V7, 2 < v < n, ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann erfiille s die

folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

(6.28) D“p"(v,) = D¥f(v,), w=0,1, fireinl € {1,... ,n,},

52 [w,d] 2 .
(6.29) 82p—el,7l vy) = 82—6571 (vy), fallse,; & € gilt, I =1,... ,n,y,
2 plv-t] H? .. .
(6.30) e 1Dert (vy) = Waféu,l (vy) fiireinl € {1,... ,n,}, falls v, ¢ V gilt,
} 1,...,n1, falls v =1,
(6:31) D=p ") (v,) = D f(v,1), w = 0,1, fir I =
2,...,n, —1, sonst,
92plvill 92 ~ . 1,...,nq, falls v =1,
(6.32) 62p—él () = 62—éfl (vyy), falls €,; ¢ €, fir | =
Y Y 1,...,n, —1, sonst,

§2pln] o2 f 1,...,nq, falls v =1,

(6.33) De, 106, V) = D, 108, (UV’Z), falls v, ¢V, firl =

2,...,n, —1, sonst.

Ist v > 1 und v, € Vp ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann erfiille s die folgenden Hermite-

Interpolationsbedingungen:
(6.34) D“p»(v,) = D¥f(v,), w=0,1,2.

Ist v > 2 und v, ein Randpunkt von A, 1, dann betrachten wir die folgenden Hermite-

Interpolationsbedingungen:

2 [v,l] 2
(6.35) %g’Tl (v,) = 52—651 (0,), falls e,y & € gilt, [ =1,..., Ay,

(6.36) D“p"!(v, ;) =D f(v,.), I =1,..., \,

52 [v,0] 52 .
(637) 50055 (1) = Wgéyz (), falls v, & V gilt, L =1,... , Ay,
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92 [w,d] 92 B .
(6.38) 62p—é,,l (vy) = 62—~f (vp), falls €,; ¢ € gilt, I =1,..., A, + 1.

Eu,l

Ist A\, > 1, dann erfillle s die Interpolationsbedingungen (6.35) bis (6.38). Gilt A\, = 0,
dann erfiille s die Interpolationsbedingung (6.38).

Theorem 6.9. Sei A eine beliebige Triangulierung, so dass (6.21) firv =1,... ,n erfillt

ist. Dann ist V eine Hermite-Interpolationsmenge fiir S}(A).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 6.7 folgt mit den Beziehungen (2.7) zwi-
schen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer wie in (6.1) gegebenen minimal

bestimmenden Menge A,, von S}(A) eindeutig bestimmen. [ |

Bemerkung 6.10. Statt der Bedingungen (6.28), (6.31) und (6.36) konnen wir auch
fordern, dass s fir den jeweiligen Eckpunkt v die Interpolationsbedingungen s(v) = f(v),
%(U) = %(v) und g—;(v) = 3—5(0) erfillt, wobei x und y den Einheitsvektor in Richtung
der x-Achse bzw. y-Achse bezeichnen.

6.3 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt stellen wir numerische Beispiele zu unserem Hermite-Interpolations-
verfahren aus Abschnitt 6.1.2 dar. Wir testen das Hermite-Interpolationsverfahren fiir uni-
forme Triangulierungen und fiir Delaunay-Triangulierungen aus zufillig verteilten Punk-

ten. In den Beispielen wurde Frankes Testfunktion

flz,y) = %e—i«gx—z)%(gy—m?) I s LA
L —30a-2(0y-3)2) _ L —(92—4)2—(9y-7y2
2 5
fiir (z,y) € Q:=[0,1] x [0,1] interpoliert. Den ersten Test fithren wir auf einer Folge von
uniformen Triangulierungen A, := A%?m mit Eckpunkten (i/m,j/m), i,j = 0,... ,m,
durch, wobei m = 2" fiirn = 1,... ,7 gilt. Im Folgenden bezeichnen wir mit s, den Inter-

polanten auf der Triangulierung A,,. Fiir jedes n berechnen wir numerisch den maximalen
Fehler

en = |If — snlloos

wobei wir (f —s,,) fiir jedes Dreieck auf 28 Punkten auswerten. Tabelle 6.1 zeigt die Anzahl
N der Dreiecke von A,,, die Anzahl |V;7| der inneren Eckpunkte von A,,, die Dimension
von S}(A,), die maximale Kantenléinge h,, der Triangulierung A,,, den Fehler €, und die
Konvergenzrate

loge,—1 — logey,

n -

loghy, 1 —loghy,
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Die Tests zeigen, dass unsere Interpolationsmethode numerisch die Approximationsord-

nung vier erreicht.

N V7| | Dim | hy, €n On
8 1 51 5,00E-01 | 3,38E-01
32 9 147 | 2,50E-01 | 1,00E-01 | 1,75

128 | 49 483 | 1,25E-01 | 1,21E-02 | 3,06
512 | 225 | 1731 | 6,25E-02 | 1,17E-03 | 3,37
2048 | 961 | 6531 | 3,13E-02 | 6,61E-05 | 4,14
8192 | 3969 | 25347 | 1,56E-02 | 4,24E-06 | 3,96
32768 | 16129 | 99843 | 7,81E-03 | 2,79E-07 | 3,93

N|lojolbkx|w |~ S

Tabelle 6.1: Ergebnisse fiir eine Folge von uniformen Triangulierungen.

Fiir den zweiten Test interpolieren wir Frankes Testfunktion auf einer Folge A, n =
1,...,7, von Delaunay-Triangulierungen nach der Qualitdtsmethode von Ruppert [?] aus
zufillig verteilten Punkten. In den vorliegenden Tests verallgemeinern wir das Hermite-
Interpolationsverfahren aus Abschnitt 6.1.2 fiir Triangulierungen beliebigen Grades wie
folgt. Wir durchlaufen die Triangulierung nach Algorithmus 2 und wéhlen in jedem Schritt
die Hermite-Interpolationsbedingungen wie in Abschnitt 6.1.2 beschrieben. Im Fall gera-
der Eckpunkte v, mit deg(v,) > 8 behandeln wir diese wie Eckpunkte vom Grad sechs.
Dabei unterteilen wir jedoch im Fall semisingulirer Fillpunkte den Fill, der zur bereits
behandelten Triangulierung hinzugefiigt wird, durch einen Clough-Tocher-Split. Wir be-
zeichnen die Anzahl der notwendigen Clough-Tocher-Splits mit ©. Tabelle 6.2 zeigt die
Ergebnisse fiir diesen Test. Unsere Methode erreicht auch in diesem Fall numerisch die

Approximationsordnung vier.

N C] \%3 Dim hn, €n On
10 0 1 63 9.46E-01 | 3.96E-01

34 1 8 165 6.27E-01 | 1.34E-01 | 2.63
119 0 43 453 2.50E-01 | 8.40E-03 | 3.01
515 2 224 1719 1.10E-01 | 7.03E-04 | 3.02

2065 | 21 | 960 6531 | 5.84E-02 | 5.31E-05 | 4.08
8635 | 111 | 4252 | 27063 | 3.00E-02 | 5.19E-06 | 3.49
32740 | 390 | 15963 | 98919 | 1.57E-02 | 4.08E-07 | 3.93

Nlo|lolbn|w| =B

Tabelle 6.2: Ergebnisse fiir eine Folge von Delaunay-Triangulierungen aus zufillig verteilten Punk-
ten.

Abbildung 6.1 zeigt den Interpolanten von Frankes Testfunktion auf einer uniformen Tri-
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angulierung mit 64 inneren Eckpunkten. Abbildung 6.2 und Abbildung 6.3 zeigen den
Interpolanten auf einer Delaunay-Triangulierung mit der gleichen Anzahl innerer Eck-
punkte. In Abbildung 6.2 handelt es sich um eine Delaunay-Triangulierung aus zufillig
verteilten Punkten. In Abbildung 6.3 wurde die Wahl der Eckpunkte an die Funktion so
angepasst, dass an kritischen Stellen mehr Eckpunkte gelegt wurden. Abbildung 6.4 und
Abbildung 6.5 zeigen den Interpolanten von Frankes Testfunktion auf einer uniformen
Triangulierung mit 196 inneren Eckpunkten bzw. auf einer Delaunay-Triangulierung aus

zufillig verteilten Punkten mit ebenfalls 196 inneren Eckpunkten.

Die Tests zeigen, dass ab ca. 1500 Interpolationsbedingungen kein visueller Unterschied
zwischen f und s, besteht (vgl. Abb. 6.4 und 6.5). Dariiber hinaus stellen wir fest, dass
die Splines selbst fiir groflere Anzahlen von Interpolationsbedingungen effizient berechnet
werden konnen. Alle hier durchgefithrten Tests benotigen weniger als 90 Sekunden zur

Berechnung auf einem Standard-PC.

Abb. 6.1: Uniforme Triangulierung A, dim S} (A) = 597.
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Abb. 6.2: Delaunay-Triangulierung A aus zufillig verteilten Punkten, dim S} (A) = 597.

Abb. 6.3: Delaunay-Triangulierung A aus angepassten Punkten, dim S}(A) = 597.
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Abb. 6.4: Uniforme Triangulierung A, dim S} (A) = 1533.

Abb. 6.5: Delaunay-Triangulierung A aus zufillig verteilten Punkten, dim S} (A) = 1533.
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Kapitel 7

Der Splineraum S(}(A), q>5

In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum S(}(A), q > 5, fiir beliebige Triangu-
lierungen A. Wir durchlaufen A nach Algorithmus 2 aus Abschnitt 3.1. In Abschnitt 7.1
konstruieren wir unter Verwendung unserer Ergebnisse aus Kapitel 4 induktiv eine all-
gemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von S(}(A), g > 5. Morgan & Scott [42]
und Davydov [17] gaben fiir beliebige Triangulierungen eine spezielles Hermite-Interpola-
tionsschema fiir S;(A), q > 5, an. Wir erhalten in Abschnitt 7.2 aus unseren Resulta-
ten aus Abschnitt 7.1 direkt eine grofle Klasse weiterer Hermite-Interpolationsmengen fiir
S(}(A). In Abschnitt 7.3 konstruieren wir unter Verwendung der Methode der Redukti-
on des Polynomgrades induktiv ein allgemeines Interpolationsschema, fiir S(}(A), q > 5.
Daraus folgt das Resultat von Davydov & Niirnberger [18], die eine spezielle Lagrange-

Interpolationsmenge fiir eine Klasse von Triangulierungen beschrieben.

Sei A eine beliebige Triangulierung. Algorithmus 2 liefert uns eine Kette Ag C A; C
...C A, =A, n=|Vg|+|Vi|, von Teiltriangulierungen von A. Dabei bezeichne Vg die
Menge der Randpunkte von A, von denen nur Randkanten ausgehen. Ferner liefert uns

Algorithmus 2 eine Indizierung v,, v = 1,... ,n, der Eckpunkte aus V; U Va.

Nach Konstruktion gilt

Al = Avl,
A, = Ay 1 UK, vV=2,...,n,

mit
(v-1)
UTEAU,,\ALHJ‘Z? falls v, € [/B R

K, = Urea,, T, falls v, ¢ VL(?V_I) und v, € V7,
A(vy,w,w'), falls v, ¢ Vgil) und v, € Vg,
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wobei im Fall v, € Vg \ Vgil) die Eckpunkte w und w’ benachbarte Randpunkte von
A,_1 gilt und ferner A(v,,w,w’) € A,, gilt. Fiir v = 1,... ,n bezeichne VI(V) die Menge
der inneren Eckpunkte, Vg/) die Menge der Randpunkte, Egy) die Menge der inneren
Kanten und Eg') die Menge der Randkanten von A,. Ferner bezeichne S(*) die Anzahl

der singulidren Eckpunkte von A,,.

Wir betrachten die Zelle A, eines Eckpunkts v,. Es sei n, := deg(v,). Wir nummerieren

die Randpunkte der Zelle A,, gegen den Uhrzeigersinn mit v,,... ,v,,,—1. Die Kanten
von A,, seien mit e,; = [v,,v,] und é,; = [v,y-1,v], | =1,... ,n,, bezeichnet. Ferner
sei fiir | = 1,... ,n, das Dreieck T gegeben durch Tl = A(v,, Upi—1,Uyy). Die Indizes

[ seien hierbei sowie im Folgenden stets als [ modulo n, zu verstehen.

Ist v, € VN Vg/), dann gelte
K, = {T"":1=1,... )} (7.1)
Ist v, hingegen ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann gelte

. (T 1=1,... \n,} mit [V, 1,000,] € EY D, falls v, € V7, (72
’ A(vy,vp0,0y1) mit [vy,0,0,1] € ngl), falls v, € Vp. .

Wir treffen nun drei Aussagen iiber die lokale Geometrie von A, die in den folgenden
Abschnitten bei der Wahl von BB-Punkten fiir eine minimal bestimmende Menge von

S’;(A) und bei der Wahl von Interpolationspunkten von Bedeutung sind.

Bemerkung 7.1. Sei v, € VL(?V_I) und I € {1,... ,A\,} oder sei v, € Vi ein Flappunkt
bzgl. Ay—1 und 1 € {1,... ,n, —2}. Ist v,; ein nicht singuldrer Eckpunkt, der bzgl. A,
semisinguldr vom Typ I oder II ist, dann gilt nach Konstruktion, dass €,; und €,;41 bzgl.
vy, nicht degeneriert sind (vgl. Abb. 7.1).

Ist v, ein Fillpunkt bzgl. A,, dann gilt offensichtlich deg(v,;) = 3, und sowohl é,; als
auch €,;41 sind bzgl. v, nicht degeneriert (vgl. Abb. 7.1).

Abb. 7.1: Ist w,y, I € {1,..., A, }, semisingulér bzgl. K, (links, Mitte) oder ein Fillpunkt bzgl. K,
(rechts), so sind die Kanten é,; und &, ;41 beide bzgl. v, ; nicht degeneriert.
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Bemerkung 7.2. Sei v, € Vg’ ). Ferner seien €y = €,1 und €y,41 = €,,4+1. Es sei

vy, L € {0, X, + 1}, ein nicht singuldrer Eckpunkt. Dann gilt:

(i) Istv,; semisinguldr vom Typ I bzgl. A, und ist & bzgl. v, degeneriert, dann ist v,

bzgl. A, _1 semisinguldr vom Typ IL
(i) Ist v,y semisingulir vom Typ II bzgl. A,, dann ist é bzgl. v, nicht degeneriert.

(iii) Ist v, ein Fillpunkt bzgl. A, und ist & bzgl. v,; degeneriert, dann ist v, bzgl. Ay_1

semisinguldr.

Bemerkung 7.3. Ist v, ein Flappunkt bzgl. A, 1, v > 1, so folgt, dass alle Randpunkte
von A, _1 auch Randpunkte von A sind, da die Eckpunkte vy, ... ,v, nach Algorithmus 2

indiziert wurden. Insbesondere gilt somit v, 0,v,,1 € Vp.

7.1 Minimal bestimmende Mengen

Sei A eine beliebige Triangulierung. Im Folgenden definieren wir induktiv eine allgemeine

Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(A), ¢ > 5.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Wir definieren
A=U_(Ar, \ Pv). (7.3)

Die Mengen Ak, C B,(K,) seien wie folgt gewahlt.

Es sei Ak, eine minimal bestimmende Menge von S;(Al), die wie in Theorem 4.8, 4.9,
4.10 oder 4.16 definiert ist.

Fiir v > 2 unterscheiden wir die folgenden Félle.

Fall 1: Es gilt v, € Véy_l) und A\, > 1.

Dann sei die Menge Ag, wie in (4.36) gegeben, falls v, bzgl. A, 1 nicht semisingulir ist,
und anderenfalls sei die Menge Ak, wie in (4.37) gegeben.

Fall 2: Es gilt v, € Vi " und A, = 0.

Dann gelte A, := {F,7] : j,k>2, i+ j+k=q)}.

Fall 3: Es gilt v, € V7 und v, ist ein Flappunkt bzgl. A, _1.

Es sei Ap,, eine minimal bestimmende Menge von Sj(A) auf B, (K, ), die wie in Theo-

rem 4.8, 4.9, 4.10 oder 4.16 definiert ist, wobei {P};’;"} i <1,i4+j+k=q} CAa,

gelte. Dann setzen wir Ag, := Aa,, \ {Pi[;.’,Z"} i <1l,i+j+k=q}
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Fall 4: Es gilt v, € VB und v, ist ein Flappunkt bzgl. A,_.

Dann gelte Ak, —{ ”k ci>2,04+7+k=q}.

Ferner benotigen wir fiir die Definition der Menge A in (7.3) die Mengen P,, v =1,... ,n
P1 enthalte die folgenden BB-Punkte. Ist vy, [ € {1,... ,n1}, ein nicht singulirer Eck-

punkt, der entweder ein Fillpunkt oder semisingulir bzgl. A; ist, dann sei P;; € {PO[’I‘EZJQ’Z,

012%12} und es gelte P ; € Py.

Ist v, € Vg/_ ), v > 2, dann enthalte P, die folgenden BB-Punkte.

e Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semisingulér

bzgl. A, ist, und ist €,; bzgl. v, ¢ nicht degeneriert, dann gelte P(EI’IQ”I‘L2 eP,.

e Ist v,;, 1 <1 < Ay, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder

semisinguldr bzgl. A, ist, dann sei P,; € {P(Elqu’llQ,Q, 01/21(-11- 5} und es gelte P,; € P,,.

e Ist v, ), 41 ein nicht singulirer Eckpunkt, der ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl.
A, ist, und ist €, 5,41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert, dann gelte Pg:i”g] eP,.

Ist v, € Vi, v > 2, ein Flappunkt bzgl. A, ;, dann enthalte P, die folgenden BB-Punkte.

Ist v,;, 2 <1 < m, — 1, ein nicht singulirer Eckpunkt der entweder ein Fillpunkt oder

semisinguldr bzgl. A, ist, dann sei P,; € {P0 0-2.2> 0u2l;12} und es gelte P,; € P,.

v, € Vg, v > 2, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann gelte P, = (.

Nach Konstruktion von P,, v =1,... ,n, gelten die folgenden Aussagen.

Bemerkung 7.4. Gilt P, # 0, 1 < v < n, dann liegen die BB-Punkte aus P, auf
Randkanten von A,. Ferner sind die BB-Punkte aus P, in keiner Cl—Menge von v, bzgl.
der Kanten e, , | =0,... , )\, + 1, enthalten.

Bemerkung 7.5. Beim Hinzufiigen von K, zu Ay,_1 wird fiir jeden Fillpunkt oder se-
misinguldren Eckpunkt bzgl. A, ein BB-Punkt zur Menge P, hinzugefigt, soweit eine
Randkante von K, existiert, die bzgl. des Eckpunkts nicht degeneriert ist. Ferner gilt,
dass dieser BB-Punkt auf einer der Randkanten von K,, die bzgl. des Eckpunkts nicht

degeneriert sind, liegen muss.

Bemerkung 7.6. Ist v, ein Fillpunkt oder ein semisinguldrer Eckpunkt bzgl. A, und ist
€1 bzgl. v, 0 degeneriert, dann folgt mit Bemerkung 7.2 sowie nach Definition der Mengen
Pu,mw=1,...,v—1, dass fiir v, bereits ein geeigneter BB-Punkt in einer der Mengen

Pu, p=1,...,v—1, enthalten ist. Analog gilt dies fiir den Eckpunkt v, ,41.

Das folgende Theorem besagt, dass die in (7.3) definierte Menge A eine minimal bestim-

mende Menge von S(}(A) ist.
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Theorem 7.7. Sei ¢ > 5. Dann ist A in (7.3) eine minimal bestimmende Menge von
S’;(A).

Beweis. Seiq>5und s € S;(A). Wir zeigen zunéchst, dass A eine bestimmende Menge
von Sj(A) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P e By(A)gilt. Firv =1,... ,nund ! =1,... ,n, sei s|pn,y in der BB-Darstellung (2.5)
gegeben. Es sei A, :=UJ_;(Ak, \ Py), v =1,... ,n. Im Folgenden zeigen wir, dass gilt:

Aps=0, PeA, = Aps=0, PeBy(A,), v=1,...,n (7.4)

Da A, = A gilt, folgt aus (7.4), dass A eine bestimmende Menge von S;(A) ist.

Beweis von (7.4) durch vollstindige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 1. Nach Konstruktion von Ak, und mit Bemerkung 7.4 folgt direkt
Aps =0, PE'Bq(Al)\.(Pl. (75)

Ist P; = (), dann folgt damit bereits die Behauptung.

Ist P; # 0, dann sei vy, I € {1,... ,n1}, entweder ein Fillpunkt bzgl. A; oder ein nicht
singuldrer Eckpunkt, der bzgl. A; semisinguldr ist. O.B.d.A. sei v1; semisingulr vom
Typ IT bzgl. A;, und es gelte P(E}Q’f;rg € P,. Wir zeigen, dass in diesem Fall agly’;:;g =
0 folgt. (Der Fall Pg}ﬂm € P1 und der Fall, dass v;; ein Fillpunkt oder semisingulér
vom Typ I bzgl. A; ist, lassen sich analog zeigen.) Wir nummerieren die Dreiecke mit
Eckpunkt vy ;, die nicht in A; enthalten sind gegen den Uhrzeigersinn mit TW, j=1,2,3,
d. h. es gilt TV = A(vy g, wi,v10-1), 7@ = A(vy 1, ws, wr) und TG) = A(vy 1,01 141, w2),
wobei wi, wy die Eckpunkte aulerhalb von A; bezeichnen. Ferner sei e; die gemeinsame
Kante von TU) und TU+Y, j = 1,2. Mit (7.5) gilt insbesondere A\p s = 0 fiir alle P €
(Da2(v1,;) NBg(A1))\ {PO[121;1]2} Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen an dem Eckpunkt vy
erhalten wir somit Ap s = 0 fiir alle P € D;(v;). Da T™) eine gemeinsame Kante mit
T hat, folgt des Weiteren aus den C*-Stetigkeitsbedingungen an dieser Kante fiir den

Koeffizienten 0,5132,1,1 von p; € fIq auf T, dass aE]IJQ’l’l = 0 gilt. Ferner folgt, da e; und

ez degeneriert sind, fiir die Koeffizienten agj)2,1,1 von p; € I, auf TU), dass a(gj_)2,1,1 =0,

J = 2,3, gilt. Da ¢&; ;11 nach Voraussetzung bzgl. v;; nicht degeneriert ist, folgt dann aus

den C'-Stetigkeitsbedingungen a([)l”;;;g = 0 und somit die Behauptung fiir v = 1.

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (7.4) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Nach
Induktionsannahme sowie nach Konstruktion von A, folgt Ap s =0, P € B,(A,) \ P,.
Gilt P, # (), dann erhalten wir analog zum Beweis fiir den Fall v = 1, dass Ap s = 0,

P € P, gilt. Daraus folgt bereits die Behauptung. 0

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Wir zeigen im Folgenden, dass fir v =1,... ,n
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A, = W (B q(q2—1) e (w »

y (7.6)
= YRl + VO] + SO,

p=1
wobei V) die Menge der nicht singuléren Eckpunkte v,, 2 < p < v, bezeichnet, die
entweder ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl. A, _; sind. Nach Konstruktion enthilt P,
fiir jeden semisinguldren Eckpunkt v,; von K, bzgl. A,, von dem mindestens eine bzgl. v,

nicht degenerierte Randkante von K, ausgeht, einen BB-Punkt. Somit gilt offensichtlich

NP = V™).
v=1

Ist (7.6) gezeigt, folgt dann wegen A,, = A und A, = A aus den Theoremen 2.4 und 2.3

bereits, dass A eine minimal bestimmende Menge von S‘}(A) ist.

Beweis von (7.6) durch vollstandige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 1. Nach Konstruktion gilt |[A;| = nlw + 3 + oy, — |P1]. Da
|V1(1)| =1, |E§1)| =n1, SO =g, und |[VD| = 0 gilt, folgt daraus bereits (7.6).
Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (7.6) sei fiir v—1 bereits bewiesen. Ist v, €
V™Y, dann gilt |[EC)| = |[E¢D |+ (A, +2), [V = V|41 und S® = S0V 40, .
Ferner ist [V*)| = V=V, falls v, ¢ V) gilt, baw. es ist |[V*)| = VD] 4 1, falls
vy, € 17482 gilt. Nach Konstruktion von A, erhalten wir

(A, +2) el i@t 434 5 P, falls v, ¢ V),

, q(q§1) + (q73)2(qf2) — |P.],

|A,,| = |A,,,1| +

sonst.

Nach Induktionsannahme folgt dann (7.6).

Ist v, € Vi ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann gilt nach Konstruktion von A, |E(”)| =
|IECD| + (n, +1), VW] = [vE-D| 41, §) = -1 4 5 und |[V®)| = |V D], Nach
Konstruktion von A, erhalten wir
—1
A = 1A+ s gy - )

so dass nach Induktionsannahme (7.6) folgt.

Ist v, € Vp ein Flappunkt bzgl. A,_;, dann gilt nach Konstruktion von A, |[E®)| =
B0-D] 41, [V = [VO-D|, §0) = §6-D, [7@)] = [7¢D] und [P,] = 0. Nach
Konstruktion von A, gilt
q(g—1)

5
so dass nach Induktionsannahme (7.6) folgt. [ |

|A,,| = |A,,,1| +
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7.2 Hermite-Interpolation

Aus unserer Beschreibung minimal bestimmender Mengen von S(} (A), ¢ > 5, aus dem vor-
herigen Abschnitt erhalten wir direkt allgemeine Hermite-Interpolationsmengen fiir S,}(A)
fiir beliebige Triangulierungen. Fiir die Konstruktion der Hermite-Interpolationsmengen
fiir S’;(A), q > 5, bendtigen wir die Menge £ C V x E, die fiir v = 1,... , n die folgenden

Elemente enthalte:

e Ist v =1 oder ist v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A,,_1 und ist ferner v, nicht singulér,
dann sei l, € {0,... ,n, —1} so gegeben, dass e,;, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und

es gelte (v,,e,,) € Ex.

e Gilt fir v > 2, dass v, € Vgil) bzgl. A, 1 nicht semisingulir ist und ferner A\, > 1
ist, dann sei [, € {1,... ,\,} so gegeben, dass e, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und

es gelte (v,,e,,,) € Ex.

e Ist w1, 1 <1 < ny, ein nicht singulidrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder

semisingulir bzgl. A; ist, dann gelte entweder (v, €,;) € &y oder (Vu1s€u041) € &x.
o Seiw, € VL(?V_I), v>2.

— Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semi-
singuldr bzgl. A, ist, und ist ferner é,; bzgl. v, ¢ nicht degeneriert, dann gelte
(vp,0,€0,1) € &

— Ist vy, 1 < 1 < Ay, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fill-
punkt oder semisingulir bzgl. A, ist, dann gelte entweder (v,,€,,;) € 5 g oder
(Vugs év141) € Em.

— Ist v, ), 41 ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder se-
misinguldr bzgl. A, ist, und ist ferner é, ),41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert,

dann gelte (vy,0,€,1,+1) € e

e Sei v, € V; ein Flappunkt bzgl. A,_1, v > 2. Ist v,;, [ € {1,... ,n, — 2}, ein nicht
singuliarer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl. A, ist, dann

sei entweder (v,,€,;) € Ex oder (v,1,€,041) € Ex.

Sei s € S’;(A), g > 5, und pl = Slpwar, L =1,...,ny, n = 1,...,n. Sei f € C(Q)
geniigend oft differenzierbar. Ferner seien Dp"!! bzw. D¥f, v =1,... ,n,l=1,... ,n,,
w € N, wie in (2.3) definiert.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Ist v = 1 oder ist v, € V7, 2 < v < n, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann erfiille s die

folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:
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(7.7) DUp"H(v,) = D¥f(v,), w=0,1, fiirein [ € {1,... ,n,},

82 1] 82 ~ .
(7.8) G (1) = o (w), falls (v,e00) & £ gilt, 1= 1.y,
2plv] 0% f .
(79) W Vy) = W (’UV) fir einl € {1, e ,’)’LV},
P plvll o f optipil oPtLf

(7.10) g, (vn) = gog,; (vwp) und Z52m 55 (vn) = Foe 56, (vwd)

firp=0,...,¢q—3und{ =1,... ,nq, falls v =1 gilt, baw. [ = 1,... ,n, — 2, falls

v > 1 gilt,
app[v,ll o° f ap+1p[v,1] oPtLyf
(T11) Foer () = gog, 7 (o) und - Foo=5a (001) = Fog 56, (V)

firp=2,...,9q—3und !l =n, — 1,n,, falls v > 1 gilt,

2 [w,d] 52 5 ~ . 1,... , N1, I/Zl,
(7.12) 82p—él,l (V) = 82—é{l (vp,), falls (v, €,1) & € gilt, [ =

L.o.yny—1, v>1,

92plvi+1] 52 _ - 1,...,nq, v=1,
(7.13) #m () = W{-H (), falls (vy, €viy1) & Em, =

0,...,ny—2, v>1,

ap+a'p[u7l] ap+a'f .
(7.14) 505, 97er: () = Gog, gme,; (Vw) fiir p 22, p+0<q=2, (p,0) £ {(2,0),(q -
2,0)} und [ =1,... ,n,, wobei fiir v > 1 im Fall [ = n, ferner o > 2 gelte.

Ist v > 1 und v, € Vp ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann erfiille s die folgenden Hermite-

Interpolationsbedingungen:

(7.15) D*pH(v,) = D¥f(v,), w=0,... ,q—2.

Ist v > 2 und v, ein Randpunkt von A,_1, dann betrachten wir die folgenden Hermite-
Interpolationsbedingungen fiir s auf K, :

62p[u,l] 2

(7.16) S (1)) = - (0), falls (v, e,0) & En gilt, 1 <1< Ny,

app[u,l] ap ap-ﬁ-lp{l/,l] ap+1
(717) Wﬁ/,l (Uv,l) = WL (Uu,l) und m Ul/,l = Waéy,l (Ul,,l)

firp=0,...,q—3, 1 <I <A,

o2 1] o2 ~ ~ )
(7.18) G (0,0) = g3 (0n), falls (0,1,800) ¢ Er gilt, 1=1,.. A, +1,

62p[u,l+1] 62f B ~ .
(7.19) e (U,,,l) = ey (Ul/,l)7 falls (v,,,l,e,,,m) ¢ Epgilt, 1 =0,...,\,,
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oo v o f )
(720) m (Ul/,l) = m (vu,l) fiir Y > 2a pt+o < q— 21 (:010) ¢ {(230)3 (q -

2,00} undl=1,... A, + 1

Gilt A\, > 1, dann erfiille s die Interpolationsbedingungen (7.16) bis (7.20). Ist A\, = 0,
dann erfiille s die Interpolationsbedingungen (7.18) bis (7.20).

Theorem 7.8. Sei ¢ > 5. Dann ist V eine Hermite-Interpolationsmenge fiir S’;(A).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 7.7 folgt mit den Beziehungen (2.7) zwi-
schen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer wie in (7.3) gegebenem mininimal

bestimmenden Menge A von S;(A) eindeutig bestimmen. [ |

7.3 Lagrange-Interpolation

Im Folgenden konstruieren wir induktiv allgemeine Lagrange-Interpolationsmengen fiir
S;(A), q > b, fiir beliebige Triangulierungen. Da keine direkten Beziehungen zwischen
den Punkten einer minimal bestimmenden Mengen und Lagrange-Interpolationspunkten
bestehen, gehen wir bei der Konstruktion der Lagrange-Interpolationsmengen nach der
folgenden Vorgehensweise vor. Wir wihlen zunéichst Lagrange-Interpolationspunkte auf
den Kanten der Kegel und Zellen. Wir erreichen somit fiir jedes Dreieck eine Reduktion
des Polynomgrades, die wir durch die Wahl weiterer Interpolationspunkte auf geeigneten
Geradensegmenten weiterfithren konnen. Wir erhalten auf diese Weise ein allgemeines
Lagrange-Interpolationsschema, fiir S’;(A), q > 5, fiir beliebige Triangulierungen, das die

von Davydov & Niirnberger [18] beschriebene Lagrange-Interpolationsmenge umfasst.

Es sei & L CV x E, und € 1, enthalte die folgenden Elemente:

e Gilt fiir v > 1, dass v, € Vg’fl) bzgl. A, 1 nicht semisingulér und ferner A, > 1 ist,
dann sei [, € {1,...,\,} so gegeben, dass e,, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es

gelte (vy,e,,,) € L.
e Seiv, € VL(?V_I), v>1.

— Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semi-
singuldr bzgl. A, ist, und ist ferner ¢, ; bzgl. v, ¢ nicht degeneriert, dann gelte
(vp,0,€0,1) € Er.

— Ist v,;, 1 <1 < Ay, ein nicht singulérer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt

oder semisingulir bzgl. A, ist, dann gelte (v,;,€,41) € L.
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— Ist v, ), +1 ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder se-
misingulér bzgl. A, ist, und ist ferner €, ,41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert,

dann gelte (v,0,€,0,+1) € L.

e Ist v, € V7 ein nicht singulidrer Flappunkt bzgl. A,_, dann sei [, € {1,... ,n, — 2}

so gegeben, dass e,;, bzgl. v, nicht degeneriert ist, und es gelte (v,,e,;, ) € L.

e Sei v, € Vr ein Flappunkt bzgl. A,_;, v > 1. Ist v,;, 1 <1 < n, — 2, ein nicht
singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl. A, ist, dann

gelte (’UVJ, éy,H_l) € éL.

Insbesondere gilt dann nach Konstruktion von &}, sowie mit Bemerkung 7.1 die folgende

Aussage.

Bemerkung 7.9. Gilt (v,e) € éL, dann ist e bzgl. v nicht degeneriert.

Um im Folgenden die Notation zu vereinfachen, setzen wir fiir ¢ > 0

~ 1 2

Konstruktion von Lagrange-Interpolationsmengen:

Nach Definition gilt Ag = T1"]. Die Menge L enthalte die folgenden Punkte:
(7.21) die Eckpunkte vy, v10, v1,n,-1,

(7.22) (¢ — 1) verschiedene Punkte im Inneren jeder Kante von T,

(7.23) dy—3 verschiedene Punkte z&ll, . ,z%‘fg;?’) im Inneren von T welche eindeu-
tige Lagrange-Interpolation mit I, 3 zulassen. (Wir wihlen beispielsweise (¢ — 2)
parallele Geraden L; in T und i verschiedene Punkte auf jeder Geraden Lj,

i=1,...,q—2)

Fiir v > 1 wihlen wir die Menge L, wie folgt. Ist v, € Vg’fl) und A, > 1, dann definieren

wir
0, falls (vy;-1,€) ¢ & gilt,
Cyl = . lZl,...,)\V,
1, falls (v,1-1,€,) € & gilt,
1, falls (Uz/,)\,,aéu,/\,,-i-l) ¢ éL und (UV,Au-l-laéV,/\u-i-l) ¢ éL gilt,
Cun+1 = 2, falls entweder (v,,,€,0,+1) € &1 oder (Vuru+1> €00, +1) € &L gilt,

3, falls (Ul/,)\,,aél/,/\u-i-l) € &1, und (Ul/,)\,,-l—laél/,/\u-i-l) € &y, gilt.

Dann enthalte £, die folgenden Punkte:
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(7.24) die Eckpunkte v, fir 1 <[ <\,,

(7.25) (g—2) verschiedene Punkte wljl), e ,wl(ffm im Inneren von e, j, falls (v,,e,;) ¢ er,
gilt, bzw. (¢ — 3) Punkte wyfl Yo ,wl(ff?’) im Inneren von e,, falls (v,,e,;) € &L
gilt, fir 1 <1< Ay,

(7.26) (¢ — 2 — ¢,;) verschiedene Punkte uN)l(jl b ,QDIE?Z_Q_C"") im Inneren der Kante é,,;
firl=1,... , A\, +1,

(7.27) dg—4 verschiedene Punkte zl(/’ll), . ,zl(/iiqu‘l) im Inneren von T'"!, welche eindeutige
Lagrange-Interpolation mit ﬁq_4 zulassen, fiir [ = 1,... ,\,, und d,_5 verschiedene
Punkte z,(jl))w T ,zﬁfj\i)ﬂ im Inneren von T*+1] welche eindeutige Lagrange-

Interpolation mit II, 5 zulassen.
Ist vy, v > 1, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann enthalte L,

(7.28) den Eckpunkt v,,

(7.29) (g — 2) verschiedene Punkte wyll yee ,wl(/ql_z) im Inneren von e, fir [ = 0,n, — 1
und
. _4 verschiedene Punkte 2z, ,...,2, 5, " 1m Inneren von vl welche eindeu-
7.30) d, hiedene Punkte 2\, (a=3) im 1 T, welche eind

tige Lagrange-Interpolation mit ﬁq,4 zulassen.

Gilt v, € Vj, dann enthalte L, ferner die Punkte (7.24) bis (7.27), wobei A\, = n, — 2
gelte.

Wir definieren £ := U)_,L,.

Theorem 7.10. Sei ¢ > 5. Dann ist L eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S,}(A).

Beweis. Sei g > 5 und sei s € S;(A). Es gelte s(z) = 0 fiir alle z € L. Wir zeigen im
Folgenden, dass gilt:

s(2) =0, z€U, oL, = sla, =0, v=_0,...,n. (7.28)

Beweis von (7.28) durch Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 0. Es ist zu zeigen, dass s(z) = 0 fiir alle z € T[] gilt. Sei
e € {e1,0,€1,n,—1,€1,n, }- Dann gilt s|. € II, und nach Voraussetzung verschwindet s|, auf
(¢ + 1) verschiedenen Punkten von e. Es folgt direkt s(z) =0, z € e;oUer -1 U €1y, .
Somit gilt

slprnn(2) = 1(2) l2(2) I3(2) p(2),
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wobei [;(z) = 0, ¢ = 1,2, 3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante ey g, 1,5, -1
baw. &, enthilt, und p(z) ein Polynom aus TT,_3 ist. Dann gilt

d‘17 _
p(zlynl) = ... = p(zinle’)) =0

und somit p(z) = 0, d. h. es gilt s(z) =0, z € TIhml,

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (7.28) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Sei
vy, € VL(?V_I). Nach Induktionsannahme gilt s|q, , = 0. Wir erhalten somit

0s 0s

5(z) = %(2‘) = a—y(z) =0, z€e0Uep, +1-

Gilt (v,,0,6,1) € &1 oder gilt (v,x,11,ésn,+1) € €1, dann erhalten wir analog zum
Beweis von Theorem 7.7 mit Bemerkung 7.9 und mit den Beziehungen (2.7) zwischen den

partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von pll = Slpwn €Iy, 1 =1,A, +1,

dass
orplv-tl oOPplvAv+1]
=0 =0,1,2, bzw. —— =0 =0,1,2 7.29
apél/,l (UI/,O) y P y Ly 4y A 8péu,)\,,+1 (Ul/,/\u+1) y P y Ly 4y ( )

gilt. Wir betrachten nun zunéchst den Fall A, = 0. Dann gilt fiir g, = s|(;,,,1 € Il

)

i i o Y
1 (v0,0) = @1 (V0) = Qo1 (0, (4-2-cv1)

=...=Gua(w,, ) = Gui(v1) = 1 (vu1)

sowie q,’/’,l(v,,,o) =0, falls (v,,0,€,,1) € &L gilt, und qNZ,’J(U,,,l) =0, falls (v,,1,€,,1) € &L gilt.
Wir erhalten somit s(z) =0, z € é,,;. Dann folgt

slrwan(2) = (11(2))? (12(2))? I3(2) p(2),

wobei l;(z) = 0, ¢ = 1,2,3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante e, , e,
bzw. &, enthilt, und p(z) ein Polynom aus TT,_5 ist. Es gilt

p(z)) = ... = pl% ¥y = 0

und somit p(z) =0, d. h. es gilt s(z) =0, z € T,

Sei nun A, > 1. Wir zeigen zunéchst, dass s(z) =0, z € e,; U...Ue,),, gilt. Ist v, bzgl.
A, _1 nicht semisinguldr, dann existiert nach Konstruktion genau ein [, € {1,... A, },
so dass (vy,e,,) € &r gilt. Gilt fiir [ € {L... ) (vseny) ¢ &1, dann folgt fiir Qv =
3|8u,1 € H(I

1 -2
i (00) = dy(00) = qua(l)) = ... = 4,05 ) = quu(v,),

und wir erhalten s(z) = 0, z € e, ;. Ist v, semisingulér bzgl. A,_;, dann folgt damit bereits
s(z) =0 fir alle z € e, U...Ueyy,. Ist v, nicht semisingular bzgl. A,_;, dann erhalten
wir s(z) =0 fiir alle z € e,;, [ = 1,... , A, | #1,. Insbesondere gilt dann
oPplll
e,

() =0, p=0,1,2, I=1,..., 0, [#L.
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Mit den C'-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e, 1, ... ,e,, erhalten wir
Dp"N(w,) =0, w=0,1,2, I=1,...,\.

Somit folgt fiir q,;, = sle,, € I,

1 -3
qu,l, (vy) = Qzl/,l,, (vy) = Qzl/,,l,, (vy) = qu,l, (wz(/,l),,) ==, (wz(/(,}l,, )) =4qu,, (vu,l,,)a

und wir erhalten ferner s(2) =0, z € e,, .

Wir betrachten nun 71, Sei dui = Sle,, € Hg. Ist (vy0,60,1) & €., dann gilt nach

Definition von L,

1

~ ~ ~ ~ —2
v, 1(Vu0) = @1 (00,0) = Gua (0, (02

D= = @) = G (o)

und somit folgt s(z) =0, z € é,;. Anderenfalls erhalten wir mit (7.29)

- - ~ ~ ~(1 ~ ~(g—3 -
Gt (00,0) = @y (V00) = @y (00,0) = Gt (@5)) = ... = G (@) = Gyt (vin),

so dass wir ebenfalls s(z) =0, z € €, 1, erhalten. Dann gilt

slpwn(2) = (11(2))? l2(2) I3(2) p(2),

wobei l;(z) = 0, ¢ = 1,2,3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante e, , e,

bzw. &, enthilt, und ferner p(z) ein Polynom aus IT,_4 ist. Es gilt

pl)) = o= p(% ) =0

und somit p(z) = 0. Damit folgt direkt s(z) = 0, z € T, Fiir 2 < 1 < ), folgt analog
zum Fall [ = 1, dass s(z) = 0 fiir alle z € T gilt. SchlieBlich lisst sich analog zum Fall
A, = 0 zeigen, dass ferner s(z) = 0 fiir alle z € T+ gilt. Dies beweist (7.28) fiir den
Fall, dass v, € V""" gilt.

Sei nun v, ein Flappunkt bzgl. A, ;. Nach Induktionsannahme gilt s|q,_, = 0, so dass

wir mit den C'-Stetigkeitsbedingungen an der Kante €,

0s 0s .
S(Z) = %('z) = 8_y(z) = 0, zZEeyn,,

erhalten. Nach Definition von £, gilt dann fiir ¢,y = s/, € Iy, [ = 0,1, — 1,

1 -2
Ga(vn) = qua(wl)) = ... = @) = gua(via) = dhy(vn),

k]

so dass wir direkt s(z) =0, z € e, 0 U e, 1, erhalten. Demnach gilt

Slrwan1 (2) = Li(2) l2(2) (13(2))? p(2),
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wobei [;(z) = 0, ¢ = 1,2, 3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante e, , €., —1

baw. &5, enthilt, und ferner p(z) ein Polynom aus I,_4 ist. Es gilt
d
p(A,) = - = pali?) = 0

und somit p(z) = 0. Damit folgt direkt s(z) = 0, z € T, Ist v, € Vi dann folgt dann
bereits die Behauptung. Ist v, € V7, dann folgt (7.28) mit Bemerkung 7.9 analog zum
Beweis fiir den Fall, dass v, € Vé’jil) und A, > 1 gilt. O

Somit bleibt zu zeigen, dass L = dim S;(A) gilt. Wir zeigen im Folgenden, dass fiir
v=1,...,n gilt:

v q+1)(g+2 v), q(qg—1 v q+1)(qg+2
Ui 2yl = D gy D) oy (L2022 )
Aut1 (7.30)
- Z(Zcuz)JerlJrS)
p=L,...,v [=1

wobei V) die Menge der nicht singuléren Eckpunkte v,, 2 < p < v, bezeichnet, die
entweder ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl. A, _; sind. Nach Konstruktion gilt offen-
sichtlich

Av+1 ~
S O =1V (7.31)
v=l,...,n =1

Ist (7.30) gezeigt, dann folgt mit (7.31) wegen A,, = A sowie mit den Theorem 2.3 bereits,
dass |L] = dim S}(A) gilt.
Beweis von (7.30) durch vollstandige Induktion nach v.

Induktzonsanfang v = 0. Nach Konstruktion gilt |[Lg| = d,. Da |E | = |V | = =
V()] = 0 gilt, folgt daraus bereits die Behauptung.

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (7.30) sei fiir v—1 bereits bewiesen. Ist v, €
V"V, dann gilt |IEW)| = |[EV=D] 4+ (), +2) V| = |VE=D|+1und S® = s 44, .
Ferner gilt |V")| = [V, falls v, ¢ V) ist, baw. |[V®)| = |[VED| 41, falls v, € V¥ )
ist. Nach Konstruktion von £, gilt

Av+1
-1 +1)(g+2
Ul Lul = U2 Ll + (A +2) Q(qz ) _ )2((1 ) 4340, - > e
falls v, ¢ V*) gilt, und anderenfalls
Av+1
—1 ~3)(qg—-2)
L = L R R 3L
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so dass nach Induktionsannahme (7.30) folgt.

Ist v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A, 1, dann folgt nach Konstruktion von A,,, dass |E v | =
|IEC=D| 4 (n, +1), [VW)| = |[vE=D| 41, S = §-D 1 5, und [V¥)| = [V gilt.
Nach Konstruktion von L, gilt

) Av+1

W=D 4 540, - (20+1) Zcuz

2

|y, 0L|—|u”1L|+n,,

Nach Induktionsannahme folgt dann (7.30).

Ist v, € Vp ein Flappunkt bzgl. A,, 1, dann folgt nach Konstruktion von A, dass |E | =
|EC=D| 41, VW) = v, §¢) = &= ynd V)| = |V (“—1)] gilt. Nach Konstruktion
von A, erhalten wir

q(q—1)
2 )

| Up=o Lul = 1UpZg Lul +

so dass nach Induktionsannahme (7.30) folgt. [ |
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Kapitel 8

Minimal bestimmende Mengen
von S;(A) auf Kegeln

Gegeben sei eine Triangulierung A und eine Teiltriangulierung A von A. Es sei v ein
innerer Eckpunkt von A und ein Randpunkt von A. Dann bezeichne K den Kegel von v

bzgl. A. In diesem Kapitel betrachten wir die Teiltriangulierung

Ag = AU K (81)

und konstruieren fiir ¢ > 5 allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von Sg (Ag),

wobei wir davon ausgehen, dass Sg(A) bereits bestimmt ist.

Im Vergleich zur vollstdndigen Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen von
S(}(A &) handelt es sich bei der Konstruktion minimal bestimmender Mengen von Sg(A K)
um ein wesentlich schwierigeres Problem, da die Bézier-Koeffizienten eines C?-Splines in
einem noch komplexeren Zusammenhang stehen. Neben Semisingularititen treten weitere
kritische geometrische Konstellationen auf, auf die wir im Folgenden niher eingehen.

Die Eckpunkte, Kanten und Dreiecke von K seien wie in Abbildung 4.1 nummeriert. Fiir
[=1,...,2+1 setzen wir vgl] =, Ug} = v; und vg] = v;_1. Dann gilt das folgende Korollar,
das unmittelbar aus den Resultaten von Alfeld, Piper & Schumaker [2] zu den minimal
bestimmenden Mengen von S7(A) auf Zellen folgt (vgl. auch Niirnberger & Zeilfelder [49]).

Korollar 8.1. Es sei K ein Kegel mit \ inneren Kanten, X > 2. Fir einl € {2,... A}
seien die Kanten e;_s, €1, e; und e;11 paarweise nicht kollinear. Ferner sei s € Sg(K),
q =5, und es gelte \ps =0, P € D3(U)\{Pq[l13,3,oa Pq[ll3,2,1a Pq[ll3,1,2v Pq[ll&o,g}- Dann folgt
Ap s =0 fir alle P € D3(v).

Abbildung 8.1 veranschaulicht den Sachverhalt aus Korollar 8.1.
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Abb. 8.1: Ist S?(K) auf den BB-Punkten ® bestimmt, dann auch auf Ds(v).

Sei S’g(A) bereits eindeutig bestimmt. Besitzt der Kegel K nicht vier aufeinander folgende
Kanten mit paarweise verschiedener Steigung, die von v ausgehen, dann ist Sg(A k) auf
mindestens einem BB-Punkt in B, (K) iiberbestimmt. Wie Abbildung 8.2 zeigt, liegt dieser
BB-Punkt fiir den Fall, dass v bazgl. A nicht semisingulér ist, in R3(v). Ist v bzgl. A

semisingulér, kann dieser BB-Punkt auch in R4(v) liegen.

Abb. 8.2: Tst S7(A) auf B,(A) bestimmt, dann ist S2(A) auf den BB-Punkten O eindeutig be-
stimmt, auf dem BB-Punkt O jedoch iiberbestimmt.

Ein direkter Ansatz zur Vermeidung von Uberbestimmtheiten besteht darin, entweder aus
einer minimal bestimmenden Menge A von Sg(A) nachtriglich einen geeigneten BB-Punkt
aus D4(v) zu entfernen oder bei der Wahl von A eine kritische Situation am Randpunkt
v von A zu beriicksichtigen. Fiir ¢ = 5 und ¢ = 6 sind jedoch schon die Scheiben der
Ordnung drei fiir zwei benachbarte Randpunkte von A nicht disjunkt. Somit ist nicht
gewiihrleistet, dass A einen geeigneten BB-Punkt aus Dy (v) enthiilt, so dass S’g(A k) durch
Entfernen des BB-Punkts aus A nicht mehr iiberbestimmt ist. In diesem Fall werden wir K
modifizieren. Dazu unterteilen wir ein oder zwei geeignete Dreiecke von K durch einen so
genannten Clough-Tocher-Split, d.h. wir fiigen im Inneren eines Dreiecks T von K einen
Eckpunkt 3, hinzu und verbinden diesen mit den Eckpunkten von 7' (vgl. Abb. 8.3).
Besitzt K bereits drei aufeinander folgende Kanten, die paarweise nicht kollinear sind,
dann geniigt es offensichtlich ein Dreieck von K zu unterteilen. Ist v jedoch semisingulir,

d.h. besitzt K nur zwei aufeinander folgende Kanten mit paarweise verschiedener Steigung,
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dann unterteilen wir zwei benachbarte Dreiecke von K.

] Vi1

T3]

Abb. 8.3: Unterteilung von T durch einen Clough-Tocher-Split.

Gilt ¢ > 7 und besitzt K nicht vier aufeinander folgende Kanten mit paarweise verschie-
dener Steigung, withlen wir den oben beschriebenen Ansatz zur Vermeidung von Uberbe-
stimmtheiten. Wir nutzen dabei die Tatsache, dass fiir ¢ > 7 die Scheiben der Ordnung
drei zweier benachbarter Eckpunkte disjunkt sind. D.h. anstatt nachtréiglich BB-Punkte
aus einer bereits gew#hlten minimal bestimmenden Menge von S’g(A) aus Ds(v) zu ent-
fernen, gehen wir davon aus, dass A eine minimal bestimmende Menge von S’g(A k) auf
B,(A) U D3(v) ist. Ferner beriicksichtigen wir den Fall, dass v semisingulér bzgl. A ist,
indem wir einen geeigneten BB-Punkt aus Ry(v) bei der Wahl der BB-Punkte von A

auslassen.

Wir definieren nun fiir ¢ > 5 die Mengen der BB-Punkte von K, auf denen Sg(A k) nach
unserer Annahme bereits bestimmt ist. Es sei K zunéchst ein Kegel mit Scheitelpunkt v
und A inneren Kanten, A > 2. Fiir ein [ € {2,..., A} seien die Kanten ¢; 5, ¢; 1, ¢; und

er+1 paarweise nicht kollinear. Dann definieren wir

Ry(K) := (Da(v) N By(K)) U{P PN j<2ivjth=q}, ¢>5 (82

Ist A eine minimal bestimmende Menge von Sg(A), dann ist Sg(AK) durch die C?-
Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A und am Eckpunkt v offensichtlich auch
auf Ry(K) eindeutig bestimmt. Mit (2.10) erhalten wir direkt das folgende Korollar (vgl.
Niirnberger & Zeilfelder [49]).

Korollar 8.2. Fiir q > 5 gilt

dim S2(Ag) = dim S}(A) + (A +2) + 6.

(—D@—-2) (¢+1)(g+2)
2 2

Ist K ein Kegel, der nicht vier aufeinander folgende Kanten mit paarweise verschiedener

Steigung besitzt, dann bezeichnen wir fiir ¢ = 5,6 den modifizierten Kegel mit K*. Ist
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das Dreieck Tl von K in K* nicht unterteilt, so setzen wir [; := 1. Anderenfalls gelte
Iy := (1,1). Analog definieren wir Iy, := X + 1, falls T von K in K* nicht unterteilt
ist, bzw. anderenfalls /11 := (A + 1,2). Wir definieren

Ry(K") = Dolo) UPLL PR s j <2 itj+k=q) q=56.  (83)

Fiir den modifizierten Kegel K* bezeichne nqy die Anzahl der Clough-Tocher-Punkte, die
zu K hinzugefiigt worden sind. Ist A eine minimal bestimmende Menge von Sg(A), $0
gilt wie schon im Fall nicht modifizierter Kegel, dass S’g(A x+) durch A auch auf Ry(K*)
eindeutig bestimmt ist. Wir erhalten das folgende Korollar (vgl. Niirnberger & Zeilfelder
49)).

Korollar 8.3. Fiir g > 5 gilt

dim S2(Ax-) = dim S2(A) + (A+ 2+ 3ncr) W
ety (D@D

2
Sei nun ¢ > 7 und K ein beliebiger Kegel mit Scheitelpunkt v und A inneren Kanten,
A > 1. Es bezeichne d,, die Anzahl der inneren Kanten von K, die bzgl. v degeneriert sind.
Gilt d, > X oder d, = XA = 1, dann definieren wir

Ry3(K) = (By(K) N (D3(v) U D3(vo) U D3(vrs1)))

: o (8.4)
DBl F0 5 <2 145 g
Fiir d, = A\ = 2 gelte
Ry3(K) = (B¢(K) N (D3(v) U D3(vo) U D3(v3))) (8.5)

1 3 . . . 2
ULP Py 1 <2 i+ i+ k=a) U{R2 ).

Nach Voraussetzung ist Sg(AK) fiir ¢ = 5,6 und fiir ¢ > 7 bereits auf Sg(A) sowie auf der
Menge Ry(K) bzw. auf der Menge Rj 3(K) bestimmt. Definieren wir M wie schon im Fall
r = 1 als die Menge der BB-Punkte von K, die in keiner C?>-Menge von v liegen, dann
sind bei der Wahl einer minimal bestimmenden Menge von Sg(A k') insbesondere die Men-
gen D3(v) und C’l%p(v), p=4,...,q,1 =1,... )\ oder Dy(v) und Czp(v), p=25,...,q
I =1,..., ], von Interesse. Fiir einen modifizierten Kegel K* im Fall ¢ = 5, 6 spielen ferner
die Scheiben um die Eckpunkte y; eine Rolle. In Abschnitt 8.1 konstruieren wir fiir ¢ > 5
grofie Klassen (minimal) bestimmender Mengen von Sg(A k) auf den oben genannten Teil-
mengen von B, (K). Aufbauend auf diesen Ergebnissen konstruieren wir in Abschnitt 8.2
fiir ¢ = 5,6 minimal bestimmende Mengen von Sg(A k), wobei K entweder ein Kegel mit
mindestens vier aufeinander folgenden Kanten mit paarweise verschiedener Steigung ist
oder ein Kegel ist, bei dem ein oder zwei Dreiecke durch einen Clough-Tocher Split un-
terteilt sind. Anschliefend konstruieren wir in Abschnitt 8.3 fiir ¢ > 7 allgemeine Klassen
minimal bestimmender Mengen von S7(K) auf beliebigen Kegeln, wobei wir voraussetzen,
dass S7(K) bereits auf Ry 3(K) bestimmt ist.
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8.1 Minimal bestimmende Mengen von S7(A) auf Teilmen-

gen von B, (K)

Es sei A C A wie in (8.1) gegeben. Dabei bezeichne K einen Kegel mit dem Scheitel-
punkt v und A inneren Kanten, A > 1. Wir konstruieren im Folgenden fiir ¢ > 5 Klassen
(minimal) bestimmender Mengen von Sg(A k) auf den Scheiben D, (v), p = 3,4, und auf
der Vereinigung von BB-Punkten, die durch C?-Stetigkeitsbedingungen an einer inneren
Kante von K miteinander in einer Beziehung stehen. Fiir ¢ = 5,6 konstruieren wir ferner
fiir einen modifizierten Kegel K* minimal bestimmende Mengen von Sg(AK*) auf den
Scheiben des inneren Eckpunkts eines Clough-Tocher-Dreiecks, wobei Ag~ wie in (8.1)
gegeben ist.

Analog zum Konzept der C'-Mengen definieren wir auf der Menge B,(K) C%-Mengen des

Scheitelpunkts v bzgl. einer inneren Kante von K.

Definition 8.4. Es sei K ein Kegel mit dem Scheitelpunkt v und X inneren Kanten
e1,-.. ex. Fiir [ € {1,..., A} seien die C''-Mengen von v bzgl. der Kante ¢; = [v,v;] wie in
Definition 4.3 gegeben. Fiir p = 2,... , ¢ bezeichnen wir Cl%p(v) als C?-Menge von v bzgl.

e;. Ist e; nicht degeneriert, dann gelte

9 1 1 l+1
Cip(v) == Cp () UCp, ( U{ pie p,p 2,20 Py—p2.p— 2}

Ist die Kante e; bzgl. v degeneriert, gelte

2 1 H—l
C(v) = Cly ) ULPY, s P

Ist e; bzgl. des Eckpunkts v; degeneriert, dann gelte

2 L l+1
Cl,p(v) . Olp { q— p,p 2,2) q p2,p 2}

Eine C?-Menge Czp(v) heifit degeneriert, falls e; degeneriert ist, anderenfalls nennen wir

Cl%p(v) nicht degeneriert.

Das folgende Lemma liefert eine Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen
von Sg(A) auf einer nicht degenerierten C?>-Menge Czp(v), pe{2,...,q}, Le{L,... A}
Dabei seien die BB-Punkte von Cl%p(v) wie in Abbildung 8.4 mit P,, v =1,...,9, num-

meriert.

Lemma 8.5. A ist genau dann eine bestimmende Menge von S3(A) auf Cl%p(v), wenn A

die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) |Al =6,
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Abb. 8.4: Bezeichnung der BB-Punkte in C7,
(i1) Cll’pfl(v) ¢ A und Cl{p(v) ¢ A,

(”7’) A 7é {P17P37P57P67P77P9}7

('I'U) A 7& {P13P33P43P61P81P9}7
(U) ‘A’# {P47P57P67P77P87P9}-

Beweis. Sei A C Cl%p(v) und es gelte |[A N Cl%p(v)| = 6. Ferner sei s € S2(A) und es gelte

Aps =0, P € A. Zu zeigen ist Ap, s = 0, P € {P1,...,Py}. Wir setzen a, := Ap, s,
v=1,...,9. Dann folgt die Behauptung direkt aus den C?-Stetigkeitsbedingungen

ar = p161 + 202 + Y3 a4

ag = p1az + p2a3 + P30a5

ag = @ia1 + 2010202 + Y3 a3 + 20103 a4 + 20203 a5 + O3 ag
wobei ¢; 1= ¢;(v41) die i-te baryzentrische Koordinate von vy, bzgl. TU bezeichnet,
i=1,2,3. ]
Das folgende Korollar liefert eine Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen

von S2(K) auf einer degenerierten C2-Menge C’l%p(v), pe{2,...,q},le{l,... A}
Korollar 8.6. A ist genau dann eine minimal bestimmende Menge von S3(A) auf Cl%p(v),
wenn A die folgenden Bedingungen erfillt:

(i) [Al =3,

(i) AL Cl{p_l(v) und A ¢ C’llm(v).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus der C'- und der C2-Stetigkeitsbedingung auf
den BB-Punkten von Cl%p(v). [ |

Wie oben bereits erwdhnt, unterteilen wir fiir ¢ = 5,6 ein oder zwei Dreiecke von K
durch einen Clough-Tocher-Split, falls K nicht vier Kanten mit paarweise verschiedener

Steigung besitzt. Wird das Dreieck T von K unterteilt, setzen wir 711 = Av,y,v1),

115



T2 = A(v,v,1y) und T3 = A(y;, v, v,_1), wobei, wie in Abbildung 8.5 dargestellt,

V= Q)El,ﬂ — /Ugl,Q], v = /Ug72} — ,Uél,?)], v = v:[))l,l} _ ’U:[))l’?)] und y = ,Ug,l] _ /U:[))l’Z] _ ,Ugl;?)] gelte.
Ferner setzen wir e; , := [y, Ug,u}]‘
v = U¥72] — ’U¥73]
V-1 = Ug’l] = UQI,B]

v = o] = 12

Abb. 8.5: Bezeichnung der Eckpunkte und Dreiecke des Clough-Tocher-Dreiecks Uile[W].

Offensichtlich besteht die Standardzelle A, von y; genau aus den Dreiecken T lh2]
und T3], Mit Theorem 2.6 erhalten wir somit

dim S2(A,) = 3 W + 7, g¢>2. (8.6)
Im Folgenden withlen wir bei einem Clough-Tocher-Split von T stets den Schwerpunkt
von T als inneren Eckpunkt ;. Somit haben die Dreiecke T#, 1 = 1,2,3, alle den
gleichen Fliacheninhalt. Die baryzentrischen Koordinaten ¢£~l’” } (vi,us1) bzgl. THH (hierbei
gelte v 4 = v;1) lassen sich als Verhéltnisse von Flicheninhalten von Dreiecken interpre-
tieren. Die Annahme, dass y; der Schwerpunkt von T ist, hat somit den Vorteil, dass
wir ¢£-l’” ] (v1,4+1) unabhingig von der GréBe und der Form des Dreiecks T direkt angeben
konnen. Es gilt

[1,3] U
1] _areaT _ [,1] _areaT"
o1 (ve) = area Tl L b2 () = area Tl 5
[1,2]
[,1] _ area T _
¢3 (Ul,2) - area T1] - ]-7
wobei area T den Flicheninhalt von T bezeichne. Analog gilt
¢[1l72}(vl,3) = _13 ¢[2l72}(vl,3) = _17 ¢:[’,l,2](vl,3) = 33
$ (v = 3, ) = 1, o) = 1.

Wir definieren nun analog zu den C'- und C?-Mengen von v bzgl. einer inneren Kante

von K die C'- und C?-Mengen von y; bzgl. der Kanten ey b =1,2,3.
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Definition 8.7. Fiir 4 = 1,2,3 und p = 1,... , ¢ bezeichnen wir die Menge C’(ll ) p(yl) als
C'-Menge von y; bzgl. e, ,,. Dabei ist C(ll M)p(yl) wie folgt definiert:

1 1,1 1,1 1,2
C(lyl)yp(yl) = { lq p+1,00 PIE,qlp,O’ PIE I},q p.1° P[ 1],1,11 p}
1 o [1,2] [1,2] [1,3]
C(l72)7p(yl) T {P ,p l,q p+1> P,p,q—p’ Plp 1,q—p’ Pq —p,p— 11}
1 [1,3] 1,3 1,3
Clizp) = {Pq —p+1,0,p—1° Pq[—zj,O,p’ Pq[—p},l,p—l’ lq]p,p 1}

Ferner bezeichnen wir fiir p = 1,2,3 und p = 2, ... , ¢ die Menge C(Ql ) p(yl) als C%-Menge
von y; bzgl. e ,. Dabei ist C(Zl ) (1) wie folgt definiert:

[1,1] 1,2
C(Zl,l),p(yl) = C(ll,l),p(y) U C(ll 1)V {P 2,q p,2? PIE 2}2711 p}

C?l,?),p(yl) = C&,Z),p(y) UC(l 2),p 1Y) U{PZP 2,q—p q p,p 22}
[1,3]
0(21,3),17(%) = 0(11,3),p(y) UC(l3 1Y)V {Pq —p,2,p—2 ,q p,p 2}

8.1.1 (?-Mengen um einen Eckpunkt

Es sei Ag wie in (8.1) gegeben. Dabei sei K ein Kegel, der mindestens vier aufeinander
folgende Kanten besitzt, die von v ausgehen und paarweise nicht kollinear sind. Bezeichnen

wir die Anzahl der inneren Kanten von K mit A, gilt somit A > 2. Wir definieren

D3(v) := Ds3(v) \ {Pq[ll&&o : 1 <1< Xund ¢ ist bzgl. v degeneriert}, (8.7)

x ! ! ! I+1
Dj(v) := Dy(v)\ {P(J[l?),?;,[]? Pq[14,4,0’ Pq[l4,3,17 Pq[jl,]l,?; PL<T<A (8.8)
und e; ist bzgl. v degeneriert}.

Im Folgenden konstruieren wir fiir ¢ > 5 Klassen bestimmender Mengen von Sg(A k) auf
D;(v), p = 3,4. Dabei setzen wir voraus, dass Sg(AK) bereits auf B, (A) ND;(v) bestimmt
ist. Wir betrachten zunéchst D3 (v). Es gilt

Di(w) = (Ro(K)ND3(w) U AP, o j+k=3,1=2.. )}

Wir definieren im Folgenden eine Menge M3 5,01,0) (v) von Teilmengen von { i 3 eIt
E =3,1=2,...,\} und zeigen, dass jede Menge aus M3 (1 )\)( v) vereinigt mit einer
beliebigen minimal bestimmenden Menge von Sg(AK) auf B,(A) N Dj(v) Sg(A k) auf
Dj(v) bestimmt.

Definition von M2 301, /\)( v):

Sei A C { i 3]k cj+k=3,1=2,... A} Esgilt A € M3 (1, (v) genau dann, wenn ein
I* €{2,...,\} existiert, so dass die Kanten e;« o, e« 1, €+, e 11 paarweise nicht kollinear

sind und A einen der folgenden vier Fille erfiillt.
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Fall 1: Es gilt A = 2.
Dann gelte A = 0.

Fall 2: Es gilt A > 2 und I* = 2.

A enthélt fiir [ = 3,... , A genau einen BB-Punkt aus {Pq[ll?),?),o, Pq[ll372,1, Pq[ll?%m}, falls ¢

bzgl. v nicht degeneriert ist.
Fall 3: Es gilt A > 2 und I* = A\

A enthélt fiir [ = 2,... ;A\ —1 genau einen BB-Punkt aus {Pq[ll&&o, Pq[lj;}m, Pq[lj;}m}, falls

e; bzgl. v nicht degeneriert ist.
Fall 4: Esgilt A>3 und 1 <I* <.

A enthilt fiir [ = 1,...,I* — 2 genau einen BB-Punkt aus {Po1,,,, P, P
falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist. Ferner enthélt A fiir [ = [* + 1,... ,\ genau einen
BB-Punkt aus {Pq[ll&&o, Pq[ll&m,Pq[ll&l’Z}, falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist.

Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A &) auf B,(A) N Di(v).

Lemma 8.8. Seiq > 5 und sei Ay € M2 (1) (v). Dann ist A = AUAg eine bestimmende
Menge von Sg(AK) auf D3(v).

Beweis. Firq > 5seis € Sg(AK) und es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass
Ap s = 0 fiir alle P € D%(v) gilt. Wegen A C A erhalten wir direkt Ap s = 0, P € B,(A)N
Dj(v). Aus den C?-Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A und am Eckpunkt v
folgt ferner Aps = 0, P € Ry(K)N D35 (v), wobei Ry(K) wie in (8.2) gegeben ist. Fiir A = 2
sind die Kanten ey, ... ,e3 paarweise nicht kollinear. Ferner gilt Ay = (). Aus Korollar 8.1
folgt dann direkt die Behauptung. Sei nun A > 3. Da Aq € M;(L/\) (v) gilt, existiert
ein [* € {2,...,A}, so dass Ay von der obigen Form ist. Nach sukzessiver Anwendung

von Lemma 8.5 oder Korollar 8.6 erhalten wir Ap s = 0, P € D3(v) \ {Pq[l:;’go, Pq[l:}?,’m,

Pq[l_*;ﬂ,l, Pq[l_*]?,’?),o}. Da die Kanten e;« o, e« 1, €1+, €1-11 paarweise nicht kollinear sind, folgt

dann aus Korollar 8.1 bereits die Behauptung. |

Betrachten wir statt Dj(v) die Menge D3(v), ergibt sich aus Lemma 8.8 direkt das folgende

Korollar.

Korollar 8.9. Seiq > 5 und sei Ag € M3 (1)) (v). Dann ist
A=AUAU {Pq[ll&&o : 1 <1<\ e ist bzgl. v degeneriert}
eine bestimmende Menge von Sg(AK) auf D3(v).

Wir betrachten nun Sg(AK) auf D} (v). Analog zu der Definition von Mg’(l’/\) (v) definieren

wir eine Menge Mi (1) (v) von Teilmengen von Dj(v). Wir zeigen, dass die Mengen aus
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Mi(})\) (v) unter der Voraussetzung, dass S’g(AK) bereits auf B,(A) N Dj(v) bestimmt ist,
S;(Ak) auf Dj(v) bestimmen.

Definition von M? (1) (v):

Es gilt A € M3 (1,3 (v) genau dann, wenn einer der folgenden beiden Félle erfiillt ist.

Fall 1: Es gilt AN Dj(v) € M2 (1 /\)(v). Ferner enthilt A fiir festes [ € {1,...,A} die
folgenden BB-Punkte:

(8.9) fiir 1 <1 < I zwei BB-Punkte aus {P),, , P/, o, PP PP 1 falls ¢ bagl.

v nicht degeneriert ist,

(8.10) fiir I < | < A zwei BB-Punkte aus {PL),,, P, 51, Py o0 PR LY, falls ¢

bzgl. v nicht degeneriert ist, und

(8.11) einen BB-Punkt aus {Pq[ll473,1, Pq[ll4,470, Pq[lLL,L?)}, falls e; bzgl. v nicht degeneriert

ist.

Fall 2: Es existiert ein [* € {2,... , A}, so dass die Kanten e« _o, ej«_1, €+, €« 11 paarweise
nicht kollinear sind und A die folgenden BB-Punkte enthilt:

(8.12) fir I = 1,...,X, [ # I* —1,I* drei BB-Punkte aus C},(v), falls ¢, bsgl. v nicht

degeneriert ist, sowie entweder

(8.13) zwei BB-Punkte aus C. ,(v) \ { 330} und einen BB-Punkt aus CJ. 14(0)\
{Pl 3_31)0 oder ’

(8.14) zwei BB-Punkte aus Cp. ;,(v) \ {Pl ;;0} und einen BB-Punkt aus CL ,(v) \
(P 50}

Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A &) auf By (A) N D} (v).

Lemma 8.10. Sei g > 5 und sei Ag € M2 (1,0 (v). Dann ist A = AUAy eine bestimmende
Menge von Sg(AK) auf D} (v).

Beweis. Fiir ¢ > 5 sei s € Sg(A). Firl =1,... ,A 41 sei s|;u in der BB-Darstellung
(2.5) gegeben. Es gelte A\p s = 0, P € A. Somit ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € Di(v) gilt. Wegen A C A erhalten wir direkt Ap s = 0, P € B,(A) N Di(v). Aus
den C?-Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A und am Eckpunkt v folgt ferner
Aps =0, P¢€ Ry(K)NDj(v), wobei Re(K) wie in (8.2) gegeben ist.

Fall 1: Es gilt Ao N D3(v) € M3, ) (v), und A enthils fiir ein [ € {1,..., A} die BB-
Punkte (8.9) bis (8.11). Aus Lemma 8.8 folgt direkt A\p s = 0, P € Dj3(v). Da Ay die
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BB-Punkte (8.9) und (8.10) enthilt, folgt durch sukzessive Anwendung von Lemma 8.5
oder Korollar 8.6 A\ps = 0 fiir alle P € CfA(v), I=1,...,\1#1Tst ej bzgl. v degeneriert,
folgt aus Korollar 8.6 die Behauptung. Ist e; bzgl. v nicht degeneriert, enthélt Ay ferner
den BB-Punkt (8.11) und aus Lemma 8.5 folgt die Behauptung.

Fall 2: Ay enthilt fiir ein [* € {2,... ,\} die BB-Punkte (8.12) sowie entweder die BB-
Punkte (8.13) oder (8.14), und es gilt ferner, dass die Kanten e;«_o, e+ _1, €+, € 11 paarwei-
se nicht kollinear sind. Aus den C'-Stetigkeitsbedingungen fiir | = 1,... ,\, [ #I* —1,1*,
erhalten wir mit (8.12) direkt \p s = 0, P € Cl1,4(v), falls e; bzgl. v nicht degene-
riert ist. Dann gilt insbesondere a([;]73’3’0 =0, =1,...,\ 1 #1* —1,I*. Aus den C?-
Stetigkeitsbedingungen auf Dj(v) folgt dann \p s = 0, P € Dj(v) \ {Pl 3_?1)0, (y*}?’,lﬂ’
Pq[ljg’m, Pq[ll’&o}. Aus Korollar 8.1 folgt somit A\p s = 0, P € Dj(v). Durch sukzessi-
ve Anwendung von Lemma 8.5 oder Korollar 8.6 erhalten wir A\p s = 0, P € Dy(v) \
{Pl 4_§ 1 [l*4—i]0, Pq[l—*}él,l,?ﬂ Pq[l—*ll,2,2’ Pq[l—*ll,?),li Pq[l—*ll,4,0’ ql Ii ;3. O.B.d.A. enthalte Aq die
BB-Punkte (8.13). Dann folgt aus der CQ—Stetigkeitsbedlngung an der Kante e, dass
Aps=0, P¢e CﬁA(v), gilt. Mit der C2-Stetigkeitsbedingung auf Ol2*—1,4(7)) erhalten wir
schlieflich Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v). Enthilt Ay statt der Punkte (8.13) die Punkte
(8.14), folgt die Behauptung analog. [ |

Betrachten wir statt Dj(v) die Menge Dy(v), ergibt sich aus Lemma 8.10 direkt das
folgende Korollar.

Korollar 8.11. Sei g > 5 und sei Ay € M? (1) (v). Dann ist
A=AUAU {Pq[ll&&o, Pq[ll4,4,07 Pm4 311 LSS, e st bzgl. v degeneriert}

eine bestimmende Menge von S’g(AK) auf Dy(v).

8.1.2 (?-Mengen entlang einer Kante

Es sei v ein Randpunkt von A C A und ein innerer Eckpunkt von A. Dann sei K der
Kegel von v bzgl. A. K besitze X innere Kanten, A > 2. ITm Folgenden konstruieren wir fiir
g>5und!l € {1,...,A} zwei grofie Klassen minimal bestimmender Mengen von Sg(K)
auf den C%-Mengen Cl%p(v), p=2>5,...,q. Firg>5und ! =1,...,\ definieren wir

UZ:5012,p(”) U Cl%q(v) U {P(gf}q,o}a falls e; bzgl. v degeneriert ist,

Ro(e)) = ¢ o
Up—sCi,(v), sonst.

(8.15)

Offensichtlich gilt

. 9 3q — 12, falls e¢; bzgl. v; degeneriert ist,
dim SZ(K)|g,(e) = (8.16)
q 2(er)
3g—9, sonst.
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Eine bestimmende Menge von S7(K) auf Ry(e;) enhillt aus einer C*-Menge Cl%p(v) ma-
ximal sechs BB-Punkte, falls ¢; nicht degeneriert ist, da ansonsten Sg(K ) iiberbestimmt
wire. Wir verwenden im Folgenden zwei verschiedene Methoden, um minimal bestim-
mende Mengen von S2(K) auf Ry(e;) zu konstruieren. Bei der ersten Methode bestim-
men wir S2(K) fiir ein p € {5,... ,q} zunichst auf der C?-Menge Cl%ﬁ(v). Ausgehend
von dieser C2-Menge bestimmen wir Sg(K ) sukzessive auf den restlichen C2?-Mengen.
Bei der zweiten Methode verwenden wir die Charakterisierung minimal bestimmender
Mengen von S7(K) auf Ri(e) aus Abschnitt 4.1.1. Wir wiihlen eine minimal bestim-
mende Menge auf den beteiligten C''-Mengen und ergiinzen diese durch BB-Punkte aus
{Pq[llp—l—Q,O,?’ Pq[l_—;lj_zzo : p =5,...,q} so, dass die Vereinigung aller BB-Punkte eine
minimal bestimmende Menge von Sg(K ) auf Ry(e;) bildet. Ist e; bzgl. v oder bzgl. v
degeneriert, sind die C2-Mengen CZp(v), p=25,...,q, paarweise disjunkt. Bei der Wahl
einer minimal bestimmenden Menge von S7?(K) auf Ry (e;) miissen wir daher lediglich eine
minimal bestimmende Menge von S’g(K ) auf jeder C?-Mengen wihlen. Ist ¢; bzgl. v; de-
generiert, ergibt die Vereinigung dieser BB-Punkte eine minimal bestimmende Menge von
SZ(K) auf Ry(e;). Ist e; bagl. v degeneriert, miissen wir ferner eine minimal bestimmende

Menge auf C}, ;(v) wihlen und den BB-Punkt P(gf}q,o beriicksichtigen.

Im Folgenden konstruieren wir fiir [ = 1,... ;X eine Menge Mg’q(el) von Teilmengen von
Rs(e;). Wir werden zeigen, dass Mg’q(el) allgemeine Klassen minimal bestimmender Men-
gen von S7(K) auf Ry(e;) beschreibt.

Definition von Mg’q(el):
Es gilt A € Maq(el) genau dann, wenn einer der folgenden drei Fille erfiillt ist.
Fall 1: e¢; ist nicht degeneriert.

a) Fiir ein festes p € {5,... ,q} enthilt A die folgenden BB-Punkte:

(8.17) sechs BB-Punkte aus Czﬁ(v), die eine minimal bestimmende Menge von S7(K) auf
Cfp* (v) bilden,

(8.18) fiir 5 < p < p drei BB-Punkte aus 012,,,(”) \ Cl%pﬂ(v), die nicht alle in Cll’pil(v)

liegen,
(8.19) fiir p < p < ¢ drei BB-Punkten aus Cl%p(v) \ CzQ,pq(”)v die nicht alle in Cll’p(v)

liegen.

b) Esgilt AN Ry(e) € Miq(el), wobei M}L,q(el) fiir ¢ > 5 analog zur Menge Mé,q(el) aus

Abschnitt 4.1.1 definiert sei. A enthilt ferner

. . ! I+1
(8.20) fir p =5,...,q einen BB-Punkt aus {Pq[lp,p72,2’ Pq[:;,]Q,pq}-
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Fall 2: ¢; ist bzgl. v; degeneriert, und A enthélt fiir p = 5,...,¢q drei BB-Punkte aus
Cl%p(v), die nicht alle in Cllm(v) liegen.

Fall 3: ¢; ist bzgl. v degeneriert, und A enthilt fiir p = 5,... ,q drei BB-Punkte aus
Cl%p(v), die nicht alle in Cl{p_l(v) liegen. Ferner enthilt A zwei BB-Punkte aus Cl%q(v) und

den BB-Punkt Py .

Lemma 8.12. Sei g > 5 und sei l € {1,... ,A}. Ferner sei A; € ngq(el). Dann ist A;

eine minimal bestimmende Menge von Sg(K) auf Ra(e;).

Beweis. Fiir ¢ > 5 sei s € Sg(K). Wir zeigen zunichst, dass A; eine bestimmende Menge
von S7(K) auf Ry(e;) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A;. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0
fir alle P € Ry(e;) gilt.

Fall 1: e; ist nicht degeneriert. Enthilt A; die BB-Punkte (8.17) bis (8.19), dann folgt
direkt Ap s =0, P € Czﬁ(v). Nach sukzessiver Anwendung von Lemma 8.5 folgt dann die
Behauptung. Gilt hingegen A; N Ry (e;) € M} ,(e;) und enthilt A; ferner den BB-Punkt
(8.20), dann folgt aus Theorem 4.4 Ap s =0, P € Cl{p(v), p=4,...,q. Firp=5,... ,q
folgt dann aus Lemma 8.5, dass Ap s = 0 fiir alle P € Ry(e;) gilt.

Fall 2: ¢ ist bzgl. v; degeneriert. Nach Definition von A; folgt aus Korollar 8.6 direkt
Ap s =0 fiir alle P € Ry(ey).

Fall 3: e ist bzgl. v degeneriert. Nach Definition von A; erhalten wir aus Korollar 8.6
und der C'!-Stetigkeitsbedingung auf Cll,q(v) direkt Ap s =0, P € Ry(e;).

Es bleibt zu zeigen, dass A; minimal ist. Mit (8.16) und Theorem 2.4 folgt dies direkt aus

3q — 12, falls ¢; bzgl. v; degeneriert ist,
= ¢ L Drgl. o ee = dim S{(K)|pyey. M
3¢ —9, sonst

Es sei nun die Situation gegeben, dass e; nicht degeneriert ist und dass S2(K) auf CllA(v)
eindeutig bestimmt ist. In diesem Fall definieren wir ngq(el) als die Menge der folgenden
Teilmengen von Rs(ep).

Definition von J{/[g’q(el):

Es gilt A € ngq(el) genau dann, wenn A einen der beiden folgenden Fille erfiillt.

Fall 1: Fiir p=5,...,q enthilt A drei BB-Punkte aus Cl%p(v) \ Cll’pfl(v), die nicht alle
in Cllyp(v) liegen.

Fall 2: Fiir A € M} (e)) mit P, o € Ay gilt A\ {P,);, )} C A. Ferner enthilt A fiir
p=>5,...,q einen BB-Punkt aus {Pylp,p—z% Py—t},]?,p%}'

Fiir ¢ > 5 sei A eine minimal bestimmende Menge von S’g(K ) auf C}, 4(v). Aus Lemma 8.12

ergibt sich direkt das folgende Korollar.
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Korollar 8.13. Seiq > 5 und sei A € Mg’q(el). Dann ist AUA eine minimal bestimmende
Menge von Sg(K) auf Ry(e;).

8.1.3 (?-Mengen um einen Eckpunkt fiir Clough-Tocher-Dreiecke

Es sei v ein Randpunkt von A C A und ein innerer Eckpunkt von A. Im Folgenden sei K
der Kegel von v bzgl. A. Wir nehmen an, dass K nicht vier aufeinander folgende Kanten
besitzt, die von v ausgehen und paarweise nicht kollinear sind. Wir modifizieren in diesem
Fall fiir ¢ = 5,6 den Kegel K durch einen oder zwei Clough-Tocher-Splits so, dass der
modifizierte Kegel K* genau vier Kanten mit paarweise verschiedener Steigung besitzt,
die von v ausgehen. Es sei T ein Dreieck von K, das durch einen Clough-Tocher-Split
unterteilt wird. Dabei bezeichne 1; den Schwerpunkt von 7. Im Folgenden betrachten wir
Sg(K *) auf den Mengen D,(y;), p = 2, 3,4. Wir geben zunéchst eine vollstindige Charak-
terisierung der minimal bestimmenden Mengen von S7(K*) auf Dy(y;) an. AnschlieBend
konstruieren wir aufbauend auf diesen Ergebnissen fiir p = 3, 4 allgemeine Klassen minimal

bestimmender Mengen von S3(K*) auf Dp(y;).

Unterteilen wir das Dreieck T/ von K, dann enthilt K* die Dreiecke T#], w=1273.
Die Eckpunkte und Dreiecke von UiZIT[l’”] seien wie in Abbildung 8.5 nummeriert. Ferner
gelte e; ,, == [y, vl[f’“}], w=1,2,3. Zur besseren Lesbarkeit verzichten wir bei den folgenden

Ausfiihrungen auf den Index .

Offensichtlich gilt fiir die Standardzelle A, von y, dass A, = T U TR U 7B ist. Mit
Gleichung (8.6) erhalten wir fiir ¢ > 5 und p > 2

(p—1p-2)

dim Sz (K*)|p, @) = 3 >

+ 7. (8.21)

Wir beginnen mit der vollstéindigen Charakterisierung der minimal bestimmenden Mengen
von Sg(K*), g > 5, auf Dy(y). Die BB-Punkte in Dy(y) seien wie in Abbildung 8.6
bezeichnet. Offensichtlich enthélt jede minimal bestimmende Menge von Sg(K *) auf Da(y)
maximal drei BB-Punkte aus D (y). Wir definieren eine Menge M3(A,) von Teilmengen
von Ds(y) und zeigen, dass M3(A,) die Menge aller minimal bestimmenden Mengen von
Sz(K*) auf Dy(y) darstellt.

Definition von M3(A,):

Sei A C Ds(y). Es gilt A € M3(A,) genau dann, wenn A einen der folgenden vier Fille
erfiillt.

Fall 1: Es gilt |[A N D;(y)| = 3.

A enthilt drei BB-Punkte aus D1 (y). Ferner enthélt A drei BB-Punkte aus Ra(y), so dass
fir 4 = 1, 2,3 maximal zwei dieser BB-Punkte in C;IL,2(?J) liegen.
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Abb. 8.6: Bezeichnung der BB-Punkte in Dy(y).

Fall 2: Es gilt |[A N D;(y)| = 2.

a) A enthilt fiir ein p € {1,2,3} die BB-Punkte Pl[l] und PQ[”]. Ferner enthilt A vier
BB-Punkte aus Rz(y), so dass maximal zwei dieser BB-Punkte in C}L,Q(y) liegen und die
vier Punkte nicht gleich der Menge {PQ,E“ +2}, P4[1], P4[2], P4[3}} sind.

b) A enthilt fiir ein p € {1,2,3} die BB-Punkte P}, PI* plt+2 Ferner enthilt A
genau drei BB-Punkte aus Ry(y) \{P4[” 2 }, so dass maximal zwei dieser Punkte in C’l}’Z(y),
v =p,u+ 1, liegen.

Fall 3: Es gilt [AN D;(y)| = 1.
a) A enthilt den BB-Punkt P/ und fiinf BB-Punkte aus Ra(y).

b) A enthilt fiir ein u € {1,2,3} die BB-Punkte PJ, PV plrttl plet?l yng swei
BB-Punkte aus {P?EM, P?E’H_H, PALM}.

Fall 4: Es gilt |[A N D;(y)| =0, d.h. es gilt A = Ra(y).

Das folgende Lemma besagt, dass M%(Ay) gleich der Menge der minimal bestimmenden
Mengen von Sg(K*) auf Dy(y) ist.

Lemma 8.14. Seiq > 5. A ist genau dann eine minimal bestimmende Menge von Sg(K*)

auf Da(y), wenn A € M3(A,) gilt.

Beweis. Sei A € M3(A,). Aus den C'- und C?-Stetigkeitsbedingungen auf Ds(y) folgt
direkt, dass A eine bestimmende Menge von S7(K*) auf D (y) ist. Ferner ist A minimal,
denn mit (8.21) gilt [A| = 6 = dim SZ(K*)|p,(y)-

Sei nun A eine minimal bestimmende Menge von Sg(K *) auf Do(y). Dann enthélt A
maximal drei Punkte aus {Pl[l], PQ[”] cp=1,2,3}

Annahme: Es gilt A ¢ M3(A,).

Dann gilt fiir ein festes p € {1,2,3} eine der folgenden Aussagen:

(i) {2, P, Pl Py c a4,
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(i) [An{p" R PP R P P Py =6,
(iii) AN (R, P R PP P, P PP = 6 oder

(v) A= (Pl P, P2 Bl pP1 p)

In den Fillen (i)-(iii) ist S2(K*) durch A offensichtlich iiberbestimmt.

Wir betrachten nun den Fall (iv). O.B.d.A. sei A = {P/Y, PIY Pl Pl P2 PPy, Sei
s € Sg(K*) und es gelte Aps = 0 fiir alle P € A. Ist |y, 4 = 1,2, 3, in der BB-Darstellung
(2.5) gegeben, bezeichne aEM den zu PZ-[”] gehorigen Bézier-Koeffizienten, ¢ = 2,3,4. Aus
den C'- und C2-Stetigkeitsbedingungen ergibt sich das folgende lineare Gleichungssystem:

-1 -1 0 0 as

Bezeichnen wir die obige Matrix mit M, so gilt det M = 0, d.h. das Gleichungssystem
besitzt keine eindeutige Losung. A ist somit im Widerspruch zur Annahme keine bestim-
mende Menge von Sg(K *) auf Ds(y). Fir p = 2,3 folgt die Behauptung analog zum Fall
w=1 |

Nachdem wir die minimal bestimmenden Menge von S7(K*) auf Dy(y) vollstéindig charak-
terisiert haben, betrachten wir nun S’g(K *) auf D3(y). Analog zur Definition der Menge
M2(A,) beschreiben wir eine Menge M3(A,) von Teilmengen von D3 (y).

Definition von M3(A,):
Es gilt A € M%(A,) genau dann, wenn A einen der folgenden drei Félle erfiillt.
Fall 1: A enthilt die folgenden BB-Punkte:

(8.22) die BB-Punkte ciner Menge A € M3(A,) und

(8.23) vier BB-Punkte aus R3(y), so dass fiir 4 = 1,2, 3 maximal zwei dieser BB-Punkte
in C}L’3(y) und maximal drei dieser BB-Punkte in 02’3(34) liegen.

Fall 2: Fiir p,v € {1,2,3}, u # v, enthilt A die folgenden BB-Punkte:

(8.24) die BB-Punkte einer Menge A, € Mi?,(e“) und

(8.25) drei BB-Punkte aus C,},3(y).

Dabei sei die Menge Jv[i?)(e”) analog zur Menge Jv[%,,q(el) aus Abschnitt 4.1.1 definiert.
Fall 3: A enthilt die folgenden BB-Punkte:
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(8.26) drei BB-Punkte aus C}L’S(y), pw=1,2,3, und

(8.27) einen BB-Punkt aus D3(y) \{P: P € C, 4(y), p =1,2,3}.

Lemma 8.15. Sei ¢ > 5 und sei A € M3(A,). Dann ist A eine minimal bestimmende
Menge von S2(K*) auf D3(y).

Beweis. Sei ¢ > 5 und es gelte s € S7(K*). Ferner sei A € M3(A,) und es gelte Ap s =0
fiir alle P € A. Es ist zu zeigen, dass Ap s = 0, P € D3(y), gilt. Fiir p = 1,2, 3 sel s|pu
in der BB-Darstellung (2.5) gegeben.

Fall 1: A besteht aus den BB-Punkten (8.22) und (8.23). Aus Lemma 8.14 folgt dann
direkt Ap s =0, P € Ds(y). Ferner gilt eine der folgenden beiden Aussagen:

(i) Fiir ein festes p € {1,2,3} enthilt A drei BB-Punkte aus 03’3(34) N R3(y), die nicht
alle in C}Lﬁ(y) liegen, und einen weiteren BB-Punkt aus R3(y) \ 02,3(3/).

(ii) Es gilt {Pis[,l;%,O’ P(E?:l,,qfs,qu[i]3,0,3} C A, und es existiert ein p € {1,2,3}, so dass A
einen weiteren Punkt aus C}L’3(y) N R3(y) enthélt.

Wir betrachten zunichst den Fall (i). Aus Lemma 8.5 folgt Ap s =0, P € 02,3(3/). Nach
Voraussetzung enthélt A fiir ein v € {1,2,3}, v # u, einen BB-Punkt aus (03,3(34) \
023(34)) N R3(v). Somit folgt Ap s = 0, P € C} 3(y). Aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf
05173(y), ¢ €{1,2,3} \ {u, v}, folgt schlieflich A\p s =0, P € D3(y).

Wir betrachten nun den Fall (ii). 0.B.d.A. gelte ANRs(y) = {Q, P _5 0. P 030 Ps 0.3}
mit Q € {P2[,11173,17P2[,2%,q73}‘ Aus der C'-Stetigkeitsbedingung auf 011’3(3/) folgt direkt
ag,]q_&o = a[217]q_371 = a[Q%]l,q_?) = 0. Fiir die restlichen Koeffizienten ergibt sich aus den C*-
und C2-Stetigkeitsbedingungen das folgende lineare Gleichungssystem

-1 0 o0 -1\ (d' .,

0 -1 -1 0| |ajh,s
Gg-32,1
g
Gq-3,1,2
Bezeichnen wir die obige Matrix mit M, so gilt det M = 3. Das Gleichungssystem besitzt
demnach nur die triviale Losung. Somit folgt, dass A eine bestimmende Menge von Sg(K *)

auf D3(y) ist. Fiir g = 2 und p = 3 folgt die Behauptung analog.

Fall 2:  As enthilt die BB-Punkte (8.24) und (8.25). Aus Theorem 4.4 erhalten wir
Ap s =0 fiir alle P € U_,C}, ,(y) UC, 3(y). Sei € € {1,2,3} \ {p, v}, dann folgt aus den
C?-Stetigkeitsbedingungen auf ngg(y) und 05’3(31) die Behauptung.

Fall 3: Az enthilt die BB-Punkte (8.26) und (8.27). Aus der C'-Stetigkeitsbedingung
auf C}L’?’(y) folgt direkt Ap s =0, P € C}L’S(y), p=1,2,3. Nach Voraussetzung gilt ferner

eine der folgenden beiden Aussagen:

126



(i) Fiir ein v € {1,2,3} gilt |AN (0,1,2(y) \ 05’3(y))| =1.

(ii) Es gilt Bj}, € A.

Wir betrachten zuniichst den Fall (i). Aus der C2-Stetigkeitsbedingung auf 03’3(y) folgt
Aps=0,PeCl;(y). Dafir pe{1,2,3}, p#v, |C’}L2(y) NC)o(y)| = 1 gilt, folgt ferner
Aps=0,P¢€ 02,3(?/)a p = 1,2, 3. Damit sind drei (nicht kollineare) BB-Punkte aus D1 (y)
bestimmt, und wir erhalten Ap s =0, P € D;(y), und somit die Behauptung.

Wir betrachten nun den Fall (ii). Nach Voraussetzung gilt a&]q’() = 0. Aus den C'- und

C2-Stetigkeitsbedingungen auf D3(y) \ {P: P € Cli?,(y), p=1,2,3} folgt

1 3 -1 0 0 0 a5,
0 -1 0 -1 0 -1 a[lj_l,o
00 -1 3 -1 0| |af, | _,
0 0 9 —6 0 ar. |
—6 9 0 0 0 a[f?’lm’l
2 =6 0 0 0 =6/ \a’ g,

Bezeichnen wir die obige Matrix mit M, so gilt det M = 486. Das Gleichungssystem besitzt
somit nur die triviale Losung, und es folgt Ap s = 0 fiir alle P € D3(y).

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion von A und mit Gleichung
(8.21) gilt [A] = 10 = dim S?(K*)|p,(,). Aus Theorem 2.4 folgt somit, dass A eine
minimal bestimmende Menge von S2(K*) auf D3(y) ist. [ |

Bemerkung 8.16. Sei A € M3(A,) wie im Fall 1 gewdhlt. Dann ist A N Dy,(y) fiir
p = 1,2 eine minimal bestimmende Menge von S’g(K*) auf Dy(y) ist. Ist A eine beliebige
minimal bestimmende Menge von Sg(K*) auf D3(y), so dass AN D,(y) firp=1,2 eine
minimal bestimmende Menge von S;(K*) auf Dy(y) ist, dann miissen die vier BB-Punkte
in AN Ry(y) den Bedingungen in (8.23) geniigen, da ansonsten Sz(K*) auf Ry(y) nicht
eindeutig bestimmt ist. Somit folgt, dass die Klasse der minimal bestimmenden Mengen
von, S’g(K*) auf D3(y) mit der Eigenschaft, dass AN Dy(y) fir p = 1,2,3 eine minimal
bestimmende Menge von Sg(K*) auf Dy(y) ist, in M3(A,) enthalten ist.

Wir wenden uns nun den minimal bestimmenden Mengen von S7(K*) auf Dy(y) zu. Wir
beschreiben wiederum eine Menge M%(A,) von Teilmengen auf D4 (y) und zeigen, dass die
Mengen aus M3 (A,) minimal bestimmende Mengen von Sz (K*) auf Dy (y) darstellen. Wir
konstruieren diese Teilmengen analog zur Konstruktion der Punktmengen von M3(4,) im
Fall 1 und Fall 2. Wir zeigen ferner, dass die Vorgehensweise, die der Definition der Mengen
M2(A,) im Fall 3 zu Grunde liegt, nicht zur Konstruktion minimal bestimmender Mengen

von S7(K*) auf Dy(y) verwendet werden kann.
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Definition von Mj(A,):

Sei A C D4(y). Es gilt A € M3(A,) genau dann, wenn A einen der folgenden beiden Fille
erfiillt.

Fall 1: A enthilt fiir festes p € {1,2,3} die folgenden BB-Punkte:

(8.28) die BB-Punkte der Menge A € M3(A,) und

(8.29) sechs BB-Punkte aus R4(y), so dass genau drei dieser BB-Punkte in 02’4(y) NR4(y)
und maximal zwei davon in C’;A(y) liegen, und fiir v € {1,2,3}, v # u, maximal
zwei der sechs BB-Punkte in 0374(3/) \ 0572(34) liegen.

Fall 2: Fiir p,v, & € {1,2,3}, v # p # £ enthilt A die folgenden BB-Punkte:

(8.30) die BB-Punkte einer Menge A, € Mj 4(e,) und einer Menge A, € M} ,(e,),
(8.31) einen BB-Punkt aus {PQ[};_472,P2[,2%7(1_4, Pq[?j4,272} und

(8.32) einen BB-Punkt aus 051,4(?4) \ Cgﬁ(y).

Die Mengen M%A(e,,) und M;)A(eﬂ) seien hierbei analog zu Jv[%,,q(el) aus Abschnitt 4.1.1
definiert.

Lemma 8.17. Sei ¢ > 5 und sei A € M3(A,). Dann ist A eine minimal bestimmende
Menge von Sg(K*) auf Da(y).

Beweis. Sei ¢ > 5 und es gelte s € S7(K*). Ferner sei A € Mj(A,) und es gelte Ap s =0
fiir alle P € A. Dann ist zu zeigen, dass Aps = 0, P € Dy(y), gilt. Fiir p = 1,2, 3 sei s|pu
in der BB-Darstellung (2.5) gegeben.

Fall 1: A besteht aus den BB-Punkten (8.28) und (8.29). Aus Lemma 8.15 erhalten wir
direkt Ap s = 0, P € D3(y). Aus Lemma 8.5 folgt ferner A\p s = 0, P € 02’4(34). Nach
wiederholter Anwendung von Lemma 8.5 auf 03’4(y) fir v = 1,2,3, v # pu, folgt die
Behauptung.

Fall 2: A besteht aus den BB-Punkten (8.30) bis (8.32). Aus Theorem 4.4 folgt direkt
Aps=0,Pe¢ Cl{p(y), p=1,...,4,1 = p,v. Analog zum Beweis von Lemma, 8.15, Fall 2,
erhalten wir A\ps = 0, P € D3(y). Da A den BB-Punkt (8.31) enthélt, folgt aus Lemma 8.5
Aps =0, P € Ry(y)\ 05174(3/). Nach Voraussetzung enthilt A ferner den BB-Punkt (8.31),

so dass aus Lemma 8.5 die Behauptung folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion von A und mit Gleichung
(8.21) gilt [A] = 16 = dim S7(K*)|p,(,). Aus Theorem 2.4 folgt somit, dass A eine
minimal bestimmende Menge von S2(K*) auf Dy(y) ist. [ |

128



Bemerkung 8.18. Mit Bemerkung 8.16 und der Wahl der BB-Punkte einer Menge A €
M3(Ay) im Fall 1 folgt, dass AN D3(y) eine minimal bestimmende Menge von S;(K*)
auf Dyp(y), p = 1,2,3, ist. Mit (8.29) folgt ferner, dass A mazimal zwei BB-Punkte aus
C’}LA(y) N R4(y) und mazimal drei BB-Punkte aus 05’4(34) N Ra(y),pn = 1,2,3, enthdlt.
Nehmen wir an, dass die BB-Punkte aus AN R4(y) nicht die in (8.29) gegebene Bedingung
erfiillen, dann kann A nur fiir u = 1,2,3 2wei BB-Punkte aus C’;A(y) N Ry4(y) enthalten.

Dies fiihrt zu dem homogenen Gleichungssystem

-1.0 Qg
0 1 —1]-|ab, 4| =0
-1 0 1 s

Bezeichnen wir die obige Matriz mit M, so gilt det M = 0. Das Gleichungssystem hat
somit keine eindeutige Losung, d.h. bei dieser Wahl von BB-Punkten in Ry(y) ist A keine
bestimmende Menge von S’g(K*) auf Dy(y). Somit folgt, dass die Klasse der minimal
bestimmenden Mengen von Sg(K*) auf Dy(y) mit der Eigenschaft, dass A N D,(y) fir
p = 1,2,3,4 eine minimal bestimmende Menge von Sg(K*) auf Dy(y) ist, in M3(A,)

enthalten ist.

Betrachten wir nun die Verallgemeinerung des Falls 3 bei der Wahl der Punktmengen
M3(A,) fiir D4(y), so folgt analog zu Bemerkung 8.18, dass eine solche Menge keine mini-
mal bestimmende Menge von S7(K*) auf Dy(y) ist. Per Konstruktion wiére diese Menge
eine bestimmende Menge von S7(K*) auf C’;,Lo,(y) U CﬁA(y), u=1,2,3, und wiirde einen
weiteren Punkt aus Do(y)\{P: P € C’ﬁ,?,(y), = 1,2,3} enthalten. Somit wiirde sie zwar
SZ(K*) auf D3(y), nicht aber auf Dy(y), bestimmen, da in R4(y) die in Bemerkung 8.18

beschriebene Situation vorliegt.

8.2 Minimal bestimmende Mengen von S7(A) auf Kegeln,
q=2>5,6

Es seien die Teiltriangulierungen A g und A+ wie in (8.1) gegeben. K besitze mindestens
vier aufeinander folgende Kanten, die von v ausgehen und paarweise nicht kollinear sind.
Ferner sei K* ein Kegel, der durch einen oder zwei Clough-Tocher-Splits so modifiziert
worden ist, dass von v genau vier aufeinander folgende Kanten mit paarweise verschie-
dener Steigung ausgehen. Im Folgenden konstruieren wir fiir ¢ = 5,6 unter Verwendung
unserer Resultate aus Abschnitt 8.1 allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen
von Sg(AK) und Sg(AK*). Dabei gehen wir davon aus, dass Sg(AK) und Sg(AK*) bereits

auf B,(A) eindeutig bestimmt sind.
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Wir betrachten zuniichst A . Unter Verwendung der in den Abschnitten 8.1.1 und 8.1.2 de-
finierten Klassen minimal bestimmender Mengen von S’g(A k) auf Teilmengen von B,(K)
konstruieren wir eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(A k). Da-
bei gehen wir wie folgt vor. Unter der Voraussetzung, dass Sg(A) bereits bestimmt ist,
wihlen wir zunéchst eine minimal bestimmende Menge von Sg(A &) auf Dg(v). Anschlie-
Bend wihlen wir weitere BB-Punkte aus den C?-Mengen entlang der inneren Kanten von
K.

Die Mengen Mi(l’/\) (v), Maq(el) und J\N/E%,q(el) seien wie in Abschnitt 8.1.1 bzw. wie in
Abschnitt 8.1.2 gegeben.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Die Mengen A; C By(K), [ =0,..., A, seien wie folgt gewéhlt:

Ao € MF (1 (),

M2 (e;), falls e; bzgl. v degeneriert ist,
A € 50(€0) 108 & I=1,...,\
M?),q(el), sonst,

Fiir ¢ = 5 sei M := (). Fiir ¢ = 6 setzen wir M := {P(gf}&?) : l=1,...,A+ 1}. Dann

definieren wir

A = UL A U M. (8.33)

Sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A).

Theorem 8.19. Sei g € {5,6} und sei Ax von der in (8.33) gegebenen Form. Dann ist
A=ANAgk eine minimal bestimmende Menge von, Sg(AK).

Beweis. Sei q¢ € {5,6} und es gelte s € Sg(AK). Wir zeigen zunichst, dass A eine
bestimmende Menge von Sg(AK) ist. Es gelte Ap s =0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass
Ap s = 0 fiir alle P € B,(Ag) gilt. Nach Voraussetzung folgt direkt A\p s = 0, P € B,(A).
Offensichtlich gilt B,(K) = Ro(K) UM U Dj(v) U (U} Ra(e)), wobei Dj(v) wie in (8.8)
und Rs(e;) wie in (8.15) gegeben ist. Aus den C'- und C2-Stetigkeitsbedingungen an
den Randkanten von A und am Eckpunkt v erhalten wir A\p s = 0, P € Ry(K). Aus
Lemma 8.10 folgt dann ferner Ap s = 0, P € Dj(v). Aus Lemma 8.12 und Korollar 8.13
erhalten wir schliellich, dass Ap s = 0 fiir alle P € B,(K) gilt.

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Fiir ¢ = 5 gilt nach Konstruktion von A und mit
Korollar 8.2 |A| = |A| + |Ax| = dim S2(A) + 61 — 3 = dim S2(Ak). Fiir ¢ = 6 folgt
ebenfalls aus Korollar 8.2, dass |A| = |A| + |Ax| = dim SZ(A) + 10\ — 2 = dim SZ(Ak)
gilt. In beiden Féllen folgt dann aus Theorem 2.4 die Behauptung. |
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Wir betrachten nun die Triangulierung Ag-. Es bezeichne K im Folgenden den Kegel,
aus dem K* durch Unterteilen von gewissen Dreiecken entsteht. Es sei zunéichst der Fall
gegeben, dass K genau drei aufeinander folgende Kanten besitzt, die von v ausgehen und
die paarweise nicht kollinear sind. D.h. es gilt A < 4, und die inneren Kanten von K
sind nicht alle bzgl. v degeneriert. Dann geniigt es offensichtlich, ein Dreieck T1'1 von K

durch einen Clough-Tocher-Split zu unterteilen, und wir kénnen 7! so wihlen, dass I* €

{1,... , X —1} gilt. 3~ sei der Schwerpunkt von TI"], der im Inneren von TU" hinzugefiigt
wird. Die Eckpunkte und Dreiecke von TV seien fiir [ = I* wie in Abbildung 8.5 bezeichnet.
Somit gilt

K= {TW:1=1,... x+1, 140 u{T"": =123} (8.34)
Der Kegel K*\ T3] besitat (A + 1) innere Kanten ey, ... J€l*s€x 1, €<41, -.. ,ex. Fiir

K*\ T3 sei die Menge M2 (1 A+1)(U) wie in Abschnitt 8.1.1 definiert. Ferner seien fiir
I=1,...,) 1 #I* die Mengen ngq(el) und Mg’q(el) wie in Abschnitt 8.1.2 gegeben.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Die Mengen A; C B,(K*), 1 =0,..., ], seien wie folgt gewéhlt:

M2 (e;), falls e; bzgl. v degeneriert ist,
4, ¢ Mool L DL T o8 I=1,.. A 12T
Mg,q(el), sonst,

Fiir ¢ = 5 geniige die Menge A;~ einem der folgenden beiden Félle.
Fall 1: Sei A, eine minimal bestimmende Menge von SZ(Af-) auf Ds(v;-) N Bs(K*),
und es gelte ferner [A,,. N C’ll*,4(v)| = 3. A;~ enthalte die folgenden BB-Punkte:

(8.35) die BB-Punkte aus A, \ CI*A(’U) und entweder

(8.36) einen BB-Punkt aus {P), 5, Pyyt, Plya, Pl Pyl oder

(8.37) den BB-Punkt By .

Fall 2: Es sei Ay, € M%(A,,.) so gegeben, dass {PQ[f;:(l)], Pl[f;:}], Pl[l:lz(l)}, Pz.[l;’,i] itk =
3} C Ay,. gilt. A;« enthalte die folgenden BB-Punkte:

(8.38) die BB-Punkte der Menge Ay, \ {Py5), P31, Plyg), Py i+ k =3} und

(8.39) einen BB-Punkt aus {Pyyn, Phyt, Poya, Poy ', PYLEYY.

Fiir ¢ = 6 sei A,,. eine minimal bestimmende Menge von S2(Ag+) auf Dy(vp) N Bg(K*)
und es gelte Pif;jgu € A,,.. Ferner sei eine Menge A,. € M3(A,.) so gegeben, dass

(Plool, P Py € Ay, gilt. Ap- enthalte die folgenden BB-Punkte:
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(8.40) die BB-Punkte der Menge A,,. \ {P{ 5"} und
(8.41) die BB-Punkte der Menge A,,. \ {Piyd, Pyl PYogly.

Fiir ¢ = 5 sei M := (). Fiir ¢ = 6 setzen wir M := {Po[f}?,,s, =1, ) 1,1 # l*}U{P()U3§]}

Dann definieren wir
A+ = UZ\:OAZ U M. (8.42)
Sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A).

Theorem 8.20. Sei q € {5,6} und sei Ag~ von der in (8.42) gegebenen Form. Dann ist
A=AUAg- eine minimal bestimmende Menge von Sg(AK*).

Beweis. Sei ¢ € {5,6} und es gelte s € S’g(AK*). Ist s in der BB-Darstellung (2.5)
1]
1,5,k
[1*u]
i,k

gegeben, bezeichne a i+j+k = q, die Bézier-Koeffizienten von s|pu, I =1,... ,A+1,

[ # [*. Ferner seien a i+ j + k = q, die Bézier-Koeffizienten von s|pp+u, p = 1,2,3.
Wir zeigen zunéchst, dass A eine bestimmende Menge von Sg(A K+) ist. Es gelte Ap s =
0, P € A. Nach Voraussetzung folgt direkt A\p s = 0, P € BQ(A). Aus den C'- und
C?-Stetigkeitsbedingungen an den Randkanten von A und am Eckpunkt v erhalten wir
Aps =0, P € Ry(K). Nach Konstruktion sind die Kanten e;«_y, e 1, e+, €« von K*

paarweise nicht kollinear. Nach Definition von Ay C A folgt dann aus Lemma 8.10
Aps = 0, P € Dj(v). (8.43)

Fir [l = 1,...,\ [ # I*, gilt somit insbesondere \p s = 0, P € Cl1,4(v), falls e; bzgl.
v nicht degeneriert ist. Wegen A; C A folgt dann aus Korollar 8.13 oder Lemma 8.12
Aps=0,Pe€ Czp(v) firl =1,... ,\, I #Z1*, und 5 < p < ¢q. Wir erhalten somit Ap s = 0,
P € By (T, fir I =1,... , A+ 1,1 #1*,1* + 1. Es bleibt zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle
P € By(Ay,.) UB, (T +1) gilt. Wir betrachten zunéichst den Fall ¢ = 5.

Fall 1: Aj+ enthéilt entweder die BB-Punkte (8.35) und (8.36) oder die BB-Punkte (8.35)
und (8.37). Mit (8.43) und wegen A;- C A folgt direkt Ap s = 0, P € Dy(v;). Somit
bleibt zu zeigen, dass Ap s = 0, P € B5(T!""3), gilt. Enthilt A;- den BB-Punkt (8.36),
dann folgt aus den C2-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e« 2 und e 3 zunéchst
ag;’?’o] = ag;’i} = a[ll’*l’f;] = 0[2[,*1’,31} = ag’*o’f;] = 0. Aus den C2-Stetigkeitsbedingungen auf
Ds(v;-) folgt dann bereits Ap s = 0, P € B5(T!?!). Es sei nun der Fall gegeben, dass
A statt des BB-Punkts (8.36) den BB-Punkt P}'g) in (8.37) enthilt. Betrachten wir die

BB-Punkte von T3], so ergibt sich aus den C2-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten
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er o und e« 3 das folgende lineare Gleichungssystem:

-1 0 0 1 0 0 -6
0O -1 0 0O —6 0 0 9
0 0O -1 0 9 0 0 0
9 0O -1 0 0 0 0
0 0 o0 -1 o o of*7°
—6 0 0 -1 9 0 0
0 0 0 O -1 0 -1 3
1 0 0 0O -1 -6 0 0
mit @ = (ag; 0], ag;’i], a[ll;’fg, a[Qljl’?Q], ag;”?;], aEEf?&, a:[))ljl’i}, a[f;)’i])T. Bezeichnen wir die obige

Matrix mit M, so gilt det M = —2916. Das Gleichungssystem hat somit nur die triviale
Losung, und es folgt A\p s = 0 fiir alle P € Bs(T!"3)).

Fall 2: Aj- enthilt die BB-Punkte (8.38) und (8.39). Mit (8.43) folgt aus Lemma 8.15
direkt Aps = 0, P € D3(y;-). Somit gilt insbesondere Aps = 0, P € B5(T" ). Aus der C*-
Stetigkeitsbedingung an der Kante e« 3 folgt dann a[ll;?g = 0. Aus der C2-Stetigkeitsbedin-
gung an der Kante e;- o erhalten wir ferner A\p s =0, P € C( *72)74(311*). Mit (8.39) folgt

dann aus Lemma 8.5 bereits Ap s = 0, P € B5(A,,.) U Bs(TI+1).

Sei nun ¢ = 6. Nach Definition von A;» C A folgt aus Lemma 8.15 A\p s =0, P € D3(y;<)U
D5 (v;+). Somit gilt insbesondere Ap s = 0, P € T">1. Aus den C?-Stetigkeitsbedingungen
an den Kanten e« o und e« 3 folgt a[2l222} = a[Ql*”] = [llQ?;,] 0. Aus den C?-Stetigkeitsbedin-
gungen an den Kanten e;- 3 und e+ erhalten wir ferner A\ps =0, P € C(l*,3),4( )UCI%A( v).
Somit gilt insbesondere Aps =0, P € T2 50 dass wir wiederum aus den C?-Stetigkeits-
bedingungen an den Kanten e« 3 und ;- Ap s = 0 fiir alle P € Bg(K*) \ {Pol:;’g}a P(El,;jiﬂ}
erhalten. Wegen {Po[l4g , 01211 } C A folgt schlieBlich Ap s =0, P € Bg(K™).

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Fiir ¢ = 5 gilt nach Konstruktion von A und mit
Korollar 8.3 |A| = |A| + |Ag-| = dim SZ(A) + 6\ + 1 = dim S2(Ag-). Fiir ¢ = 6 folgt
ebenfalls aus Korollar 8.3 |A| = |A| + |Ag-| = dim SZ(A) 4+ 10X + 7 = dim S2(Ag-). Aus
Theorem 2.4 folgt somit die Behauptung. |

Wir betrachten nun den Fall, dass alle inneren Kanten von K bzgl. v degeneriert sind,
d. h. v semisingulér ist. In diesem Fall enthélt der modifizierte Kegel genau zwei Clough-
Tocher-Dreiecke. Es bezeichne K* im Folgenden den Kegel, der entsteht, wenn wir sowohl
fiir den Fall A = 1 als auch fiir den Fall A = 2 die Dreiecke T!!] und T von K durch
einen Clough-Tocher-Split unterteilen. D. h. es gilt

K* = (U, 7)) U (U T baw.

(8.44)
K* = (UiZIT[Lu]) U (UiZIT[Zu]) u T8l
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Der Kegel K*\ (T3 UT23]) besitzt somit (A+2) innere Kanten. Fiir K*\ (T3 y123))
seien die Mengen M3 3.1, )\+2)( v) und Mi,(1,>\+2) (v) wie in Abschnitt 8.1.1 definiert. Ferner
seien fiir [ = 1,2 die Mengen M3(A,,) und Mj(A,,) wie in Abschnitt 8.1.3 gegeben.

Wir konstruieren im Folgenden fiir ¢ = 5,6 Klassen minimal bestimmender Mengen von
S’g(A K*)-
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Fir ¢ =5und [ = 0,... ,\ seien die Mengen A; C B,(K*) wie in einem der folgenden
beiden Félle gewéhlt.

Fall 1: Es sei Ay € M3 (10+2) (v) und es sei Ay = { i k : k>3, (1,7, k) #(2,0,3)}, falls

A = 2 gilt. Fiir [ = 1,2 sei eine Menge A,, € M3(A,,) so gegeben, dass PQU;% € Ay, gilt.
Aq enthalte fiir [1,1lo € {1,2}, I; # I3, die folgenden BB-Punkte:

(8.45) drei nicht kollineare BB-Punkte aus D1 (v1) N Bs(K*),
(8.46) die BB-Punkte der Menge Ay, \{P2l1, } und
(8.47) die BB-Punkte P{% und P2y,

Fall 2: Es sei Ag € Mi(l’/\ﬂ) (v) und es sei Ay = {PE’%,?’, P(E?%Av Pgi})ﬁ}, falls A = 2 gilt.

Fiir [ = 1,2 sei die Menge M,, gegeben durch
1,3 1,3 1,3 1,3 1,3
M, = {P?E,Q,]O’ PQ[, ,}1’ Pl[,2,]2’ PQ[ }2’ P?E,O,}Q}-

7 ’

Ferner sei A,, eine minimal bestimmende Menge von SZ(Ag-) auf Dy(vy) N Bs(K*), so
dass {PQ[,lé?(}), Pl[}f(]), | 3 1} C Ay, gilt. A; enthalte die folgenden BB-Punkte:

(8.48) die BB-Punkte der Menge A,, \ {Py55, P75, P} und

(8.49) je einen BB-Punkt aus M,, und M,,.

Fir ¢ = 6 und [ = 0,... ,\ seien die Mengen A; C B,(K*) wie folgt gegeben. Es sei
Ao € M2 (17+2) (v) und es sei As € Mgﬁ(eg), falls A = 2 gilt. Wir definieren

22 .. . ,2 2,2 ,
M,, = {P.[ .,} i =4} U {P3A, PR P

Dann sei fiir [ = 1,2 eine Menge A,, € M3(A,,) so gegeben, dass M,, C A, gilt. A,
enthalte die folgenden BB-Punkte:

(8.50) die BB-Punkte der Menge Ay, \ M,, fiir [ = 1,2 und

134



(8.51) die BB-Punkte b3 und P},

Fiir ¢ = 5 sei M := Q) Fiir ¢ = 6 setzen wir M := {P033, 033} falls A = 1 gilt, und
M:= {P0 3 ;, PO[233§, Fy3 3} falls A = 2 gilt. Dann definieren wir

A+ = UZ\:OAZ U M. (8.52)

Sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A).

Theorem 8.21. Sei g € {5,6} und sei Ax~ von der in (8.52) gegebenen Form. Dann ist
A=AUAg- eine minimal bestimmende Menge von Sg(AK*).

Beweis. Seiq € {5,6} und es gelte s € SQ(AK*) Ist s in der BB-Darstellung (2.5) gegeben,

seien fiir [ = 1,2 und p = 1,2, 3 die Bézier-Koeflizienten von s|pp,.) mit a£ g ,l, i+j+k=q,

(3]
i,7,k?

Wir zeigen zunéchst, dass A eine bestimmende Menge von Sg(A K~ ) ist. Es gelte Aps = 0,
P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € BQ(AK*) gilt. Nach Voraussetzung
folgt direkt Ap s = 0, P € By(A). Aus den C'- und C>-Stetigkeitsbedingungen an den
Randkanten von A und am Eckpunkt v erhalten wir Aps = 0, P € Ry(K). Wir betrachten
zunichst den Fall ¢ = 5.

Fall 1: Es gilt Ay € M2 301, /\+2)( v), und A; enthilt fiir ll,lz € {1,2}, [ # lo, die BB-
Punkte (8.45) bis (8.47). Fiir A = 2 gilt ferner Ay = { ”k k>3, (4,5,k) # (2,0,3)}.
Nach Definition von Ay C A folgt aus Lemma 8.8 Ap s =0, P € D3(v). Fiir A = 2 folgt
wegen Ay C A, dass \p s = 0, P € Bs(T?), gilt. Aus den C?-Stetigkeitsbedingungen
am Eckpunkt ve sowie an der Kante ey erhalten wir ferner Ap s = 0, P € Dsy(v9) U
(P33, P}, PYY. Da A die BB-Punkte (8.45) enthilt, folgt Ap s = 0, P € Dy(vy).
O.B.d.A. gelte I; = 1 und [y = 2. Da A die BB-Punkte (8.46) enthilt, folgt dann aus
Lemma 8.14 Ap s = 0, P € Dy(y1). Somit gilt insbesondere Ap s = 0, P € Bs(TH1).
Aus den C?- Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e ,, p = 1,2,3, erhalten wir ferner
Aps =0, P € D3(y1) U {P122} Da, wie bereits gezeigt, a[141) = a[21’22}1 = 0 gilt, folgt
aus der C?-Stetigkeitsbedingung an e 2, dass Ap s = 0, P € B5(A,,), gilt. Aus der C?-
Stetigkeitsbedingung an der Kante ey folgt ferner a[1122]2 = [21}2 = a[212]1 = 0. Wegen
P1[,4,[]) € A erhalten wir Ap s = 0, P € D,(v). Betrachten wir nun die BB-Punkte auf 723],
so folgt analog zum Beweis von Theorem 8.21, Fall 1, fiir ¢ = 5, dass Ap s = 0 fiir alle
P € B5(K*) gilt. Fiir [y = 2 und I = 1 folgt die Behauptung analog.

Fall 2: Es gilt Ay € Mi(17/\+2)(v) und A; enthilt die BB-Punkte (8.48) und (8.49).
Fir A = 2 gilt ferner Ay = {P[Egﬁ’ P[E?%A, Pg’gﬁ}. Nach Definition von Ay C A folgt
aus Lemma 8.10 direkt Ap s = 0, P € Dy(v). Fiir A\ = 2 erhalten wir wegen Ay C A
aus Lemma 8.12 A\p s = 0, P € B5(T"!). Aus den C?-Stetigkeitsbedingungen an den

bezeichnet. Gilt A = 2, dann seien a i+ j + k = ¢, die Bézier-Koeflizienten von s|ps

135



Eckpunkten vy und vy erhalten wir ferner A\p s = 0, P € Dy(vy) U Da(v2). Da A die
BB-Punkte (8.48) enthilt, folgt Ap s = 0, P € Ds(v1). A enthilt ferner die BB-Punkte
(8.49). Wir erhalten somit analog zum Beweis von Theorem 8.20, dass Ap s = 0, P €
Ds3(y1) U D3(y2), gilt. Aus den C2-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e1,3 und ez

folgt dann a[11,’2?:]2 = a[12,’2?:]2 = 0. Somit gilt Ap s =0, P € Bs(K™*).

Sei nun ¢ = 6. Analog zum Fall 2 fir ¢ = 5 erhalten wir Ap s = 0 fiir alle P € Dy(v) U
Be(T™) und fiir alle P € Dy(vg) U Do(vy). Aus Lemma 8.17 folgt ferner Ap s = 0,
P € Dy(y1) U Dy(y2). Somit gilt insbesondere A\p s = 0, P € Bg(TM1 U T122). Aus
den C2-Stetigkeitsbedingungen auf 012’5(1)) und 01276(1)) erhalten wir dann Aps =0, P €
BG(T[LQ} U T[Q’l]). Aus den C?-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e1,2 und eg 3 sowie
wegen M C A folgt dann A\p s =0, P € Bg(K™).

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Fiir ¢ = 5 gilt nach Konstruktion von A und mit
Korollar 8.3 |A| = |A| 4 |Ag-| = dim SZ(A) + 6\ + 5 = dim S2(Ag-). Fiir ¢ = 6 folgt
ebenfalls aus Korollar 8.3 |A| = |A| + [Ax+| = dim SZ(A) + 10X + 16 = dim SZ(Ag-). In
beiden Féllen folgt dann mit Theorem 2.4 die Behauptung. |

8.3 Minimal bestimmende Mengen von S7(A) auf Kegeln,
q=>7

Gegeben sei eine Teiltriangulierung A C A, und es sei v € V7 ein beliebiger Randpunkt
von A. Es bezeichne K den Kegel von v bzgl. A. In diesem Abschnitt konstruieren wir
allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen von Sg(A k) fiir ¢ > 7. Dabei setzen
wir voraus, dass Sg(AK) bereits auf B,(A)URy 3(K) eindeutig bestimmt ist, wobei Ry 3(K)
wie in (8.4) gegeben ist, falls v bzgl. A nicht semisingulér vom Typ II ist, bzw. anderenfalls
wie in (8.5). Fiir ¢ = 7 betrachten wir ferner den Fall, dass K* ein durch ein Clough-Tocher-

Split modifizierter Fill ist, und konstruieren bestimmende Mengen von S2(K*).

Es sei K zunéchst ein Kegel, der die Eigenschaft besitzt, dass mindestens vier aufeinander
folgende Kanten, die vom Scheitelpunkt v des Kegels ausgehen, paarweise nicht kollinear
sind. Wir gehen bei der Konstruktion minimal bestimmender Mengen von Sg(AK) fiir
q > 7 analog zur Vorgehensweise bei der Charakterisierung minimal bestimmender Mengen
von Sg(AK) fiir ¢ = 5 oder ¢ = 6 (Theorem 8.19) vor. Die Mengen MZ,(L/\) (v), ngq(el) und
Mg,q(el), Il =1,...,), seien wie in Abschnitt 8.1.1 bzw. wie in Abschnitt 8.1.2 gegeben.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Fir [ =0,..., X seien die Mengen A; C B,(K) wie folgt gewahlt:
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M2 (e;), falls e; bzgl. v degeneriert ist,
M2 (e;), sonst,

Dann definieren wir

Ak = UoA U (PR ik >3, 1=1,... ,A+1}. (8.53)

Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(A).

Theorem 8.22. Sei ¢ > 7 und sei Agx von der in (8.53) gegebenen Form. Dann ist
A=AUAg eine minimal bestimmende Menge von Sg(AK).

Beweis. Die Behauptung folgt analog zum Beweis von Theorem 8.19. |

Sei nun K ein beliebiger Kegel mit A inneren Kanten, A > 1. Wir konstruieren im Fol-
genden eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von S7(K). Dabei setzen
wir voraus, dass Sg(K ) auf Ry 3(K) bereits eindeutig bestimmt ist. Wir bestimmen Sg(K )
zuniichst auf Dy(v). Anschliefend bestimmen wir S7(K) auf den restlichen BB-Punkten
in By(K), wobei wir die Charakterisierung minimal bestimmender Mengen von S2(K)
auf den C2-Mengen entlang der inneren Kanten von K aus Abschnitt 8.1.2 verwenden.
Die Kanten, Eckpunkte und Dreiecke von K seien wie in Abbildung 4.1 bezeichnet. Sind
alle inneren Kanten von K bzgl. v degeneriert, dann ist offensichtlich mindestens eine der

beiden Kanten ey und ey bzgl. v nicht degeneriert.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Fiir [ = 1,..., X sei A,, eine minimal bestimmende Menge von S3(K) auf D3(v;) NBy(K).

Die Menge Ay sei wie in einem der folgenden beiden Fille gegeben.

Fall 1: Die inneren Kanten von K sind nicht alle bzgl. v degeneriert. Es seil € {1,...,A}
so gegeben, dass e; bzgl. v nicht degeneriert ist. Fiir ¢ = 7 enthalte die Menge Aq die
folgenden BB-Punkte:

o fiir 1 < ! < [ einen BB-Punkt aus {P?Ef}&l, P?Efty, Pg;’é]}, falls e; bzgl. v nicht

degeneriert ist, und

e fiir | < | < X einen BB-Punkt aus {Pj},, Py}, Pi{1)}, falls ¢ bagl. v nicht

degeneriert ist.

Fiir ¢ > 8 enthalte A, die folgenden BB-Punkte:
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o fiir 1 <1 <[ zwei BB-Punkte aus {P) 51, Po) 440, Po 1 a0 Py 1h o}, falls ¢ bagl.

v nicht degeneriert ist,

e fiir | < 1 < A zwei BB-Punkte aus {P."], ,,, PV, .\, P, 0, P Y falls e brgl.

v nicht degeneriert ist, und

einen BB-Punkt aus {Pq[ll473,1, Pq[ll4,4,0a ql+41,173}

Fall 2: Die inneren Kanten von K sind alle bzgl. v degeneriert. Fiir ¢ > 7 setzen wir
Ap = 0.

Fir [ = 0,...,) seien die Mengen A; wie folgt gegeben. Fiir ¢ = 7 enthalte A; einen
BB-Punkt aus {Pg[f]?)ﬂ, 2!;—;)} I =1,...,\ Ist ¢ bzgl. v degeneriert, dann enthalte A;
zusatzlich einen BB-Punkt aus {P3f}3’1, 3lf§} Fir g > 8und [ = 1,..., ) seien die

Mengen A; gegeben durch

4 M2 q(e), falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist,
IS ’
ngq(el), falls e; bzgl. v degeneriert ist,

wobei B; C A, [ =1,..., ), gelte und B; wie folgt definiert ist.

(D3(v) N B (T \ {P 0.0-3 3}) { 3 30}, falls e bzgl. v degeneriert ist,
((D3(Ul) N q( O)A {PO,q73,3})7 sonst.

Dann definieren wir A C B, (K) durch

Ag = Ao U (U A\ Br) U (U Ay) UM (8.54)
mit M - { Z]k ]7k > 3 (Zajak) 7£ (an_373)7(0737q_3)7 l= ]-7 7>‘+]‘}
Sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(K ) auf Ry 3(K).

Theorem 8.23. Sei ¢ > 7 und sei Ax von der in (8.54) gegebenen Form. Dann ist

A=AUAg eine minimal bestimmende Menge von, S;(K).

Beweis. Sei g > 7 und es gelte s € S’g(K). Fir [ =1,... ,A + 1 sei s|;p in der BB-
Darstellung (2.5) gegeben. Wir zeigen zunichst, dass A eine bestimmende Menge von
Sg(K) ist. Es gelte Aps = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass A\p s = 0 fiir alle P € B,(K)
gilt. Offensichtlich gilt

Bq(K) = R273(K) uMuU DZ(U) U (UZ\:IDg(w)) U (Ul)\leQ(el)),

wobei Dj(v) wie in (8.8) und Ra(e;) fiir [ = 1,...,\ wie in (8.15) gegeben ist. Nach
Voraussetzung folgt direkt Ap s = 0, P € Ry3(K). Wegen A,, C A, [ =1,...,), und
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M C A folgt Aps =0, P € (U\;D3(v)) U M. Fiir ¢ = 7 gilt somit insbesondere
a¥}3,0 =0,1=1,... ,A Wegen Ay C A folgt dann aus Lemma 8.10 A\p s =0, P € D} (v).
Wegen A; C A, [ =1,..., ), erhalten wir aus den C2-Stetigkeitsbedingungen auf 025(v)
bereits A\p s = 0, P € B7(K). Sei nun ¢ > 8. Dann folgt mit Ay C A aus Lemma 8.10
direkt, dass Ap s =0, P € Dj(v), gilt. Fir [ =1,... , X gilt somit insbesondere Ap s =0,
P € By, so dass wegen A; C A aus Lemma 8.12 und Korollar 8.13 ebenfalls Ap s = 0,
P e B,(K), folgt.

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Es bezeichne d, die Anzahl der inneren Kanten
von K, die bzgl. v degeneriert sind. Da A nach Voraussetzung eine minimal bestimmende
Menge von S2(K) auf Ry 3(K) ist, folgt mit (2.10) offensichtlich

|f~l| A+ 6g — 8, fallsd, # A,
A+ 6g — 9, fallsd, = A.

Sind nicht alle inneren Kanten von K bzgl. v degeneriert, folgt nach Konstruktion von A
und mit (2.10)

(g —4)(g —5) N Aq(q—3)

Al = |A| + [Ax| = A + 6 — 8 + 5 5

— 3 = dim S}(K).

Sind alle inneren Kanten von K bzgl. v degeneriert, folgt ebenfalls mit (2.10)

~ —4)(g—5 -3
Al = | + x| = A + 6g — 9 + 1 )2(q ) 4 Aq(q2 ) 5 = dim S2(K).
In beiden Fillen folgt dann mit Theorem 2.4 die Behauptung. |

Wir betrachten nun den Fall, dass K ein Fill ist, d. h. es gilt K = T!l. In diesem Fall
unterteilen wir das Dreieck 7™ durch einen Clough-Tocher-Split, wobei wir als inneren
Eckpunkt den Schwerpunkt y; von T hinzufiigen. Die Teildreicke von T seien mit T4,
u=1,2,3, nummeriert (vgl. Abb. 8.5). Wir bezeichnen den modifizierten Fill mit K*. Im
Folgenden konstruieren wir eine Klasse bestimmender Mengen von S2(K*), wobei wir wie
schon bei der Charakterisierung minimal bestimmender Mengen von S%(K) fiir einen Kegel
K davon ausgehen, dass S2(K*) auf Ry 3(K*) := D3(v)UDj3(vo)UD3(v1) U{PZ.[’Ijzlk], PZ[’lk?]] :
J <2,i+7j+k =T} bereits bestimmt ist.

Die Menge M3(A,,) sei wie in Abschnitt 8.1.3 gegeben.
Konstruktion bestimmender Mengen:

Es gelte A,, € M3(A,,). Dann definieren wir

1,1 1,3 1,3
Age = Ay, U {P2[,3,%v P?E,2,2}v P1[,3,3}- (8.55)

Es sei A eine beliebige minimal bestimmende Menge von Sg(K ) auf Ry 3(K).
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Theorem 8.24. Es sei Ak~ von der in (8.55) gegebenen Form. Dann ist A = AU Ag-

eine bestimmende Menge von S%(K*).

Beweis. Sei s € SZ2(K*). Ist s in der BB-Darstellung (2.5) gegeben, bezeichne aglj’.’ﬁ,

i+ 7+ k = g, die Bézier-Koeffizienten von s|pn.., p = 1,2,3. Es gelte Ap s =0, P € A.
Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € B;(K*) gilt. Wegen Bg~ C A folgt direkt
Ap s =0, P € Ry(K*). Ferner folgt wegen A,, C A aus Lemma 8.15, dass Ap s = 0,
P € Ds3(y1), gilt. Aus der C?-Stetigkeitsbedingung an der Kante e;; erhalten wir dann
direkt A\p s = 0, P € 0(21,1),5(3/1). Nach Voraussetzung gilt a[2131]2 = 0, so dass aus der
C2-Stetigkeitsbedingung auf 0(21 1 () a[;’fg = 0 folgt. Wegen agl’i]Q = 0 folgt dann
aus den C?-Stetigkeitsbedingungen an der Kante e; o a[;’é?:}l = a[;’é?:}g = 0. Aus den C?-
Stetgkeitsbedingungen an der Kante e 3 erhalten wir dann bereits Ap s = 0 fiir alle

PEB7(K*). [ |

Abbildung 8.7 zeigt eine Menge A+, die wie in (8.55) gegeben ist.

Vo

Abb. 8.7: Die Vereinigung der BB-Punkte e der Menge Ak« und der BB-Punkte « der Menge
R273(K*) bestimmen S%(K*)
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Kapitel 9

Minimal bestimmende Mengen
von S;(A) auf Zellen

Sei v ein beliebiger Eckpunkt von A und es bezeichne A, die Standardzelle von v. Im
Folgenden konstruieren wir fiir ¢ > 5 allgemeine Klassen minimal bestimmender Mengen
von Sg(Av). Wir unterscheiden dabei zwischen inneren Eckpunkten und Randpunkten von
A. n, = deg(v) bezeichne die Anzahl der von v ausgehenden Kanten. Aus Theorem 2.6

erhalten wir fiir die Dimension von S7(A,)

(g=1)(¢=2)
) Ny —5—= + 6 + oy, v € Vi,
dim Sg(A,) = X (=D(@=2) | (¢+1)(a+2) (9-1)
(ny —2) 5 + 5 , v € Vg,
mit
q—2
on = Y (347 —jen)s,
7=1

wobei e, die Anzahl der von v ausgehenden Kanten mit verschiedener Steigung bezeich-
net. Ist v € V7 und besitzt A, mindestens vier aufeinander folgende innere Kanten, die

paarweise nicht kollinear sind, so gilt o, = 0.

In Abschnitt 9.1 konstruieren wir fiir einen beliebigen inneren Eckpunkt v von A eine grofie
Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(Av), indem wir analog zur Vorgehensweise
in den Abschnitten 8.2 und 8.3 zur Charakterisierung minimal bestimmender Mengen von
S7(A) auf Kegeln vorgehen. Wir wiihlen zunéichst BB-Punkte aus D4(v) so, dass diese
Sg(Av) auf Dy(v) bestimmen. AnschlieBend bestimmen wir Sg(Av) auf den C?-Mengen
entlang der inneren Kanten von A,. Gilt fiir v € Vr, dass o, = 0 ist, erhalten wir mit
den Ergebnissen aus den Abschnitten 8.2 und 8.3 direkt eine weitere Klasse minimal be-

stimmender Mengen von S (A,). In Abschnitt 9.2 beschreiben wir eine allgemeine Klasse
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minimal bestimmender Mengen von Sg(AU), q > b, fiir einen beliebigen Randpunkt v von
A.

9.1 Standardzellen innerer Eckpunkte

Gegeben sei die Standardzelle A, eines beliebigen inneren Eckpunkts v einer Triangu-
lierung A. Die Eckpunkte und Dreiecke von A, seien wie in Abbildung 4.6 nummeriert.
Ferner gelte ¢; = [v,v;],l = 1,... ,n,. Wir beschreiben im Folgenden eine allgemeine Klas-
se minimal bestimmender Mengen von S7(A,), ¢ > 5. Jede Menge A aus dieser Klasse
besitzt die Eigenschaft, dass A eingeschrinkt auf D4(v) bereits eine minimal bestimmende
Menge von S7(A,) auf Dy(v) ist. Wir untersuchen dazu Sz (A,) auf den Scheiben Dj(v),
p = 2,3,4. Ferner verwenden wir bei der Konstruktion minimal bestimmender Mengen
von SZ(A,) die Beschreibung minimal bestimmender Mengen von S7(A,) auf den Men-
gen Ro(e;) aus Abschnitt 8.1.2. Fiir den Fall, dass mindestens vier aufeinander folgende
paarweise nicht kollineare Kanten ihren Ursprung in v haben, definieren wir eine weitere
Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(Av). Dazu verwenden wir die Beschreibun-
gen minimal bestimmender Mengen von Sg(Av) auf den BB-Punkten eines Kegels aus den
Abschnitten 8.2 und 8.3.

Wir beginnen mit der Konstruktion minimal bestimmender Mengen von S2(A,) auf Dy, (v),
2 < p < 4. Mit Gleichung (9.1) gilt offensichtlich fiir die Dimension von S?(A,) auf Dj(v),
p = 2’ 3’ 4’

) —1)(p—2
dim S2(Ay) |, () = M % + 6+ o, 9.2)
mit
p—2
oy = > (347 —jey)s
j=1

Sei zunéchst p = 2. Ist v nicht singuldr und e; eine nicht degenerierte Kante, so bestimmt
eine minimal bestimmende Menge von S7(A,) auf der C?-Menge Cl%Q(U) offensichtlich
SZ(A,) auf Dy(v) in eindeutiger Weise. Gehen wir fiir degenerierte Kanten analog vor,
ergibt sich eine erste Klasse minimal bestimmender Mengen von S7(A,) auf D (v). Wir
erhalten weitere minimal bestimmende Mengen von Sg(Av) auf Dy (v), indem wir Sg(Av)
zunichst auf D;(v) eindeutig bestimmen und anschliefiend drei geeignete BB-Punkte aus

Ry (v) so withlen, dass die Vereinigung dieser Punkte S7(A,) auf Dy(v) bestimmt.
Es sei M3(v) eine Menge von Teilmengen von Ds(v).
Definition von M2 (v):

Es gelte A € M3(v) genau dann, wenn A einen der drei folgenden Fille erfiillt.
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Fall 1: A enthilt fiir ein [ € {0,... ,n, — 1} die folgenden BB-Punkte:

(9.3) sechs BB-Punkte aus 0122(”)’ die den Voraussetzungen von Lemma 8.5 entsprechen,

falls e; nicht degeneriert ist, oder

(9.4) drei BB-Punkte aus Cl~22(v), die nicht alle in Cl}l(v) liegen, zwei BB-Punkte aus
052’2(1)) und den BB-Punkt Pq[llmﬁ, falls e; bzgl. v degeneriert ist, oder

(9.5) drei BB-Punkte aus Cl~22(v), die nicht alle in Cl~12(v) liegen, zwei BB-Punkte aus

CZ2, ,(v) und den BB-Punkt Pq[f](),()’ falls ej bzgl. v; degeneriert ist.

Fall 2: Fiir ein/ € {0,... ,n, — 1} enthilt A die folgenden BB-Punkte:

(9.6) drei nicht kollineare BB-Punkte aus D;(v) und

(9.7) drei BB-Punkte aus Cl?Q(v)\Dl (v), die nicht alle in Cl~12(v) liegen, falls e; bzgl. v nicht
degeneriert ist, oder je einen BB-Punkt aus {Pq[llzm, Pq[lj;’}w und {Pq[llm’l, Pq[lj;’}l’l

sowie den BB-Punkt Pq[llm,oa falls e; bzgl. v degeneriert ist.

Fall 3: v ist nicht singulir und es seien ly,l2,l3 € {0,... ,n, — 1} so gegeben, dass die

Kanten e;,, €, und e;, paarweise nicht kollinear sind. A enthilt die folgenden BB-Punkte:

(9.8) drei nicht kollineare BB-Punkte aus D;(v) sowie fiir ¢ = 1,2,3 den BB-Punkt
l;
P 11[7]2,2,0-

Lemma 9.1. Seiq > 2 und sei A € M3(v). Dann ist A eine minimal bestimmende Menge
von Sg(Av) auf Da(v).

Beweis. Nach Konstruktion von A gilt |A| = 6. Mit (9.2) und Theorem 2.4 folgt dann fiir
den Fall, dass A eine bestimmende Menge von S2(A,) auf Dy(v) ist, dass A minimal ist.
Es bleibt zu zeigen, dass A eine bestimmende Menge von S7(A,) auf Dy(v) ist. Sei g > 2
und es gelte s € Sg(Av). Ferner gelte Ap s =0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s =0
fiir alle P € Dy(v) gilt. Fiir { =1,... ,n, sei s|pq in der BB-Darstellung (2.5) gegeben.

Fall 1: Fiir ein [ € {0,... ,n, — 1} besteht A aus den BB-Punkten (9.3), (9.4) oder
(9.5). Ist e; nicht degeneriert, folgt aus Lemma 8.5 direkt Ap s = 0, P € 012,2(7))‘ Ist e;
degeneriert, folgt aus Korollar 8.6 und der C'-Stetigkeitsbedingung auf Cil, . (v) und Cil, 2(v),
dass Aps =0, P € Bq(Tm UT[ZH]) N Dy (v), gilt. Nach sukzessiver Anwendung der C''- und
C?-Stetigkeitsbedingungen auf die restlichen BB-Punkte in Dy (v) folgt die Behauptung.

Fall 2: Fiir festes [ € {0,... ,n,—1} besteht A aus den BB-Punkten (9.6) und (9.7). Nach
Konstruktion von A folgt direkt A\ps = 0, P € D1 (v). Ist ¢; bzgl. v nicht degeneriert, folgt
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aus Lemma 8.5 Aps =0, P € 0122(”)' Ist e; bzgl. v degeneriert, folgt aus Korollar 8.6 und
der C'-Stetigkeitsbedingung auf Cl~12(v), dass Aps =0, P € Bq(Tm UT[””) N Dy (v), gilt.
Analog zum Beweis des Falls 1 folgt dann in beiden Fillen A\p s =0, P € D5 (v).

Fall 3: v ist nicht singuldr und A enthélt fiir 11,102,135 € {0,... ,n, — 1} die BB-Punkte
(9.8). Nach Konstruktion von A folgt direkt Ap s = 0, P € D;(v). Mit den Beziehungen
(2.7) zwischen den Bézier-Koeffizienten von s und den Richtungsableitungen ersten Grades
von s an der Stelle v; folgt somit
0°s
ore,

(vy) =0, p=0,1, v=0,...,n+1.
Da fiir i = 1,2,3 a'l, , ; = 0 gilt, erhalten wir mit (2.7)

0?%s

82—%(’1)0 = 0, 1 = ]_,2,3. (99)

Nach Voraussetzung sind die Kanten e;,, e;,, €;, paarweise nicht kollinear. Somit existieren
ar,az2 € R\ {0}, so dass

0%s , 0%s 9%s , 0%s
= a2 =2 2 7 g5
Per, () = a Per (v1) + 2a1a9 Der. e, (v) + a3 e (1)
gilt. Wegen a1, ay # 0 folgt dann mit (9.9)
0%s
2% () = 0.
aellael2 vl)

Da s € S’g(Av) gilt, miissen somit alle Ableitungen zweiten Grades von s an der Stelle v;
identisch Null sein. Mit der Beziehung (2.8) zwischen den Bézier-Koeffizienten von s und

den Richtungsableitungen von s folgt dann bereits Ap s = 0 fiir alle P € Ry(v). [ |

Wir konstruieren nun eine Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(Av) auf Ds3(v),
indem wir S7(A,) zuniichst auf Dy(v) bestimmen und anschlieBend weitere BB-Punkte
aus R3(v) wihlen. Wir withlen diese BB-Punkte in Abhéingigkeit davon, ob A, mindestens
vier aufeinander folgende innere Kanten mit unterschiedlicher Steigung besitzt oder nicht.
Es bezeichne e, die Anzahl der Kanten von v mit paarweise verschiedener Steigung. Es

sei die Menge M2 (v) als Menge von Teilmengen von D3 (v) wie folgt definiert.
Definition von M3 (v):

Sei A C D3(v). Dann gilt A € M3(v) genau dann, wenn A wie folgt definiert ist.
Fall 1: v ist nicht singulir.

Gilt e, > 4, nummerieren wir die inneren Kanten von A, so, dass die Kanten e;, eg, e,, 1,
en, o paarweise nicht kollinear sind. Ferner sei [ € {1,... ,n, — 2}. Ist v nicht singulir
und gilt e, < 4, nummerieren wir die inneren Kanten von A, so, dass die Kante ey bzgl. v
nicht degeneriert ist, und es sei I € {1,... ,n, — 1}. A enthalte die folgenden BB-Punkte:
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(9.10) die BB-Punkte einer Menge A € M3(v),

(9.11) drei BB-Punkte aus Cl~23(v) \ Dz(v), die nicht alle in Cl~13(v) liegen, falls e; bzgl.

v nicht degeneriert ist, und anderenfalls je einen BB-Punkt aus {Pq[ll&m, ql+312 1t

und { 3 210 ql+311 o} sowie den BB-Punkt P[ d 33,00

(9.12) einen BB-Punkt aus { 3 3,00 Py]?) 2,15 Pm 231 2} fiir 1 <[ < [, falls e; bzgl. v nicht
degeneriert ist, und anderenfalls den BB-Punkt P [l] 33,07

(9.13) einen BB-Punkt aus {Pq[ll&&o, Pq[lgl’]l 95 Pq[lJE,,lZ 1}, falls e; bzgl. v nicht degeneriert
ist, und anderenfalls den BB-Punkt pll 3,3,0 1T [ <1< ny,—2, falls e, > 4 gilt, und

q-
fir [ <l <ny,—1, falls e, < 4 gilt.

Fall 2: v ist singulér.

Dann enthalte A die folgenden BB-Punkte:

(9.14) die BB-Punkte einer Menge A € M3(v),

S 1 2 3 4 1 2
(9.15) je einen BB-Punkt aus {P(I[J3,2,1a P,J[J3,1,2a P,J[J3,2,1a P,J[J3,1,2} und {P(I[J3,1,2a Pq!3,2,1a

3 4
Pq[—]3,1,2’ Pq[—}3,2,1} und
(9.16) die BB-Punkte P11, 1 =1,2,3,4.

Lemma 9.2. Seiq > 3 und sei A € M3(v). Dann ist A eine minimal bestimmende Menge
von Sg(Av) auf D3(v).

Beweis. Nach Konstruktion von A gilt |A| = 6 + n,, falls e, > 4 ist. Ist e, < 4, gilt
|A| = 74 n,. Ist A eine bestimmende Menge von S2(A,) auf D3(v), folgt somit aus (9.2)
und Theorem 2.4, dass A auch minimal ist. Es bleibt zu zeigen, dass A eine bestimmende
Menge von Sg(Av) auf D3(v) ist. Sei ¢ > 3 und es gelte s € Sg(Av). Ferner gelte Aps =0
fiir alle P € A. Dann ist zu zeigen, dass Aps = 0 fiir alle P € D3(v) gilt. Nach Konstruktion
gilt A N Dy(v) € M2(v). Aus Lemma 9.1 folgt somit Ap s = 0, P € Da(v). Es bleibt zu
zeigen, dass A\p s =0, P € R3(v), gilt.

Fall 1: v ist nicht singuldr. A besteht somit aus den BB-Punkten (9.10) bis (9.13). Aus
Lemma 8.5 oder aus Korollar 8.6 sowie aus der C''-Stetigkeitsbedingung auf C~1 ( ) erhal-
ten wir direkt \p s =0, P € { 3 2.1 Pq[ll&m, Pq[ll&&o, Pq[lj;’]m, ql+312 e Gllt ey > 4,
folgt nach sukzessiver Anwendung der C'- und C?-Stetigkeitsbedingungen auf R3(v), dass
Ap s =0, P € R3(v) \ By(T"™), gilt. Da die Kanten ey, eq, €y,_1,€en,—2 paarweise nicht
kollinear sind, folgt dann aus Korollar 8.1 bereits die Behauptung. Gilt e, < 4, erhalten
wir nach sukzessiver Anwendung der C'- und C2-Stetigkeitsbedingungen auf R3(v), dass
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Aps =0, P € R3(v) \{P, n”3 300> gilt. Da eg bzgl. v nicht degeneriert ist, folgt aus der
C'-Stetigkeitsbedingung auf 03’3( v) die Behauptung.

Fall 2: v ist singuldr und A besteht aus den BB-Punkten (9.14) bis (9.16). Da A die BB-
Punkte (9.15) enthilt, folgt aus den C2-Stetigkeitsbedingungen auf Cl%?)(v) sowie aus den
C'-Stetigkeitsbedingungen auf C}';(v) direkt Aps = 0, P € R(0)\{P)) 55 : [ =1,2,3,4}.
Da A ferner die BB-Punkte (9.16) enthilt, folgt bereits die Behauptung. [ |

Wir wenden uns nun den minimal bestimmenden Mengen von Sg(Av) auf einer Teilmenge

von Dy(v) zu. Es sei
Di(w)={P: PeC},(v), p=2,3,4,1=1,... ,n,}. (9.17)

Wir konstruieren im Folgenden eine Klasse bestimmender Mengen von S2(A,) auf D} (v).
Dazu wihlen wir zunéchst eine minimal bestimmende Menge von S7(A,) auf Ds(v) N
Dj(v). Anschlieflend bestimmen wir Sg(Av) auf den restlichen BB-Punkten in R4(v). Die

Menge M?(v) von Teilmengen von D} (v) wihlen wir demnach wie folgt.
Definition von M?2(v):

Es gilt A € M2(v) genau dann, wenn A einen der folgenden beiden Fiille erfiillt.
Fall 1: v ist nicht singulir.

Wir nummerieren die inneren Kanten von A, so, dass die Kante ey bzgl. v nicht degeneriert
ist. A enthalte fiir festes [ € {1,... ,n, — 1} die folgenden BB-Punkte:

(9.18) die BB-Punkte einer Menge A\{ 3 30 : € ist bzgl. v degneriert, 1 <1 <n,} mit
A € M3(v),

(9.19) drei BB-Punkte aus Cl~24(v) \ D4(v), die nicht alle in 0514(1)) liegen, falls e; bzgl. v
nicht degeneriert ist, und anderenfalls einen BB-Punkt aus {Pq[ll 1,225 P;Z{}Q’Z ,

(9.20) zwei BB-Punkte aus {Pq[ll472,2, Pq[ll4,371, Pq[ll4,4,0a qu+411 o} fiir 1 <1 < [, falls ¢

bzgl. v nicht degeneriert ist,

(9.21) zwei BB-Punkte aus {P10, .\, PM, | PN P ) fiie [ < 1 <y — 1, falls
e; bzgl. v nicht degeneriert ist, und
(9.22) einen BB-Punkt aus {F, n”44 05 Pq[ﬁi?),l, P;l_h’l’?’}.

Fall 2: v ist singulér.

A enthalte einen BB-Punkt aus {Pylzl,m :1=1,...,4} und die Menge fl\{Pq[ll?),?),O t =
.4} mit A € M3 (v).
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Lemma 9.3. Sei ¢ > 4 und sei A € M3(v). Dann ist A eine bestimmende Menge von
S(Ay) auf Di(v).

Beweis. Sei ¢ > 4 und es gelte s € Sg(Av). Ferner gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu
zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v) gilt.

Fall 1: v ist nicht singuldr und A besteht aus den BB-Punkten (9.18) bis (9.22). Aus Lem-
ma 9.2 erhalten wir direkt Ap s = 0, P € D3(v) N D}(v). Aus der C2-Stetigkeitsbedingung

auf Cl~24(v) folgt dann A\ps =0, P € 0124(1)). Nach sukzessiver Anwendung von Lemma 8.5
und von Korollar 8.6 folgt ferner A\p s = 0, P € Dj(v) \ {Pq[l_]474,0, Pq[l_]473,1, Pq[ri’il,?,}, S0
dass aus der C'!-Stetigkeitsbedingung auf C’&A(v) die Behauptung folgt.

Fall 2: v ist singulidr. Nach Konstruktion von A folgt aus Lemma 9.2 Ap s = 0 fiir alle
P e Dj()\{P",,,: 1 =1,2,3,4}. Da A einen BB-Punkt aus {P],,,: | = 1,2,3,4}
enthilt, folgt dann aus den C?-Stetigkeitsbedingungen auf 012’4(1)), I =1,2,3,4, bereits die
Behauptung. |

Mit Hilfe von Lemma, 9.3 sind wir nun in der Lage, fiir einen beliebigen inneren Eckpunkt
v von A eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(Av), q > b5, zu

konstruieren. Es seien die Mengen ngq(el) und Mg’q(el) wie in Abschnitt 8.1.2 definiert.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:
Die Mengen A; C By(Ay), 1 =0,... ,n,, seien wie folgt gewéhlt:

AO € MZ(U)a

M2 (e), falls e; bzgl. v degeneriert ist,
A € ~5’q( 2 Lo & I=1,...,n,.
Mg’q(el), sonst,

Dann definieren wir
A= Ul A UAPY ik >3 0=1, ). (9.23)

Theorem 9.4. Sei ¢ > 5 und sei A von der in (9.23) gegebenen Form. Dann ist A eine

minimal bestimmende Menge von Sg(Av).

Beweis. Seiq > 5 und es gelte s € Sg(AU). Wir zeigen zunéchst, dass A eine bestimmende
Menge von Sg(AU) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir
alle P € B,(A,) gilt. Offensichtlich gilt

By(Ay) = Di(v) U (U5 Raler)) U {P, : ik 23, 1=1,...,m,},  (9.24)

wobei D (v) wiein (9.17) und Ra(e;) fiirl = 0,... ,n,—1 wie in (8.15) gegeben sind. Wegen
Ap C A folgt aus Lemma 9.3 direkt Ap s =0, P € Dj(v). Somit gilt insbesondere fiir alle
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Kanten e;, die bzgl. v nicht degeneriert sind, \ps =0, P € Cl{ 4(v). Aus Korollar 8.13 folgt
dann wegen A; C A, dass Ap s =0, P € Ra(e), gilt. Ist fiir [ € {1,... ,n,} die Kante ¢
bzgl. v degeneriert, folgt wegen A; C A aus Lemma 8.12 direkt Ap s = 0, P € Ra(e;). Da
A die Menge {P}, i,j,k >3,1=1,... ,n,} enthilt, folgt mit (9.24) Ap s = 0 fiir alle
P e By(Ay).

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion und mit (9.1) gilt

—4)(q—5
Al = 3np + 6 + 0y + 3(q—4)ny + nvw
—1)(g—2 .
= Ny w + 6 + o = dim Sg(AU).
Aus Theorem 2.4 folgt dann die Behauptung. |

Wir betrachten nun die Zelle eines inneren Eckpunkts v, von dem mindestes vier aufein-
ander folgende Kanten ausgehen, die paarweise nicht kollinear sind. In diesem Fall besitzt
der Kegel, der entsteht, wenn wir eine solche Zelle entlang einer geeigneten inneren Kante
e~ ,aufschneiden“, ebenfalls vier aufeinander folgende innere Kanten mit paarweise ver-
schiedener Steigung. Wir bestimmen demnach S7(A,) zunéchst auf Dy(v), dann auf den
C2-Mengen entlang der Kante e;« und schlieflich auf dem Kegel K = A, \ ¢;-. Sei also A,
die Standardzelle von v, so dass mindestens vier aufeinander folgende innere Kanten von
A, eine unterschiedliche Steigung haben. Wir nummerieren die Kanten von A, so, dass fiir
mindestens ein | € {1,... ,n, — 2} die Kanten e, 1, €;,€e;41, €12 paarweise nicht kollinear
sind. Ferner sei der Kegel K definiert durch K := A, \ {ep}. Die Mengen M3 4(ep) und
Ms,4(eo) seien analog zu den Mengen Ms ,(eg) bzw. Ms 4(eo) aus Abschnitt 8.1.2 definiert.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Es gelte A, € M2(v). Die Menge Ay C {P: P € C&p(v), p = 3,...,q} sei wie folgt
definiert. Ist ey nicht degeneriert, gelte Ay € M§7q(eo). Ist eg bzgl. vy degeneriert, gelte
Ay € M3q(eo) Ist ey bzgl. v degeneriert, sei Ay € M2 (eo) und es gelte Ao C Ap. Ao
enthalte in diesem Fall ferner je einen BB-Punkt aus {F, n”:jQ P 3 125 1P, n”371,2, ;1 32171
und {Pq74’2’2, q74’2’2}. Die Menge A sei fiir den Kegel K wie in (8.33) gegeben, falls
g < 6 gilt, und wie in (8.53), falls ¢ > 7 gilt. Dann definieren wir

A=A, UAyUAKk. (9.25)

Theorem 9.5. Es seiv ein innerer Eckpunkt von A, so dass mindestens vier aufeinander
folgende innere Kanten von A, paarweise nicht kollinear sind. Sei g > 5 und sei A von

der in (9.25) gegebenen Form. Dann ist A eine minimal bestimmende Menge von Sg(Av).

Beweis. Seiq > 5 und es gelte s € S7(A,). Wir zeigen zuniichst, dass A eine bestimmende
Menge von Sg(AU) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir
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alle P € By(A,) gilt. Offensichtlich gilt
Bo(Ay) = Da(v) U{P: PeCH,(v), p=3,...,q} U By(K). (9.26)

Wegen A, C A folgt direkt Ap s = 0, P € Dy(v). Ist ey nicht degeneriert, gilt somit
insbesondere A\p s = 0, P € 05’2(1)). Nach Konstruktion von Ay C A folgt dann aus
Korollar 8.13 Aps = 0, P € UZ:3Cg’p(U). Ist eg bzgl. v degeneriert, folgt aus den C?-
Stetigkeitsbedingungen auf 0373(1)) und 03,4(1)) sowie aus Lemma 8.12 ebenfalls A\p s = 0,
Pe Ug:3C§7p(v). Da Ax C A gilt, folgt fiir ¢ = 5,6 aus Theorem 8.19 bzw. fiir ¢ > 7 aus
Theorem 8.22, dass A eine bestimmende Menge von Sg(Av) ist.

Somit bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion und mit (9.1) gilt

(—1)(—-2) (¢+1)(g+2)

Al =6 + 3(¢—2) + (ny+1) 5 5 + 6
—1)(qg—2
= n, (")2# + 6 = dim S2(A,).
Aus Theorem 2.4 folgt somit die Behauptung. |

9.2 Standardzelle von Randpunkten

Im Folgenden sei v ein beliebiger Randpunkt der Triangulierung A. In diesem Abschnitt
zeigen wir, dass wir analog zur Konstruktion minimal bestimmender Mengen von Sg(A)
auf einem Kegel K in den Abschnitten 8.2 und 8.3 unmittelbar eine grofie Klasse mi-
nimal bestimmender Mengen von S7(A,) erhalten. Wir konstruieren zunichst minimal
bestimmende Mengen von S2(A,) auf den Scheiben Dy (v), p = 2,3, 4.

Sei n, = deg(v). Wir nummerieren die Eckpunkte von A, gegen den Uhrzeigersinn mit
V0. s Upy_1. Fiir [ = 0,... ,n, — 1 sei ¢ := [v,0y] und fiir l = 1,... ,n, — 1 sei T :=
A(v,v;_1,v;). Analog zur Definition der Menge M3 (v) fiir innere Eckpunkte definieren wir

nun die Menge M3 (v) fiir Randpunkte als Menge von Teilmengen von Dj(v).
Definition von M3(v):

Es gilt A € M2(v) genau dann, wenn A einen der folgenden drei Fille erfiillt.

Fall 1: Fiirein/ e {1,...,n, — 1} enthilt A die BB-Punkte (9.3).

Fall 2: Fiirein/ € {1,...,n, — 1} enthilt A die BB-Punkte (9.6) und (9.7).

Fall 3: Die Kanten ¢, ¢, und e;, seien paarweise nicht kollinear, [;,l2,l3 € {0,... ,ny}.

Dann enthélt A fiir 1, 19,3 die BB-Punkte (9.8).

Korollar 9.6. Sei ¢ > 2 und sei A € M2(v). Dann ist A eine minimal bestimmende
Menge von S3(Ay) auf Da(v).
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Beweis. Die Behauptung folgt analog zum Beweis von Lemma 9.1. |

Wir betrachten nun die Menge
D3(v) := Ds(v) \ { 3 301 € ist bzgl. v degeneriert, I =1,... ,n, — 2}.
Es sei M3(v) die Menge von Teilmengen von D3 (v), die wie folgt definiert sind.

Definition von M3(v):

Es gilt A € M2(v) genau dann, wenn fiir ein [ € {1,... ,n, — 1} A die folgenden BB-
Punkten enthélt:

die BB-Punkte einer Menge A € M2(v),

e drei BB-Punkte aus Cl?g(v) \ D3 (v), die nicht alle in 053(1)) liegen, falls e; bzgl. v
nicht degeneriert ist, und anderenfalls je einen BB-Punkt aus {Pq[ll&m, ql+312 1} und

l—|—1
{ 321a P, 3,1,2}

e cinen BB-Punkt aus {Pq[ll373,0, Pq[ll?),m, Pq[ll?),m} fiir 1 <1 < [, falls ¢; bagl. v nicht

degeneriert ist,

e cinen BB-Punkt aus {Pq[ll373,0, P 3,]172, Pq[l_-gl,]m} fiir | <1< mny—2, falls ¢ bzgl. v

nicht degeneriert ist,

e die BB-Punkte P, , und Py 1].

s

Lemma 9.7. Sei ¢ > 3 und sei A € M3(v). Dann ist A eine bestimmende Menge von
Sg(Av) auf Di(v).

Beweis. Sei g > 3 und es gelte s € Sg(AU). Ferner gelte A\p s = 0, P € A. Dann ist
zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v) gilt. Nach Konstruktion von A folgt direkt
Aps =0, P € Dy(v). Aus den C*-Stetigkeitsbedingungen an der Kante e; folgt dann ferner
Aps =0, P e 052,3(0)’ falls e; bzgl. v nicht degeneriert ist, und anderenfalls Ap s = 0,
Pe Cl~273(v) U Cil, ;(v). Nach sukzessiver Anwendung der C2-Stetigkeitsbedingungen auf die
restlichen BB-Punkte in R3(v) N D3 (v) folgt dann bereits die Behauptung. [ |

Bemerkung 9.8. Es sei A € M3(v). Dann folgt mit Lemma 9.7, dass die Vereinigung
Ay = AU { 330 . ey ist bzgl. v degeneriert, [ = 1,... n, — 2}

eine minimal bestimmende Menge von Sg(Ay) auf D3(v) ist, denn nach Konstruktion gilt
|.A0| =n, +8 =dim Sg(Av”Dg(v)
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Wir betrachten nun SQ(AU) auf der Menge

* l l I+1 .
Dj(v) := Dy(v )\{ 330, 5]440,P;14’371,Pq[_4}1,3: e; ist bzgl. v deg.,l =1,... ,n, —2}.
Wir definieren M?(v) als die Menge der folgenden Teilmengen von Dj (v).
Definition von M?(v):

Es gelte A € M%(v) genau dann, wenn A C D} (v) fiir einl € {1,... ,n, —2} die folgenden
BB-Punkte enthélt:

e die BB-Punkte einer Menge A € M3(v),

e drei BB-Punkte aus CZ24(U)’ die nicht alle in 0[14(1)) liegen, falls e; bzgl. v nicht

degeneriert ist, und anderenfalls einen BB-Punkt aus {Pq[ll 1220 ql+412 9}

e zwei BB-Punkte aus {Pq[ll473,1, Pq[ll4,4,0a Pq[l_ti}m, Pq[l_ti}m} fiir 1 <1 <1, falls ¢; bzgl.

v nicht degeneriert ist,

e zwei BB-Punkten aus {Pq[lluﬂ, Pq[ll4,371, Pq[ll4,4,0a ql+411 o} fiir I < 1 < ) falls ¢

bzgl. v nicht degeneriert ist, und

e die BB-Punkte Py .. P, oo P und P Pt ple )

Lemma 9.9. Sei ¢ > 4 und sei A € M2(v). Dann ist A eine bestimmende Menge von
S2(A,) auf D3 ().

Beweis. Sei ¢ > 4 und es gelte s € S’g(Av). Ferner gelte A\p s = 0, P € A. Dann
ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € Dj(v) gilt. Nach Konstruktion von A folgt
direkt Ap s = 0, P € Dj(v). Aus der C*-Stetigkeitsbedingung an der Kante e; folgt dann
Aps =0, P ¢ Cl?, ,(v). Nach sukzessiver Anwendung der C2-Stetigkeitsbedingungen auf
die restlichen BB-Punkte in R4(v) N Dj(v) folgt dann die Behauptung. [ |

Wir konstruieren nun eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von 57 (A,),
q=5.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:
Es sei Ag € M2(v). Fiirl = 1,... ,n, —2sei A; € Maq(el), falls e; bzgl. v nicht degeneriert

ist, bzw. es sei A; € M? q(e1), falls e; bzgl. v degeneriert ist. Ferner sei

M—{ pv- 1]:z>5 j <2, z—l—j—i-k—q}U{

]k, e Ci k>3, 0=1,... ,ny— 1}

zgk:

Dann definieren wir

A= UMRTA U M. (9.27)
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Theorem 9.10. Sei g > 5 und sei A von der in (9.27) gegebenen Form. Dann ist A eine

minimal bestimmende Menge von S;(A,).

Beweis. Seiq > 5 und es gelte s € Sg(Av). Wir zeigen zunéchst, dass A eine bestimmende
Menge von Sg(Av) ist. Es gelte Ap s = 0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir
alle P € A, gilt. Offensichtlich gilt

By(A,) = Di(v) U (U2, *Ra(er)) U M. (9.28)

Nach Konstruktion von A folgt aus Lemma 9.9 direkt A\p s = 0, P € Dj(v) UM. Ins-
besondere gilt dann fiir eine Kante e, [ € {1,... ,n, — 2}, die bzgl. v nicht degeneriert
sind, A\Aps =0, P € C’ZIA(U). Wegen A; C A folgt dann aus Korollar 8.13 bereits Ap s = 0,
P € Ry(e;). Ist e; bzgl. v degeneriert, erhalten wir aus Lemma 8.13 direkt A\p s = 0,
P € Ry(ey), I € {1,... ,n, — 2}. Wegen (9.28) folgt dann bereits, dass A S7(A,) be-

stimmt.

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Nach Konstruktion von A gilt mit (9.1)

(q—4)(q—5)

Al = 3ny + 3 + (ny — 1) + 6(¢—3) + 3(ny —2)(¢ —4)

2
—1)(g—2 1 2
= (ny—2) e )2((1 ) 4 (et )2(“ ) _ dim S2(A).
Aus Theorem 2.4 folgt dann die Behauptung. |
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Kapitel 10

Der Splineraum S;(A), g=2>5,6

In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum Sg(A), q = 5,6. Niirnberger & Zeilfelder
[49] beschrieben fiir eine Klasse von Triangulierungen, die induktiv erzeugt werden und
keine Semisingularitéiten enthalten, eine spezielle minimal bestimmende Menge von S7(A).
Ferner entwickelten sie fiir diese Klasse von Triangulierungen ein Hermite- und Lagrange-
Interpolationsschema, fiir Sg(A). Wir betrachten im Folgenden Triangulierungen, die wir
durch schrittweises Hinzufiigen beliebiger Kegel und Zellen zu einem gegebenen Startdrei-
eck erhalten. Wir durchlaufen eine solche Triangulierung A nach Algorithmus 2 aus Ab-
schnitt 3.1, wobei wir gegebenenfalls den aktuellen Kegel modifizieren. Basierend auf den
Resultaten aus Kapitel 8 und Kapitel 9 konstruieren wir in Abschnitt 10.1 eine allgemeine
Klasse minimal bestimmender Mengen von Sg(A). Unter Verwendung der Relationen zwi-
schen den Bézier-Koeffizienten und den partiellen Ableitungen eines Splines kénnen wir so-
mit in Abschnitt 10.2 direkt eine grofle Klasse von Hermite-Interpolationsbedingungen fiir
Sg(A), q = 5,6, angeben. Ferner konstruieren wir in Abschnitt 10.3 allgemeine Lagrange-
Interpolationsmengen fiir S2(A), indem wir wie auch schon bei der Konstruktion von
Lagrange-Interpolationsmengen fiir S,}(A), q > 5, in Kapitel 7 die Methode der Redukti-

on des Polynomgrads verwenden.

Sei nun A eine beliebige Triangulierung, die mittels Algorithmus 2 so durchlaufen wer-
den kann, dass zu keinem Zeitpunkt ein Fill angehingt wird. Fassen wir die Zelle eines
Flappunkts v € Vi als Vereinigung des Dreiecks, das mit der bereits durchlaufenen Teil-
triangulierung eine gemeinsame Kante hat, und dem Kegel bestehend aus den restlichen
Dreiecken der Zellen auf, modifizieren wir A wie folgt. Besitzt dieser Kegel eines Flap-
punkts oder der Kegel eines Randpunkts, der zur bereits durchlaufenen Teiltriangulierung
hinzugefiigt wird, nicht vier aufeinander folgende Kanten, die paarweise nicht kollinear
sind, unterteilen wir wie in Abschnitt 8.2 beschrieben ein oder zwei Dreiecke des Kegels

durch einen Clough-Tocher-Split. Wir erreichen somit, dass alle Kegel mindestens vier auf-
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einander folgende Kanten besitzen, die vom Scheitelpunkt ausgehen und eine paarweise
verschiedene Steigung besitzen. Wir bezeichnen die so modifizierte Triangulierung von A
mit A*,

Mittels Algorithmus 2 erhalten wir eine Indizierung der relevanten Eckpunkte vy, ... , v,

von A. Nach Konstruktion sind die Teiltriangulierungen A,, v = 0,... ,n, induktiv wie
folgt definiert.

A() = T[O},
A, = A, UK, v=1,...,n.

Dabei bezeichne K, fiir den Fall, dass v, ein Randpunkt von A, ; ist, den Kegel von
v, bzgl. A, 1. Ist v, kein Randpunkt von A, 1, aber ein innerer Eckpunkt von A, gelte
K, = A,,. Ist schlieBlich v, weder ein Randpunkt von A,_; noch ein innerer Eckpunkt
von A, gelte K, = A(v,, w,w"), wobei w und w’ benachbarte Randpunkte von A,_; sind
und ferner A(v,, w,w') € A,, gilt. Fiir v =0,... ,n bezeichne VI(V) die Menge der inneren
Eckpunkte, Vg/) die Menge der Randpunkte, Ey') die Menge der inneren Kanten und Egj)
die Menge der Randkanten von A,,.

Wir betrachten die Zelle A, eines Eckpunkts v,. Es gelte n, = deg(v, ). Wir nummerieren

die Randpunkte der Zelle A,, gegen den Uhrzeigersinn mit v,,... ,v,,,—1. Die Kanten
von A,, seien mit e,; = [v,,v,;] und é,; = [v,;_1,v,,] bezeichnet, | = 1,... ,n,. Ferner
sei T = A(vy,vpy-1,041), L = 1,... ,ny. Die Indizes [ sind hierbei sowie im Folgenden

stets als [ modulo n, zu verstehen.

Ist v, ein Randpunkt von A,_1, dann gelte
K, = {T"1:1=1,... )}
Ist v, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann gelte

K, (T4 1=1,...,n,}, v, €V, wnd [no,vm1] € Eg’_l).
A(vy, vu,0,00,1), vy € VB,
Es sei A* die modifizierte Triangulierung von A. Wir durchlaufen A* in der gleichen Rei-
henfolge wie die Basis-Triangulierung A. Wurden Dreiecke von K, in der Triangulierung
A* unterteilt, dann bezeichnen wir den modifizierten Kegel bzw. die modifizierte Zelle mit
K. Ferner sei N* C {1,... ,n} die Indexmenge aller K,, die in A* modifiziert wurden.

Dann definieren wir
Aj = Ay,
Ay_, U K7, falls v € N* gilt, X (10.1)
AY_, UK, fallsv¢Ngilt,

154



¥) )

Fiir v = 0,... ,n bezeichne VI* die Menge der inneren Eckpunkte, Vé ¥} die Menge der

Randpunkte und E;(V) die Menge der inneren Kanten von A7,

10.1 Minimal bestimmende Mengen

Gegeben sei eine Triangulierung A die mittels Algorithmus 2 ohne Auftreten von Fills
durchlaufen werden kann. Ferner sei A* = A} die modifizierte Triangulierung von A,
die wie in (10.1) definiert ist. Im Folgenden konstruieren wir fiir ¢ € {5,6} induktiv eine
groBe Klasse minimal bestimmender Mengen von S7(A*). Wir verwenden dazu die in
Abschnitt 8.2 definierten minimal bestimmenden Mengen von Sg(A) auf einem Kegel und

auf einem modifizierten Kegel.
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Sei v > 1 und es gelte v ¢ N*. Ist v, ein Randpunkt von A}_,, dann sei Ag, wie in (8.33)
gegeben. Ist v, € V;* ein Flappunkt bzgl. A}, dann sei fiir den Kegel K, = A, \T" die

Menge Az wie in (8.33) gegeben, und wir definieren Ag, = Az U {PZ[I;’}C] 21> 2, itk =

q}. Ist v, € V}; ein Flappunkt bzgl. A%_,, dann gelte Ag, = {Pi[;’,}j 21> 2, i+j+k=q}.

%
v—1»

Sei nun v > 1 und es gelte v € N*. Ist v, ein Randpunkt von A dann sei Ag; wie
in (8.42) gegeben, falls ein Dreieck von K durch einen Clough-Tocher-Split unterteilt ist,
bzw. es sei A wie in (8.52) gegeben, falls zwei Dreiecke von K, durch einen Clough-
Tocher-Split unterteilt sind. Ist v, € V;* ein Flappunkt bzgl. Aj_,, dann sei fiir den Kegel
K: = A, \ T die Menge Af. wie in wie in (8.42) gegeben, falls ein Dreieck von
R’l’j durch einen Clough—Tocher—Spliit unterteilt ist, bzw. es sei Az, wie in wie in (8.52)
gegeben, falls zwei Dreiecke von K » durch einen Clough—Tocher—Spli‘E unterteilt sind. Dann

setzen wir Agx = Ag. U {P.[V’l] 21> 2, i+j+k=q}.

1,5,k
Fiir v =0, ... ,n definieren wir A, induktiv durch
Ao = By(Ao),
A, 1 UAg,, falls v ¢ N* gilt, (10.2)
A, = v=1,...,n.

Ay 1 UAfgs, falls v € N* gilt,

Theorem 10.1. Sei g € {5,6} und sei A* = A} wie in (10.1) gegeben. Dann ist A, wie

in (10.2) eine minimal bestimmende Menge von S2(A*).

Beweis. Sei g € {5,6} und es gelte s € Sg(A*). Wir zeigen zunichst, dass A, eine
bestimmende Menge von Sg(A*) ist. Es gelte A\p s =0, P € A,,. Dann ist zu zeigen, dass
Ap s =0 fiir alle P € B,(A*) gilt. Wir zeigen im Folgenden, dass

Aps=0, PeA, = Aps=0, PeBy4;), v=0,...,n, (10.3)
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gilt. Wegen A* = A% folgt aus (10.3), dass A, eine bestimmende Menge von S7(A*) ist.

Beweis von (10.3) durch vollstandige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Da Ag = B4(Ay) gilt, erhalten wir direkt (10.3).

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (10.3) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Nach
Definition von A, folgt somit Ap s =0, P € B,(A}_;) U Ry(K,), falls v ¢ N* gilt, wobei
Ry (K,) wie in (8.2) gegeben ist, bzw. es folgt A\p s = 0, P € By(A}_;) U Ra(K}), falls
v € N* gilt, wobei R (K}) wie in (8.3) gegeben ist. Wir betrachten zunéichst den Fall, dass
v, € Vg’fl) gilt. Fiir v ¢ N* folgt die Behauptung direkt aus Theorem 8.19. Fiir v € N*
folgt (10.3) aus Theorem 8.20 oder 8.21. Ist v, ein Flappunkt bzgl. A% . folgt aus den

v—1»
C?-Stetigkeitsbedingungen an der Kante ¢,,1, dass Aps =0, P € {PZ[I;’}C] 11 < 2, iHj+k=q},

gilt. Gilt v, € V3, folgt (10.3) direkt aus der Definition von Ag,. Fiir v, € V} folgt die
Behauptung aus Theorem 8.19, 8.20 oder 8.21. O

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Wir zeigen im Folgenden, dass fiir A,, v = 0,... ,n,

21 + 6B — 15 |V@)] 4+ Sy v firg=5,

Ay = (10.4)

28 + 105, — 22y + % o firg=6
I

gilt.

Beweis von (10.4) durch vollstindige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 0. Offensichtlich gilt fir ¢ = 5 |Ap| = 21 und fir g = 6 |Ay| = 28.

Mit B = V) = § folgt dann (10.4).

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (10.4) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Nach

Konstruktion gilt ,, =0, v =1,... ,n.

Sei v, zunichst ein Randpunkt von A, ;. Gilt v ¢ N*, dann sei X gleich der Anzahl der

inneren Kanten von K. Es gilt |E;(V)| = |E;(V71)| + A+ 2 und |VI*(V)| = |VI*(V71)| + 1.

Nach Konstruktion von A, erhalten wir

6X — 3 fiirg=>5,
10\ — 2 fiir ¢ =6,

|A,,| = |.A,,,1| +

so dass nach Induktionsannahme (10.4) folgt. Gilt v € N*, dann bezeichne n¢r € {1, 2} die
Anzahl der Clough-Tocher-Dreiecke von K. Ferner sei A + 3ncp die Anzahl der inneren

Kanten von K. Fiir ner = 1 erhalten wir nach Konstruktion von A

6A + 1  fiirg=>5,
10\ + 7 fiir ¢ = 6.

Av| = [Av-a| +

Ferner gilt |E;(V)| = |E}‘(V*1)| + A+ 5 und |VI*(V)| = |VI*(V71)| + 2 sowie oy, = 1 fiir
den Clough-Tocher-Punkt y, von K. Nach Induktionsannahme folgt dann (10.4). Gilt
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ner = 2, folgt nach Konstruktion von A K

6X + 5 fiir ¢ = 5,
10\ + 16 fiir ¢ = 6.

Av| = [Av—1| +

In diesem Fall gilt [E;")| = |E;¢ ™D 4248 und |[V;' )| = |v; ™V [+3 sowie 0,y = 0,0 = 1
fiir die Clough-Tocher-Punkte y. und 32 von K. Nach Induktionsannahme folgt dann die
Behauptung. Sei nun v, ein Flappunkt bzgl. A} . Fiir v, € V3 gilt offensichtlich

6 fiirq=>5,
10 fiir ¢ = 6.

|A,,| = |A,,,1| +

Mit |E;(V)| = |E;(V_1)|+1, |VI*(V)| = |VI*(V_1)| und o, = 0 sowie nach Induktionsannahme
folgt dann die Behauptung. Gilt v, € V}', dann bezeichne ncr wiederum die Anzahl der
Clough-Tocher-Dreiecke von K}, falls v € N* gilt. Fiir v ¢ N* gelte nor = 0. Offensichtlich
gilt dann | B7) = |7 ny 14 3ner, [V = V7 1o and 2o 00 =

Zvev*(‘"” oy + ner. Nach Konstruktion von A, erhalten wir
I

6ny, — 9 + 4ner, fir ¢ = 5,
M| = Mol + 4 o
10n, — 12 4+ 9ngp, firg=06,

so dass nach Induktionsannahme die Behauptung (10.4) folgt. 0
Fiir v = n folgt somit aus den Theoremen 2.3 und 2.4, dass |A,| = dim Sg(A*) gilt, d.h.

Ap ist eine minimal bestimmende Menge von Sz (A*). [ |

10.2 Hermite-Interpolation

Sei A*, wie oben definiert, die modifizierte Triangulierung einer Triangulierung A, die
mittels Algorithmus 2 so durchlaufen werden kann, dass keine Fills auftreten. Im Folgenden
definieren wir analog zur Konstruktion der minimal bestimmenden Mengen von Sz(A*),
q = 5,6, induktiv Hermite-Interpolationsbedingungen fiir Sg(A*). Sei s € Sg(A*), qg=>5,6.
Firl =1,...,n, und n = 1,...,n sei p¥ = S|pwa, falls TW nicht durch einen
Clough-Tocher-Split unterteilt ist, und fiir 4 = 1,2, 3 sei plvm] = S|pw.a.wi, falls Tl
modifiziert wurde. Sei f € C() geniigend oft differenzierbar. Ferner seien D¥pl»ll, D« f
und D¥pl" (bW wie in (2.3) definiert. Wir betrachten zunichst den Fall ¢ = 5.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:
Fall 1: Es gilt v = 0.

s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:
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] pr[o,ﬂ(/vl) e Dwf(/vl), w = 0,_ .. ’5_

Fall 2: Es gilt v, € Véy_l), v ¢ N*.

Esseil* € {2,...,),} so gegeben, dass die Kanten e, j«_2, €,j-_1, €,/ und e, ;- | paarwei-

se nicht kollinear sind. Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D“p" (v, ;) =D¥f(v,;), w=0,1,2, fiir | = 1,... ,\, 1 ¢ {I*—1,I*},

. 9?2 [v,l*] 92
° pr[l/,l ](’Uu,l*) = D""f(’Uu,l*)a w=0,1,2, aufler 621??7,,1*(,0”7”) = 62€fl* (Uz/,l*)a

° pr[l/,l*fﬂ (,Ul/,l*fl) — Dwf(vy,l*fl)7 w = 0, 1’ und

82p[u,l*—1] 9?2
62éu7l*_1 Uy’l*il) - 62éu7l*_1 (vy’l*il).

Fall 3: Es gilt v, € Vé”fl), veN*.
Enthilt K genau ein Clough-Tocher-Dreieck, dann sei I* € {1,... ,A—1} der Index dieses

Dreiecks. s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥p"(v,;) = D¥f(vyy), w=0,1,2, fiir I = 1,... , A\, | #1%,
. 82 v,(1*,2)] 52
o DI (0,00) = D f(000), w0 = 0,1,2, amer LB (0,) = 5L (1,0,

a4p[u,(l*,2)] _ 64f 83 L(1%,2)] _ 9% f
’ m(“”) T 0Pey (v) und 33 J(1%,2) (o) = ey, 1x 2) (t)-
Enthélt K zwei Clough-Tocher-Dreiecke, sind nach Konstruktion die beiden Dreiecke
T»1 und T2 durch einen Clough-Tocher-Split unterteilt. Dann erfiille s die folgenden

Hermite-Interpolationsbedingungen:

83 ,(1,1)] an 84])["7(1’1)] a4f

* Feran )= ey W) Fie, o (v ) e, iny ()

84])["7(1’1)] B 84f 83 2,1)] B 83f
0%ey (1,1)0eu,0 vy) = 03ey,(1,1)0€1,0 (v), 636 v,(2,1) Yv) = 03ey, (2,1) (v),
82 (1,2)] an

o Depl2(v,1) = D f(vy,1), w = 0,1,2, aufer W( 1) = gz, (Vi)

83 ,(1,2)] O f 63p[y7(271)] 9 f
636 1y (1,2) Uy,1) = 63 ( 2)( V,l) und _6361,7(2,3) Up,1) = 6372 3)( 1,71),

o D“p3l(v,9) = D¥f(vy2), w=0,1,2, falls X = 2 gilt.

Fall 4: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, ;.

In diesem Fall erfiille s die Interpolationsbedingungen

158



o D¥p(v,) = D¥f(v,), w=0,1,2.

Gilt v, € V', dann erfiille s auf dem Kegel A,, \T[" I ferner die Hermite-Interpolations-
bedingungen des Falls 1.

Theorem 10.2. Sei A* = A} wie in (10.1) gegeben. Dann ist V eine Hermite-Interpola-

tionsmenge von S2(A*).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 10.1 folgt mit den Beziehungen (2.7) zwi-
schen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer wie in (10.2) gegebenen minimal
bestimmenden Menge A,, von S2(A*) eindeutig bestimmen. Aus Theorem 10.1 folgt dann

die Behauptung. [ |
Sei nun g = 6.

Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Fall 1: Es gilt v =0.

s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:
d -pr[()’l}(vl) = Dwf(vl)a W= 07 s 76'

Fall 2: Bsgiltv, € V&, v ¢ N*.

Esseil* € {2,...,),} so gegeben, dass die Kanten e, j«_2, €,j-_1, €,/ und e, ;- | paarwei-

se nicht kollinear sind. Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v,)) = D¥f(v,y), w=0,1,2,3, fiir [ =1,... X\, I ¢ {I"—1,1"},

93 plll 0° .
. D“’p[”’l](v,,,l) = D“f(vy,,), w = 0,1,2,3, aufler 63p—e,,l(vl”l) = 63651(1}”71) fiir [ =
. . ) 63p[u,l*fl] _ 63]4'
[*—1,1* sowie aufler m ('Uu,l*—l) = m (Ul/,l*—l)a
83p[u,>\u+1] an
* T W) = g o)

Fall 3: Es gilt v, € Vé’jil), veN*.
Enthilt K genau ein Clough-Tocher-Dreieck, dann sei I* € {1,... ,A—1} der Index dieses

Dreiecks. s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o Dp"(v,)) = D¥f(vyy), w=0,...,3 fiir [ =1,..., 5, [ £

83;0[”’(!*,3)] an 83p[u,)\,,+1] 83f

(Vp,ix—1) (Vw15-1), v +1) = 555, 5 ()

® —(FJ~o~ = [2~_ a2~
03e,, (1% 3) 03€,, (1% 3) D3y 2, +1
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o pr[u,zurl] (Uu,z*) — D“’f(v,,,l*) fiir w = 0,1, 2,

w [V7(l*71)] — w 3 _ 3p[”7(l*71)]
e D% (Yug+) = D f(yw, =) fir w =0,... , 3, aufler Po
o3 f €y, (1%,1)

Py Unl):

(yv,l*) =

Enthélt K hingegen zwei Clough-Tocher-Dreiecke, dann erfiille s die Bedingungen:

° pr[lj,(l,l)] (yl/,l) et Dwf(yl/,l), w = 0, e ,3,

§3pl(2:2)] PE
o D<pl2(y, 5) = D“f(ysz), w = 0,... ,3, aufer 337 (yv2) = 337];1)(%,2)7
84 ,(1,2)] B 64f 84 ,(2,3)] 64f
. m Y1) = g, o Wra), 34723) Yn2) = grg, o (Un2),
app 1(1,2)] o°
Wyl Ul/,l) = Wil(vu,l)a pP= 07 1727
83 ,(1,3)] 63]4' 63p[u,(2,3)] B 63f
B ()= g o By () = e ()

o D“p"3(v,5) = D¥f(vy2), w=0,...,3, falls \ = 2 gilt.

Fall 4: v, ist ein Flappunkt bzgl. A, _1.

In diesem Fall erfiille s die Interpolationsbedingungen
o D¥p"U(v,) = D¥f(v,), w=0,1,2,3.

Gilt v, € V/, dann erfiille s auf dem Kegel A,, \T[" I ferner die Hermite-Interpolations-
bedingungen des Falls 1

Theorem 10.3. Sei A* = A¥ wie in (10.1) gegeben. Dann ist V eine Hermite-Interpola-

tionsmenge von Sz(A*).

Beweis. Analog zum Beweis von Theorem 10.1 folgt mit den Beziehungen (2.7) zwi-
schen den partiellen Ableitungen und den Bézier-Koeffizienten von s, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer minimal bestimmenden Menge
A, von S2(A*), die wie in (10.2) gegeben ist, eindeutig bestimmen. Aus Theorem 10.1
folgt dann die Behauptung. |

10.3 Lagrange-Interpolation
Die Triangulierung A* = A’ sei induktiv wie in (10.1) definiert. Im Folgenden geben wir

ein Lagrange-Interpolationsschema fiir S2(A*) an. Wir wiithlen zuniichst eine Interpolati-

onsmenge L im Startdreieck Tml = Ay, Anschlieend betrachten wir die Dreiecke in
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AS\NAY |, v=1,...,n, und wihlen sukzessive weitere Interpolationspunkte. Wir zeigen,
dass wir auf diese Weise eine allgemeine Klasse von Lagrange-Interpolationsmengen fiir

S2(A*) erhalten.
Konstruktion von Lagrange-Interpolationsmengen:

Nach Definition gilt Ag = T, Die Menge L enthalte die folgenden Punkte:

(10.5) die Eckpunkte vy, v, v1pn,—1,

(10.6) vier verschiedene Punkte im Inneren jeder Kante von T,

(1) (6)

[lynl}
IR TERRE ’Zl,nl

(10.7) sechs verschiedene Punkte 2z im Inneren von T' , welche eindeutige
Lagrange-Interpolation mit ITy zulassen. (Wir wihlen beispielsweise drei parallele

Geraden L; in T und i verschiedene Punkte auf jeder Geraden L;, i = 1,2, 3.)

Fiir v > 1 wihlen wir die Interpolationspunkte wie folgt.

Fall 1: Bsgilt v, € V3", v ¢ N*,

Es sei I* € {2,...,)\,} so gegeben, dass die Kanten e, fiir [* —2 <[ <[* 4+ 1 paarweise
nicht kollinear sind. Ferner sei [ € {1,...,\,} so gegeben, dass die Kante e, bagl. v,
nicht degeneriert ist. Dann enthalte £, die folgenden Interpolationspunkte:

(10.8) firl=1,... ,\,, [ #1*,1* —1, je drei Punkte w w? w3 im Inneren der Kante

vl ol Tl

-, (2

ey und fiir [ = 1*,1* — 1 je zwei Punkte Wy, Wy

im Inneren der Kante e, ,

10.9) firl=1,... A +1,1#1, je zwei Punkte u~)(1), @'?) im Inneren der Kante €, und
v,l v,l )

(10.10) fiir I =1,... ,A\py1, [ # 1,1+ 1, je einen Punkt 2y, im Inneren von T,

Fall 2: Es gilt v € N* und K, enthilt genau ein Clough-Tocher-Dreieck.

Es sei [ der Index des modifizierten Dreiecks. Wir nummerieren die Kanten von K7 mit
Eckpunkt v, ausgehend von e, g mit ej, I =1,... A, +2. Dann sei I* € {2,... ;)\, +1} so
gegeben, dass die Kanten e}. _,,ej._, e, e paarweise nicht kollinear sind. £, enthalte
die folgenden Interpolationspunkte:

(10.11) fir i =1,... , Ay + 1,1 #1*,1* — 1, je drei Punkte w;(ll), w2 w;(l?’) im Inneren

vl

(), *(2)

der Kante e; und fiir [ = [*,[* — 1 je zwei Punkte wZz , w,;  im Inneren der Kante
e/,

(10.12) fiir I =1,... A\, + 1,1 # 1,1 + 1, je zwei Punkte 17)1(,11 , @'?) im Tnneren der Kante

vl
(1]

€y, und je einen Punkt z,; im Inneren von 7" und
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(10.13) entweder zwei Punkte wl(/

1()[ 3)7 11;1(/2()l~ 3) im Inneren der Kante €, (0,3) und einen Punkt
%,(i1) im Inneren von TED] oder zwei Punkte zbl(/ll~)+ ¥ 11)5/25) ., im Inneren der Kante
wi]

€, ., und einen Punkt z ; , im Inneren von T .
Fall 3: Es gilt v € N* und v, ist bzgl. A% | semisingulir, d. h. die Dreiecke T und
T2 sind durch einen Clough-Tocher-Split unterteilt.

Wir nummerieren die Kanten von K, mit Eckpunkt v, ausgehend von e, o mit e;, | =
L,...,A+2. Dannseil* € {2,... ,\,+1} so gegeben, dass die Kanten ej. _,,ej._, e/ e

paarweise nicht kollinear sind. £, enthalte die folgenden Interpolationspunkte:

(10.14) fir i =1,... , A\, + 2,1 #1*,1* — 1, je drei Punkte w;(ll), w'? w*® im Inneren

vl 0 Yl

der Kante e; und fiir [ = [*,[* — 1 je zwei Punkte w;(ll), w;(f) im Inneren der Kante

*

(10.15) zwei Punkte QIJI%, 7])1(3?2 im Inneren der Kante €, 3 und einen Punkt 2, 3 im Inneren
von T3 falls A\ = 2 gilt, und

(10.16) entweder zwei Punkte wl(:()l 3); wl(IQ() ) im Inneren der Kante e, ; 3, einen Punkt

)

v,(1,2)
im Inneren der Kante e, (39, einen Punkt z, o9y im

(1)
v,(2,3)

) 1,3
Zy,(1,1) Im Inneren von T@OD] ynd einen Punkt w

(1) (2)

w
1(2,2)7 T1(2,2)

im Inneren von e, (1 3) oder
zwei Punkte w

Inneren von T"(22)] und einen Punkt w im Inneren von e, (2 3).

Fall 4: v, ist ein Flappunkt bzgl. A% _,.

L, enthalte die folgenden Interpolationspunkte:

(10.17) den Eckpunkt v,, je zwei Punkte w w? im Inneren der Kante ey fir i =0,1

vl 2l

sowie einen Punkt z,; im Inneren von e

Gilt v, € V/, dann enthalte £, ferner fiir den Kegel A,, \T[” 'l die Interpolationspunkte
der Fille 1 bis 3.

Theorem 10.4. Sei A* = A} wie in (10.1) gegeben. Dann ist L = U]'_,L, eine Lagrange-

Interpolationsmenge von S2(A*).

Beweis. Sei s € S2(A*) und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € L. Wir zeigen im Folgenden,

dass
s(2) =0, z€U,—oLy = sla, =0, v=_0,...,n, (10.18)

gilt.
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Beweis von (10.18) durch vollstindige Induktion nach v.

Induktionsanfang v = 0. Es ist zu zeigen, dass s(z) = 0 fiir alle z € T[] gilt. Sei
e € {e1,0,€1,m—1,€1,n, }- Dann gilt 5|, € II5 und nach Voraussetzung verschwindet s|, auf
sechs verschiedenen Punkten von e. Somit folgt direkt s(z) =0, z € ejgUei -1 UE1p,,

und wir erhalten

slprnn(2) = 1(2) l2(2) I3(2) p(2),

wobei [;(z) =0, ¢« = 1,2, 3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante e; g, €1 5,1

baw. é1 5, enthilt, und p(z) ein Polynom aus II, ist. Es gilt

=...= p(zf,)“) =0

und somit p(z) =0, d. h. es gilt s(z) =0, z € Tl

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (10.18) sei fiir v—1 bereits bewiesen. Somit
gilt s|q, , =0.

Fall 1: Esgilt v, € Vg(y_l), v ¢ N*. Ferner enthilt L, fiir geeignetes [* € {2,... ,\,} und

[ e {1,...,)\,} die Interpolationspunkte (10.8) bis (10.10). Es ist zu zeigen, dass p/! :=
slpwy =0, 1 =1,...,A, + 1, gilt. Da s ein C?-Spline ist, folgt, dass die Funktionswerte
und alle ersten und zweiten Ableitungen von p[” Al e I und p[” Avtl] e T auf ev,0 bzw.
ey \, +1 verschwinden. Ferner gilt D¥plVH(v,) =0 fir w = 0,1,2 und I = 1,... ,\, + L.
Fiir I = 1,... , A\ + 1 sei g,y := sle,, € [I5. Dann gilt nach Konstruktion von £, fiir
I=1,... X\, L #I*1*—1,

1
Goi(v0) = ¢y (v0) = ¢y () = ()]

k]

) =qu, (w,,2l)

)

) = gu(w) = 0.

Wir erhalten somit s(z) = 0 fiir alle z € e,;, [ = 1,...,A,, I # [*,1* — 1. Dann gilt
insbesondere ¢, (v,) = 0,1 =1,... ,A,, [ Z1*,1* — 1, so dass mit den Beziehungen (2.7)

vl

und (2.8) aus Korollar 8.1
Dp"(v,) =0, w=0,...,3, I=1,...,\+1,
folgt. Somit folgt fiir [ = [*,1* — 1, dass
Ga(v0) = )y (v0) = aly(0) = €2(w) = aa(wl) = quw)) =0
gilt, so dass wir
s(z) =0, z€ey, [=0,...,\+1, (10.19)

erhalten. Nach Konstruktion enthilt £, die Punkte (10.9) und (10.10). O.B.d.A. gelte
[>1. Fiirl = L..., A +1seig,:= 8|§U,l € II5. Nach Konstruktion von L, folgt

~ ~ ~ ~ ~(1 ~ ~(2 ~
G2 (00,0) = @1 (01,0) = @y (V00) = Gt (D7) = Gt (D)) = G (v01) = 0,
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und wir erhalten s(z) = 0 fiir alle z € €,,;. Mit (10.19) folgt somit

p(z) = (11(2))? 1a(2) I3(2) p(2),

wobei [;(z) = 0, i = 1,2,3, die Gleichung fiir die Gerade ist, welche die Kante e, g, e,1
bzw. &, enthiilt, und p(z) ein Polynom aus I ist. Da nach Konstruktion p(z,,1) = 0 gilt,
folgt direkt s(z) = 0, z € TI*!l. Analog lisst sich induktiv zeigen, dass s(z) = 0, z € T4,
fir l=1,... ,\ +1,1#1,0+ 1, gilt. Dann folgt mit (2.7) und (2.8) aus Korollar 8.11

D‘*’p[l’?l](vy) :0’ w:O,...,4, l:].,,>\y+].

Analog zu oben erhalten wir wegen zf;l(jgﬂ,zblji)ﬂ € Ly, dass s(z) =0 fiiralle z € €7,
gilt. Somit gilt insbesondere s(z) = 0, z € T+, Aus den C2-Stetigkeitsbedingungen an
den Eckpunkten v, ; und v, ; , folgt dann bereits die Behauptung (10.18). Fiir I =1 folgt

die Behauptung analog.

Fuoll 2: Es gilt v € N* und K, enthilt genau ein Clough-Tocher-Dreieck. £, enthilt die
Punkte (10.11) bis (10.13). Da s ein C2-Spline ist, folgt, dass die Funktionswerte und alle

vy +1] € Il auf €v,0

ersten und zweiten Ableitungen von p/*-!l oder pl* (LD e IT5 und pl
bzw. e, ), 41 verschwinden. Ferner gilt D¥plll(p,) =0 firw =0,1,2und [ =1,... , A\, +1,
I # 1, sowie fiir | = (I, 1), (1,2). Da L, die Punkte (10.11) enthiilt, erhalten wir analog zum

Beweis von Fall 1
pr[u,l](vy) :0, w:(),...,?), lzla"")‘V+1’l7él~’
pr[v,(i,u)] (v,) = 0, w=0,...,3, pu=12,

und
s(z) =0, z€eyy, 1=0,...,. 0 +1,(1).

Da L, ferner die Punkte (10.12) enthilt, folgt analog zum Beweis von Fall 1, dass s(z) = 0,
zeTW firl=1,... A, +1,1# Il +1, gilt. Nach Konstruktion enthélt £, die Punkte
(10.13), so dass ebenfalls analog zum Beweis von Fall 1 s(z) = 0 fiir alle z € T+
bzw. fiir alle z € (D) folgt. Mit (2.8) folgt analog zum Beweis von Theorem 8.20 die
Behauptung.

Fall 3: Es gilt v € N* und v, ist bzgl. A*_, semisingulir, d. h. die Dreiecke T und
T2l sind durch einen Clough-Tocher-Split unterteilt. £, enthilt die Punkte (10.14) und
(10.16) sowie die Punkte (10.15), falls A\, = 2 gilt. Da s ein C2-Spline ist, folgt, dass
die Funktionswerte und alle ersten und zweiten Ableitungen von pl*(LD ¢ IT; sowie von
plv22] ¢ 115, falls A, = 1 gilt, bzw. von p3] € II5, falls A, = 2 gilt, auf ev,0 und e, o bzw.
auf e, o und e, 3 verschwinden. Ferner gilt DYpl () = 0 fiir w =0,1,2, I = 1,2 und
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1= 1,2 sowie D¥p"3l(v,) = 0 fiir w = 0, 1,2, falls A\, = 2 gilt. Da £, die Punkte (10.14)

enthilt, folgt analog zum Beweis von Fall 1
pr[l/7(l)“)](vy) — 0’ w = 0’ . ’3, l = 1’ 2, /_,L = 1, 2’
und

D“p"(v,) =0, w=0,...,3,

falls A, = 2 gilt. Ferner erhalten wir s(z) = 0 fiirallez € e,;, 1 =0,... , A\, +1,(1,1),(2,2).
Gilt A, = 2, folgt mit (10.15) analog zum Beweis von Fall 1 s(z) = 0, z € T3, Da £,
die Punkte (10.16) enthilt, erhalten wir analog zu Fall 1 s(z) = 0, z € T3], Mit (2.8)
folgt dann analog zum Beweis von Theorem 8.21 bereits die Behauptung.

Fall J: v, ist ein Flappunkt bzgl. A*_,. Da s ein C?-Spline ist, folgt, dass die Funktions-

(1]

werte und alle ersten und zweiten Ableitungen von p S fI5 auf €,; verschwinden. Fiir

[ =0,1 sei g,; = sle,, € II5. Nach Konstruktion von £, gilt dann

1 2
Gua(V0) = dly(001) = @or(v00) = @ual]) = aua(wl)) = qav,) =0, 1=0,1,

und somit s(z) =0, z € e, 9 Ue, ;1. Da z,; € L, gilt, folgt analog zum Beweis von Fall 1
5(2) = 0, z € T, Fiir v, € V}* folgt (10.18) analog zu den Beweisen der Fille 1 bis 3. 0

Somit bleibt zu zeigen, dass L = dim SZ(A*) gilt. Wir zeigen im Folgenden, dass fiir

v=_0,...,n
v
1N g =21+ 61 — 1517 W Y o, (10.20)
=0 UGVI*(“)
gilt.

Beweis von (10.20) durch vollstindige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Offensichtlich gilt |Lo| = 21. Wegen E;(V) = VI*(V) = () folgt dann
bereits (10.20).

Induktionsschritt v—1 — v. (10.20) sei fiir v—1 bereits bewiesen. Nach Konstruktion gilt

oy, =0,v=1...,n.

Sei v, zunichst ein Randpunkt von A,_;. Gilt v ¢ N*, dann sei A gleich der Anzahl der
inneren Kanten von K,. Es gilt |E}‘(V)| = |E;(V71)| +A+2und |VI*(V)| = |VI*(”71)| + 1.

Nach Konstruktion von L, erhalten wir
Ly = |Lp_1] + 6X — 3,

so dass nach Induktionsannahme (10.20) folgt. Gilt v € N*, bezeichne ner € {1,2} die

Anzahl der Clough-Tocher-Dreiecke von K. Ferner sei A + 3ncr die Anzahl der inneren
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Kanten von K. Fiir n¢r = 1 erhalten wir nach Konstruktion von L
Ly = |Lu—1] + 61 + 1.

Ferner gilt |E;(V)| = |E}‘(V_1)| + A+ 5 und |VI*(V)| = |VI*(V_1)| + 2 sowie oy, = 1 fiir
den Clough-Tocher-Punkt y, von K. Nach Induktionsannahme folgt dann (10.20). Ist

ner = 2, gilt nach Konstruktion von L
Ly = |Lu—1] + 6X + 5.

In diesem Fall gilt [E}"| = |E;¢ D |+x+8 und |[V; )| = |v; ¢ V|43 sowie 0,1 = 0,p = 1
fiir die Clough-Tocher-Punkte ! und y2 von K}. Nach Induktionsannahme folgt dann die
Behauptung. Sei nun v, ein Flappunkt bzgl. Ay _,. Fiir v, € V3 gilt offensichtlich

|| = [Lv-1] + 6.

Mit |E;(V)| = |E;(V71)|+1, |VI*(V)| = |VI*(V71)| und o, = 0 sowie nach Induktionsannahme
folgt dann die Behauptung. Gilt v, € V}*, bezeichne n¢r die Anzahl der Clough-Tocher-
Dreiecke von K, falls v € N* gilt. Fiir v ¢ N* gelte ner = 0. Offensichtlich gilt dann
|E}‘(z/)| _ |E;(V—1)| +n, + 1+ 3ncr, |VI*(V)| _ |VI*(V—1)| + 1+ ner und ZveVI*(") oy =

ZUGV*(WU 0y + nep. Nach Konstruktion von L, erhalten wir
I
|£’u| = |£‘z/—1| +6n, — 9 + 4ner,

so dass nach Induktionsannahme (10.20) folgt. [ |
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Kapitel 11

Der Splineraum S%(A)

Sei A eine beliebige Triangulierung. In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum
S2(A). Niirnberger & Zeilfelder [49] gaben fiir Triangulierungen, die induktiv aus Ke-
geln aufgebaut werden und keine Semisingularitéten enthalten, eine spezielle minimal be-
stimmende Menge von SZ(A) an. Wir konstruieren in Abschnitt 11.1 allgemeine Klassen
minimal bestimmender Mengen von S%(A) fiir beliebige Triangulierungen. Wir wéhlen
zunéchst, wie in Kapitel 9 beschrieben, fiir alle Eckpunkte v von A eine minimal bestim-
mende Menge von S2(A) auf D3(v). AnschlieBend durchlaufen wir A mittels Algorithmus
2 aus Abschnitt 3.1 und wihlen basierend auf den Ergebnissen aus Kapitel 8 und 9 weite-
re BB-Punkte. Wir erhalten somit eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen
von S2(A). Ferner setzen wir in Abschnitt 11.2 diese Ergebnisse direkt in allgemeine

Hermite-Interpolationsschemas fiir S2(A) um.

Sei A eine beliebige Triangulierung. Wir durchlaufen A mittels Algorithmus 2 und er-
halten somit auf einer Teilmenge von V eine Indizierung der Eckpunkte vy, ... ,v, sowie
eine Kette Ag C A; C ... C A, = A von Teiltriangulierungen von A. Ist K, ein semi-
singuldrer Fill bzgl. A,_;, d. h. sind die Kanten e, ¢ und e,; bzgl. v degeneriert, modi-

1] v,1]

fizieren wir K, = T wie folgt. Im Inneren von T fligen wir den Schwerpunkt vy,

des Dreiecks hinzu und unterteilen 7" somit durch einen Clough-Tocher-Split. Dann sei
Kz = {TW(m] ;1 = 1,2 3}, Ferner sei N* C {1,... ,n} die Indexmenge aller K,,, die in
A* modifiziert wurden. Die modifizierte Triangulierung A* von A definieren wir induktiv
durch

Ag = AU,

AY UK, fallsv ¢ N (11.1)
A = v=1,...,n.
Ay UK}, sonst,

Fiir v =0,... ,n bezeichne VI*(V) die Menge der inneren Eckpunkte, Vg(y) die Menge der
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Randpunkte und E;(V) die Menge der inneren Kanten von AJ.

Wir betrachten die Zelle A, eines Eckpunkts v,. Es gelte n, = deg(v, ). Wir nummerieren
die Randpunkte der Zelle A,, gegen den Uhrzeigersinn mit v,,... ,v,,,—1. Die Kanten
von A,, seien mit e,; = [v,,v,;] und é,; = [v,;_1,v,,] bezeichnet, | = 1,... ,n,. Ferner
sei T = A(vy,vpy-1,01), L = 1,... ,ny. Die Indizes [ sind hierbei sowie im Folgenden

stets als [ modulo n, zu verstehen.

Ist v, ein Randpunkt von A,_;, dann sei K, in (11.1) gegeben durch
K, = {T"":1=1,... A}
Ist v, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann gelte

TV 1=1,... ,n,}, v, €V, _
K, = It vho €V [0s,0,001] € BY Y.
A(’UV,’UV’(),’UVJ), vy € V37

11.1 Minimal bestimmende Mengen

Gegeben sei eine beliebige Triangulierung A und es sei A* wie in (11.1) gegeben. Im

Folgenden konstruieren wir eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von
S2(A%).
Konstruktion minimal bestimmender Mengen:

Fiir alle v € V* wihlen wir eine minimal bestimmende Menge A, von SZ(A*) auf D3(v),
die wie in (9.23) oder (9.25) gegeben ist, falls v € V}* gilt, und die wie (9.27) gegeben ist,
falls v € Vg gilt. Ferner wéhlen wir fiir v = 1,... ,n die folgenden BB-Punkte.

Fall 1: Esgilt v, € VY, v ¢ N*, und A, > 1.

Ist v, bzgl. A%_; nicht semisingulér, dann sei le {1,..., A} so gegeben, dass die Kante
e, j bzgl. v, nicht degeneriert ist. Die Menge Af, enthalte die folgenden BB-Punkte:

o fiir 1 <[ <[ einen BB-Punkt aus {PQ,EV;]I, P;"jl’l’;rl], 3VZZ; 1} falls e, ; bzgl. v, nicht

degeneriert ist, und anderenfalls einen BB-Punkt aus {P3l:3l71, P?Eillgl]},

o fiir [ < [ < )\, einen BB-Punkt aus {P?El,/ﬁl,]% ngljéf}l, 3V1l;1} falls e,; bzgl. v, nicht

degeneriert ist, und anderenfalls einen BB-Punkt aus {P3':3l71, P?E':If;rl]},

o fiir [ =1,...,)\, einen BB-Punkt aus {PQ[ZO;{]Q, 21/2!;—1 } und

e die BB-Punkte P55, [ =1,... A, + 1.
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Fall 2: v, ist bzgl. A% | semisingulér.

Dann enthalte Ag, die folgenden BB-Punkte:
o fiir/ =1,...,), je einen BB-Punkt aus {ngljéf}l, P?Ei’{f:—;l]} und {PQ[I;?;?Q, PQ[Z:Q’{;)H]} sowie
e die BB-Punkte P55, [ =1,... A, + 1.

Ist v, nicht singulir, dann definieren wir ferner

{P;‘f’; 2] , ;Tg"]l falls weder e, o noch e, , 41 bzgl. v, degeneriert ist,
P, € {P&)‘l"’;r2 H falls e, o bzgl. v, degeneriert ist, (11.2)

l/n,,
{P373,1 , sonst.

Fall 3: Es gilt v, € V" Y v ¢ N* und A, = 0.

Dann setzen wir Ak, := {P, 1[3 3}. Ferner sei P, wie in (11.2) definiert.
1)

Fall 4: Es gilt v,,EV( , v EN*.
Dann sei Ar;; = {Pyay ™, P55 ™, PGy

Fall 5: v, ist ein Flappunkt bzgl. A} _
Gilt v, € Vg, dann sei Ag, := {P33 1,P3EV21%, P 3}

Sei nun v, € V. Ist v, nicht singuldr, dann sei le {1,... ,n,} so gegeben, dass die Kante

e, ; bzgl. v, nicht degeneriert ist. Ag, enthalte die folgenden BB-Punkte:

e cinen BB-Punkt aus {ngfl, 3111!;1 irl=1,... ,n,, 1l # [, falls v, nicht singulir

ist bzw. fiir [ = 1,... ,4, falls v, singulér ist.
e fiireinl € {1,... ,n,} den BB-Punkt P},
o firl =2,...,n, — 1 einen BB-Punkt aus {P2[V3l]2, P2[2’§r }} und
e fiirl=1,... ,m, — 1 den BB-Punkt P}’;,.
Fiir v =0,... ,n definieren wir die Mengen A, C B7(A}) induktiv wie folgt. Es sei

= {P € T[l’nl] : P ¢ D3(v1) U D3(1)171) U Dg(Ul,nl)}

und fiir v = 1,... ,n gelte
(
Av-1 UAK;, falls v € N* gilt,
Ay P,H)UA fiir v ¢ N*, falls A\, = 0 gilt oder v, semi-
a, = ) Ve MR VAR, ? vUE v (11.3)
singuldr bzgl. A¥ | und nicht singulér ist,
kA,,,l UAEg,, sonst.
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Dann definieren wir
A = Upeyv+Ay U Ap. (11.4)

Theorem 11.1. Sei A* = A} wie in (11.1) gegeben. Dann ist A wie in (11.4) eine

minimal bestimmende Menge von S2(A*).

Beweis. Sei s € S2(A*). Ist s in der BB-Darstellung (2.5) gegeben, bezeichne ag';’.f;ﬁ,
i+ j+ k =7, die Bézier-Koeffizienten von s|ppu, v =1,...,n, v ¢ N, [ =1,... ,n,.
[v,(1,m)]
i,5,k

v € N*. Wir zeigen zuniichst, dass A eine bestimmende Menge von S?(A*) ist. Es gelte
Aps =0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Ap s = 0 fiir alle P € B7(A*) gilt. Nach

Konstruktion von A erhalten wir direkt

Ferner seien a , i+ J+k =7, die Bézier-Koeffizienten von s|,w.a,1, 4 = 1,2,3,

Aps = 0, P e Uvev*Dg(’U). (11.5)
Wir zeigen im Folgenden, dass
Aps =0, PeA, = Aps=0, PecB:(4}), v=0,...,n, (11.6)

gilt.

Beweis von (11.6) durch vollstindige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Die Behauptung (11.6) folgt direkt aus (11.5) und nach Definition

von Ap.
Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (11.6) sei fiir v—1 bereits bewiesen.

Foll 1: Es gilt v, € Vg(yfl), v ¢ N*, und entweder ist v, singuldr oder v, ist bzgl. A%
nicht semisinguldr. Nach Induktionsannahme folgt direkt Ap s = 0, P € B7(A}_;). Aus
(11.5) und den C?-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e, und e, ,+1 erhalten wir
ferner ag:’lly]?) = a[3y”21’}2 = a[21:’21’]3 = 0 und agj’é):f - a[éjé):g = ag:g?é’ 1 = 0. Dann folgt mit

(11.5) und nach Definition von Ak, aus Theorem 8.23 die Behauptung.

Fall 2: Es gilt v ¢ N*, und entweder ist v, € Vg(yfl) ein nicht singulirer Eckpunkt,
der bzgl. A}_; semisinguldr ist, oder es gilt A\, = 0. Nach Konstruktion gilt A, =
(Av—1 \ {P,}) UAk,. Da P, in keiner C?-Menge bzgl. einer inneren Kante von A}_;
liegt, folgt nach Induktionsannahme Ap s = 0, P € B7(A;_;) \ {P,}. O.B.d.A. sei e,
bzgl. v, nicht degeneriert, und es gelte P, = ngﬁ”]. Dann folgt mit (11.5) aus den C2-
Stetigkeitsbedingungen an der Kante e, , 41, dass a:[;:g):'l’ H_ ag:g?g +H ag:g?g Hl— gilt.
Ist A, > 1, folgt ferner aus den C?-Stetigkeitsbedingungen auf den C?-Mengen 0(211’!)’ 4(0),
dass a:[;:’Ql}Q =0,1 <1 < )\, gilt. Insbesondere gilt somit in allen Fillen Ap s = 0,

P e C’(IV 0) 4(vy), und ag:’ZI’]Q = agjﬂ) = ag:’;fé’] = 0. Da e, bzgl. v, nicht degeneriert ist,
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folgt aus Lemma 8.5 a[;”ll}g = a[;’"ff] = 0. Aus der C?-Stetigkeitsbedingung auf C(Qy 0) 5(v)
[v,1]

erhalten wir ferner a5 3 = 0. Nach Definition von Ak, folgt dann die Behauptung. Gilt

P, = P?El,/fgﬁﬂv folgt die Behauptung analog.

Fall 3: Es gilt v € N*. Analog zum Beweis von Fall 1 folgt, dass Aps =0, P € B7(A}_,),

und a’g:,l(é,l)} — a’g/,Q(IQ,I)} — G[Vé(%):l)] — a’[yz’,(ll,Z)} — a[”é(1272)] — a’g:,Q(,lQ,Z)} — 0 gllt Mlt (115) und

<y 27) 3)7 27)

nach Konstruktion von Ag: folgt dann bereits aus Theorem 8.24 die Behauptung.

Fall 4: v, ist ein Flappunkt bzgl. A%_,. Nach Induktionsannahme folgt mit (11.5) aus
den C2-Stetigkeitsbedingungen an der Kante €y,1, dass a[f:gl’]?) = a[21:’217]3 = a[QZ:’I}Q = 0 gilt.
Gilt v, € Vg, folgt nach Definition von A, bereits die Behauptung. Gilt v, € V}, folgt
aus Lemma 9.3 mit (11.5) Ap s =0, P € D4(v). Insbesondere gilt dann Ap s = 0 fiir alle

P € B7(T™). Analog zum Beweis von Fall 1 folgt dann die Behauptung. O

Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Wir zeigen zunichst, dass

A =6+ 3B 6y + Y ar v=0,...,n, (11.7)

,Ue‘/]*(")

gilt, wobei fiir o, wie folgt definiert ist.

1, falls v singulér ist, .
o, = veVr.
0, sonst,

Beweis von (11.7) durch Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 0. Nach Konstruktion gilt |[Ag| = 6. Wegen |E;(0)| = |VI*(0)| =0
folgt dann (11.7).

Induktionsschritt v — 1 — v. Die Behauptung (11.7) sei fiir v — 1 bereits bewiesen.

Fall 1: Es sei v, € V];(V_l) ein nicht singulirer Eckpunkt und ferner gelte A\, > 0,
v ¢ N*. Nach Konstruktion gilt dann |A,| = [A,_1]| + 3A,. Da in diesem Fall |E;(V)| =
|E;(V71)| + A\, + 2 sowie |VI*(V)| = |VI*(V71)| + 1 gilt, folgt nach Induktionsannahme (11.7).
Full 2: Esseiv, € Vg(yfl) ein singulirer Eckpunkt und es gelte A, = 1. Nach Konstruktion
gilt |A,| = |[A,_1| + 4. Ferner ist |E;(V)| = |E;(V71)| + 3 und |VI*(V)| = |VI*(V71)| +1, so
dass nach Induktionsannahme (11.7) folgt.

Fall 3: Es sei v, € Vg(ufl), v € N*. Dann gilt nach Konstruktion |A,| = |[A,_ 1] + 3. Da
ferner |E}‘(V)| = |E;(V_1)|+5 und |VI*(V)| = |VI*(V_1)|+2 gilt, folgt nach Induktionsannahme
(11.7).

Fall 4: Es sei v, € Vj ein Flappunkt bzgl. A¥_,. Dann gilt |A,| = |A,_1| + 3. Ferner
ist |E}‘(V)| = |E;(V_1)| +1 und |VI*(V)| = |VI*(V_1)|, so dass nach Induktionsannahme (11.7)
folgt.
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Fall 5: Es sei v, € V{ ein Flappunkt bzgl. A¥ ;. Dann gilt [A,| = |A,_1]|+3n, — 140}, .
Da nach Konstruktion |E;(V)| = |E;(V_1)| +mny + 1 und |VI*(V)| = |VI*(V_1)| + 1 gilt, folgt

dann nach Induktionsannahme bereits (11.7). 0

Mit (11.7) gilt somit |A,| = 6 + 3|E}| — 6]V}"| + ZUGVI" oy. Fir v € V;* definieren wir

2, falls v singulér ist,
oy = 41, falls v nicht singulér ist und e, < 4 gilt,

0, sonst.

Dann gilt offensichtlich fiir alle v € V}* 0, = &, + 0. Fiir v € V/* gilt |A,| = ny, + 6 + 64,
und fiir v € V}; gilt |A,| = n, + 8. Mit den Euler-Formeln (2.1) und (2.2) folgt dann

|‘A| = Z |Av| + Ap

veV*
= Y (+6+5,) + > (ny+8) + 6 + 3[Ef| — 6|V + D o
veVy veVy veVy
= 21E*| + 6|V7| + 8|Va + D Gy + 6 + 3B — 6|V + > o
veVy veVS
=6 + 5|E;| + 10|V + > oy
veVy
= 36 + 15|E7| — 30[V7| + > oy
veVy
Aus den Theoremen 2.3 und 2.4 folgt somit die Behauptung. |

11.2 Hermite-Interpolation

Fiir eine gegebene Triangulierung A sei A* wie in (11.1) definiert. Wir geben im Folgenden
eine Klasse von Hermite-Interpolationsschemas fiir $2(A*) an. Analog zu der Konstruktion
minimal bestimmender Mengen von SZ(A*) in Abschnitt 11.1 gehen wir dabei wie folgt
vor. Fiir jeden Eckpunkt v von A* geben wir zunéchst Interpolationsbedingungen an, die
alle partiellen Ableitungen dritten Grades von s in v eindeutig bestimmen. Anschlieflend
durchlaufen wir die Triangulierung A* in der in (11.1) festgelegten Reihenfolge. In jedem

Schritt bestimmen wir dabei induktiv weitere Hermite-Interpolationsbedingungen.

Es sei £ C E* wie folgt definiert:

e Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der bzgl. A} _, semisinguldr ist, dann gelte
evo € &, falls e, bzgl. v, nicht degeneriert ist, anderenfalls gelte e, »,, , € &7,
v=1,...,n,v¢&N*
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o Fiir alle v € N* gelte e, € E*.

Sei s € S2(A*) gegeben.
Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Wir beschreiben zunéchst die Hermite-Interpolationsbedingungen, die s fiir jeden Eck-
punkt v € V* erfiillen muss. Sei n, = deg(v). Gilt v € V", dann seien die Eckpunk-
te und Dreiecke von A, wie in Abbildung 4.6 nummeriert, und es gelte e, = [v,vy],
l=0,...,n, — 1. Fiir v € V5 nummerieren wir die Eckpunkte von A, gegen den Uhrzei-
gersinn mit vy, ... ,v,, 1. Firl =0,... ,n, — 1 sei e = [v,y] und fir i =1,... ;n, — 1
sei ferner T = A(v,v;_1,v;). Des Weiteren sei in beiden Fillen pl = Slpm, L=1,..0 ,ny
bzw.l=1,... ,n,—1. Sei f € C(Q) geniigend oft differenzierbar. Ferner seien D“pll und
D¥f wie in (2.3) definiert.

Fall 1: v € V} ist nicht singulér.

Gilt e, > 4, dann nummerieren wir die inneren Kanten von A, so, dass die Kanten
€1,€0,€n, 1, €n,—2 paarweise nicht kollinear sind. Ferner sei [ € {1,... ,n, — 2}. Gilt
ey < 4, dann seien die inneren Kanten von A, so nummeriert, dass die Kante ey bzgl.
v nicht degeneriert ist, und es gelte [ € {1,... ,ny — 1}. s erfiille die folgenden Hermite-

Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v) = D¥f(v), w=0,1,2 fiir ein [ € {1,... ,n,},

a3p[l] 53 f

* T ore, V)= Fee g, (V)0 =012 und

3, 1] 3 .
%fel (v) = 33—2(1)) fir I = 1,...,ny — 2, 1 # 1, falls e, > 4 gilt, und fiir [ =

1,...,ny—1,1#1, falls e, < 4 gilt.

Fall 2: v € V; ist singulér.

Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v) = D¥f(v), w=0,1,2 fiirein [ € {1,... ,4},

53 1 93
. 83121 (v) = aTgl(U), I=1,...,4, und

3,[1] 3
e jeweils 626 P ot

Per 01 V) = 52, 06 (v) fir ein [ € {1,3} und ein [ € {2,4}.

Fall 3: Es gilt v € V.

Dann erfiille s fiir ein [ € {1,... ,n,—1} die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v) = D¥f(v), w=0,1,2,3, und
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63p[l] 63f

03 (574 - 03 (574

(W), 1=0,...,ny—1,1#1—1,1.

Fir v =0,... ,n erfiille s ferner die folgenden Bedingungen. Es seien D“ f, Du@plll | falls
v ¢ N* gilt, und analog dazu D*pl»(LW] falls v € N* gilt, wie in (2.3) definiert.

Fall 1: Es gilt v = 0.
s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

64])[1’1] 64f

* F oo 00er, (V) = 576 076, (V1) 0 =1,2,3,
a4p[171] 84f . B . a4p[1,1]
° m (Ul,l) = m (’0111) und 1m Fall 61’1 ¢ 8 m (Ul,l) =

84
e, 001 1561 - (v1,1), und

64])[1’1] B 64]4'
* Peroay (V10) = e e, (Vo)
Fall 2: Bsgiltv, € V3" v > 1.
a) Esgilt A\, > 1.

Tst v, bzgl. A% | nicht semisingulir, dannseil € {1,... ,\,} so gegeben, dass die Kante e,i

bzgl. v, nicht degeneriert ist. s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

. —8366:[1)8[::]71_1 vy) = —3361,?;];”_ ~ (vy) oder —83@ 4}: [5211 vy) = —83euf2£u7z+1 (v,)
firl =1,... A\ [ # [, falls v, bzgl. A}_, nicht semisingulér ist, und anderenfalls
firl=1,...,\,,

oplvll ot f HAplit] ot f

 Fende,; V) = 3, 076, (Vnl) 0der o e (i) = e ate, ()

fuar/=1,...,), und

54 1] 54 5 . .
o m Vy1) = Wge” (vpg), falls €, ¢ E* gilt, [ =1,... A, + 1.
b) Esgilt A, =0 und v ¢ N*.

Dann erfiille s die folgende Interpolationsbedingung;:

a4p[u7l] 84f

e ;5 — (v = 53 8 —
a361/,1661/,1 V’l) 6361,’166,,’1

(vp,1), falls é,1 ¢ E* gilt.

c) Esgilt A\, =0 und v € N*.

Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:
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a4p[u,(1,1)] B a4f 64p[u,(1,3)] B
6261/,(171)3261/,(173) (yy’l) - 6261/,(171)3261/,(173) (yy’l) und 6261/7(1,2)6261/7(1,3) (yy’l) o
o' (yu,1) sowie
3261/,(172)3261/,(173) »l

64p[u,(1,3)] 64f

L A - ez J = * M
¢ 03é,,10e,,(1,2) Vr1) = 03é,,10e,,(1,2) (0,1, falls &1 ¢ E7 gilt.

Fall 3: Bsgiltv, ¢ V3", v > 1.
a) Esgilt v, € V5.

Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

84p[y7l] ot
¢ gt (W)= 5 ey () 0 =123
b) Es gilt v, € V.
Ist v, nicht singuliir, dann sei [ € {1,... ,n,} so gegeben, dass die Kante e, j bzgl. v, nicht

degeneriert ist. Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

84])["71] a4f a4p[u,l+1] 84f

* Be,10e,, 1 () = 0%e, 10,11 (vy) oder 03ey10ey, 141 V) = 03ey10ey, 141 (vv)
firl=1,... ,n,,[# l~, falls v, nicht singulér ist, bzw. anderenfalls fir [ = 1,... ,4,
otpll] ot f .
° m (Uu) = W (’UV) firein [ € {1, ,n,,},
84p[u,l] a4f a4p[u,l+1] a4f
* e, 0%, i) = g2, %6, (i) oder gt (w) = e, ate, 1y ()
fir!=2,...,n, —1 und
91 [w,1] o4 ~ .
. W V) = Wgeu,l (vpg), falls €, & €%, 1=2,... ,n,, gilt.

Theorem 11.2. Sei A* wie in (11.1) gegeben. Dann ist V* eine Hermite-Interpolations-

menge von S2(A*).

Beweis. Mit den Beziehungen (2.7) zwischen den partiellen Ableitungen und den Bézier-
Koeffizienten von s erhalten wir zunéchst fiir alle v € V*, dass die Hermite-Interpola-
tionsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer Menge A, € M3(v) eindeutig bestim-
men, wobei M3(v) wie in Abschnitt 9.1 definiert ist, falls v € V;* gilt, bzw. wie in Ab-
schnitt 9.2 definiert ist, falls v € V}; gilt. Somit folgt, dass s fiir alle v € V* auf D3(v)
eindeutig bestimmt ist. Mit den Beziehungen (2.7) erhalten wir ferner, dass die Hermite-
Interpolationsbedingungen die Bézier-Koeffizienten einer Menge A,,, die wie in (11.3) ge-

geben ist, eindeutig bestimmen. Aus Theorem 11.1 folgt dann die Behauptung. |
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Kapitel 12

Der Splineraum S;(A), qg>8

In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum Sg(A), q > 8, fiir beliebige Triangulie-
rungen. In Abschnitt 12.1 konstruieren wir eine allgemeine Klasse minimal bestimmender
Mengen von Sg(A), q > 8. Dabei gehen wir analog zu der Methode fiir den Fall ¢ = 7
aus Kapitel 11 vor. Im Gegensatz zum Fall ¢ = 7 muss im Fall ¢ > 8 die Triangulierung
fiir semisingulére Fills nicht modifiziert werden. Mit der Charakterisierung allgemeiner
minimal bestimmender Mengen von Sg(A) auf beliebigen Kegeln und Zellen aus Kapitel 8
bzw. Kapitel 9 ergibt sich somit fiir ¢ > 8 direkt eine grofle Klasse minimal bestimmender
Mengen von Sg(A) fiir beliebige Triangulierungen. In Abschnitt 12.2 konstruieren wir un-
ter Verwendung der Relationen zwischen den Bézier-Koeffizienten eines Splines und dessen
Ableitungen erstmalig ein Hermite-Interpolationsschema fiir Sg(A), q > 8, fiir beliebige
Triangulierungen. Chui & Lai [14] und Lai & Schumaker [37] konstruierten eine minimal
bestimmende Menge von Sg(A), q > 8. Ferner gaben Davydov, Niirnberger & Zeilfelder
[21] ein Hermite-Birkhoff-Interpolationsschema fiir S’g(A), q > 8, an.

Sei A eine beliebige Triangulierung. Wir durchlaufen A nach Algorithmus 2 aus Ab-
schnitt 3.1. Dies liefert uns eine Indizierung v = 1,... ,n der Eckpunkte v, aus V; U VB,
wobei Vi die Menge der Randpunkte von A bezeichnet, die nur mit Randpunkten von A
eine gemeinsame Kante besitzen. Ferner liefert uns Algorithmus 2 eine Kette Ag C Ay C

... C A, = A, n=|Vg| +|Vi|, von Teiltriangulierungen von A. Nach Konstruktion gilt

Al = A,Ul und AV = Aufl UKI,, vV = 2, , 1, (]_2].)

UTGAUU\AU—IT’ falls v, € VL(?V_I),
K, =  Upea,, T, falls v, ¢ V'Y und v, € V7,
A(vy,w,w'), falls v, ¢ Vg_l) und v, € Vg,
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wobei fiir v, € Vg \ Vg’*l) die Eckpunkte w,w’ benachbarte Randpunkte von A, ; seien
und ferner A(v,,w,w’) € A, gelte. Fiir v = 1,... ,n bezeichne VI(V) die Menge der
inneren Eckpunkte, Vg/) die Menge der Randpunkte, Ey/) die Menge der inneren Kanten

und Eg') die Menge der Randkanten von A,,.

Wir betrachten die Zelle A, eines Eckpunkts v,. Es sei n, = deg(v,). Wir nummerieren

die Randpunkte der Zelle A,, gegen den Uhrzeigersinn mit v,,... ,v,,,—1. Die Kanten
von A,, seien mit e,; = [v,,v,] und é,; = [v,y—1,v,], I =1,... ,n,, bezeichnet. Ferner
sei T .= A(vy,vyy-1,v1), L =1,... ,n,. Die Indizes [ sind hierbei sowie im Folgenden

stets als [ modulo n, zu verstehen. Ist v, € V; N Vg/), dann gelte
K, = {T"":1=1,... A} (12.2)
Ist v, ein Flappunkt bzgl. A,_1, dann gelte

TV 1=1,... ,n,}, v, €V, _
K, = { ! ! und  [v,0,Vp,1] EEJ(BV n, (12.3)

A(Uu,vu,o,vu,l), vy € VB,

Fiir die Eckpunkte von A gelten insbesondere die Bemerkungen 7.1 bis 7.3.

12.1 Minimal bestimmende Mengen

Sei A eine beliebige Triangulierung. Ferner seien die Teiltriangulierungen A,, v =0, ... ,n,
die wir mittels Algorithmus 2 erhalten, wie in (12.1) gegeben. Im Folgenden konstruieren
wir eine allgemeine Klasse minimal bestimmender Mengen von S’g(A), q > 8. Dazu bestim-
men wir Sg(A) zunichst auf den Scheiben D3(v) fiir jeden Eckpunkt v der Triangulierung.
Anschlielend betrachten wir fiir ¥ > 1 die Dreiecke in A, \ A, _; und fiigen sukzessive

weitere BB-Punkte zu den bereits gewdhlten BB-Punkten in A, _; hinzu.

Fiir v > 1 definieren wir P, C B, (K, ) wie folgt.

o Es gelte v =1.

Ist w15, 1 <1 < ny — 1, ein nicht singulirer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt

oder semisinguldr bzgl. A, ist, gelte entweder Pl[lqll 43 € P1 oder Pl[’lgl’;rﬂl € Pi.

e Seiv, € Véy_l), v> 1.

— Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder se-
misinguldr bzgl. A, ist, und ist ferner €,; bzgl. v, nicht degeneriert, gelte
Pl e?,.

— Ist v,;, 1 <1 < Ay, ein nicht singulérer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt

oder semisinguldr bzgl. A, ist, gelte entweder Pl[qu’ll 4,3 € Py oder Pl[iléf;_lll € P
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— Ist v, ), +1 ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder se-
misingulér bzgl. A, ist, und ist ferner €, ,41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert,
gelte Pf:ﬁ"&u eP,.

e Sei v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A,_1, v > 1.

Ist v,;, 2 <1 < n, — 1, ein nicht singulérer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt

oder semisingular bzgl. A, ist, gelte entweder Pl[i;ll 4,3 € Py oder Pl[y3l;111 eP,.

Konstruktion minimal bestimmender Mengen:
Fall 1: Firv > 2gilt v, € Vg’fl) und A, > 1.

Dann sei die Menge Ag, definiert durch

A, = (Ul*:"OA,,,l U M) \ (Uf;oﬂy,l U :P,,),

v

wobei M —{PZ';Z,C gk >3, (4,5,k) # (0,¢—3,3),(0,3,g—3), I =1,... , A+ 1} gilt und

die Mengen A,; und B, ; wie folgt definiert sind.

Ist v, semisinguldr bzgl. A,, dann sei A, g = (. Ist v, nicht semisingulir bzgl. A,_q,
enthalte A, ( fiir ein I, € {1,...,\,} mit der Eigenschaft, dass ej bzgl. v, nicht degeneriert
ist, die folgenden BB-Punkte:

e zwel BB-Punkte aus {Pq[lfi],?),l, Pq[li’g,470, Pq[lfi:l%, Py_;j 7}2} falls e,; bzgl. v, nicht
degeneriert ist, 1 <[ < I,

o zwei BB-Punkte aus {PVZQQ, Pq[li’fﬂ,&l, Pq[lfi]A,O, Pgi’ —;17}3}, falls e,; bzgl. v, nicht

degeneriert ist, I, <1< >\,,, und

e einen BB-Punkt aus {P 4 3 1> Pq[lfi"jm, P;li’i"’l’?)}.

Firl =1,...,), seien die Mengen ngq(el,,l) und ngq(ey,l) wie in Abschnitt 8.1.2 defi-

niert. Dann definieren wir fir [ =1,... ,\,

N Mg q(e,,,l), falls ¢; bzgl. v nicht degeneriert ist,
v,l € ’
ngq(ey,l), falls ¢; bzgl. v degeneriert ist,

so dass B,; C A, gilt mit
y’l . . . I/,l I/,l
(LYY 5 > a=3,i+i+k=g} \ (P 53 ULP 45}, falls ey brgl. v,

By = degeneriert ist,

X
{Pz[?ll J 2 q=3ititk=q}\ {P 0,q— 33} sonst.

(12.4)
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Fall 2: Bsgiltv, € VY und A, =0, v > 2.

Dann sei

A, = AP gk >3, (6,5.k) # (0,3, - 3),(0,¢ = 3,3)} \ P,

Fall 3: v, € Vp ist ein Flappunkt bzgl. A, 1, v > 2.

Dann sei
Ak, = P i >3, (i,5,k) # (3,0 - 3,0),(3,0,¢ — 3)} \ Ds(uy).
Fall 4: Es gilt v = 1 oder fiir v > 2 ist v, € V7 ein Flappunkt bzgl. A,_;.
Dann sei fiir v =1,... ,n, die Menge B, ; wie in (12.4) definiert, und es sei
J— [V7l] . 1 1
B, = {Pq_373,0 : ey, ist bzgl. v, degeneriert, 1 <1 <mn,}.

Die Menge A sei auf A,, wiein (9.23) gegeben, sodass B, C AundB,; CA,l=1,... ,n,,

gilt. Dann sei

Ak, = A\ (U?:VID?)(,UV,I) U D3(vy) U {Pi[;,,}c] 14 <2,i+j+k=q} U ?u)-

Ferner sei A, fiir alle v € V* eine minimal bestimmende Menge von Sg(A), g > 8,auf
D3(v), die wie in (9.23) oder (9.25) gegeben ist, falls v € V}* gilt, und die wie (9.27)
gegeben ist, falls v € V3 gilt. Dann definieren wir

A = (UpevAy) U (U_AKk,) - (12.5)

Theorem 12.1. Sei ¢ > 8. Dann ist A wie in (12.5) eine minimal bestimmende Menge
von S’g(A).

Beweis. Sei g > 8 und es gelte s € Sg(A). Ist s in der BB-Darstellung (2.5) gegeben,

bezeichne aE-I’/]’-fL, i+ j +k = q, die Bézier-Koeflizienten von s|ppn, v = 1,... ,n, 1 =
1,...,n,. Wir zeigen zunichst, dass A eine bestimmende Menge von Sg(A) ist. Es gelte

Aps =0, P € A. Dann ist zu zeigen, dass Aps = 0 fiir alle P € B,(A) gilt. Nach Definition
von A folgt direkt

Aps = 0, P € Uycy D3 (v). (12.6)
Wir zeigen im Folgenden, dass firv=1,... ,n
Aps =0, Pe(UpevAy) U (UioiAk,) = dps =0, PeBy(d) (12.7)

gilt.
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Beweis von (12.7) durch vollstindige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 1. Nach Konstruktion von Ak, erhalten wir mit (12.6) sowie mit
Theorem 9.4 direkt

Aps =0, Pe 3q(A1) \ Py. (128)

Gilt P; = 0, folgt damit bereits die Behauptung. Gilt Py # 0, dann sei vy, 1 € {1,... ,n1},
entweder ein Fillpunkt bzgl. A; oder ein nicht singulidrer Eckpunkt, der bzgl. A; semisin-
gulér ist. O.B.d.A. sei v1; semisinguldr vom Typ II bzgl. A, und es gelte Pl[’lgl’;rﬂl e Pi.
Wir zeigen, dass in diesem Fall a[ﬁél:;i]él = 0 folgt. (Der Fall Pl[}q’ll 4,3 € P1 und der Fall, dass
vy, ein Fillpunkt oder semisinguldr vom Typ I bzgl. A, ist, lassen sich analog zeigen.) Wir
nummerieren die Dreiecke mit Eckpunkt v ;, die nicht in A; enthalten sind, gegen den Uhr-
zeigersinn mit TU), j = 1,2,3, d.h. es gilt T = A(vy g, wr,v10-1), T = Avy 1, wa,wy)
und T®) = A(vy,v1 141, w2), wobei wq, we die Eckpunkte auflerhalb von A; bezeichnen.
Fiir j = 1,2 sei e; die gemeinsame Kante von TG und TUH). Ferner seien die Koeffi-
zienten von p; € ﬁq auf T mit ag;)ﬁﬁ bezeichnet, « + 8+ v = ¢ und j = 1,2,3. Mit

(12.8) gilt insbesondere Ap s = 0 fiir P € (D4(v1,;) NBy(A1)) \ {PF;;IL} Ferner folgt mit

(12.6), dass A\p s = 0 fiir alle P € D3(vy;) gilt. Da T(!) eine gemeinsame Kante mit 7'/l

hat, folgt aus den C%-Stetigkeitsbedingungen an dieser Kante, dass al(ll_) 413 = al(ll_) 422=0

gilt. Ferner gilt a((]27)4’2’2 = a((]27)4’3’1 = a((]?i)4’1’3 = a((]?i)4’2’2 = 0, da e; und ez degeneriert
sind. Da €; ;41 nach Voraussetzung bzgl. vy ; nicht degeneriert ist, folgt dann aus der C?-
Stetigkeitsbedingung an der Kante €; ;41, dass a[lljgqu_i = 0 gilt. Somit gilt die Behauptung

(12.7) fir v = 1.

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (12.7) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Somit
gilt A\ps =0, P € B,(A,_1). Aus den C?%-Stetigkeitsbedingungen an den Kanten e,,o und
ey, +1 folgt direkt, dass Ap s = 0, P € Ry(K,), gilt, wobei Ry(K,) wie in (8.2) definiert
ist.

Fall 1: Es gilt v, € Véy_l) und A, > 1. Mit (12.6) folgt analog zum Beweis von Theo-
rem 8.23, dass Ap s = 0, P € By(K,) \ P, gilt. Ist P, # 0, folgt analog zum Beweis des
Falls v =1 die Behauptung.

Fall 2: Es gilt v, € Vg/*l) und A\, = 0. Mit (12.6) und nach Konstruktion von Ag,
erhalten wir A\p s =0, P € By(K,) \ P,. Gilt P, # 0, folgt die Behauptung (12.7) analog

zum Beweis des Falls v = 1.

Fall 3: Es gilt v, ¢ V" und v, € V. Dann folgt die Behauptung (12.7) direkt mit
(12.6) und nach Konstruktion von Ak, .

Fall 4: Es gilt v, ¢ Véyil) und v, € V7. Mit (12.6) folgt analog zum Beweis von Theo-
rem 9.4, dass Ap s =0, P € By(K,) \ Py, gilt. Ist P, # 0, folgt analog zum Beweis des
Falls v =1 die Behauptung. O
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Es bleibt zu zeigen, dass A minimal ist. Wir zeigen im Folgenden, dass fiir A, := U1 Ak,

v=1,...,n,
Y 2 2
n, ((@+1)(g+2 . (12.9)
-y (e ) Z|ﬂ>|+|v Y

vEV(")

gilt, wobei V®) die Menge der nicht singuldren Eckpunkte v,, 2 < p < v, bezeichnet, die

entweder ein Fillpunkt oder semisinguldr bzgl. A,_; sind. Ferner gelte fiir alle v € V;

1, falls v singulér ist,

0, sonst.

Nach Konstruktion enthélt P, fiir jeden semisinguliren Eckpunkt v,; von K, bzgl. A,,
von dem mindestens eine Randkante von K, ausgeht, die bzgl. v,; nicht degeneriert ist,
einen BB-Punkt. Somit gilt offensichtlich

SoIP =V (12.10)
v=1

Beweis von (12.9) durch vollstandige Induktion nach v.
Induktionsanfang v = 1. Nach Konstruktion gilt
g —3q—22

AL = Tt oy, = [P1].

Da |V1 | =1, |E | =ny und [VD| = 0 gilt, folgt damit bereits (12.9).

Induktionsschritt v—1 — v. Die Behauptung (12.9) sei fiir v —1 bereits bewiesen. Ist
v, € V'V, dann gilt |[EW)| = |E v=D| 4 (A, +2) und [V®)| = [V@=D| 4+ 1. Ferner gilt
VW | = |V, falls v, ¢ V¥ ist, und es gilt [V®)| = [VED| 41, falls v, € V) ist.
Nach Konstruktion von A, gilt

—4)(q— - * (7 (v
A = A, L A s o, — (0], w g V)

((1—4)2((1—5) + )1 *311 22 9 1P|, v, € VW),

Nach Induktionsannahme folgt dann (12.9). Ist v, € V; ein Flappunkt bzgl. A,_q, gilt
nach Konstruktion von A, |EW| = |[E¢V| 4 (n, +1), [V¥)| = [VED|+1und |[V¥)| =
|V(“*=1)|. Nach Konstruktion von A, gilt

q> —3q — 22

Ayl = [Ava] + ny D)

= 3(g=6)+o,, — [P
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Nach Induktionsannahme folgt dann (12.9). Ist v, € Vg ein Flappunkt bzgl. A,_;, gilt
nach Konstruktion von A, |[EW)| = |E¢-D| 41, |[VW| = |[v#-D| |[V¥)| = |VFD| und
|P,| = 0. Nach Konstruktion von A, gilt

—1)(qg—2
A = A, ] + % - 12,
so dass nach Induktionsannahme (12.9) folgt. 0
Aus (12.9) und (12.10) folgt
(¢+1)(g+2) > — 3¢ — 22 (¢+1)(q+2)—60 .
| = AEEED g0 4y LSy : Yo
veVr
Fiir v € V definieren wir
2, falls v singular ist,
oy = {1, falls v nicht singulir und e, < 4 ist,

0, sonst.

Dann gilt offensichtlich fiir alle v € V;, dass o, = 7, + o0;. Nach Konstruktion erhalten

wir ferner

ny +6+0y, vEeEV

|Av| =
Ny + 8, v € Vg.
Mit (2.1) und (2.2) gilt dann
Al = D 1A + Al
veV
= > (+6+5) + Y (ny+8) + |4
vEV] veEVR
. +1)(q+2 2 _3q—22
= 2|E| + 6|V + 8|Va| + > _ &y + ((1)2# — 30 + |Ef] %

veVr

~ (q+1)(q+2 ) — 60 Y

veVr
_ (q+1)2(q+2) B (q—1)2(q—2) _ (q+1)2(q+2) Lo+ Y o

veVr

Aus den Theoremen 2.3 und 2.4 folgt somit, dass A eine minimal bestimmende Menge von
S7(A) ist. [ |
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12.2 Hermite-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung. Dann erhalten wir mittels Algorithmus 2 eine Kette
von Teiltriangulierungen A; C ... C A, = A von A, die wie in (12.1) definiert sind. Im
Folgenden konstruieren wir induktiv eine Klasse von Hermite-Interpolationsmengen fiir
S7(A), ¢ > 8.

Es sei £ C V x E, und £* enthalte die folgenden Elemente:

e Ist vy, 1 <1 < ny, ein nicht singulidrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder
semisingulir bzgl. Ay ist, gelte entweder (v,,€,,;) € £ oder (v,,,€,,41) € E*.

e Seiv, € ngil), v>2.

— Ist v, ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder aber
semisingulér bzgl. A, ist, und ist ferner €, bzgl. v, o nicht degeneriert, gelte
(vp,0,€01) € EX.

— Ist v,;, 1 <1 < Ay, ein nicht singulérer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt
oder semisingulir bzgl. A, ist, gelte entweder (v,;,€,;) € E* oder (v,,€,541) €
E*.

— Ist v, ), +1 ein nicht singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder se-
misingulér bzgl. A, ist, und ist ferner €, ,41 bzgl. v, ), 41 nicht degeneriert,
gelte (vyx,+1,€,41) € E.

e Sei v, € Vr ein Flappunkt bzgl. A,_;, v > 2. Ist v,;, 2 < [ < n, — 1, ein nicht

singuldrer Eckpunkt, der entweder ein Fillpunkt oder semisingulér bzgl. A, ist, gelte

entweder (v,,€,) € £ oder (v,,€,41) € E*.

Mit den Bemerkungen 7.1 und 7.2 folgt fiir alle (v,e) € £*, dass die Kante e bzgl. v nicht

degeneriert ist.
Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen:

Wir beschreiben zuniichst die Hermite-Interpolationsbedingungen, die s € SZ(A), ¢ > 8,
fiir jeden Eckpunkt v € V erfiillen muss. Sei n, = deg(v). Ist v € V;, dann seien die

Eckpunkte und Dreiecke von A, wie in Abbildung 4.6 nummeriert, und es gelte e¢; :=

[v,], L = 0,...,n, — 1. Fiir v € Vp nummerieren wir die Eckpunkte von A, gegen
den Uhrzeigersinn mit vg,... ,v,,—1. Fiir I = 0,... ,n, — 1 sei ¢; := [v,v;] und fiir [ =
1,...,n, — 1 sei ferner T := A(v,v,_1,v;). Des Weiteren sei pl!! := Slpw, L=1,... ,ny

bzw.l=1,... ,n, — 1. Sei f € C(Q) geniigend oft differenzierbar. Dann seien D*pl! und
D¥f wie in (2.3) definiert, [ =1,... ,n,, w € IN.

Fall 1: Es gilt v € V; und v ist nicht singulér.
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Ist e, > 4, dann nummerieren wir die inneren Kanten von A, so, dass die Kanten
€1,€0,€n,—1,€n,—2 paarweise nicht kollinear sind. Ferner sei e {1,...,ny —2}. Ist ey <
4, dann nummerieren wir die inneren Kanten von A, so, dass die Kante ey bzgl. v
nicht degeneriert ist, und es gelte [ € {1,... ,n, — 1}. s erfiille die folgenden Hermite-

Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v) = D¥f(v), w=0,1,2 fiir ein [ € {1,... ,n,},

63p[l] B 63f B
* Feoog (V) = Feegeg () 0 =012, und

3. 11] 3 .
%fel (v) = gB—gI(v) fiir | = 1,... ,ny—2,1 # I, falls e, > 4 gilt, baw. fiir [ =

1,...,ny—1,1#1, falls e, < 4 gilt.

Fall 2: v € V7 ist singulir.

Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥pll(v) = D¥f(v), w=0,1,2, fiirein I € {1,...,4},

a3p[l] 93
b 836[ v) = 83—2(7))7 _]-7 747

93 plll 03 f . C e
* 52,06 V) = g (v) fur ein [ € {1,3} sowie fiir ein | € {2,4}.

Fall 3: Es gilt v € V.

Dann erfiille s fiirein [ € {1,... ,n,—1} die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

o D¥plll(v) = D¥f(v), w=0,1,2,3,

53 pll 93 ~ R
* a:%il v =as—£(v),z=o,...,n,,,l;él_l,l_

Fir v = 0,... ,n erfiille s ferner die folgenden Bedingungen. Es seien D@pll und D¥ f
wie in (2.3) definiert.

Fall 1: Fiir v > 2 gilt v, € V"™ und A, > 1.

Es sei I* € {1,...,A, + 1}. Ist v, nicht semisingulir bzgl. A,_;, dann sei ferner [ e
{1,..., A} so gegeben, dass die Kante e, bzgl. v, nicht degeneriert ist. s erfiille die
folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

64 [VJ] 64 .
* Bfe,,, Vy) = @—4e{l (vy) fiirl=1,...,\,
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a4p[u,l] 64]4' a4p[u,l+1] 64f

. 8361,,166,,7[,1 Vy) = 8361,,166,,7171 (’Uy) oder 7B3ey,laey,l+1 V) = 7636V,166,,’l+1 (Uz/) fiir
Il =1,...,\ 1 +#1, falls v, nicht semisinguldr bzgl. A, 7 ist, und anderenfalls fiir
I=1,..., A,

. D“’p[”’l](v,,J) =D (vyy), w=4,...,¢q =3, fir I =1,..., A, + 1,1 # I, aufler
ortopl] ortof "
e 076, Wnl) = goo gea,; () fir (po) = (¢ —=3,0), (¢ —4,1), (¢ —4,0),
(0,q —3) sowie fiir (p,0) = (1,3), falls (v,;,€,;) € £ gilt, und fiir (p,0) = (1,9 —4),
falls (v,;-1,€,;) € € gilt, und

grtopnt’] or+e "
¢ apéyl*goeyl* (vp+) = WBJJ;Z* (vyy=) firp=3,... ,¢g—4und o =0,... ,g—3—p

aufler fiir (p,0) = (3,0) sowie auBer fiir (p,o) = (3,1), falls (v, -, €,<) € € gilt,
und (p,0) = (¢ — 4, 1), falls (v, 1+—1,€,+) € £ gilt.

Fall 2: Es gilt v, € Véy_l) und \, =0, v > 2.
Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

grtoplll o0t f )
[} 606,,,16"6,,,1 (Ul,’l) = m (Ul,’l) fur p= 3, ,q—4 und o = 0, ,q—3—,0

aufler fiir (p, o) = (3,0) sowie aufler fiir (p, o) = (3,1), falls (v,,1,€,,1) € £* gilt, und
(p,0) = (g —4,1), falls (v,0,€,,1) € E* gilt.

Fall 3: v, € Vp ist ein Flappunkt bzgl. A, ;.

Dann erfiille s die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

gr+opin oo s ..
° m (vp1) = m (vpp) firp=3,...,¢q—4und o =0,... ,q—p

aufer fir (p,0) = (3,0), (3,9 — 3).

Fall 4: Es gilt v =1 oder es gilt v > 2 und v, € V7 ist ein Flappunkt bzgl. A,_;.

Ist v, nicht singuliir, dann sei [ € {1,... ,n,} so gegeben, dass die Kante e, j bzgl. v, nicht

degeneriert ist. s erfiille die folgenden Hermite-Interpolationsbedingungen:

84 0] 84 ~
° a4p—eul vy,) = 84—651 (vy) furl =1,... ,n,,
a4p[u,l] B 64f 64p[u,l+1] B 64]4' .
° 636,,,166,,’17_1 Uu) — 6361,,166,,,1,1- (Uz/) oder 636,,,166,,’”:1 Vy) = m (UV) fiir

I=1,... ,\1# lN, falls v, nicht singulér ist, bzw. anderenfalls fiir [ = 1,... ,4,

g*pl1 o -
. m ('Uu = WQJ;I/,Z—I (U,,) firein [ € {1,... ,n,,},
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. D“’p[”’l](v,,J) =D%f(vyy), w=4,...,q— 3, fiir
l=2,...,n,, v>2,
ortoplvll orte .
aufler 55555 (vn) = Wacffm (vi,) fiir (p,0) = (¢—3,0), (¢—4,1), (¢—4,0),
(0,q — 3) sowie fiir (p,0) = (1,3), falls (v,,€,;) € E* gilt und fiir (p,o) = (1,9 —4),
falls (v,;-1,€,;) € € gilt, und
artoplll orte ,
* Deri07ET Uy1) = Wa"ém (o) fir p=3,... ,¢q—4und o =0,...,¢g—p

aufler (p,o) = (3,0),(3,q — 3), falls v > 2 gilt.

Theorem 12.2. Sei ¢ > 8. Dann ist V eine Hermite-Interpolationsmenge von S’g(A).

Beweis. Mit den Beziehungen (2.7) zwischen den partiellen Ableitungen und den Bézier-
Koeffizienten von s erhalten wir zunéchst fiir alle v € V', dass die Hermite-Interpolations-
bedingungen die Bézier-Koeffizienten einer Menge A, € M2(v) eindeutig bestimmen, wobei
M (v) wie in Abschnitt 9.1 definiert ist, falls v € V}* gilt, bzw. wie in Abschnitt 9.2 definiert
ist, falls v € V} gilt. Somit folgt, dass s fiir alle v € V auf D3(v) eindeutig bestimmt ist. Mit
den Beziehungen (2.7) erhalten wir ferner, dass die Hermite-Interpolationsbedingungen die

Bézier-Koeflizienten einer Menge A, die wie in (12.5) definiert ist, eindeutig bestimmen.
|
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