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Kapitel 1:

Einleitung

Multivariate Splinefunktionen sind bei der Geometrischen Modellierung, der Konstruktion
und Rekonstruktion von Oberflichen, der Approximation verstreuter Daten und in vie-
len weiteren Bereichen des CAGD, der Numerischen Analysis und anderen Gebieten der
Angewandten Mathematik aufgrund ihrer effizienten Berechenbarkeit und ihrer guten Ap-
proximationseigenschaften wichtige Werkzeuge.

In dieser Arbeit untersuchen wir den Raum der bivariaten und trivariaten Splines vom
Grad g mit Differenzierbarkeit r auf Triangulierungen bzw. Tetraederzerlegungen A eines
einfach zusammenhingenden Grundgebiets Q C IR?, d € {2, 3}, gegeben durch

S;(A) = {s€C"(Q): 5, € P, fiiralle T € A}.

Dabei ist P, = span{z? - ... - xfid | 91y eeyig > 0, 41 + ... +ig < g} der (q;d)-dimensionale
Raum der multivariaten Polynome vom totalen Grad ¢ und C"(2) die Menge aller r mal
stetig differenzierbaren Funktionen auf €.

Eine grundlegende Methode zur Konstruktion und Rekonstruktion von Oberflichen ist
die Interpolation. Eine Menge £ = {21,..., 2n}, wobei m die Dimension von S;(A) ist,
heift Lagrange-Interpolationsmenge fiir S (A), falls zu jeder Funktion f € C'(2) genau ein
Spline s € S} (A) mit

s(z) = f(=), i=1,..,m,

existiert. Werden neben Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft dif-
ferenzierbaren Funktion f interpoliert, dann wird eine Menge H, bestehend aus m solchen
Bedingungen zur eindeutigen Interpolation mit S7(A), eine Hermite-Interpolationsmenge
fiir S;(A) genannt. Die Interpolationsmethode heift lokal, falls die Abénderung eines Wer-
tes f(z), i € {1,...,m}, den interpolierenden Spline nur in der Nidhe des Punktes z; beein-
flusst. Ein weiteres Grundproblem der Splinetheorie ist die Bestimmung der Approximati-
onsordnung. Die grofte natiirliche Zahl &, so dass

dist(f,Sy(A)) = inf{||f—s]|: s€S8;(A)} < K-,

heifit Approximationsordnung von S7(A). Die Konstante K > 0 ist dabei nur von f, g,
dem kleinsten Winkel o von A, aber nicht von der maximalen Kantenléinge h von A ab-
hingig. Die Approximationsordnung gibt an wie schnell der Interpolationsfehler gegen Null
geht, wenn die Triangulierung geeignet verfeinert wird und damit die Anzahl der Interpo-
lationspunkte steigt. Sie ist im Wesentlichen abhingig von Grad und Differenzierbarkeit
der Splines sowie von der Lokalitdt der Interpolation. Es ist wohlbekannt, dass £ = ¢ + 1
optimal ist, dass jedoch nicht jede Interpolationsmethode dies erfiillt.
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Bei niedrigem Polynomgrad ¢ im Vergleich zur Differenzierbarkeitsordnung r, d.h. ¢ <
2¢pr 41, r > 1, besitzen multivariate Splineriume sehr komplexe Struktur. Fiir sie sind
grundlegende Probleme, wie die Bestimmung der Dimension und die Konstruktion von In-
terpolationsmengen, derzeit nicht vollstindig gelost. Ein moglicher Ansatz zur Interpolati-
on mit solchen Splinerdumen ist, alle Dreiecke bzw. Tetraeder der betrachteten Zerlegung
in mehrere Subdreiecke bzw. Subtetraeder zu unterteilen. Dies fiihrt zu Macro-Elemente
Methoden und zur Finite-Elemente Theorie. Fiir solche Partitionen wurden zahlreiche Ver-
fahren zur Hermite-Interpolation mit C'- und C2-Splines niedrigen Grades entwickelt (sie-
he [2,12,13,33,38,66,86,87,88,92,95,96,120,121,124,141,142,145,146]). Eine alternative Mog-
lichkeit besteht darin, anstatt beliebige Triangulierungen bzw. Tetraederzerlegungen all-
gemeine Klassen von Partitionen zu betrachten, und Eigenschaften dieser Klassen zur
Konstruktion von Interpolationsmengen zu verwenden. Solche Klassen sind in der biva-
riaten Splinetheorie beispielsweise die regelméfigen Rechteckszerlegungen mit einer bzw.
zwei Diagonalen in jedem Rechteck, genannt A! bzw. A? (vgl. Abbildungen 9 und 16, siehe
[89,90,105,106,122,137,138|), Triangulierungen ineinander geschachtelter, geschlossener Po-
lygonziige (vgl. Abbildung 3, siehe [52,53,55]) oder induktiv konstruierte Triangulierungen
(siehe [112,113]). Klassen trivariater Zerlegungen sind beispielsweise regelmifige Wiirfel-
partitionen (vgl. Abbildung 63, siehe [75,119,135]) oder konstruierte Tetraederzerlegungen
(vgl. Abbildungen 57 und 58).

In der vorliegenden Dissertation betrachten wir Lagrange- und Hermite-Interpolation mit
bi- und trivariaten Splineriumen Sy (A) auf beliebigen Zerlegungen und allgemeinen Klas-
sen von Zerlegungen A. Ziel dieser Arbeit ist es, Algorithmen zur Konstruktion von Inter-
polationsmengen fiir solche Ridume mit niedrigem Polynomgrad ¢ relativ zur Differenzier-
barkeitsordnung r zu entwickeln. Dariiber hinaus besitzen einige der Methoden Lokalitat
und Optimalitit der Approximationsordnung der Interpolation. Bei allen Verfahren kénnen
die interpolierenden Splines effizient durch schrittweise Losung kleiner linearer Gleichungs-
systeme bestimmt werden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: In Kapitel 2 befassen wir uns mit den Grundlagen der bi-
variaten Splinetheorie. Zunichst definieren wir Triangulierungen eines betrachteten polygo-
nalen Gebiets Q C IR? und formulieren das Lagrange- und Hermite-Interpolationsproblem
mit Splines. Danach beweisen wir einige Aussagen iiber C'- und C?-Splines in inneren
Knoten der Triangulierung. Unter Verwendung von baryzentrischen Koordinaten geben
wir bivariate Polynome in ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung an. Aus dieser Darstellung
ergibt sich nach Farin |[67| eine einfache Charakterisierung der Differenzierbarkeit von Spli-
nefunktionen auf benachbarten Dreiecken iiber eine gemeinsame Kante der Triangulierung.
Darauf aufbauend definieren wir minimal bestimmende Mengen von Splinerdumen. Die An-
zahl der Elemente einer minimal bestimmenden Menge entspricht der Dimension des Spli-
neraums. Fiir Hermite-Interpolation existiert nach de Boor [22| und Farin [67] ein wichtiger
Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen eines bivariaten Polynoms und den
Koeffizienten seiner Bézier-Bernstein-Darstellung. Im letzten Abschnitt des Kapitels erlédu-
tern wir die Approximationsordnung von Splinerdumen und beschreiben das Grundprinzip
der schwachen Interpolation.

In Kapitel 3 untersuchen wir Lagrange-Interpolation mit quartischen C*-Splines, d.h. Spli-
nes vom Grad 4. Fiir beliebige Triangulierungen A bestimmten Alfeld, Piper und Schuma-
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ker |3| die Dimension von 8} (A). Aus den dabei verwendeten nicht-lokalen Argumenten der
Graphentheorie ergeben sich im Allgemeinen jedoch keine Interpolationsmengen fiir diese
Réume. Erste allgemeine Ergebnisse iiber nicht-lokale Lagrange-Interpolation mit quarti-
schen C'-Splines wurden von Davydov und Niirnberger [54] erzielt, die induktiv Interpola-
tionsmengen fiir S; (A), ¢ > 4, auf beliebigen Triangulierungen A konstruierten, wobei in
selten auftretenden Ausnahmefillen einige Dreiecke gesplittet werden. Dariiber hinaus exi-
stieren zahlreiche Methoden zur Lagrange-Interpolation mit S} (A) auf speziellen Klassen
von Triangulierungen (siehe Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [53], Niirnberger und Zeil-
felder [108,112], Niirnberger und Riessinger [105]), sowie Algorithmen zu Konstruktion von
Lagrange-Interpolationsmengen fiir Sé(A), g > 3, auf beliebigen Triangulierungen, bei de-
nen geeignete Dreiecke unterteilt werden (siehe Kohlmiiller [84], Niirnberger und Zeilfelder
[118], Niirnberger, Schumaker und Zeilfelder [114,117]). Wir entwickeln in Kapitel 3 eine
Methode zur Lagrange-Interpolation mit quartischen C!-Splines auf allgemeinen Klassen
von Triangulierungen, bei der keine Dreiecke unterteilt werden. Solche Triangulierungen
A sind grob gesprochen dadurch charakterisiert, dass eine Teilmenge A; C A existiert, so
dass jeder innere Knoten geraden Grades ein Eckpunkt genau eines Dreiecks in A; ist (vgl.
Abbildung 9). In Abschnitt 3.1 legen wir zunéchst A, fest und konstruieren anschliefend
Pfade fiir die Eckpunkte der Triangulierung. Diese Pfade bestehen aus geeigneten, nichtde-
generierten Kanten von A. Dadurch wird insbesondere eine Reihenfolge der Knoten von A
festgelegt. Unter Verwendung von A, dieser Reihenfolge und der Pfade durchlaufen wir in
Abschnitt 3.2 die Knoten der Triangulierung und wihlen Lagrange-Interpolationspunkte
fiir S} (A).

In Kapitel 4 befassen wir uns mit lokaler Lagrange-Interpolation mit quartischen C'-Splines
auf beliebigen Triangulierungen und untersuchen die Approximationsgiite der Interpola-
tion. Niirnberger und Zeilfelder [118] entwickelten ein Verfahren zur lokalen Lagrange-
Interpolation mit C'-Splines vom Grad > 3 auf beliebigen Triangulierungen, das optimale
Approximationsordnung besitzt. Dabei werden etwa die Hilfte der Dreiecke unterteilt.
Spéater konstruierte Kohlmiiller [84] auf beliebigen Triangulierungen A Punktmengen zur
nicht-lokalen Lagrange-Interpolation mit 8; (A), ¢ > 3, mit fast optimaler Approximati-
onsordnung, wobei im Allgemeinen nur etwa ein Viertel der Dreiecke gesplittet werden. Wir
geben in diesem Kapitel den ersten Algorithmus zur Konstruktion von lokalen Lagrange-
Interpolationsmengen fiir S} (A) auf beliebigen Triangulierungen A an, bei dem nur weni-
ge Dreiecke unterteilt werden, so dass die Interpolation optimale Approximationsordnung
besitzt. In Abschnitt 4.1 werden beliebige Triangulierungen algorithmisch mithilfe von
Clough-Tocher-Splits verfeinert, bis in den resultierenden Triangulierungen A keine zwei
benachbarten inneren Knoten geraden Grad besitzen (vgl. Abbildungen 16 und 17). Die
Anzahl der Unterteilungen ist dabei deutlich geringer als bei dem von Niirnberger und
Zeilfelder [118] entwickelten Verfahren. Darauf aufbauend konstruieren wir in Abschnitt
4.2 Lagrange-Interpolationspunkte fiir S} (A). AnschlieRend weisen wir Lokalitit der Inter-
polation nach. Mithilfe der von Niirnberger et. al. [56,107,110,118] entwickelten Techniken
der schwachen Interpolation zeigen wir im letzten Abschnitt des Kapitels, dass diese Inter-
polationsmethode optimale Approximationsordnung besitzt.

In Kapitel 5 betrachten wir C'-Splines vom Grad > 5. In einer friihen Arbeit bestimmten
Morgan und Scott [101] auf beliebigen Triangulierungen A die Dimension und Hermite-
Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S,} (A), ¢ > 5, ohne dabei Bézier-Bernstein-
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Techniken zu verwenden. Davydov |50] konstruierte dazu alternative Interpolationsmengen,
bei denen die Basisfunktionen der interpolierenden Splinerdume lokal linear unabhingig
sind. Fiir Supersplinerdume vom Grad ¢ > 3r + 2 entwickelten Davydov, Niirnberger und
Zeilfelder [56] eine Methode zur lokalen Hermite-Interpolation, die optimale Approximati-
onsordnung besitzt. Dariiber hinaus gaben Davydov und Niirnberger |54] einen Algorithmus
zur nicht-lokalen Lagrange-Interpolation mit S; (A), ¢ > 5, auf beliebigen Triangulierungen
A an. Wir entwickeln in Kapitel 5 die erste Methode zur lokalen Lagrange-Interpolation mit
C'-Splines vom Grad > 5 auf beliebigen Triangulierungen, bei der keine Dreiecke gesplittet
werden, und die optimale Approximationsordnung besitzt. Zunéchst zerlegen wir die Tri-
angulierung in Klassen von Dreiecken und ordnen jedem inneren, nichtsinguldren Knoten
eine geeignete, nichtdegenerierte Kante als Pfad zu (vgl. Abbildungen 29 und 30). In Ab-
schnitt 5.2 wihlen wir dann unter Verwendung dieser Pfade fiir ¢ > 5 Interpolationspunkte
fiir die Klassen von Dreiecken und konstruieren so lokale Lagrange-Interpolationsmengen
fiir die Splinerdume S;(A). Mithilfe der Techniken der schwachen Interpolation beweisen
wir in Abschnitt 5.3, dass dieses Verfahren zur Lagrange-Interpolation mit S; (A), g > 5,
optimale Approximationsordnung besitzt.

In Kapitel 6 untersuchen wir den Splineraum S?(A). Bei der Interpolation mit C?-Splines
vom Grad < 7, ohne Unterteilung von Dreiecken, wurden bisher lediglich Klassen von
Triangulierungen betrachtet. Niirnberger und Riessinger [105] konstruierten auf den regel-
méRigen Triangulierungen A® und A? fiir beliebiges ¢ und r Interpolationsmengen fiir die
Splinerdume S} (A*), 4 = 1,2. Dariiber hinaus zeigten Niirnberger und Zeilfelder [112,113],
dass ihre Methode zur Interpolation mit C2-Splines vom Grad > 5 auf induktiv kon-
struierten Triangulierungen auch auf A?-Zerlegungen angewandt werden kann. Alfeld und
Schumaker [6] untersuchten Triangulierungen A, in denen weder degenerierte Kanten noch
singuldre Knoten auftreten (vgl. Abbildung 2), und gaben Hermite-Interpolationsmengen
fir die Splinerdume Sj,.,(A), 7 > 2, an. Wir entwickeln in diesem Kapitel das erste
Verfahren zur Konstruktion von Hermite-Interpolationsmengen fiir S2(A) auf allgemeinen
Klassen von Triangulierungen, die sowohl degenerierte Kanten als auch singulidre Knoten
enthalten konnen, wobei keine Dreiecke unterteilt werden. Solche in Abschnitt 6.1 beschrie-
benen Triangulierungen, zu denen auch A! und A? gehéren, sind dadurch charakterisiert,
dass fiir jeden inneren, nichtsingulidren Knoten zykelfreie Pfade zu Randknoten oder sin-
gulidren Knoten existieren (vgl. Abbildungen 40, 41 und 46). Unter Verwendung dieser
Pfade bestimmen wir in Abschnitt 6.2 die Dimension von SZ(A). In Abschnitt 6.3 legen
wir Hermite-Interpolationsbedingungen fiir diesen Splineraum fest. Abschliefend geben
wir einen zweistufigen Algorithmus an, der aus einer gegebenen, nicht in obiger Klasse
enthaltenen Triangulierung mithilfe weniger Clough-Tocher-Splits eine fiir obige Interpo-
lationsmethode geeignete Triangulierung erzeugt.

In Kapitel 7 betrachten wir Lagrange-Interpolation mit C2-Supersplines vom Grad > 7.
Fiir C"-Splines vom Grad ¢ > 3r + 2 bestimmte Hong [77] die Dimension der Splinerdume
S;(A) auf beliebigen Triangulierungen A. Diese Ergebnisse wurden von Ibrahim und Schu-
maker |78] auf Supersplinerdume verallgemeinert. Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56|
entwickelten eine Methode zur lokalen Hermite-Interpolation mit diesen Radumen. Dariiber
hinaus existieren zahlreiche Methoden zur Lagrange-Interpolation mit C?-Splines niedri-
gen Grades auf speziellen Klassen von Triangulierungen (siehe Niirnberger und Riessinger
[105], Niirnberger und Zeilfelder [112,113]). Wir beschreiben in diesem Kapitel die erste
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Methode zur Lagrange-Interpolation mit C?-Supersplines vom Grad > 7 auf beliebigen
Triangulierungen A. In einer Verallgemeinerung des Verfahrens von Davydov und Niirn-
berger [54] auf C?-Splines zerlegen wir dabei in Abschnitt 7.1 zunéchst A in eine Kette von
Subtriangulierungen, indem wir ausgehend von einem Startdreieck induktiv Dreiecke von A
anhéngen (siehe auch Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [55]). Fiir ¢ = 7 wird in Ausnah-
mefillen die Triangulierung geringfiigig durch wenige Clough-Tocher-Splits verfeinert. Fiir
g > 8 sind zur Interpolation keine solchen Unterteilungen notwendig. Mithilfe dieser Zerle-
gung bestimmen wir in Abschnitt 7.2 die Dimension von S2°(A), wobei wir die durch die
Zerlegung entstandenen Semisingularitdten beriicksichtigen. Fiir ¢ > 8 verwenden wir die
Ergebnisse von Ibrahim und Schumaker [78] iiber die Dimension von §7*(A). Darauf auf-
bauend wihlen wir induktiv Lagrange-Interpolationspunkte fiir C2-Supersplines vom Grad
> 7. Ahnlich der Methoden von Davydov und Niirnberger [54], Niirnberger und Riessinger
[105] und Niirnberger und Zeilfelder [112,113] ist Hermite-Interpolation als Grenzwert der
Lagrange-Interpolation interpretierbar.

In Kapitel 8 stellen wir die Grundlagen der trivariaten Splinetheorie dar. Tetraederzerle-
gungen eines polyederformigen Gebiets Q C IR?, stiickweise trivariate Polynome sowie die
trivariaten Bézier-Bernstein-Techniken ergeben sich analog zum bivariaten Fall.

In Kapitel 9 untersuchen wir Interpolation mit trivariaten C'-Supersplines vom Grad > 6.
Bereits in einer frithen Arbeit der Finite-Elemente Theorie betrachtete Zenisek [145] Su-
persplinerdume S7*"(A) auf beliebigen Tetraederzerlegungen A mit relativ hohem Poly-
nomgrad ¢ > 8 + 1. Lokale Hermite-Interpolation mit C'-Splines niedrigen Grades ist
moglich, wenn ausgehend von beliebigen Tetraederzerlegungen jeder Tetraeder in vier (sie-
he Alfeld [2]) bzw. zwdlf (siehe Farin und Worsey [144]) Subtetraeder zerlegt wird. Diese
beiden Verfahren verallgemeinern das bivariate Clough-Tocher Element. Ferner wurde von
Lai und LeMéhauté [98] eine Methode zur lokalen Hermite-Interpolation mit S;*(A) auf
einer vorgegebenen Klasse von speziellen Tetraederzerlegungen entwickelt. Dariiber hinaus
wurden bereits verschiedene Klassen gleichméafiger Wiirfelpartitionen untersucht. Schu-
maker und Sorokina [135]| konstruierten Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir
C'-Supersplines vom Grad 5 auf einer Zerlegung, bei der jeder Wiirfel in fiinf Tetraeder
unterteilt wird. Diese Methode verallgemeinert den Ansatz von Niirnberger, Schumaker
und Zeilfelder |[116] zur Interpolation mit bivariaten Splines auf sogenannten Schachbrett-
Viereckspartitionen. Vor kurzem wurde die Frage nach der Dimension von C!-Splines be-
liebigen Grades auf Zerlegungen jeden Wiirfels in 24 Tetraeder geklart (siehe Hangelbroek,
Niirnberger, Rossl, Seidel und Zeilfelder [75]). Darauf aufbauend gaben Niirnberger, Ros-
sl, Seidel und Zeilfelder [119] eine Methode zur Volumenapproximation mit quadratischen
Supersplines an. Wir entwickeln in Kapitel 9 den ersten Algorithmus zur Konstruktion von
Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir die Supersplinerdume 8;’3(A)7 q > 6,
auf allgemeinen Klassen von Tetraederzerlegungen A, wobei keine Tetraeder unterteilt
werden. Solche Zerlegungen werden, wie in Abschnitt 9.1 beschrieben, induktiv konstru-
iert, indem ausgehend von einem Starttetraeder weitere Tetraeder in Form von Ketten
(vgl. Abbildung 57) und Halbzellen (vgl. Abbildung 58) angehingt werden. In Abschnitt
9.2 geben wir zunéchst induktiv fiir ¢ > 6 minimal bestimmende Mengen fiir S;*(A) an.
In Abschnitt 9.3 bzw. 9.4 konstruieren wir darauf aufbauend schrittweise Hermite- bzw.
Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume auf ganz A.

Ergénzend betrachten wir den Fall gegebener Tetraederzerlegungen ohne Unterteilung von
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Tetraedern. Wir skizzieren ein Verfahren von Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76] zur
Bestimmung der Dimension von C'-Splines beliebigen Grades auf der Tetraederzerlegung
einer gleichméfigen Wiirfelpartition. Bei dieser Zerlegung, die aus einer Verallgemeinerung
der bivariaten A'-Triangulierung entsteht, wird jeder Wiirfel in sechs Tetraeder unter-
teilt (vgl. Abbildung 63). Zunéchst betrachten Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder |76 die
Zerlegung eines einzelnen Wiirfels. Anschliefsend durchlaufen sie induktiv die Wiirfel der
Partition und konstruieren minimal bestimmende Mengen fiir C'-Splines auf der gesamten
Zerlegung Al

An dieser Stelle mochte ich den Herrn Prof. Dr. G. Niirnberger und PD Dr. Frank Zeil-
felder fiir ihre uneingeschrinkte Unterstiitzung, interessanten Anregungen und ihre stets
vorhandene, konstruktive Gesprachsbereitschaft herzlichst danken.



Kapitel 2:

Grundlagen der bivariaten Theorie

In diesem Kapitel erldutern wir einige Grundlagen der bivariaten Splinetheorie, die auf
Alfeld, Piper und Schumaker [3,5], de Boor [20,22,23], Farin [67], Niirnberger [104,107],
Schumaker [129,131] u.a. zuriickgehen. In Abschnitt 2.1 definieren wir Triangulierungen
A eines betrachteten polygonalen Gebiets 2 C IR? und definieren einige zentrale Begriffe.
Bivariate Polynome und Splines sowie das Lagrange- und Hermite-Interpolationsproblem
beschreiben wir in Abschnitt 2.2. AuRerdem beweisen wir einige Aussagen iiber C''- und
C2-Splines in inneren Knoten von A. Im Rahmen der Bézier-Bernstein-Techniken definie-
ren wir in Abschnitt 2.3 baryzentrische Koordinaten und die darauf basierende Bézier-
Bernstein-Darstellung bivariater Polynome. Diese liefert nach Farin [67] eine einfache Cha-
rakterisierung der Differenzierbarkeit bivariater Splines auf benachbarten Dreiecken von
A iiber die gemeinsame Kante. Ferner definieren wir minimal bestimmende Mengen von
Splinerdumen. Nach de Boor 22| und Farin 67| existiert fiir die Hermite-Interpolation ein
wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen eines bivariaten Polynoms
und den Koeffizienten seiner Bézier-Bernstein-Darstellung. Im letzten Abschnitt beschrei-
ben wir das Grundprinzip der schwachen Interpolation im Kontext der Approximationsgiite
von Interpolationsmethoden.

2.1 Triangulierungen

Definition 2.1:

Sei € eine einfach zusammenhingende, polygonale Teilmenge des IR?, zerlegt in Dreiecke
T;,1=1,...,N, so dass der Durchschnitt zweier verschiedener Dreiecke entweder leer, ein
gemeinsamer Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante ist. Dann heift A = {717, ..., Ty} eine
TRIANGULIERUNG von € (vgl. Abbildung 1). Ist A" C A eine Triangulierung einer einfach
zusammenhéngenden Teilmenge €)' C , so heifst A’ SUBTRIANGULIERUNG von A.

Im Weiteren setzen wir

Vi(A), Ve(A), V(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Knoten,
E;(A), Eg(A), E(A) :  Menge der inneren, der duferen bzw. aller Kanten,

N(A) :  Menge der Dreiecke,
o(A) : Anzahl der singuldren Knoten (vgl. Abbildung 2) und
|A| :  maximale Kantenléinge der Dreiecke

der Triangulierung A.
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Q

/N

Abb. 1: Triangulierung eines einfach zusammenhingenden Gebiets (2.

Nach Leonhard Euler gelten folgende wohlbekannten Beziehungen:

#EB(A) = #Vp(4),
#E1(A) = 3#Vi(A) + #Va(A) — 3,
#N(A) = 2#Vi(A) + #Va(A) — 2.

Wir sagen zwei Dreiecke der Triangulierung BERUHREN EINANDER, falls sie einen gemein-
samen Eckpunkt besitzen. Haben Sie eine gemeinsame Kante, so heifen die Dreiecke BE-
NACHBART. Zwei Kanten e, e, € E(A) mit gemeinsamem Endpunkt heifen KOLINEAR,
falls sie die gleiche Steigung besitzen, FAST-KOLINEAR, falls der von e; und e, eingeschlosse-
ne Winkel ~ 7 ist, und BENACHBART, falls es ein Dreieck in A gibt, das e; und e; als Kante
besitzt. Eine Kante e := [v1,v5] € E(A) heilt (FAST-)DEGENERIERT IM ENDPUNKT vy,
falls die beiden benachbarten Kanten im Knoten v; (fast-)kolinear sind. Andernfalls heifst
e NICHTDEGENERIERT. Ein Knoten v € V7(A) heillt SINGULAR, falls es genau vier Kanten
mit Endpunkt v gibt, und diese auf zwei Geraden liegen (vgl. Abbildung 2). Liegt v € V(A)
am Rande einer Subtriangulierung A’, so heift v SEMISINGULAR vOoM TYP i, i € {1,2},
bzgl. A’, wenn es genau i Kanten mit Endpunkt v in A gibt, die nicht in Q' liegen, und
diese in v degeneriert sind.

(%1

Abb. 2: In v; degenerierte Kante e (links), singuldrer Knoten v (rechts).
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Fiir einen Knoten v € V(A) definiert Grad(v) die Anzahl der Kanten in E(A) mit End-
punkt v. Mit A, := {T € A | v € T} bezeichnen wir die ZELLE von v, die Subtriangulie-
rung von A des Gebiets st(v) = U{T € A | v € T} C Q, die alle Dreiecke mit Eckpunkt v
enthilt. Fiir n > 2 definieren wir induktiv (vgl. Abbildung 3):

st"(v) = UW{T e A|Tnst" tv)#0} C Q.

AN

st(v) st2(v) st3(v)

Al

Abb. 3: st(v), st?(v) und st3(v) fiir einen Knoten v € V(A).

2.2 Splineraume und Interpolation

Definition 2.2:
Seien 7, ¢ € INg mit 0 < r < ¢ und eine Triangulierung A von Q C IR? gegeben. Dann

heifit
S;(A) = {s€C"(Q) :5, € P, fiiralle T € A}

der SPLINERAUM der r mal differenzierbaren Funktionen vom Grad ¢. Dabei ist
P, = span{z'y’ :i,j >0, i+j <q}

der (‘122) dimensionale Raum der BIVARIATEN POLYNOME vom totalen Grad < ¢ und
C"(€2) die Menge aller r mal stetig differenzierbaren Funktionen auf Q. Gibt es zusétzlich
natiirliche Zahlen p;, i = 1,...,d := #V(A), die die Bedingungen r < p; < ¢, i = 1,...,d,
erfiillen, dann definiert fiir 6 = (py, ..., pq)

S(A) = {se8I(A):s€Ch(y), i=1,..,d}

den SUPERSPLINERAUM von S7(A) vom Grad 6, einen Teilraum von S7(A).
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Funktionen aus SZ’Q(A) sind stiickweise Polynome vom Grad ¢, die r mal stetig differenzier-
bar iiber die Kanten von A verkniipft sind und C?-Supersplineeigenschaft in den Knoten
von A besitzen. Bei der Interpolation mit Splines gibt es folgendes fundamentales Problem:

Problemstellung 2.3:
Finde eine Menge L = {zl, o Zm} C Q mit m = dim(S;°(A)), so dass zu jeder Vorgabe
reeller Zahlen y;, 1 = 1,...,m, genau ein Spline s € STQ(A) existiert, fir den gilt

s(z) = i, 1=1,...,m.

Eine solche Menge heift LAGRANGE-INTERPOLATIONSMENGE fiir §7#(A). Die Werte y;,
i = 1,...,m, konnen dabei auch von einer Funktion f € C(2) stammen. Werden neben
Funktionswerten auch partielle Ableitungen einer geniigend oft differenzierbaren Funktion
f interpoliert, dann heift eine Menge H, bestehend aus m solchen Bedingungen zur eindeu-
tigen Interpolation mit S7?(A), eine HERMITE-INTERPOLATIONSMENGE fiir S7#(A). Eine
Interpolationsmenge heiflt LOKAL, falls die Abénderung eines Wertes y;, i € {1,...,m}, den
interpolierenden Spline nur in der Nidhe des Punktes z; beeinflusst.

Definition 2.4:
Seim = dim(S;?(A)) und £ = {21, ..., zm } eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S7¢(A).
Dann heifen die Splines s; € S;?(A), i =1, ...,m, mit der Eigenschaft

B |1, falls ¢ =y,
sil%) = 0 _{ 0, falls i#j

FUNDAMENTALSPLINES bzgl. £. Die Menge {s, ..., s, } bildet offensichtlich eine Basis von
Sr#(A), genannt die DUALE BASIS bzgl. L.

In der frithen Splineliteratur gibt es ein allgemeines Ergebnis von Schumaker [131] iiber die
Dimension bivariater Splinerdume. Fiir beliebige ¢ und r sowie beliebige Triangulierungen
A existiert eine untere Schranke b7 (A) fiir die Dimension von S (A). Es gilt

#Vi(A
dim(87(8)) = Wi (A) = (*3°) + (") #E(L) = [(57) = ()] #Vi(A Z oi.
Dabei ist 0; = »39_7(r +j + 1 — je;); und e; die Anzahl der Kanten der Triangulierung

mit Endpunkt v;, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen.

Fiir einen Einheitsvektor d € IR? und eine geniigend oft differenzierbare Funktion p be-
zeichnen wir mit py(z) die partielle Ableitung von p im Punkt z in Richtung d. Sind d;
und ds linear unabhéngige Einheitsvektoren, so heifst

pr(z) = (pd“l”(z)’pd“l“_ld2(z)a"'1pd1d‘2"_1(z)’pd§”(2))

der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w.
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Wir untersuchen nun C'-Splines in inneren Knoten ungeraden Grades. Sei v € V(A) im
Uhrzeigersinn verbunden mit Knoten v;, i = 1,...,n, n € 2IN+1, durch Kanten e; := [v, v;].
Ferner sei d; fiir 7+ = 1, ...,n ein Einheitsvektor entlang e;, A, := {T; = A(v,v;,vi41), 1 =
1,...,n}, (Ups1 = v1), die Zelle von v, «; fiir i = 1,...,n der von e; und e; 1 eingeschlossene
Winkel und s € 8(} (A,), g > 2, gegeben durch Sy, = plil i =1,...,n, (vgl. Abbildung 4).

Lemma 2.5:

Aus pg?i](v) =0,7i=1,...,n, folgt pd dH—l( v)=0,i=1,..,n.

Beweis:
Sind alle Kanten e;, 7 = 1, ..., n, in v nichtdegeneriert, so gilt

. T; T, : T .
sin(a; + oziﬂ)pz%jl = sm(oz,)pl[i in] T 81n(oz,~+1)p([iid]i+l, i=1,..,n.

Wir setzen a; := sin(q;) fiir 4+ = 1,...,n. Durch die C'-Stetigkeit iiber den Kanten e;,
1 =1,...,n, lasst sich folgendes lineares Gleichungssystem aufstellen

[11]

a, 0 --- O aq PdTldz 0

ay a1 --- 0 0 pg;d}s

0 0 -+ Gpy O Py

0 o --- Ap Ap—1 (1] 0
dndi

Die Determinante D der Koeffizientenmatrix lautet:

n n n
= Hai—f—(—l)n_HHCLi = 21_[(1,1
i=1 i=1 =1

[Tj-1] (73]

Ist eine Kante e;, j € {1,...,n}, in v degeneriert, so gilt Pa i, = —Pa;d;,, und damit
a, 0 o0 v ... 0 aq \
(az a; o e e 0 0 /pdldz \ 0
0 -~ 1 1 «-v ... 0 ) pl[i%]ldj _
. . . d'de+1
o e 0 ]
\ . cee ee @y Gpet ) pdndl
Mit sin(e,—1) = sin(m — ;) = sin(¢;) folgt
n n n
H a; + (—1)n+1 H a; = 2 H a;.
i=1,i%j i=1,i%j i=1,i%j

Aus o; € (0,7), i =1,...,n, folgt D > 0 und damit die Behauptung.
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U1
Ty
v
T5 €1 2
o) €2
@)
e
(% 5 o . v O T2
o
@)
€3
T,
4 €4 V3
V4 T3

Abb. 4: Die gemischten Ableitungen O ergeben sich aus den Ableitungen ®.

Wir betrachten nun zwei C?-differenzierbar verkniipfte Polynome auf benachbarten Drei-
ecken. Seien e; = [v,v;], i = 1,...,3, drei aufeinanderfolgende Kanten im gemeinsamen
Endpunkt v mit paarweise verschiedenen Steigungen, «; fiir 7 = 1,2 der von e; und e;;4
eingeschlossene Winkel sowie d; fiir 7 = 1,...,3 ein Einheitsvektor entlang e;. Ferner sei-
en fiir ¢ > 2 die Polynome pl'il € P, i = 1,2, auf T} = A(v,v;,v;41) zweimal stetig
differenzierbar iiber ey verkniipft (vgl. Abbildung 5, links).

Lemma 2.6:
(T3]

Aus pEiT;](v), pp (v) und pEin] (v) lassen sich pfffd]z (v) und pgﬁs (v) eindeutig berechnen.
1 2 3

Beweis:
Da e; in v nichtdegeneriert ist, gilt

1] _
5

sin(oq + ag)p; y [y

. T .
= 51n(a1)p52d3 + 51n(a2)pdld2.

Durch nochmaliges anwenden erhalten wir

sin®(oy + ag)p([};] = sin2(a1)p£i€2] + 2sin(a) Sin(a2)p([17;2]3 + sinZ(ag)pEi?]
Mit sin(e;) = sin(27m — 11 + @i12) = —sin(q;41 + @i12) ersetzen wir die gemischte partielle
Ableitung. Es ergibt sich
sin’(on + ag)plg! = sin’(an)pl? + 2sin(ar + az) sin(az)ply, — sin’(az)p”,
sin®(oy + Ckz)p([;gl] = sinQ(a2)pg€1] + 2sin(og + ay) sin((le)pEiT;‘;3 - sin2(a1)pg€2}

Da a1, ag, a1 +as € (0,27) \ {r}, lassen sich die gesuchten Ableitungen isolieren. Es folgt
die Behauptung.

#
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Seien jetzt e; = [v,v;], i = 1, ...,4, vier aufeinanderfolgende Kanten im gemeinsamen End-
punkt v mit paarweise verschiedenen Steigungen, «; fiir + = 1,...,3 der von e; und e; 41
eingeschlossene Winkel und d; fiir 7+ = 1,...,4 ein Einheitsvektor entlang e;. Ferner sei-
en fiir ¢ > 3 die Polynome pl'il € P, i = 1,...,3, auf T; = A(v,v;,v;41) zweimal stetig
differenzierbar iiber den Kanten e;, i = 2, 3, verkniipft (vgl. Abbildung 5 rechts).

Lemma 2.7:

T T T: T .
Aus pg%;]z (v), pfhgg (v), pggi (v) und p[i;’i]i (v) ldsst sich der Vektor

[T2]

( pd§2 (T3] [T%]

T
(U)a pd%d?’(v)a pd2d§(v)a pt[igZ](U))
eindeutig berechnen.

Bewelis:

Sei z; := p'%*!

d3idy
Dann ergeben die C'- und C?-Stetigkeit iiber e; und e3; analog dem Beweis von Lemma
2.6 folgendes lineares Gleichungssystem:

(v),1=0,...,3, a; :=sin(;), i = 1,...,3, und b; := sin(a; + a;41), i = 1,2.

[T1] 2, [T1]
2 0 —a® 0 T 2abip EiTld]é — 2P t[iqidf
0 —a2 0 b2 zy | | 202bapgy, — aipy
bl —ay 0 0 I3 N a2p,[1Tg2
0 0 —as by 4 Tl

Ga2p

2P 42d,

Die Determinante D der Koeffizientenmatrix lautet
D = alagblbg(blbg — 0,10,3).

Daa;,i1=1,....3, a;+ ;1,1 = 1,2, sowie g + s + a3 von 7 verschieden sind, gilt D # 0.
Damit ist (x1, 2, T3, %4) eindeutig bestimmt.

#

V2

U1 V3

€1 €3

v

Abb. 5: Die gemischten Ableitungen O ergeben sich aus den Ableitungen ®.
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2.3 Bézier-Bernstein-Methoden

Sei T = A(v1, vy, v3) ein Dreieck im IR?. Dann gibt es fiir alle z € IR? eindeutig bestimmte
BARYZENTRISCHE KOORDINATEN ¢y, ..., ¢o3 mit Zle ¢; = 1 und der Interpolationseigen-
schaft ¢;(v;) = d;5, 1,7 =1,..., 3, so dass sich z als

3

z = Zqﬁz(z) -

i=1

schreiben ldsst. Diese Koordinaten sind lineare Polynome in z, invariant unter affinen Trans-
formationen der Ebene. Sie lassen sich mithilfe der Formel

det(v; — 2z v — 2)

¢i(z) =

det(v; — v; v — v;)

fiir paarweise verschiedene 1 <4, j, k < 3 explizit berechnen (vgl. Abbildung 6).

@1 05% O3

U1 V2

Abb. 6: Baryzentrische Koordinaten bzgl. eines Dreiecks.

Fiir ein Dreieck T und (i, j, k) € IN3 mit i + j + k = ¢ definiert Bf’j’k € P,, gegeben durch

! o
Blu(e) = g (4104h) (o)

ein BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad ¢ bzgl. T'.
Die Menge aller Bernstein-Polynome vom Grad ¢ bildet eine Basis von P,. Jedes Polynom
p € P, lasst sich somit in eindeutiger Weise als

T
p(z) = Z “E,j],k'BZj,k(Z)
i+j+k=q

schreiben, genannt die BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG von p. Die reellen Koeffizienten
aETj] e !+ J+k = g, heilen BEZIER-BERNSTEIN-KOEFFIZIENTEN. Sie bilden zusammen
mit den gleichverteilten BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

Z'U1 + jvg + kUg
q

My = {Pi[’?,]k: ,z’+j+k:q}

das BEZIER-BERNSTEIN-NETZ {(PZ.[JT.,],C, af;.]yk), i+ j+k=gq} iiber T (vgl. Abbildung 7).
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ap,0,3
a1,0,2 Y

a2,0,1 ap,1,2
a1,1,1

@3,0,0 4 ap,2,1
2,1,0

a1,2,0
V3 Po0,3 2
@9,3,0

P30,0 P10 P12 Py,3,0

Abb. 7: Bézier-Bernstein-Punkte und Bézier-Bernstein-Netz fiir ¢ = 3.

Fiir 0 < w < ¢ bezeichnen wir mit

R, (v) := {P"]

—W,t,J

i+j=w, T=A(v,u;,ug) € A}

den RING der Bézier-Bernstein-Punkte mit Abstand w vom Knoten v. Die SCHEIBE MIT
RADIUS w um den Knoten v ist dann definiert als

Sei M(A) := UreaMr die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte der Triangulierung A und
fiir alle 7 + j + k = ¢ und alle Dreiecke 7" € A das lineare Funktional

Apir 1 SP(A) — R dod s — A (s) =al)

pr 1,5,k

1,5,k 5,k
gegeben. Dann heift M C M(A) eine BESTIMMENDE MENGE fiir S7#(A), falls gilt
)\p(S):O VPeM - )\p(S):O VPEM(A)
M heifst MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.

Ein grundlegendes Prinzip der Bézier-Bernstein-Techniken ist, mit diesen linearen Funk-
tionalen eine bestimmende Menge M fiir S (A) zu konstruieren. Damit ist #M eine obere
Schranke fiir die Dimension von S;(A). Gilt dariiber hinaus #M = Ib(A), (Ib;(A) die
untere Schranke von Schumaker [131]), so ist M eine minimal bestimmende Menge fiir
S;(A) und die Dimension von S;(A) gleich der Anzahl der Elemente in M.

Nach Farin [67] (vgl. de Boor [22]) ist die Differenzierbarkeit bivariater Polynome auf
benachbarten Dreiecken iiber die gemeinsame Kante hinweg durch Bedingungen an die
Koeffizienten ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung charakterisiert (vgl. Abbildung 8). Seien
Ty = A(vq,v2,v3) und Ty = A(vq, v9, v4) zwei Dreiecke mit gemeinsamer Kante [v1, v2] und
s € S§Q({T1,To}), definiert durch s, = pm € Py, m = 1,2, gegeben in seiner Bézier-

it it k=¢,m=1,2.

Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten a; ;,



18 KAPITEL 2

Lemma 2.8:
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) s € C"({T1, T2})

(i) Fir p=0,...7 und alle i+ j =q— p gilt

2 _ o Pl e s
G, = D ai+a,j+/ﬁﬁm(¢l $503) (va)-

a+p+y=p

02

Abb. 8: C'- bzw. C?-Differenzierbarkeitsbedingungen mit relevanten Koeffizienten e.

Fiir C?-differenzierbar verkniipfte Polynome gibt es eine wichtige Folgerung. Seien 77, T5,
p1, P2 gegeben wie in Lemma 2.8 und es gelte s € Sz ({11, T>}), ¢ > 2, sowie i + j = ¢ — 2.

Korollar 2.9:

Aus b ja, Gitajtpy, @+ B+7=2mit (o, 5,7) ¢ {(0,1,1),(0,2,0)}, und entweder a; j11,
oder a;jio20 lassen sich alle Koeffizienten aiyqjt8,y, bita,j+8,, @+ B+ 7 = 2, eindeutig
berechnen.

Im Folgenden stellen wir eine von Niirnberger und Zeilfelder [112; Seite 362] bewiesene
Aussage vor (vgl. Lemma 2.7, Abbildung 5, rechts). Seien e, m = 1, ..., 4, vier aufeinan-
derfolgende Kanten im gemeinsamen Endpunkt v mit paarweise verschiedenen Steigungen.
Fiir ¢ > 3 und T}, = A0, Uy, Vpns1), m = 1,..., 3, seien p'ml € Py, m =1,...,3, gegeben

(Trm]

in ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten a; [},

differenzierbar iiber die Kanten e,,, m = 2, 3, verkniipft.

i+ j + k = ¢, zweimal stetig

Lemma 2.10:

[T1] [T1] [T5] (T3] . . . Tp)
Aus Dy(v), @y 391, Gy 319, Gy 319 und a,’3 4, lassen sich die Koeffizienten ay”3 .5 1,
m =0,...,3, eindeutig berechnen.

Nach Farin [22] und de Boor [67] kénnen partielle Ableitungen von Bézier-Bernstein-Poly-
nomen entlang Einheitsvektoren mithilfe baryzentrischer Koordinaten ausgedriickt werden.
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Lemma 2.11:
Die r-te Richtungsableitung des Bézier-Bernstein-Polynoms BZM entlang eines Einheits-

vektors d € R? ist fiir alle z € ]R2 gegeben durch

(Biju) o (2) = CED] Y Bisy By shq(2),  ititk=q
a—|—,6+’y r

Damit lésst sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen eines
Polynoms und den Koeffizienten seiner Bézier-Bernstein-Darstellung herleiten (vgl. Farin
[67], Niirnberger und Zeilfelder [112]). Sei T' = A(v1, v, v3), d; fiir i = 1,2 ein Einheitsvek-
tor entlang [v1,v;41] und p € P, definiert durch

Z Q; 5k * sz’k(Z), zeT.

1+j+k=q

Lemma 2.12:
Fir o+ < q gilt

a B
. q! a\ (B
) = =g o2 () (1) 0 00 0 k- s
und umgekehrt
a—1 .
_ _(g—o-B)! _ o <¢1)d1)“‘]. o
Og—a-Baf = Q(62)3, (#)E, Pagdf (v1) 2 (]) ((¢2)d1 Gq—j—p,j,6
]:
a p-1 .
-5 (5) () ()™ (f5) ™ -
(#2)dy (#3)d, g—j—k.gk:
§=0 k=0
Mithilfe dieser Formeln konnen die partiellen Ableitungen P a (v1), §j = o, k=
0, ..., 3, in eindeutiger Weise aus den Bézier-Bernstein- Koefﬁmenten Qg—j—kjks J = 0,..., 0,
k =0,...,3, und umgekehrt die Bézier-Bernstein-Koeffizienten a,_;_4 jx, 7 =0,...,a, k =
0,..., 3, in eindeutiger Weise aus den partiellen Ableitungen P (v1), 7 = 0,.,a, k =

0, ..., B, berechnet werden.

2.4 Approximationsordnung und schwache Interpolation

Bei der Interpolation einer gegebenen Funktion f € C91(Q) ist es wichtig, dass der In-
terpolant s € Sp?(A) die Funktion f nicht nur in den Interpolationspunkten sondern auf
dem ganzen Gebiet €2 gut darstellt, d.h. die maximale Abweichung

I1f = sl = max|(f = 5)(2)]
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moglichst schnell gegen Null geht, wenn A geeignet verfeinert wird und damit die Anzahl
der Interpolationspunkte steigt. Dies wird durch die sogenannte Approximationsordnung
beschrieben.

Definition 2.13:

Sei f € C1(Q), h = |A| und « der kleinste Winkel der Triangulierung A. Dann heift die
grofkte Zahl k£ € IN, fiir die es eine nur von f und «, nicht aber von A abhéingige Konstante
K > 0 gibt, so dass

dist(f,S;%(A)) = inf{||f —s||: s€S’(A)} < K-h¥,

die APPROXIMATIONSORDNUNG von S7?(A).

Nach Ciarlet und Raviart [37] ist bekannt, dass k£ < ¢ 4+ 1. Die Approximationsordnung
heifit OPTIMAL, falls £ = ¢ + 1. Untersuchungen von de Boor und Jia [25] zeigen, dass
nicht jede Interpolationsmethode dies erreicht. Wesentliche Faktoren dafiir sind Polynom-
grad und Differenzierbarkeitsordnung der Splines, die Geometrie der Triangulierung und
die Lokalitdt der Interpolation (siehe de Boor und Héllig [21,23] und Davydov, Niirnberger
und Zeilfelder [51,56]). Ein wichtiges Hilfsmittel zur Bestimmung der Approximationsord-
nung von Interpolationsmethoden ist die schwache Interpolation. Sie wurde von Niirnberger
[107], Niirnberger und Walz [110], Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56] und Niirnber-
ger und Zeilfelder [118] entwickelt. Die Theorie beruht auf der Beobachtung, dass der
interpolierende Spline s Bedingungen erfiillt, die man als "schwécher” bezeichnen kann als
Interpolationsbedingungen. Grob gesprochen bedeutet dies, dass wenn auf einem Dreieck
T € A geeignete Punkte 21, ..., 2, (m = dim(Pq)), existieren, fiir die

|(f = s12)(z0)| < K- R, i=1,..,m,

gilt, dass dann
If = sl < KR~

Wir stellen nun einige der von Niirnberger und Zeilfelder [118] bewiesenen Aussagen vor.

Seien T ein Dreieck mit lingster Seite h und z;, i = 1,...,m, m = dim(P,), (nicht notwen-
digerweise verschiedene) Punkte auf 7. Fiir [ = 1, ..., m definieren wir linear unabhéngige
Einheitsvektoren d ;, do; sowie 4;, j; € INg und setzen k; = 4; + j;. Des Weiteren sei p € P,
fiir eine geniigend oft differenzierbare Funktion f die eindeutige Losung des Interpolati-
onsproblems

pdil,zdgl,l(zl) - fdill,ldél,l (#2), t=1...,m.

Lemma 2.14:
Sei f: T — IR eine q + 1-mal differenzierbare Funktion und o € {p+1,...,q + 1}, wobei
p=max{k;, | =1,..,m}. Erfillt p € P, die Bedingungen

(F=Pg g ()| < C-RH, I=1.m,
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fir eine (nur von q, f und dem kleinsten Innenwinkel von T abhdngige) Konstante C > 0,
so gibt es eine Konstante K > 0 (nur abhdingig von q, f und dem kleinsten Innenwinkel
von T), so dass fir alle w € {0,...,0 — 1} gilt:

ID*(f —p)l| = 1rﬁi};||(f_p)didé|| < K-h"7%.

Niirnberger und Zeilfelder [118] zeigten, dass sich diese Aussage auch auf die univariate
Interpolation iibertragen lisst. Seien e eine Kante der Lange h, d ein Einheitsvektor entlang
e und z;, i = 1,...,q + 1, (nicht notwendigerweise verschiedene) Punkte auf e. Ferner sei
ki € Ny, Il =1,...,g+ 1, und p € II, die eindeutige Losung des Interpolationsproblems

DPgru (Zl) = fdkl (Zl)? I = 1) e @+ 1.

Lemma 2.15:
Sei f:e = R eine g + 1-mal differenzierbare Funktion und o € {p+1,...,q + 1}, wobei
p=max{k;, | =1,...,m}. Erfillt ein univariates Polynom p € 11, die Bedingungen

(f=pam(z) < C-p77F, I=1,.,q+1,

fir eine (nur von q und f abhdingige) Konstante C' > 0, so gibt es eine Konstante K > 0
(nur abhdngig von q und f), so dass fir alle w € {0, ...,0 — 1} gilt:

I(f =p)all < K-h"™.
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Kapitel 3:

Lagrange-Interpolation mit quartischen
C'1-Splines auf Triangulierungen

In diesem Kapitel betrachten wir den Splineraum S;(A). In der derzeitigen Literatur iiber
bivariate Splines existiert kein Algorithmus zur Konstruktion von Lagrange- oder Hermite-
Interpolationsmengen fiir quartische C'-Splines auf beliebigen Triangulierungen ohne Un-
terteilung von Dreiecken. Zwar bestimmten Alfeld, Piper und Schumaker [3]| die Dimension
des Splineraums S; (A) fiir beliebige A, jedoch lassen sich aus ihren nicht-lokalen Argu-
menten der Graphentheorie i.A. keine Interpolationsmengen ableiten. Es gilt

dim(S;(A)) = 6#V(A)+0(A) =3 = lby(A).

Lediglich fiir allgemeine Klassen von Triangulierungen gibt es Verfahren zur Interpolati-
on mit quartischen C*-Splines. So entwickelte beispielsweise Gao [70] eine Methode zur
Hermite-Interpolation mit C!-Splines vom Grad 4 auf Triangulierungen, bei denen je-
der innere Knoten ungeraden Grad besitzt. Davydov und Niirnberger [54| konstruierten
fiir Sql(A), g > 4, induktiv Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen auf beliebi-
gen Triangulierungen A, bei denen in selten auftretenden Ausnahmefillen die Triangu-
lierung leicht modifiziert wird. Fiir die regelmifigen Triangulierungen A! und A? (vgl.
Abbildungen 9 und 14) gaben Niirnberger und Riessinger [105] Lagrange- und Hermite-
Interpolationsmengen fiir C"-Splines beliebigen Grades ¢ > r > 1 an. Davydov, Niirn-
berger und Zeilfelder [52,53,55] betrachteten Nested-Polygon-Triangulierungen, d.h. Trian-
gulierungen ineinander geschachtelter, geschlossener Polygonziige (vgl. Abbildung 3) und
entwickelten ein Verfahren zur Interpolation mit S;(A), ¢ > 3. AuRerdem konstruierten
Niirnberger und Zeilfelder [112] Interpolationsmengen fiir C*-Splines beliebigen Grades fiir
eine Klasse von induktiv konstruierten Triangulierungen. Dariiber hinaus existieren zahl-
reiche Methoden zur Lagrange- und Hermite-Interpolation mit C'-Splines vom Grad > 3
auf beliebigen Triangulierungen, die durch Unterteilungen geeignet verfeinert werden (siehe
Niirnberger und Zeilfelder [115,117,118], Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [52], Niirn-
berger, Schumaker und Zeilfelder [114,116]).

Wir entwickeln in diesem Kapitel einen Algorithmus zur Konstruktion von Lagrange-
Interpolationsmengen fiir quartische C*-Splines auf allgemeinen Klassen natiirlicher Tri-
angulierungen A, wobei keine Dreiecke unterteilt werden. Zu solchen Triangulierungen
gehdren beispielsweise die Triangulierungen A' und A? (vgl. Abbildung 9), separable Tri-
angulierungen (vgl. Beispiele 3.2) sowie viele andere Partitionen. Diese Klasse ist dadurch
charakterisiert, dass eine geeignete Teilmenge A; C A existiert, so dass jeder innere Knoten
geraden Grades von A entweder Eckpunkt genau eines Dreiecks in A, oder zweier benach-
barter Dreiecke in Aj ist. In Abschnitt 3.1 bestimmen wir zundchst A, und legen dann
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algorithmisch unter Verwendung einer Verallgemeinerung der Methode von Alfeld, Piper
und Schumaker [3] geeignete Pfade fiir die Knoten der Triangulierung fest. Diese Pfade ver-
binden jeden Eckpunkt der Dreiecke in A; mit einem Randknoten, singuldren Knoten oder
Knoten ungeraden Grades von A iiber eine Kette von nichtzyklischen, im Anfangspunkt
nichtdegenerierten Kanten der Triangulierung (vgl. Abbildungen 14 und 15). Durch die
Pfade wird insbesondere eine Reihenfolge der Knoten von A definiert. Unter Verwendung
von A, dieser Reihenfolge und der Pfade durchlaufen wir in Abschnitt 3.2 die Knoten der
Triangulierung und wéhlen geeignete Punkte zur eindeutigen Lagrange-Interpolation mit

Si(A).

3.1 Beschreibung der Klasse T

Im Folgenden definieren wir eine allgemeine Klasse 7 natiirlicher Triangulierungen, welche
fiir diese Lagrange-Interpolationsmethode mit quartischen C!-Splines geeignet sind. Fiir
solche Triangulierungen A legen wir die charakterisierende Teilmenge A; C A fest und
wahlen anschliefend algorithmisch geeignete Pfade fiir die Eckpunkte der Dreiecke in Aj.

Definition 3.1:
Sei A eine beliebige Triangulierung. Gibt es eine Teilmenge Ay C A, so dass fiir jeden
Knoten v € V;(A) geraden Grades entweder

1.) genau ein Dreieck mit Eckpunkt v in A, liegt oder

2.) genau zwei benachbarte Dreiecke mit Eckpunkt v in A; liegen,

so gehort A zur Klasse 7, d.h. A € 7. Andernfalls gehort A nicht zur Klasse 7. Die Menge
A, bezeichnen wir als FARBUNG von A.

Abb. 9: Mégliche Féarbungen der Triangulierungen A' und AZ.
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Abb. 10: Gegenbeispiel.

Beispiele 3.2:

e Die regelmiifigen Triangulierungen A! und A? reprisentieren den Fall, in dem alle in-
neren Knoten einen geraden Grad besitzen und somit beriicksichtigt werden miissen.
Eine mogliche Farbung dieser Triangulierungen zeigt Abbildung 9.

e Abbildung 10 zeigt eine Triangulierung, die nicht in 7 liegt. Hier ist es nicht mog-
lich, mehr als zwei mal zwei benachbarte Dreiecke fiir A; zu wahlen. Daher ist fiir
mindestens einen inneren Knoten geraden Grades kein Dreieck seiner Zelle in A
enthalten.

e Abbildung 15 zeigt eine exemplarische Triangulierung. In diesem Beispiel kénnen
geeignete Dreiecke fiir A, disjunkt gewéhlt werden. Es ist nicht notwendig, zwei
benachbarte Dreiecke zu férben.

e Jede separable Triangulierung liegt in 7. Eine Triangulierung A heifit SEPARABEL,
wenn es eine Teilmenge Ay C A gibt, so dass jeder Knoten von A Eckpunkt genau
eines Dreiecks in Ag ist (vgl. Niirnberger, Schumaker und Zeilfelder [116]).

Seien T7 = A(vi,ve,u) und To = A(vy, v, w) zwei benachbarte Dreiecke in A,. Ist v;,
i € {1,2}, ein innerer, nichtsinguldrer Knoten, fiir den keine nicht auf 7} U T, liegende
Kante mit Endpunkt v; existiert, die in v; nichtdegeneriert ist, so definieren wir v; als
NICHT NORMAL (vgl. Abbildung 11). Andernfalls bezeichnen wir v; als NORMAL.

Fiir die Lagrange-Interpolation mit S; (A), A € T, konstruieren wir nun algorithmisch eine
Menge von Pfaden. Diese Pfade sind aufeinanderfolgende, im Anfangspunkt nichtdegene-
rierte Kanten, die nicht-zyklisch verlaufen. Sie verbinden jeden inneren, nichtsinguldren,
normalen Eckpunkt eines Dreiecks in A; mit einem Randknoten, singuldren Knoten oder
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Abb. 11: Konstellationen mit nicht normalem Knoten v.

Knoten ungeraden Grades, der nicht Eckpunkt eines Dreiecks in A; ist (vgl. Abbildung 14
und 15, siehe auch Alfeld, Piper und Schumaker [3]).

Sei V;, € V(A) die Menge aller inneren, nichtsinguldren, normalen Knoten von A, die
Eckpunkt eines Dreiecks in Ay sind und V,x = V(A) \ Viy,. Es gelte n := #V,,.

Algorithmus 3.3:

Fir j = n,...,1 wdhle einen noch nicht gewdhlten Knoten v; € Vi, fiir den eine in v;
nichtdegenerierte Kante a existiert, die nicht auf einem Dreieck in A, liegt, und die v; mit
einem Knoten in V,, verbindet. Markiere a als Pfad von vj und setze V,, = Vo U {v;}.

Da alle einzelnen Dreiecke und Paare von Dreiecken in A disjunkt liegen, also keine gemein-
samen Eckpunkte besitzen, gibt es i.A. in jedem Schritt eine Mdoglichkeit zur Festlegung
einer nichtdegenerierten Kante als Pfad. Es existieren jedoch Ausnahmesituationen, in de-
nen bei sehr speziellen Konstellationen von Kanten und Knoten keine geeigneten Pfade
markiert werden konnen. Abbildung 12 zeigt Beispiele solcher Konstellationen. In diesen
Fillen sind fiir die drei inneren Knoten, die Eckpunkte von Dreiecken in A sind, jeweils
zwei Kanten in diesen Knoten degeneriert. Daher konnen hier Pfade nur zyklisch, nicht
aber zu einem Knoten in V,; gewihlt werden. Um solche Ausnahmefille zu vermeiden,
fordern wir als zusédtzliche Bedingung an die Triangulierungen A € 7, dass jedes Dreieck
T € A mindestens einen Eckpunkt v besitzt, fiir den weniger als zwei in v degenerierte
Kanten existieren.

Nun ordnen wir die Knoten V(A) = {vy, ..., v4} der Triangulierung wiefolgt an:
® vy, ..., U, die Knoten in Vj,, deren Reihenfolge durch Algorithmus 3.3 festgelegt ist,

® Uy, ..., Uy, in beliebiger Reihenfolge die verbleibenden Eckpunkte der Dreiecke in
As,

® Uyit, .., U, in beliebiger Reihenfolge die inneren Knoten, die nicht Eckpunkt eines
Dreiecks in A, sind (diese besitzen ungeraden Grad) und

® Uii1, ..., 4, im Uhrzeigersinn die verbleibenden Randknoten von A (diese sind nicht
Eckpunkt eines Dreiecks in Ay). Dabei ist vy, 1, falls moglich, ein benachbarter Knoten
eines Randknotens v, 11, ..., Up,-
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Abb. 12: Konstellationen ohne Mo6glichkeit fiir Pfade.

3.2 Lagrange-Interpolation

Unter Verwendung der in Abschnitt 3.1 definierten Pfade, der festgelegten Reihenfolge der
Knoten der Triangulierung sowie der Teilmenge A; C A konstruieren wir nun Lagrange-
Interpolationsmengen fiir die Splineriume S} (A), A € T.

Sei die Triangulierung A € 7 0.B.d.A. ohne Randdreiecke gegeben (sonst konstruieren
wir zundchst Lagrange-Interpolationsmengen auf A ohne den Randdreiecken und wihlen
anschlieftend in jedem dieser Randdreiecke genau sechs zuséitzliche Punkte zur eindeutigen
Interpolation mit P, (siehe * in Abbildung 14, vgl. Niirnberger und Zeilfelder [112])). Ein
Dreieck T' = A(u, v, w) € A heift RANDDREIECK der Triangulierung, falls u, v, w € Vg(A).

Fiir einen Knoten v; € V(A) mit Grad(v;) = n; sei v; im Uhrzeigersinn verbunden mit
Knoten v;j, j = 1,...,n;, durch Kanten e;; = [v;,v;;]. Ferner sei d;;, j = 1,...,n;, ein
Einheitsvektor entlang e; ; und A,, = {T;; = A(vi, vij, vij41), 5 =1, ..; Ni}y Vipgr1 = Via,
die Zelle um v;. Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck T; ,,. Falls vorhanden, sei e;,,,
ri € {1,...,n;}, der Pfad von v;. Dann wihlen wir folgende Interpolationspunkte:

L1: 15 Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P4, auf jedem einzelnen Dreieck in Ag;

Lo: fiir zwei benachbarte Dreiecke T7 = A(vq, v9,v3), To = A(vy, v, v4) € Ay genau 15
Punkte analog £; auf 77, v4, je einen Punkt im Innern von [vy,v4], [v2,v4] und Ty,
sowie, falls v; bzw. vy normal ist, einen Punkt im Innern von [vy,v4] bzw. [vg, v4];

L3: genau einen Punkt im Innern jeder Kante von A, die nicht auf einem Dreieck in A
liegt und die kein Pfad ist;

L4: v; und je einen Punkt im Innern zweier nicht kolinearer Kanten e;;, , €;;,. Dabei
sind v; ;, und v; ;, die zwei benachbarten Knoten von v; mit den niedrigst méglichen
Indizes in V(A) = {v1,...,vq}, fiir jeden Knoten v;, i = m + 1,...,d, (siche A in
Abbildungen 14 und 15);
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einen Punkt im Innern von T = A(v;,w;1,w;2) € A fiir i = ¢+ 1,...,d, wobei
w;1 € Vi(A) und w; 2 € Vg(A) der im Gegenuhrzeigersinn benachbarte Randknoten
von v; ist (siehe % in Abbildungen 14 und 15). Gilt Vg(A) NV (A;) = 0, d.h. ist kein
Randpunkt Eckpunkt eines Dreiecks in Aj;, so sind die beiden Punkte fiir v;,; und
V42 im Innern des Dreiecks A(vgtq, veyo, w;1) zu wéhlen.

Vut1

Abb. 13: Lagrangepunkte in L£3: m und L, : e fiir eine Zelle.

Theorem 3.4:
Sei A € T. Dann ist

L::ULZ-

=1

eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum Sj(A).

Beweis:
Wir zeigen zundchst, dass #£ = dim(S;(A)). In £ enthalten sind

e drei Punkte fiir jeden Knoten (El, Lo, 54),
e ein Punkt auf jeder Kante, die kein Pfad ist, sowie genau ein zusétzlicher Punkt auf
einem Dreieck in Ay, fiir jede Kante, die ein Pfad ist (El, Lo, 53),
e ein Punkt fiir jeden Randknoten (£, L3, £5), und
e ein Punkt fiir jeden inneren, singuldren Knoten (Ll, EQ).
Also gilt

#L = 3#V(A) +#E(A) +#Vs(A) +a(A)
= 6#V(A)+o(A)-3
= dim(8;(A)).
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Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial l6sbar ist.
Sei s € S}(A), gegeben durch s, = p'l € P, fiir alle T € A, und es gelte s(z) = 0 fiir alle
z € L. In jedem einzelnen Dreieck T € A, folgt aus den Interpolationspunkten in £; auf T,
dass pi"! = 0, da p"! eindeutige Losung des homogenen Interpolationsproblems auf 7T ist.
Seien 11 = A(vy, v9,v3) und T = A(vy, vg, v4) zwei benachbarte Dreiecke in Ay, dann folgt
aus den Punkten in £, auf 7} mit analogem Argument p™*! = 0. Sind v; und v, normal,
so implizieren die Interpolationspunkte in £, auf den Kanten von 7T, und die C!-Stetigkeit
iiber der Kante [vq, v5] die Existenz eines Polynoms ¢™! € Py, so dass sich pl™! schreiben
lasst als

pl™] (2) = 12(2) - 1p(2) - 13(2) - g (2), z €Ty

Dabei ist g1 = {(z,y) € R* | Li(z,y) = a17 + by + ¢; = 0} eine Gerade durch [vy, vy),
und g; = {(z,y) € R | l;(z,y) = ajz +bjy +¢; = 0}, j = 2,3, sind Geraden durch
die anderen beiden Kanten von 75,. Wegen des Interpolationspunkts in £5 im Innern von
T, gilt ¢[™ = 0 und damit p/™ = 0. Sei jetzt 0.B.d.A. v; nicht normal, v normal (die
beiden anderen Fille, v; normal, v, nicht normal und v, vy nicht normal, werden ana-
log bewiesen). Wir definieren e; := [vy,v;], ¢ = 2,...,4, und setzen d;, i = 2,...,4, einen
Einheitsvektor entlang e;. Aus der C!-Stetigkeit iiber den Kanten mit Endpunkt v; folgt
pgi (v1) = pgfj] (v1) = 0. Dabei ist d ein Einheitsvektor entlang der benachbarten Kante e
von e4 im Endpunkt v;. (Fiir Grad(v,) = 3 ist e = eg, fiir Grad(v,) € {4,5} ist e eine in

v; degenerierte Kante (vgl. Abbildung 11).) Die C*-Stetigkeit iiber der Kante e, impliziert
(T3]
pdi

Wir betrachten nun die Knoten v;, ¢ = 1,...,d, in der festgelegten Reihenfolge und zeigen
DpT(v;) = 0, w = 0,...,2, fiir alle Dreiecke 7" mit Eckpunkt v;. Sei fiir vy,...,v;_; die
Aussage bereits bewiesen, dann betrachten wir die Zelle A,,. Sei dazu v; im Uhrzeigersinn
verbunden mit Knoten v;;, j = 1,...,n;, durch Kanten e;; = [v;,v;], dij, 7 = 1,...,n,
ein Einheitsvektor entlang e; ; und T ; = A(vi, Vi j, Vi j+1), Vin;+1 = vi1- Falls v; ein Rand-
knoten ist, entfalle das Dreieck T,,. Liegt v;; in {vi,...,v;_1}, so gilt DplTl(v; ;) = 0,
w = 0,...,2, fiir alle Dreiecke 7" mit Eckpunkt v; ;, da v;; bereits betrachtet wurde. An-
dernfalls gilt entweder v; ; € V(A;) oder auf e; ; liegen zwei Interpolationspunkte von £,
oder es gibt zwei benachbarte Knoten vy ;, und v , von v;; = vy, die in {v,...,v;_1}
liegen (diese besitzen einen niedrigeren Index und wurden daher bereits behandelt). Im
letzten Fall implizieren die Interpolationspunkte in £3 und L4, dass Slep sy = Sley, = 0,
und mit der C'-Stetigkeit in v; ; schlieklich D¥pT1(v; ;) = 0, w = 0, 1, fiir alle Dreiecke T
mit Eckpunkt v; ;. Mit dem Interpolationspunkt in £3 und der C*-Stetigkeit in v; ; gibt es
somit in allen drei Fallen drei homogene Interpolationsbedingungen auf jeder Kante e, ;,
j = 1,...,n;, die nicht der Pfad r; von v; ist. Fiir den C?-Ring von v; unterscheiden wir
sechs Fille. Es gelte jeweils 0.B.d.A. T;; € A; bzw. T; 1, T; 5 € Ag, falls v; € V(A,).

(v1) = 0. Mit analoger Argumentation wie fiir v;, v, normal ergibt sich pl”! = 0.

Fall 1: v; € V(A;) NVz(A) ist normal;

Sei e;r, 7 € {3, ..., n;}, der Pfad von v;. plTitl = 0, die C'-Stetigkeit in v; und die jeweils drei
homogenen Interpolationsbedingungen aufe; ;, j = 1,...,n;, j # r, implizieren Sley; = 0 und
L:;i;j] =0 fiix j = 1,...,m;, j # . Wegen Tl = 0 gilt pi"4) (v;) = 0

und aus der C'-Stetigkeit iiber e; ;, 7 = 1, ..., n;, folgt p([iT {i]iHl(vi) =0,7=1,..,n;. Dae;,

damit insbesondere p

%,
2%}
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(Tir]

in v; nichtdegeneriert ist, impliziert die C'-Stetigkeit iiber e;,, dass p 2. = 0 und somit

pr[Ti’j](Ui) =0, j=1,...,n; w=0,..,2.

Fall 2: v; € V(A;) N V;(A) ist nicht normal;
Analog Fall 1 gilt Sley; = 0,7 =1,...,n;, also insbesondere p

impliziert plT1! = plTi2l = 0, dass pgﬂm(vi) = pg”‘ﬂm (v;) = 0. Mit der C'-Stetigkeit iiber

(T3,5]

2 (i) =0,5=1,..,n; Ferner
2,7

3,5

€ij, J =1,...,m;, folgt pg’jdi#l (v;) =0, j =3, ...,n;, also insgesamt

pr[Ti’j](Ui) =0, j=1,..,n;, w=0,..,2.

Fall 3: v; ist singulér;

Analog Fall 1 gilt 5, =0, j =1,...,4, also insbesondere p([ifi’j](vi) =0,5=1,..,4. Wegen
i, i
(Tia]

plfiad = 0 gilt pdi,;dm(vi) = 0 und mit der C'-Stetigkeit iiber e;;, j = 1,...,4, schlieflich
p([;fj’,fj]i,jJrl (v;) =0, j = 2,...,4. Daraus ergibt sich

D“’p[T"’j](vi) =0, j=1,..,4, w=0,..,2.

Fall 4: v; € Vi(A) \ V(Ay);
Die Interpolationspunkte in £, auf e; ;, und e; ;, sowie die jeweils drei homogenen Bedin-
gungen auf diesen Kanten implizieren Sles;, = = 0. Mit der C'-Stetigkeit in v; folgt

Dvplliil(v;) =0, j =1, ...,n;, w = 0,1. Aus den jeweils drei homogenen Bedi{ggl]mgen auf
" (Uz) = 0:

i,
ey
5]
j = 1,...,n;. Da Grad(v;) ungerade ist, folgt aus der C'-Stetigkeit iiber e;;, j = 1, ..., n;,
(T3,5]

di,jjdi,j+1

|ei,j
Er(Ay) \ {eiji,€ij,} ergibt sich S, = 0,7 =1,..,n4 also insbesondere p

nach Lemma 2.5, dass p (v;) =0, j=1,...,n; Somit gilt

pr[Ti’j](Ui) =0, j=1,...,n; w=0,..,2.

Fall 5: v; € VB(A) N V(As),
Analog Fall 1 implizieren die C*-Stetigkeit in v; und die jeweils drei homogenen Bedingun-
: _ . (T; ;]
gen auf e; ;, 7 =1, ...,n;, dass 8ley; = 0 und damit insbesondere p ™
, ij
Aus plTi1l = 0 folgt pgfi;gi2(vi) = 0 und mit der C'-Stetigkeit iiber e;;, 7 = 2,...,n; — 1,
schlieflich pEiT"’j} (v;) =0,7=2,..,n; — 1. Also gilt

4,54, 5+1

=0firj=1,...,n;.

pr[Tl,J}(rUZ) = 0’ ] = ]_, "'7ni — ]_’ w = 0, ceny 2

Fall 6: v; € VB(A) \ V(AS),
Gilt Vg(A) NV (Ay) = 0, so liegen auf dem Dreieck T = A(vyy1, vii2,v) € A zwei Punkte
21,2 € Ls. Analog Fall 4 ergibt sich D”pl")(v;11) = D¥pl" (v;45) = 0, w = 0, 1. AuRerdem
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gilt D¥pl"l(v) =0, w = 0,...,2, da v € Vz(A) in {vy,...,v;_1} liegt. Somit existiert ein
Polynom ¢! € Py, so dass sich pl”! schreiben lisst als

p[T](z) = 11(2) - l2(2) - I3(2) - l4(2) - q(2), z€T,

wobei g; = {(z,y) € R? | lj(z,y) = a;z + bjy +¢; = 0}, j = 1,...,3, Geraden durch die
Kanten von T sind, und g, = {(z,y) € IR? | Iy(,y) = asx+bsyy+cy = 0} eine Gerade durch
[21, 2] ist. Aus D¥plTl(v) =0, w =0, ..., 2, folgt ¢"1(v) = 0 und damit ¢/"! = plT! = 0.
Gilt V(A) NV (A,) # 0, so liegt ein Punkt von L5 auf T = A(v;, w;1,w;2) und aus
W1, W2 € {Uia ---an—l} folgt pr[T}(’wi,j) =0, w=0,..,2, 5 =12 Analog Fall 4 gilt
D¥pTl(v;) = 0, w = 0, 1. Daher gibt es ein Polynom ¢[*! € Py, so dass sich p/T! schreiben
lésst als

p(z) = B(2)-lo(2) - l3(2) -q(2), z€T,
wobei g1 = {(z,y) € R? | 1 (z,y) = a1 + by + ¢; = 0} eine Gerade durch [w; 1, w; ] ist,
und g; = {(z,y) € R? | l;(z,y) = a;z + by +¢; = 0}, 1 = 2,3, Geraden durch die anderen
beiden Kanten von T sind. Der Interpolationspunkt in £5 im Innern von 7" impliziert dann
¢ = 0, also ebenfalls p!T! = 0.
Der Rest des Beweises von Fall 6 verlduft analog zum Beweis von Fall 5.

Fiir jeden Knoten v € V(A) gilt damit D*p"l(v) = 0, w = 0, ..., 2, fiir jedes Dreieck T’ mit
Eckpunkt ». Dies impliziert s = 0.

v17 V13 V14 V18
Xk [ I *
3 * [ ]
*
V! U v
V16 4 2 L 5 =i V10
A X
[ [
[ I ] e o *
V1 (%
12 on P Vo 20
*x A
v11 ¢ 0—0—0"4 Y8 9 Va1
® 0 o [ ]
[ I J [ ] * k
[ ] A * k%
[ | & X
v10 V23 V15 V22 V25 V20 v19 V24

Abb. 14: Lagrange-Interpolationsmenge S;(A') bzw. S;(A?).

Beispiele 3.5:

e Abbildung 14 zeigt eine Lagrange-Interpolationsmenge des Splineraums S; (A') bzw.
S1(A?). Die Punkte von £; U Lo und £;, i = 3,...,5, in dieser Reihenfolge mit ®,
B, A und * markiert. Die Interpolationspunkte auf den Randdreiecken von A® sind
mit * markiert. Die dick gezeichneten Kanten entsprechen den Pfaden der Knoten
in Vj, = {v1,...,v9} (links) bzw. V;;, = {v1, ..., v4} (rechts).
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e Abbildung 15 zeigt eine Lagrange-Interpolationsmenge des Splineraums S} (A) fiir
eine exemplarische Triangulierung A € 7. Die Punkte von £; und £;, i = 3,..., 5,
sind in dieser Reihenfolge mit ® B, A und * markiert. Die dick gezeichneten Kanten
entsprechen den Pfaden der Knoten in V;, = {vy, ..., v13}.

V18
A . 1
* U39
(O U33
VU3
V2 » g
v
V4 Mt P 7 V34
* U1 V29 .
V45
14 V36
An

i

NG

v

A

By
el

V43
V22 .
23
*
* * *
Kk ] & = y Sre— X
V42 V41 V40 U39

Abb. 15: Pfade und Interpolationspunkte fiir eine exemplarische Triangulierung.
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Kapitel 4:

Lokale Lagrange-Interpolation mit quar-
tischen C1-Splines

In diesem Kapitel befassen wir uns mit lokaler Lagrange-Interpolation mit S} (A) und un-
tersuchen die Approximationsgiite der Interpolation. De Boor und Jia [25] zeigten, dass
bei der Interpolation mit C'-Splines vom Grad < 4 auf beliebigen Triangulierungen ohne
Verfeinerungen i.A. keine Lokalitdt der Interpolation und damit keine optimale Approxi-
mationsordnung zu erwarten ist (siehe auch de Boor und Hoéllig [21,23]). In der bivaria-
ten Splineliteratur existieren zahlreiche Methoden zur nicht-lokalen Lagrange-Interpolation
mit quartischen Splines auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen sowie auf beliebi-
gen Triangulierungen, die geeignet verfeinert werden (siehe Davydov und Niirnberger [54],
Niirnberger und Riessinger [105] und Niirnberger und Zeilfelder [112,113], vgl. Kapitel 3).
Aufbauend auf den Ergebnissen von Alfeld, Piper und Schumaker [3| gaben Chui und Hong
[35,36] zwei Algorithmen an, die auf beliebigen Triangulierungen mit geeigneten Clough-
Tocher-Splits bzw. Diagonalenwechsel in konvexen Vierecken eine Lokalitdt der Quasi-
Interpolation mit quartischen C*!-Splines ergeben. Lokale Lagrange-Interpolation wurde
erst kiirzlich von Niirnberger und Zeilfelder [118| untersucht, die auf beliebigen Triangulie-
rungen A ein Verfahren zu solcher Interpolation mit C*-Splines vom Grad > 3 entwickelten,
das optimale Approximationsordnung besitzt. Dabei werden etwa die Hilfte der Dreiecke
von A unterteilt. Wenig spater konstruierte Kohlmiiller [84] auf beliebigen Triangulierun-
gen davon verschiedene Punktmengen zur Lagrange-Interpolation mit S; (A), ¢ > 3. Diese
alternative nicht-lokale Interpolationsmethode besitzt fast optimale Approximationsord-
nung, wobei i.A. nur etwa ein Viertel der Dreiecke von A gesplittet werden.

Wir geben in diesem Kapitel das erste Verfahren zur lokalen Lagrange-Interpolation mit
Si(A) auf beliebigen Triangulierungen A an, das optimale Approximationsordnung besitzt
und bei dem nur wenige Dreiecke von A unterteilt werden. Zunéchst werden in Abschnitt
4.1 algorithmisch geeignete Dreiecke von A mithilfe von Clough-Tocher-Splits verfeinert,
so dass in der resultierenden Triangulierung A keine zwei benachbarten, inneren Knoten
geraden Grad besitzen. Die Anzahl der Unterteilungen ist dabei deutlich geringer als bei
dem von Niirnberger und Zeilfelder [118] entwickelten Verfahren. Unter Verwendung festge-
legter Pfade und einer Modifikation des Kantenalgorithmus von Niirnberger und Zeilfelder
[118] konstruieren wir in Abschnitt 4.2 Lagrange-Interpolationspunkte fiir C-Splines vom
Grad 4 auf A. AnschlieRend untersuchen wir die Triiger der zur Interpolationsmenge gehé-
renden Fundamentalsplines und weisen so die Lokalitit der Interpolation nach. Mithilfe der
von Niirnberger [107] (siehe auch Niirnberger und Walz [110], Davydov, Niirnberger und
Zeilfelder [51,56], Niirnberger und Zeilfelder [118|) entwickelten Techniken der schwachen
Interpolation zeigen wir im letzten Abschnitt des Kapitels, dass diese Interpolationsme-

thode mit S} (A) optimale Approximationsordnung besitzt.
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4.1 Verfeinerung von Triangulierungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Algorithmus zur Verfeinerung beliebiger Triangulie-
rungen an. Hierbei unterteilen wir schrittweise geeignete Dreiecke durch Clough-Tocher-
Splits, bis in der daraus resultierenden Triangulierung keine zwei benachbarten, inneren
Knoten geraden Grad besitzen.

Lemma 4.1:
Fir jede Triangulierung A gibl es eine aus A durch Clough-Tocher-Splits resultierende
Triangulierung A, in der keine zwei benachbarten, inneren Knoten geraden Grad besitzen.

Beweis:

Sei A beliebig gegeben, dann setzen wir V,(A) = {v € Vi(4A) | Grad(v) € 2IN} und
k(A) := #V,(A). Da A nur endlich viele Knoten besitzt, gilt £(A) < co. Sei e = [v;,v;] €
E(A) eine Kante, die zwei Knoten v;,v; € V,(A) verbindet, dann unterteilen wir ein
Dreieck T = A(v;,v;,v;) € A. Fiir die dadurch entstehende Triangulierung A gilt

1, falls vy € V;7(A) ungeraden Grad besitzt,
kE(A) = k(A)—< 2, falls vy ein Randknoten ist,
3, falls vy € Vi(A) geraden Grad besitzt,

und somit E(A) < k(A). Nach maximal k(A) — 1 Unterteilungen hat damit die Triangu-
lierung A die gewiinschte Eigenschaft.

#

Um die Triangulierung mit moglichst wenigen Splits zu verfeinern, wihlen wir die zu un-
terteilenden Dreiecke nach festgelegten Prioritdten P;, « = 1,...,6, aus.

Algorithmus 4.2:

Unterteile bei jedem Split ein Dreieck T = A(vy, v, v3) € A der niedrigst maoglichen Priori-
tit P;, 1 =1,...,6, und bezeichne die resultierende Triangulierung wieder mit A, bis keiner
der folgenden sechs Fille mehr auftritt.

P1: v1,09, 05 € Vy(A),
Py: v1,v9 € Vy(A), vz € V(4),

Ps: v1,v9 € Vy(A), vs & Vi(A) und 3 A(vs, va, v5) € A mit va,v5 € Vy(A) \ {v1, v2},
Pa: v, 09 € Vy(A), vs & Vo(A) und (V(Ay,) \ {v1,v2}) NV (A) =0,

Ps: v1,v9 € Vy(A),

Ps: v1 € Vy(A), ve, v3 §Z Vg

Die nach der letzten Unterteilung entstandene Triangulierung bezeichnen wir mit A.
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Abb. 16: Verfeinerungen A! und A? der regelmiRigen Rechteckstriangulierungen.

Beispiele 4.3:

(i) Fiir Triangulierungen, bei denen jeder innere Knoten ungeraden Grad besitzt (vgl.
Gao [70]), gilt A = A, d.h. es werden keine Dreiecke gesplittet.

(ii) Abbildung 16 zeigt die Verfeinerungen A' und A? der gleichmiRigen Rechteckstrian-
gulierungen A! bzw. A2. In beiden Fillen sind alle inneren Knoten geraden Grades.
Die Anzahl der Unterteilungen betrégt 5 (von 50) bzw. 21 (von 100).

(iii) Abbildung 17 zeigt die Verfeinerung A einer exemplarischen Triangulierung A. Hier
werden nur 5 (von 69) Dreiecke unterteilt. Die Knoten in V;(A) sind mit e markiert,

die Knoten in Vj(A) mit m.

4.2 Lokale Lagrange-Interpolation

Im Folgenden konstruieren wir Punktmengen zur lokalen Lagrange-Interpolation mit quar-
tischen C'-Splines auf den in Abschnitt 4.1 verfeinerten Triangulierungen A. Dazu mar-
kieren wir zuniichst in der Zelle jedes inneren Knotens geraden Grades von A genau ein
geeignetes Dreieck und fiir jeden nichtsinguldren, inneren Eckpunkt v dieser markierten
Dreiecke genau eine in v nichtdegenerierte Kante. Anschliefend legen wir unter Verwen-
dung der markierten Dreiecke und Pfade Interpolationspunkte fest. Wesentlich fiir die
Lokalitat der Interpolation sind dabei Prioritdten mit denen diese Punkte gewihlt werden.

Sei V,(A) = {vy, ..., v, }. Dann markiere fiir i = 1, ..., n genau ein Dreieck T; € A,, und fiir
jeden nichtsinguldren inneren Eckpunkt v von 7T; genau eine in v nichtdegenerierte Kante
als Pfad fiir v, so dass gilt (vgl. Abbildung 18):

a) Keine Zelle in A enthilt mehr als ein markiertes Dreieck.

b) Kein Pfad verbindet zwei markierte Dreiecke.
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Abb. 17: Verfeinerung einer exemplarischen Triangulierung.

Sei 0.B.d.A. A ohne Randdreiecke, dann setzen wir (vgl. Abbildung 21, oben):

Vi = Menge aller Eckpunkte der markierten Dreiecke,

Vo = {fveV(Q)\Vi|Fv €V, [v,01] € E(A)},
Vs = V(A)\ (Vi U1%) und
Vi = Vu(A)\ Vi

Fiir jeden Knoten v; € V5, bezeichnen wir mit e; 1, ..., €; j;, j; > 1, zuerst die unmarkierten,
dann die markierten Kanten der Triangulierung, die v; mit einem Knoten in V] verbinden
und paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Existieren benachbarte Knoten vy, v, € V5
mit j; = jo = 1, so setzen wir e; 9 = eg9 = [v1, Vo). Ist v; € V5 ein (verbleibender) einzelner
Knoten in Vp(4A,), v € Vi, mit j; = 1, so definieren wir e;5 als eine Kante zu einem
benachbarten Knoten in Vz(A,) (vgl. Abbildung 20).

Fiir die Knoten in V5 und V; ordnen wir einigen Dreiecken von A algorithmisch Typ 1,
i =1,...,5, zu. Dabei kann ein Dreieck sowohl vom Typ i, i € {1,...,3}, als auch vom Typ
J, Jj € {4,5}, sein (vgl. Abbildung 21, oben). Wir definieren zunéchst:

Schritt 7, 4 = 1, ..., 3: Wihle ein Dreieck T € A, das genau 4 — ¢ unmarkierte
Eckpunkte in V3 besitzt. Markiere diese Eckpunkte und ordne 7" Typ 7 zu.

Schritt i, i = 4,5: Wihle ein Dreieck 7 € A, das genau 6 — i unmarkierte
Eckpunkte in V) besitzt. Markiere diese Eckpunkte und ordne 7" Typ 7 zu.



LOKALE LAGRANGE-INTERPOLATION MIT QUARTISCHEN C'!-SPLINES 37

Abb. 18: Mégliche markierte Dreiecke und Kanten einer Triangulierung A.

Algorithmus 4.4:

Seien alle Knoten in Vi3 unmarkiert, dann fiihre jeweils den niedrigst maoglichen Schritt
i, 1 € {1,...,3}, durch, bis alle Knoten in V3 markiert sind. Seien jetzt alle Knoten in
Vi (wieder) unmarkiert. Dann fihre jeweils den niedrigst maglichen Schritt i, i € {4,5},
durch, bis alle Knoten in V, markiert sind.

Zur lokalen Lagrange-Interpolation mit Sj(A) wihlen wir folgende Punkte:

[,12
£23

Egl
£43

£5Z

15 Punkte zur eindeutigen Interpolation mit Py, auf jedem markierten Dreieck;

einen Punkt auf jeder unmarkierten Kante, die nicht auf einem markierten Dreieck
liegt;

jeden Knoten v; € V3, sowie je einen Punkt auf e; ; und e;» (vgl. Abbildung 20);

die in V5 liegenden Eckpunkte jedes Dreiecks 7' des Typs ¢, ¢ = 1,...,3, sowie fiir
jeden dieser Eckpunkte im Innern der beiden anliegenden Kanten von 7 je einen
Punkt (vgl. Abbildung 19);

fiir - = 1,2 genau ¢ Punkte im Innern jedes Dreiecks des Typs 6 — ¢ auf einer Strecke,
die zu einer Kante des Dreiecks parallel ist.

Theorem 4.5:
Sei A eine beliebige Triangulierung, verfeinert wie in Abschnitt 4.1 beschrieben. Dann ist

eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S} (A).
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Typ 1: Typ 2: & Typ 3:

Abb. 19: Die Menge L, fiir Knoten in V.

v, €Vo, 1 =1,..,7,
jizlai:1a254a6a
.7122,@:3’5:7

Abb. 20: Reihenfolge der Kanten und gewéhlte Punkte fiir die Knoten in V5.

Beweis:
Nach Konstruktion gilt

#L = 3#V(A) + #E(A) + #Vi(A) + 0(A) = dim(S}(A))

(vgl. Beweis von Theorem 3.4). Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolati-
onsproblem nur trivial 16sbar ist. Sei also s € S} (A), gegeben durch sy = p1 € Py fiir alle
T € A, und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € £. Auf jedem markierten Dreieck T gilt s, = 0,
da s eindeutige Losung des homogenen Interpolationsproblems auf 7' ist.

Im Folgenden betrachten wir zunéichst die in Vj, dann die in V/(A) \ V; liegenden Kno-
ten. Sei dazu v € V(A) im Uhrzeigersinn verbunden mit Knoten v;, j = 1,...,n, durch
Kanten e; = [v,v,], j = 1,...,n, d; fir j = 1,...,n ein Einheitsvektor entlang e; und
Ay ={T; = A(v,v},vj4+1), § =1, ...,n}, Vpy1 = vy, die Zelle um v. Fiir einen Randknoten
entfalle das Dreieck T,,. Ferner sei 0.B.d.A. T} das markierte Dreieck, falls v € V;. Wir

unterscheiden fiinf Falle.

Fall 1: v € V;(A) NV ist nichtsingulér;
Sei e, r € {3,...,n}, der Pfad von v. Dann existieren fiir jeden Knoten v;, i = 1,...,n,

i # r, zwei Kanten e; ;, = [v;, w1, €, = [v1, ws] € E(A), wobei wy, ws in V4 oder Vp(A,)
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liegen. Die C'-Stetigkeit in w; und wy sowie die Interpolationsbedingungen in £, und L3
auf e; ;, und e, ;, implizieren Sleviy = Slejy = 0. Aus der C'-Stetigkeit in v; und v sowie
%71

‘em

dem Interpolationspunkt in L, auf e; folgt s, = 0, also insbesondere pEiT;] (v) = 0 fiir
i=1,..,n,i%#r. Wegen s, =0 gilt pzi (v) = 0. Aus der C'-Stetigkeit iiber den Kanten

€, 1=1,..,n,1 # r, folgt pgfj]ﬂrl(v) =0, 4= 2,...,n. Die C'-Stetigkeit iiber der Kante e,

impliziert schlielich p([ij;’](v). Daher gilt

D¥pllil(v) = 0, j=1,...n, w=0,..,2.

Fall 2: v € V;(A) NV, ist singulér;
Analog Fall 1 gilt 8l., = 0, 7 =1,...,4, also insbesondere p[T]

i
2
d;

(v) =0, j=1,....4. Wegen

siy, = 0 folgt p‘[jTlldL (v) = 0. Aus der C'-Stetigkeit iiber den Kanten e;, j = 1,...,4, ergibt
sich pZ{}Hl(v) =0,j=2,...,4, und insgesamt

pr[Tj](v) =0, j=1,..,4, w=0,..2.

Fall 3: v € Vg(A) N V3
Analog Fall 1 gilt pgj](v) =0,7=1,...,n—1, und p[g"’l](v) = 0. Aus s, = 0 folgt
J

dz,
pngz]Z (v) = 0 und mit der C'-Stetigkeit iiber den Kanten e;, j = 2,...,n — 1, schlieflich

T; . L
p&ji}jﬂ(v) =0,7=2,..,n— 1. Somit gilt

DUpll(w)y =0, j=1,.,n—1, w=0,..,2.

Fall 4: v € V;(A) \ V3;

Fiir v € V; implizieren Fall 1 bis Fall 3 D¥s(v) = 0, w = 0, 1. Gilt v € Vj3, so gibt es ein
Dreieck T = A(v, wy,ws) € A vom Typ 4, i € {1,...,3}, und mit den Interpolationsbedin-
gungen in £, und £, auf T sowie der C'*-Stetigkeit in w; und w, folgt ebenfalls D¥s(v) = 0,
w = 0,1. Es ergibt sich D¥s(v) = 0, w = 0, 1, fiir alle v € V(A). Die Interpolationspunkte
[?](v) =0 fiir j =1, ...,n. Da n unge-
J

d
rade ist, folgt aus der C'-Stetigkeit iiber e;, j = 1, ...,n, nach Lemma 2.5 pgﬁjﬂ(v) =0,

j=1,...,n, und insgesamt

in £, implizieren somit s, = 0, also insbesondere p
J

pr[Tj](U) =0, j=1,..,n, w=0,..,2.

Fall 5: v € V(A)\ V1; )
Aus Fall 1 bis Fall 4 folgt s, = 0 fiir alle e € F(A). Nach Konstruktion gibt es ein Dreieck

T = A(v,wy,wy) € A, vom Typ 4 oder Typ 5, wobei 0.B.d.A. w; € V;(A). Daher existiert
ein Polynom ¢/”! € Py, so dass sich pl"! schreiben lisst als

plT!] (2) = lL(z)-la(2) - 15(2) - g (2), z€eT,
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wobei g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = ajz + by +¢; = 0}, j = 1,...,3, Geraden durch
die Kanten von T sind. Ist T vom Typ 4, so folgt aus D?*p[") (w1) = 0 und den beiden
Interpolationspunkten in £5 im Innern von T, dass ¢/¥) = 0 und damit p!”! = 0. Ist T
vom Typ 5, so wurden wy, wy bereits behandelt, und es gilt Dpl"](w,) = D¥pl"(wy) = 0,
w=0,...,2, und es existiert ein Polynom ¢"! € Py, so dass sich p!”! schreiben lisst als

P(z) = B(2)  b(2) - s(2) - ¢7(2),

wobei g1 = {(z,y) € R? | li(z,y) = a1z + by + ¢; = 0} eine Gerade durch [w;, ws] und
g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = ajz + bjy + ¢; = 0}, j = 2,3, Geraden durch die beiden
anderen Kanten von 7T sind. Der Interpolationspunkt in L5 im Innern von 7T impliziert
¢" = 0, also ebenfalls pl”! = 0. Der Rest des Beweises von Fall 5 verliuft analog dem
Beweis von Fall 3.

Insgesamt gilt D¥plTl(v) = 0, w = 0, ..., 2, fiir jeden Knoten v € V(A) und jedes Dreieck
T mit Eckpunkt v. Dies impliziert s = 0 und damit die Behauptung.

z€T,
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Abb. 21: Knoten in V;, i =1, ...

,3, und Interpolationspunkte fiir S} (A!) bzw. S}(A?).
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Beispiele 4.6:

e Abbildung 21 zeigt eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S; (A') bzw. S}(A?). Die
Punkte in £;, ¢ =1, ..., 5, sind in dieser Reihenfolge mit ®, B, A, % und * bezeichnet
(unten), die in V;, i = 1, ..., 3, liegenden Knoten mit O, O und A, Dreiecke vom Typ
i,1=1,...,5, mit 7; (oben).

e Abbildung 22 zeigt eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir quartische C'-Splines auf
der exemplarischen Triangulierung aus Abbildung 18.

Abb. 22: Interpolationspunkte fiir die exemplarische Triangulierung aus Abbildung 18.

Bemerkungen 4.7:

1.) Wesentlich fiir die Lokalitdt der Interpolation ist, dass die jeweils drei Interpolati-
onspunkte fiir die Knoten in V5 zuerst moglichst auf unmarkierten Kanten und dann
erst auf markierte Kanten zu Knoten in V) gelegt werden.

2.) Die Interpolationspunkte fiir die Knoten in V3 werden in einer Modifikation des von
Niirnberger und Zeilfelder [118| entwickelten Kantenalgorithmus gewihlt.

Theorem 4.8: B 5
Sei £ wie in Theorem 4.5, m = dim(S;(A)) und {s1, ..., sn} die duale Basis von S}(A)

bzgl. L. Dann gibt es fir jedes i € {1,...,m} einen Knoten v € V(A), so dass

supp(s;) C st’(v).
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Beweis:
Im Folgenden sei d;; einen Einheitsvektor entlang der Kante e;; := [v;,v,]. Fiir z; € £
unterscheiden wir vier Fille.

Fall 1: z; € Lq;

Liegt z; auf einem Dreieck T € A, so kénnen wegen 5|, #Z 0 Funktionswert und partielle
Ableitungen von s in den Eckpunkten von 7" ungleich Null sein. Sei v; solch ein Eckpunkt
und e; o die Kante zu einem Knoten vy ¢ T, dann folgt Sleys Z 0.

Fall 1.1: e; 5 ist der Pfad von v;
a) vg liegt in der Zelle eines Knotens vs € Vi, v3 ¢ T, e 3 ist nicht der Pfad von vs;
Die Interpolationspunkte auf ey 3 und die C'-Stetigkeit in v, und vz implizieren Sleyy = 0
und damit
supp(s;) C st(vy).
b) vy liegt in der Zelle eines Knotens v3 € Vi, v3 ¢ T, ey 3 ist der Pfad von vs;
Aus Slers # 0 kann s4,,(v2) # 0 und damit Sl4s.4 # 0 folgen. Da ey 3 der Pfad von vs ist,
gilt jedoch s, = 0 fiir alle anderen Kanten e mit Endpunkt vs. Dies impliziert (vgl. v, hier
mit vy in Abbildung 23, oben)
supp(s;) C st*(vy).
¢) Jeder benachbarte Knoten vs von ve, v3 ¢ T, liegt nicht in V;;
Fiir v3 € V3 gilt 5, = 0 fiir jede Kante e mit Endpunkt v3, e # €33, und damit

supp(s;) C st*(vy).

Gilt v3 € V3, so existiert evtl. ein Dreieck 7y = A(vg, v, w) € A des Typs i, i € {2,3}. Jedes
Dreieck T = A(vs,vs, ) € A kann vom Typ 3 sein, falls i = 2, nicht aber vom Typ 2,
denn sonst wire T vor T} Typ 1 zugeordnet worden. Ebenso existiert kein weiteres Dreieck
T3 = A(vg,vs5, W) € A vom Typ 3, denn sonst wire T3 vor Ty Typ 2 zugeordnet worden.
Die Interpolationspunkte auf e;;,1, ¢ = 1,...,3, und die C*-Stetigkeit in v;, 1 = 1, ..., 4,
implizieren Sles e #0,4=1,...,3. Ferner gilt 5, = 0 fiir alle Kanten e mit Endpunkt vy,
e # ez 4. Da vy ungeraden Grad besitzt, folgt aus 53 , (v4) # 0 und der C'-Stetigkeit nach
Lemma 2.5, dass D?s(vy) # 0. Gibt es kein Dreieck T = A(vs, v, w1) € A, v5 € V(A),
vom Typ i, i € {4,5}, so folgt
supp(s;) C st*(vy).

Existiert solch ein T3, so gilt s, # 0 und damit s44;,(vs) # 0, d ein Einheitsvektor entlang
[vs, w1]. Ist Ty vom Typ 4, so existiert eventuell ein weiteres Dreieck Ty = A(vg, v7, ws) € A
vom Typ 5 mit sg,, (vs) # 0, d ein Einheitsvektor entlang [vg, ws]. Jedes weitere Dreieck
Ts = A(vr, vg, w3) kann nicht vom Typ 5 sein, denn sonst wére T5 vor T Typ 4 zugeordnet
worden. Insgesamt folgt (vgl. v, hier mit v4 in Abbildung 23, unten)

supp(s;) C st°(vy).

Fall 1.2: e; 5 ist nicht der Pfad von vy;
a) vq liegt in der Zelle eines Knotens vs € Vy, v3 ¢ T, e 3 ist nicht der Pfad von vs;
Die C'-Stetigkeit im Knoten v, kann sq,,(v;) # 0 und damit s, , # 0, also insbesondere
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s43,(v3) # 0 implizieren. Mit der C'-Stetigkeit in v3 kann s¢ ,(v3) # 0 fiir den Pfad e34
von v sein. Analog Fall 1.1 gilt daher (vgl. Abbildung 23)

supp(s;) C st*(vy).

b) v, liegt in der Zelle eines Knotens vs € Vi, v3 ¢ T, ey 3 ist der Pfad von v;;
Analog Fall 1.1 b) gilt (vgl. vy hier mit v4 in Abbildung 23 oben)

supp(s;) C st*(vy).

¢) Jeder benachbarte Knoten vs von ve, v3 ¢ T, liegt nicht in V;;
Analog Fall 1.1 ¢) gilt (vgl. vy hier mit v4 in Abbildung 23 unten)

supp(s;) C st®(vy).

Da diese Konstellationen fiir alle drei Eckpunkte des Dreiecks 7" auftreten kdnnen, gilt in
Fall 1 fiir einen Eckpunkt v von T

supp(s;) C st (v).

Abb. 23: Punkte in Fall 1: o Null interpoliert, O evtl. ungleich Null daraus berechnet.

Fall 2: z; € Lo;
Liegt z; im Innern einer Kante e = [vg, v1], so ist e wegen z; € Ly kein Pfad.

Fall 2.1: vy € V;
Aus s, # 0 kann sg4,,(v1) # 0 fiir eine Kante e;» mit v, € V; folgen. Andererseits gilt
5&‘51(”0) # 0 fiir den Pfad &1 = [vo,?1] von vo. Analog Fall 1.1 impliziert dies (vgl.
Abbildung 24, oben)

supp(s;) C st®(vp).
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Fall 2.2: e € Eg(A,), v € Vi, vp, v, ¢ Vi;

Betrachten wir 0.B.d.A. v;. Fiir einen benachbarten Knoten v, € Vp(A,) kann s, , # 0
sein. Ist v; oder vy zu einem w3 € Vi benachbart, so folgt mit den Interpolationspunkten
in L3, dass s, =0 bzw. s, = 0 und daher

supp(si) C st*(vo).
Andernfalls gilt analog Fall 1.1 ¢) (vgl. Abbildung 24, unten)

supp(s;) C st’ (vp).

Fall 2.3: vy € V5 oder v; € V5;
Ist e Kante eines Dreieck vom Typs i, i = 1, ..., 3, so gilt analog Fall 1.1 ¢) (vgl. Abbildung
25, unten)

supp(s;) C st(vp).
Gehort e zu keinem Dreieck des Typs 4, ¢ € {1, ..., 3}, so folgt

supp(s;) C st(vg).

Fall 2.1

Abb. 24: Punkte in Fall 2: B z;, o Null interpoliert, O evtl. ungleich Null berechnet.

Fall 3: z; € L3 U L. Es gelte z; € [vg, v1];

Fall 3.1: vq € V5;
Fiir v; € V; gilt wie in Fall 1 (vgl. Abbildung 25, oben) und fiir v; € V;, gilt wie in Fall 2.2
(vgl. Abbildung 24, unten) jeweils

supp(s;) C st’(vp)-
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Fall 3.2: vy, v; € Vs;
Analog Fall 2.3 (vgl. Abbildung 25, unten) gilt

supp(s;) C st®(vy).

Abb. 25: Punkte in Fall 3: m z;, o Null interpoliert, O evtl. ungleich Null berechnet.

Fall 4: z; € L5;
Analog Fall 1.1 ¢) gilt (vgl. v hier mit v3 in Abbildung 25, unten)

supp(s;) C st*(v).

Bemerkungen 4.9:

e Aus supp(s;) C st (v) fiir die Fundamentalsplines von & (A) folgt nicht, dass s; auf
allen Dreiecken von st’(v) verschieden von Null ist. Vielmehr ist es so, dass s; nur
auf kleinen Bereichen, so etwa kurze Ketten von Dreiecken, Funktionswerte ungleich
Null annimmt.

e Die Fundamentalsplines, die ein Hilfsmittel zum Beweis der Lokalitdt der Interpo-
lation sind, spielen bei der Berechnung des Interpolanten s € S;(A) keine Rolle.
Der Spline s wird aus den gegebenen Interpolationsbedingungen schrittweise effizient

durch Losung kleiner linearer Gleichungssysteme bestimmt.
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4.3 Approximationsordnung der Interpolation

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Approximationsgiite der in Paragraph 4.2 beschrie-
benen Methode zur Lagrange-Interpolation mit S} (A). Dazu verwenden wir die von Niirn-
berger [107] (siehe auch Niirnberger und Walz [110], Davydov, Niirnberger und Zeilfelder
[51,56], Niirnberger und Zeilfelder [118]) entwickelten Techniken der schwachen Interpo-
lation. Zunichst untersuchen wir den Interpolationsfehler in den C'- und C?-Bereichen
der Knoten sowie auf den Kanten der Triangulierung. In der zentralen Aussage beweisen
wir dann die Optimalitdt der Approximationsordnung des Interpolationsverfahrens. Sei
h = |A| und « der kleinste Winkel in A. Wir betrachten nun einerseits die Summe der
beiden anliegenden Winkel, fiir jede markierte Kante von A, und andererseits den zwi-
schen den Kanten e;; und e; o eingeschlossenen Winkel, fiir jeden Knoten v; € V5. Den am
nahesten an 7 liegenden Winkel davon bezeichnen wir mit .

Fiir f € C%(Q) sei s € S}(A) mit s, = pl] € Py fiir alle Dreiecke 7' € A die eindeutige

Interpolationsfunktion an f bzgl. £. Ferner sei v € V(A) im Uhrzeigersinn verbunden
mit Knoten v;, [ = 1,...,n, durch Kanten ¢, = [v,v], 1l = 1,...,n, d; fiir [ = 1,...,n ein
Einheitsvektor entlang ¢; und A, = {1} = A(v, v, vi31), L = 1, ...,n}, vy = vy, die Zelle
um v. Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck T,,.

Lemma 4.10:
Existieren fir zwei linear unabhdngige Einheitsvektoren d;,d; zwei (nur von f, o und
abhingige) Konstanten C;,C; > 0, so dass

((f =9)a ()| < Ci-b* und  |(f = s)g; ()] < Cj- B,
so gibt es eine (nur von f, o und 8 abhdingige) Konstante K > 0 mit
ID'(f —s)()|| < K-h"

Beweis:

Sei 0.B.d.A. 7 = 1. Fiir 1 < k < j bezeichne a; den von e; und e, sowie oy den von e, und
e; eingeschlossenen Winkel. (Der Fall 1 < j < k wird analog bewiesen.)

Dann gilt sin(oq + oy)ex = sin(oy)er + sin(ay)e; fiir k = 2,...,n, k # j, und damit

(f = 5)a ()] < %(f—s)d.(w\ T |l (f - 5),, )

C;-h* + C:-h* < Cp-h%,

IN

sm(a1+ak) sm(oz1+ak

mit einer (nur von f, o und S abhéngigen) Konstanten K =

7[(C1+Cj) >0, die

s1n(a1 +ag)

unabhingig von £ ist. Es folgt die Behauptung.
#

Lemma 4.11:
FEzistieren (nur von f, o und  abhingige) Konstanten C; > 0, i =1,...,n, so dass

(f =™ < C;-b,



LOKALE LAGRANGE-INTERPOLATION MIT QUARTISCHEN C'!-SPLINES 47

(fiir jeden inneren, nichtsinguliren Eckpunkt v eines markierten Dreiecks entfalle die Un-
gleichunyg fiir i = n), sowie eine (nur von f, o und B abhdngige) Konstante Cy 5 > 0, falls
v ein singuldrer Knoten, Randknoten oder Eckpunkt eines markierten Dreiecks ist, mit

‘(f_p[Tl])dldz(UH < CYl,2 'h3a

so gibt es eine (nur von f, o und 8 abhingige) Konstante K > 0 mit

ID*(f —s)(w)|| < K-h.

Beweis:
Sei q; fiir 7 = 1, ..., n der von e; und e; 1, €,11 = e, eingeschlossene Winkel. Dann betrach-
ten wir fiinf Félle. Die Konstante K ergibt sich als Maximum aller auftretenden Konstanten.

Fall 1: v € V;(A) NV} ist nichtsingulir;
Falls e, in v degeneriert ist, so folgt

‘(f pT2 d2d3 | - ‘ f pTl d2d1( )‘ < 01,2'h3-

Andernfalls folgt aus sin(a;)es = sin(ay + ag)es — sin(ag)ey, dass

o (= 977) 1,0, )

012 h <023 h

|(f = 2™y (0)] < <<—(f pTI)dzw)\ ~

Cy-h* +

IN

sin(a) (a1) sin(ay) (a1)

(02 + 4 2)
Mit analogem Argument existiert fiir ¢ = 3,...,n — 1 eine (nur von f und « abhangige)
Konstante C; ;11 > 0, so dass

mit einer (nur von f und o abhéngigen) Konstanten Cy 3 = Sm(al)

|(f = P ()| £ Cirr - 2.
Letztlich gilt sin(a,, 1 + ay)e, = sin(ay)e, 1 + sin(a,_1)e; und damit
sin(on—1 T
s (F = ™), (“)‘

Cp1-h® < C,- R

[(f =Pz (v)] <

<

sm(ii:%(f p[Tn])dn 1dn(v)‘ +

‘Cn 1,n ° h3 L

sm(an 1+an sin(an—1+an)

! ) ‘ (Cn—l,n + Cn,l) >0

fiir eine (nur von f, o und S abhiingige) Konstante C,, = Sn(an_1tan)

Fall 2: v € V;(A) NV, ist singulir;
Da alle Kanten e;, 7 =1, ...,4, im Knoten v degeneriert sind, folgt

(f = P"™azas )| = |=(f = P™N g (0)] = |(f = P tsa (v)]
= |=(f = P"aa,(v)] < Crp- B
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Fall 3: v € V;(A) \ Vi3
Zur Bestimmung der gemischten partiellen Ableitungen gibt es folgendes lineares Glei-
chungssystem (vgl. Lemma 2.5):

a, 0 --- 0 o (f = p")dya, (v) bn(f_p[Tl])d%(“)

000 o an ans) \(f=p™)a(0) bi(f — ) ()

wobei a; = sin(«;), i = 1,...,n, und b; = sin(o; + a441), 1 =1, ..., 1, Q1 = .

Sei A die Koeffizientenmatrix auf der linken Seite der Gleichung und A; die Matrix die
aus A entsteht, indem die i-te Spalte durch den Ergebnisvektor ersetzt wird. Nach der
Cramerschen Regel folgt dann fiiri =1,...,n

sin(a; 3 1 sin(a, —1)% sin(a;_ 1+ _[T5] v
o |10 _ [ (B o) st (1))
i Gi41 det(A) Q(jﬁlsin(aj))
i(ffp[ ]])dz.(v) i Cj'h3
S j=1 — J S ]:1 S CZ',Z'+1 ‘h3,
2 (j];[lsm(aj )) 2 jl;Il sin(a;)

wobei 0; = 1, falls i < j, 0; = 0 sonst, mit einer (nur von f und « abhéngigen) Konstanten
max{Cj, j=1,...,n}

ﬁ sin(a;)

j=1

> 0.

Ci,i—i—l = n:
2

Fall 4: v € Vg(A) N Vi3
Analog Fall 1 folgt fiir i = 2,...,n — 1 die Existenz einer (nur von f und « abhéngigen)
Konstanten Cj ;11 > 0, so dass

‘(f - p[Ti])didi+1 (U)| S Ci,i—|—1 : h3-

Fall 5: v € Vz(A) \ Vi;
Mit den Interpolationspunkten in L5 im Innern eines Dreiecks T; € A,, i € {1,...,n — 1},
sowie Fall 1 bis Fall 4 fiir die Eckpunkte von 7; sind auf 7; die Voraussetzungen von
Lemma 2.14 mit o = 5 erfiillt. Es gibt daher eine (nur von f und « abhéngige) Konstante
Ciit1 > 0, so dass

‘(f - p[Ti])didHl (U)| < Ci,i-l-l : h3'
Der Rest des Beweises von Fall 5 verlduft wie in Fall 1.

#

Wir betrachten nun die Approximationsordnung univariater Lagrange-Interpolation. Sei
f € C5(e) fiir eine Strecke e = [u,v] der Liinge h gegeben und p € 11, das eindeutige In-
terpolationspolynom an f bzgl. einer Interpolationsmenge £ = {z1, ..., zm}, m € {2, ..., 5},
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wobei z; = u, 2o = v und ly,ly € {0,...,2} mit l; + [y < 3, derart dass m + [; + I, = 5.
Ferner sei d; bzw. ds ein Einheitsvektor von « nach v bzw. von v nach u.

Lemma 4.12:
FEzistieren zwei (nur von f abhdngige) Konstanten Cy,Cy > 0, so dass

(f=Plgu@)| < C-A"  und (f =p)ga(v)] < Co-h*7™

firk; =0,..,10;, 1= 1,2, so gibt es eine (nur von f abhingige Konstante) K, > 0, so dass
fir alle w € {0, ...,4} und i = 1,2 gilt:

1(f = p)arll < Kc-B".

Beweis:
Da p € II, die gegebene Funktion f interpoliert, gilt

(f-p)(z) =0, i=1..m

Mit den gegebenen Ungleichungen in u und v sind daher die Voraussetzungen von Lemma
2.15 mit o = 5 erfiillt. Es gibt folglich eine (nur von f abhingige) Konstante K, > 0, so
dass fiir alle w € {0, ...,4} und i = 1,2 gilt:

I(f = plavll < Ke-h7.
7

Wir beweisen nun die Optimalitdt der Approximationsordnung der in Paragraph 4.2 be-
schriebenen Methode zur Lagrange-Interpolation mit quartischen C'-Splines auf beliebigen
Triangulierungen.

Theorem 4.13:

Sei f € C°() gegeben und s € SH(A) die eindeutige Interpolationsfunktion an f bzgl. der
Menge L in Theorem 4.5. Dann existiert eine (nur von f, o und B abhdngige) Konstante
K >0, so dass fiir alle w € {0, ...,4} gilt:

IDY(f =) < K-h*7".

Beweis:

Wir zeigen, dass auf jedem Dreieck 7 € A die Interpolationsfunktion pl! = s, die Vor-
aussetzungen von Lemma 2.14 mit ¢ = 5 erfiillt. Da die Interpolation lokal ist, miissen nur
endlich viele Dreiecke in der Umgebung von 7" und daher nur endlich viele Fille betrachtet
werden. Letztlich ergibt sich die Konstante K unabhéngig von h als das Maximum der in
den verschiedenen Fillen auftretenden Konstanten.

Fall 1: Interpolation auf markierten Dreiecken;
Sei T' ein markiertes Dreieck und £ die Menge der Punkte von £ auf 7". Dann gilt

(f=PNR)| =0, 2€eLr
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Nach Lemma 2.14 gibt es daher eine Konstante K; > 0 (nur abhéngig von f, o und ), so
dass fiir alle w € {0, ...,4} gilt:

ID*(f = ™) < Ki-h5

Fall 2: Interpolation auf unmarkierten Dreiecken;
Sei T' ein unmarkiertes Dreieck. Dann gibt es nach Lemma 4.12 Konstanten K., > 0,
i=1,...,,3, (nur abhéingig von f, @ und ), so dass fiir alle w € {0, ...,4} gilt:

ID(f = $) )l < Kep- b

fiir die Kanten e;, 1 = 1,...,3, des Dreiecks T. In den Eckpunkten v;, ¢ = 1,...,3, von T
implizieren Lemma 4.10 und Lemma 4.11 die Existenz von Konstanten C; > 0,7 =1, ..., 3,
(nur abhéngig von f, a und f), so dass fiir alle w € {0, ..., 2} gilt:

|D¥(f = s)(v)|| < C;- B2V

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 2.14 mit o = 5 erfiillt. Folglich gibt es eine
(nur von f, @ und 8 abhéngige) Konstante K, > 0, so dass fiir alle w € {0, ...,4} gilt:

ID*(f = ™) < Kz h*.

Korollar 4.14:
Fiir jede Funktion f € C®(Q) gibt es eine (nur von f, a und 3 abhingige) Konstante
K >0, so dass

dist(f,S;(A)) < K -h’.

Bemerkung 4.15:

Es ist bekannt, dass fast-degenerierte Kanten und fast-singuldre Knoten bei der Berechnung
des Interpolanten zu numerischen Instabilitdten fiihren kénnen (vgl. Lai und Schumaker
[93]). Solche Konstellationen werden hier durch den Winkel 8 beschrieben. In Anwendungs-
gebieten werden fiir 5 € [1 — €, 7 + €] und kleines ¢ > 0 die entsprechenden Kanten und
Knoten als degeneriert bzw. singulir interpretiert und die markierten Kanten bzw. die
Interpolationspunkte in £5 und L3 entsprechend anders gelegt.
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Kapitel 5:

Lokale Lagrange-Interpolation mit
C1-Splines vom Grad > 5

In diesem Kapitel untersuchen wir lokale Lagrange-Interpolation mit C!'-Splines vom Grad
> 5. Auf beliebigen Triangulierungen A bestimmten Morgan und Scott [101] die Dimension
und Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S;(A), g > 5. Ohne dabei Bézier-
Bernstein-Techniken zu benutzen, verwendeten sie Interpolationsbedingungen an Funkti-
onswerte und partielle Ableitungen und konstruierten so spezielle Basen dieser Splineréu-
me. Darauf aufbauend bestimmte Davydov [50] alternative Hermite-Interpolationsmengen,
bei denen die Basisfunktionen lokal linear unabhéngig sind. Fiir C"-Supersplinerdume vom
Grad > 3r+2 entwickelten Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56] unter Verwendung der
Dimensions-Resultate von Ibrahim und Schumaker [78| eine Methode zur lokalen Hermite-
Interpolation, die optimale Approximationsordnung besitzt. Auferdem gaben Davydov und
Niirnberger [54] einen Algorithmus zur nicht-lokalen Lagrange- und Hermite-Interpolation
mit S;(A), ¢ > 5, auf beliebigen Triangulierungen A an. Dariiber hinaus existieren zahlrei-
che Verfahren zur lokalen und nicht-lokalen Lagrange-Interpolation mit C!'-Splines niederen
Grades auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen oder geeignet verfeinerten, beliebi-
gen Triangulierungen, die sich auf C'-Splines hoheren Grades iibertragen lassen (siehe
[64,105,106,109,112,113,118]).

Wir entwickeln in diesem Kapitel die erste Methode zur lokalen Lagrange-Interpolation mit
8; (A), ¢ > 5, auf beliebigen Triangulierungen, bei der keine Dreiecke gesplittet werden,
und die optimale Approximationsordnung besitzt. In Abschnitt 5.1 zerlegen wir im ersten
Schritt dieser Methode die Triangulierung algorithmisch in sieben verschiedene Klassen
von Dreiecken. Anschlieffend legen wir fiir jeden inneren, nichtsinguliren Knoten v ei-
ne geeignete, in v nichtdegenerierte Kante als Pfad fest. Im Gegensatz zur Interpolation
mit quartischen Splines (vgl. Kapitel 3 und 4) kann hier eine Kante fiir beide Endpunkte
als Pfad dienen. Unter Verwendung dieser Pfade wihlen wir dann in Abschnitt 5.2 fiir
g > 5 Interpolationspunkte fiir die jeweiligen Dreieckstypen und konstruieren so Lagrange-
Interpolationsmengen fiir den Splineraum S, (A). Anschliefend bestimmen wir die Tréger-
grofe der zur Interpolationsmenge gehérenden Fundamentalsplines und weisen damit die
Lokalitdt der Lagrange-Interpolation nach. Mithilfe der von Niirnberger [107] (siehe auch
Niirnberger und Walz [110], Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56], Niirnberger und Zeil-
felder [118]) entwickelten Techniken der schwachen Interpolation beweisen wir im letzten
Abschnitt des Kapitels, dass dieses Verfahren zur Lagrange-Interpolation mit S7(A), ¢ > 5,
optimale Approximationsordnung besitzt.
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5.1 Dreieckstypen und geeignete Pfade

In diesem Abschnitt zerlegen wir die gegebene Triangulierung A algorithmisch in sieben
Klassen von Dreiecken Typ 7, 7 = 0, ..., 6. Dazu verwenden wir sieben Schritte. Nachdem in
Schritt 1 Dreiecke vom Typ 0 festgelegt wurden, definieren wir darauf basierend geeignete
Pfade fiir die Knoten der Triangulierung. In Abhingigkeit dieser Pfade ordnen wir dann
in den Schritten 2 bis 7 den verbleibenden Dreiecken jeweils einen Typ zu.

Fiir Algorithmus 5.1 definieren wir folgende Schritte:

Schritt 1: Wihle ein T" € A, das drei unmarkierte Eckpunkte besitzt. Ordne
T Typ 0 zu und markiere die Eckpunkte von 7.

Schritt 2: Waihle ein 7" € A, das genau zwei unmarkierte Eckpunkte besitzt
und dessen Kanten keine Pfade sind. Ordne T Typ 1 zu und markiere die
Eckpunkte von T'.

Schritt 3: Wihleein 7' € A, das genau einen unmarkierten Eckpunkt v besitzt
und dessen Kanten nicht der Pfad von v sind. Ordne 7" Typ 2 zu, markiere v.

Schritt 2, ¢ > 4: Wahle ein 7' € A, das genau 7 — 4 Nachbardreiecke besitzt,
denen bereits ein Typ zugeordnet wurde. Ordne T Typ ¢ — 1 zu.

Abb. 26: Dreiecke vom Typ 0 (schwarz) und geeignete Pfade fiir A und A2

Zwischen Schritt 1 und Schritt 2 werden unter Verwendung von Priorititen geeignete Pfade
festgelegt. Sei V;,, die Menge aller inneren, nichtsinguldren Knoten von A. Dann wahlen wir
fiir jedes v € V}, eine in v nichtdegenerierte Kante als Pfad fiir v. Dabei kann eine Kante
[u,v] € E(A) fiir v und v als Pfad dienen, sofern sie in beiden Knoten nichtdegeneriert ist.
Wir verwenden drei Prioritédten:

Prioritdt 1: Wihle eine nicht auf einem Dreieck des Typs 0 liegende Kante
e = [v;,v;] € E(A), falls fiir beide Knoten v;, v; € Vj, noch kein Pfad gewéhlt
wurde und e in beiden Knoten nichtdegeneriert ist. Markiere e als doppelten
Pfad fiir v; und v;.
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Prioritdt 2: Wihle eine nicht auf einem Dreieck des Typs 0 liegende Kante
e = [v;,v;] € E(A), v; ¢ Vip, falls fiir v; € V;;, noch kein Pfad gewihlt wurde
und e in v; nichtdegeneriert ist. Markiere e als einfachen Pfad fiir v;.

Prioritdt 3: Wihle eine nicht auf einem Dreieck des Typs 0 liegende Kante
e = [v;,v;] € E(A), v; € Vi, falls fiir v; € Vj;, noch kein Pfad gewdhlt wurde
und e in v; nichtdegeneriert ist. Markiere e als einfachen Pfad fiir v;.

Bei der Festlegung der Pfade wihlen wir Kanten so oft wie moéglich Pfade mit Prioritét 1.
Anschliefsend legen wir Kanten so oft wie moglich nach Prioritdt 2 fest. Fiir alle verblei-
benden Knoten in V;, wahlen wir zuletzt Pfade mit Prioritdt 3. Dabei beachten wir, dass
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Es entstehen keine drei aufeinanderfolgenden Pfade (vgl. Abbildung 27).

(ii) Fiir zwei benachbarte Knoten vy, v, € V(A), die nicht Eckpunkt eines Dreiecks vom
Typ 0 sind, ist in mindestens einem Dreieck T' = A(vy, v9, w) € A keine Kante von
T ein Pfad (vgl. Abbildung 28).

Abb. 27: Erlaubte Konstellation mit Pfad der Lénge 2.

Wir formulieren nun den Algorithmus zur Zuordnung der Dreieckstypen und zur Festlegung
der Pfade. Sei dazu A beliebig gegeben und seien alle Knoten von A unmarkiert.

Algorithmus 5.1:

Fiihre so oft wie maglich Schritt 1 durch. Dann definiere unter Verwendung der Prioritd-
ten die Pfade der Triangulierung. Im Anschluss fiihre so oft wie maglich Schritt 2 durch.
Fiir die verbleibenden unmarkierten Knoten der Triangulierung fihre Schritt 3 durch. Da-
nach fiihre stets den niedrigst méglichen Schritt i, 1 = 4, ...,7, durch, bis alle Dreiecke der
Triangulierung einen Typ besitzen.
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(a) (b) vorher: nachher:

K | '

| Y

Abb. 28: (a) zu vermeidende Pfadkonstellationen;  (b) lokale Modifikation.

053635606352606351
0612%612%6126/9%62%6|01 6 0 3 6 3 6
3 4 6 6 4
4491531210124120123|5-70 525606360630540640
5416 41611646 1]6.35]6 7 2 . 6 - : 2
074]67107[640 76407 063606256%253461
3 6 3 6 5
50163161|63(69/63]51 526404626023064053
5416 4164]64l64l6 4|61 2 ' - > . ]
0 £[4410%]2%]0 %2407 053606424605616350

Abb. 29: Typzuordnung der Dreiecke von A! und A2

Bemerkungen 5.2:

e Abbildung 28 zeigt Ausnahmesituationen, in denen es nicht moglich ist Pfade so zu
wihlen, dass Bedingung (ii) erfiillt ist (links). In diesem Fall fiihren wir lokal eine
neue Zuordnung von Typ 0 durch (rechts). Da sich zwei neue unmarkierte Knoten
wy, wy € V(A) ergeben, ist es eventuell notwendig, einem weiteren Dreieck von A
Typ 0 zuzuordnen.

e Ist ein Dreieck vom Typ 1, so gilt nach Bedingung (ii), dass keine Kante dieses
Dreiecks ein Pfad ist. Bei der Zuordnung von Typ 2 hingegen muss nur der Pfad (falls
dieser existiert) des entsprechenden unmarkierten Knotens auferhalb des Dreiecks
liegen. Da Grad(v) > 3 fiir alle v € V},,, gibt es in Schritt 3 stets eine geeignete Wahl
eines solchen Dreiecks in A,.
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e Eine Typzuordnung fiir die regelmiRigen Rechteckstriangulierungen A' und A? ist
in Abbildung 29 zu sehen. Die dick markierten Kanten bilden die zwischen Schritt 1
und Schritt 2 festgelegten einfachen und doppelten Pfade fiir die Knoten in V;,.

e Abbildung 30 zeigt die Zerlegung einer exemplarischen Triangulierung in Dreiecksty-
pen. Die festgelegten Pfade der Knoten in Vj, sind dick markiert.

5054260542

Abb. 30: Exemplarische Triangulierung mit moglichen Dreieckstypen und Pfaden.

5.2 Lokale Lagrange-Interpolation

Auf beliebigen Triangulierungen A konstruieren wir in diesem Abschnitt unter Verwendung
der festgelegten Pfade und der Zerlegung der Triangulierung in verschiedene Klassen von
Dreiecken Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume SJ(A), g > 5. Nach Morgan
und Scott [101] ist die Dimension dieser Raume bekannt. Fiir ¢ > 5 gilt

dim(8;(A)) = (%) + () #E(2) = [(7) = Q)#Vi(A) +o(A).

Wir wéhlen nun Interpolationspunkte fiir die verschiedenen Klassen von Dreiecken. Um
eine Lokalitdt der Interpolation zu gewihrleisten, miissen fiir Dreiecke vom Typ 2 Punkte
eventuell auf benachbarte Kanten gelegt werden (vgl. Abbildung 37). Fiir solche Dreiecke
werden unmarkierte Kanten vor Pfaden priorisiert: Ist 7' = A(vy, v9, v3) vom Typ 2, wobei
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v1, vy die Eckpunkte von Dreiecken des Typs < 1 sind, dann bezeichnen wir mit ey, ..., ¢j,
j > 2, zuerst die unmarkierten Kanten, dann die Pfade der Triangulierung, die v3 mit einem
Eckpunkt eines Dreiecks des Typs < 1 verbinden und paarweise verschiedene Steigungen
besitzen.

Sei T' = A(vy, v, v3), dann wihlen wir Interpolationspunkte wiefolgt (vgl. Abbildung 31):

E((JQ): (q;Q) Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P, auf jedem Dreieck des Typs 0.

qu): vy, v3, 2 Punkte auf [vg, v3], je einen Punkt auf [vs, v;] und [ve, v1], ¢— 3 Punkte jeweils
auf [vy, 25%] und [vy, 23%], ¢ — 4 Punkte auf [v3, 23%2] und fiir ¢ > 6 genau (%;°)
nicht auf diesen Strecken liegende Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P, g,

auf jedem Dreieck des Typ 1, wobei v; der Eckpunkt eines Dreiecks vom Typ 0 ist.

[,gq): a) v3, je einen Punkt auf e; und e, (vgl. mit v, in Abbildung 37), sowie (%,%) Punkte
zur eindeutigen Interpolation mit P,_, im Innern jedes Dreiecks vom Typ 2, falls das
Nachbardreieck mit gemeinsamer Kante [v1, vo] vom Typ < 1 ist oder vom Typ 2 ist,
und fiir dieses bereits Punkte gewihlt wurden (vgl. Abbildung 32).

b) ¢ — 3 Punkte auf [v;, 25%] ¢ — 4 Punkte jeweils auf [vy, 2E%] und [v;, B3%2]
und fiir ¢ > 6 genau (q;4) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern, zur
eindeutigen Interpolation mit P,_g, sonst.

,ng): q — 3 Punkte auf [vy, 23], ¢ — 4 Punkte auf [vy, 23], ¢ — 5 Punkte auf [vs, 2322]
und fiir ¢ > 6 genau (‘1;4) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern, zur
eindeutigen Interpolation mit P, ¢, auf jedem Dreieck des Typs 3.

£9: ¢ — 4 Punkte auf [v, wtus] ynd (7,°) nicht auf dieser Strecke liegende Punkte im
Innern, zur eindeutigen Interpolation mit P,_s, auf jedem Dreieck des Typs 4, wobei
[ve, v3] die Kante zum benachbarten Dreieck des Typs < 3 ist.

[.éq): (q;?’) Punkte zur eindeutigen Interpolation mit P, 5 im Innern jedes Dreiecks vom
Typ 5.

,Céq): Fiir ¢ > 6 genau (q;4) Punkte zur eindeutige Interpolation mit P,_ im Innern jedes

Dreiecks vom Typ 6.

qu): q — 3 Punkte im Innern jeder Kante, die kein Pfad ist und die nicht zu einem Dreieck
des Typs 0 gehort, ¢ — 4 Punkte im Innern jedes einfachen Pfads und ¢ — 5 Punkte
im Inneren jedes doppelten Pfads.

Wir beweisen zunéchst ein Aussage fiir einzelne Knoten der Triangulierung. Sei v € V(A)
im Uhrzelgersmn verbunden mit Knoten v;, ¢ = 1,...,n, durch Kanten e; = [v,v;], d;,
i = 1,...,n, ein Einheitsvektor entlang e¢; und A, = {T = A(v,v;,0i41), © = 1,...,n},
Unt1 = U1, die Zelle um v. Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck 7;,. Falls v ein
innerer, nichtsinguldrer Knoten ist, so sei 0 B.d.A. e, r > 3, der Pfad von v. Ferner sei
s € 81(A), ¢ > 5, gegeben durch s, =pl'il e Py, i=1,.
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£§6) : £§6) : £§6) :
b)
U3 *—®
Eff): : i

Lté‘” :

Abb. 31: Mogliche Interpolationspunkte £* fiir i = 0, ..., 6.

:

U3 U3 U3

Abb. 32: Dreiecke T vom Typ 2.

Lemma 5.3:
Aus p™ = 0 und Sl; =0, j=3,..,n, j #r, folgt D¥pTl(v)=0,i=1,...,n,w=0,...,2.

Beweis:
Die C'-Stetigkeit im Knoten v und s, = 0 implizieren D"s(v) = 0, w = 0,1, sowie
[11] [11]

pd{ (v) = pga,(v) = le.Tél](v) = 0. Wir unterscheiden drei Fille (vgl. Abbildung 33):

Fall 1: v € Vj,;
Wegen s, =0,j=1,...,n,j # r, gilt insbesondere pgj](v) =0,j=1,...,n,j #r. Aus der
J

C*-Stetigkeit iiber den Kanten e;, j = 1,...,n, j # r, und pngzl]2 (v) = 0 daraus pg?;j]ﬁl (v) =0,
[T7]

j =1,..,n. Da e, in v nichtdegeneriert ist, impliziert p; " , (v) = p([g’;l]TH (v) = 0 und die

C'-Stetigkeit iiber der Kante e, schlieflich ' (v) = 0. Insgesamt gilt D¥pl"l(v) = 0,
1=1,..,n,w=0,..2

Fall 2: v ist singulér;
Wegen s, =0, j = 1,...,4, gilt insbesondere pgj](v) =0,j=1,....4. Aus pg‘ﬂz(v) =0
J



H8 KAPITEL 5

und der C*-Stetigkeit iiber den Kanten e;, j = 1,...,4, folgt pEﬂHl(v) =0,j=1,..,4.
Dies impliziert D¥pl"il(v) =0,i=1,....,4, w =0, ..., 2.

Fall 3: v € V(A);
Wegen 8|, = 0, 7 =1,...,n, gilt insbesondere p

iber den Kanten e;, j = 1, ..., n, sowie pEiTlld]Z (v) = 0 implizieren p

1, also D*pl(v) =0,i=1,...,n,w=0,...,2.

gj](v) =0, j =1,...,n. Die C'-Stetigkeit
J 1)
djdj+1

(v)=0,j=1,..,n—

#

Abb. 33: Lagrangepunkte fiir Knoten in Lemma 5.3 fiir ¢ = 5.

Theorem 5.4:
Sei ¢ > 5 und A eine beliebige Triangulierung. Dann ist

7
ra .— U EZ((J)

1=0

eine Lagrange-Interpolationsmenge fir den Splineraum 8; (A).

Beweis:
In der Menge £(@ sind nach Konstruktion enthalten:

e 3 Punkte fiir jeden Knoten in V(A),

g—3 Punkte fiir jede Kante in F(A) (einige davon liegen im Inneren eines beriihrenden
Dreiecks vom Typ < 2),

1 Punkt fiir jeden singuldren Knoten und jeden Randknoten,

(q;4) Punkte im Innern jedes Dreiecks in A, und

g — 4 Punkte im Innern eines anliegenden Dreiecks, fiir jede Kante in E(A). (Fiir
jede innere Kante liegen diese Punkte im anliegenden Dreieck des niedrigeren Typs.)
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Daraus ergibt sich mit den Formeln von Euler

BLO = 34V (A) + (g — B)#BE(A) + #Vi(A) + 0(A) + () #N(A) + (g — )#E(A)
= (") +4¢ — 10]#E7(A) — [(4,") + 6q — 12]#Vr(A) + [(%,") + 6 — 9] + o(A)
= (1) + O#ED) - [(19) — O #VA) + o(a)
= dim (S, (A)).

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial 16sbar ist.

Sei also s € S;(A), q > 5, gegeben durch s, = plT! € P, fiir alle T" € A, und es gelte
s5(z) = 0 fiir alle z € £,

Sei e := [u,v] € E(A) eine Kante, die nicht auf einem Dreieck des Typs 0 liegt. Ist e kein
Pfad, so folgt aus D¥s(u) = D"¥s(v) = 0, w = 0,1, und den Interpolationsbedingungen
in qu) im Innern von e, dass s, = 0. Gleiches gilt, falls e ein einfacher bzw. doppelter
Pfad ist, und zusitzlich D?*p"1(u) = 0 bzw. D?*pTl(u) = D?*plTl(v) = 0 fiir ein anliegendes
Dreieck T' gilt. Sind drei Knoten vy, ve,v3 € V(A) durch den Pfad ey o := [v1,v5] von v
und den Pfad ey 3 := [vg, v3] von vy und vz verbunden, so wird D¥pll(v;), w = 0, ..., 2, nach
Lemma 5.3 zuerst fiir v1, dann fiir v, und zuletzt fiir v3 bestimmt.

Im Folgenden sei T = A(vy,vy,v3) und e; = [v;,v41], 4 = 1,...,3, wobei v, = v; und
vs = vp. Wir zeigen nun, dass s, = 0 fiir alle Dreiecke T" € A. Dabei unterscheiden wir
acht Falle:

Fall 1: T ist vom Typ 0;
Die Menge E(()q) auf 7' ist eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir P,. Daher gilt 5, = 0.

Fall 2: T ist vom Typ 1;

Da keine der drei Kanten e;, 7 = 1,...,3, von T ein Pfad ist, implizieren die Interpolations-
punkte in qu) und qu) auf diesen Kanten s, = 0,7 = 1,...,3. Mit der C"-Stetigkeit in
v; und Fall 1 folgt nach Lemma 5.3, dass DVpl")(v;) =0, w = 0, ..., 2, fiir alle Dreiecke T
mit Eckpunkt v, wobei v; der Eckpunkt eines Typ 0 Dreiecks ist. Wegen der Interpolati-
onspunkte in quﬁ auf den Strecken [vj, U2%+2] j =1, ..., 3, gibt es folglich ein Polynom
g e P,—6, so dass sich plT] schreiben lisst als

PP (2) = 1(2) - 12(2) - Is(2) - 1(2) - 15(2) - I(2) - ¢)(2), zeT,
wobei g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + bijy + ¢; = 0} fiir i = 1,...,3 eine Gerade durch
e; und g; = {(z,y) € R? | li(x,y) = a;x + biy + ¢; = 0} fiir 4 = 4, ..., 6 eine Gerade durch
[vi3, 2=21%=1] ist. Die verbleibenden (,*) Punkte in [,gq) im Innern von 7 implizieren
¢ = 0 und damit p’! = 0.
Fall 3: T ist vom Typ 2, Fall a) A(vy, v, w) € A ist vom Typ < 2;
Liegt ein Punkt von qu) auf einer Kante e := [v;,w], j € {1,...,3}, aukerhalb von T,
so implizieren die Interpolationspunkte in £§q) und die C'-Stetigkeit in w, dass s, = 0.
Die Interpolationspunkte in [,gq) und qu) auf den Kanten e;, i = 1,...,3, von T sowie
D¥pTl(vy) = DYpl™(vy) = 0, w = 0, ..., 2, implizieren daher s,. = 0,4 =1,...,3. Mit der
C'-Stetigkeit iiber e; gibt es folglich ein Polynom ¢! € P, s, so dass sich p[’] schreiben
lasst als

p[T](z) = 1(2) - ly(2) - 13(2) - q[T](z), zeT,
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wobei g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + bjy + ¢; = 0} fiir i = 1, ..., 3 eine Gerade durch
q—2

5 ) Punkte in qu) im Innern von T implizieren ¢!} = 0 und

e; ist. Die verbleibenden (
damit p*! = 0.

Fall 4: T ist vom Typ 2, Fall b);

Analog Fall 3 gilt s, = 0,7 =1,...,3. Mit den Interpolationspunkten in qu) im Innern
der Strecken [v;, %], i=1,...,3, existiert daher ein Polynom ¢[*! € P,—6, so dass sich
plT! schreiben lisst als

P (2) = L(2) - 12(2) - 13(2) - u(2) - 15(2) - 1s(2) - ¢IT)(2), zeT,

wobei g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + biy + ¢; = 0} fiir i = 1,...,3 eine Gerade durch
e; und g; = {(z,y) € R? | li(x,y) = asz + by + ¢; = 0} fiir s = 4, ..., 6 eine Gerade durch
[vi_s, “=22%=1] ist. Die verbleibenden (?,°) Punkte im Innern von 7' implizieren ¢/’ = 0
und damit pl™! = 0.

Fall 5: T ist vom Typ 3;
Aus den Interpolationspunkten in ﬁ?” auf den verbleibenden Kanten in F(A) und der
C'-Stetigkeit in den Knoten von A folgt s, = 0 fiir alle e € E(A). Nach Lemma 5.3
gilt D*pll(v;) =0, w = 0,...,2, 5 = 1,...,3. Mit den Punkten in qu) auf den Strecken
[vi, %], i = 1,2, existiert daher ein Polynom ¢! € P, 5, so dass sich plT} schreiben
lasst als

p[T](Z) = L(2) - la(2) - 13(2) - la(2) - I5(2) - (Z[T](Z)a z €T,

wobei g; = {(z,y) € R* | li(z,y) = az + by + ¢; = 0} fiir i = 1,...,3 eine Gerade durch
e; und g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + by + ¢; = 0} fiir i = 4,5 eine Gerade durch
[vi_s, 2=23%=1] ist. Fiir ¢ = 5 folgt ¢/'(v;) = 0 und damit pl’! = 0. Fiir ¢ > 6 implizieren
die Punkte in £? auf der Strecke [vs, uin] die Existenz eines Polynoms ¢l7! € P,_s, so
dass sich p!! schreiben ldsst als

p[T](z) = 11(2) - la(2) - I3(2) - U4(2) - U5(2) - lg(2) i (2), zeT,

wobei g = {(z,y) € R? | ls(z,y) = a6z + bgy + ¢5 = 0} eine Gerade durch [v3, 25%2] ist.
Aus den verbleibenden (%,*) Punkten in qu) im Innern von T folgt ¢} = 0 und damit

pl"l = 0.

Fall 6: T ist vom Typ 4;
Aus s, = 0 fiir alle e € E(A), der C'-Stetigkeit iiber der Kante e; und den Interpola-
tionspunkten in [,Z(f) im Innern der Strecke [vs, 23%2] folgt die Existenz eines Polynoms

NS P,—s5, so dass sich plT! schreiben lisst als
P(z) = B(2) - ba(2) - 13(2) - la(2) - ¢"(2), zeT.

Dabei ist g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + by +c¢; = 0} fiir i = 1, ..., 3 eine Gerade durch
e; und g5 = {(z,y) € R? | lu(z,y) = asz + bay + cs = 0} eine Gerade durch [vs, 21%2]. Die
(q;?’) Punkte in qu) im Innern von T liefern schlieRlich ¢! = 0 und damit p!"! = 0.
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Fall 7: T ist vom Typ 5;
Wegen der C'-Stetigkeit iiber den Kanten e; und e, sowie s, = 0 fiir alle e € E(A) gibt
es ein Polynom ¢/7] € P,—s5, so dass sich plT! schreiben lisst als

PT(2) = B(2)- 2(2) - 13(2) - ¢7(z), zeT,

wobei g; = {(x,y) € R? | l;(x,y) = a;x + by + ¢; = 0} fiir i = 1,..., 3 eine Gerade durch e;

(7]

ist. Die (q_?’) Punkte in qu) im Innern von 7T implizieren ¢7) = 0 und somit p*! = 0.

2

Fall 8: T ist vom Typ 6;
Die C'-Stetigkeit iiber den Kanten von T sowie s, = 0 fiir alle e € E(A) implizieren fiir
g = 5, dass plT! = 0. Fiir ¢ > 6 gibt es ein Polynom ¢/'! € P,—s6, so dass sich plT! schreiben
lésst als

(z) = B()-B(x) - B(2)-d"(2),  z€T,

wobei g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = a;x + by + ¢; = 0} fiir s = 1, ..., 3 eine Gerade durch

e; ist. Aus den (%,*) Punkten in £ im Innern von T folgt schlieflich ¢! = 0 und damit
Tl =0

pl = 0.

Insgesamt gilt p’! = 0 fiir alle T € A, also s = 0.

Theorem 5.5:
Sei g > 5, dg = dim(S}(A)) und {s;, i = 1,...,dg} die duale Basis von S}(A) bzgl. L.
Dann gibt es fir jedes i € {1, ...,d,} einen Knoten v € V(A), so dass

supp(s;) C st®(v).

Beweis:

Fiir z; € L9 C Qsei s = s5; € SH(A), gegeben durch s, = pll € P, fiir alle T € A.
Ferner sei e := [v;, vy] fiir alle benachbarten Knoten v;, v, € V(A). Wir unterscheiden
drei Fille:

Fall 1: 2 € £ u L uLd? u LY

Sei z; € T, dann gilt DplTl(v) = 0, w = 0,...,2, fiir alle Eckpunkte v von T, da alle
Funktionswerte sowie 1. und 2. Ableitungen in den Knoten von A Null sind. Dariiber
hinaus konnen zwei benachbarte Dreiecke T} und 75 nach Konstruktion nicht vom gleichen
Typ > 3 sein, denn:

1.) Ist 7} vom Typ 3, so kann 7, niedrigstenfalls vom Typ 4 sein.

2.) Sind beide Dreiecke vom Typ 4 oder vom Typ 5, und wurde 0.B.d.A. zuerst dem
Dreieck T7 ein Typ zugeordnet, so wire bei umgekehrter Reihenfolge der Zuordnung
T, vom Typ 3 bzw. 4 und 75 vom Typ 5 bzw. 6.

3.) Ist 77 vom Typ 6, so kann T3 hochstenfalls vom Typ 5 sein.
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Ist 7' vom Typ 3, so folgt aus z; € T, dass p’! # 0. Mit der C'-Stetigkeit iiber den Kanten
von T gilt pl"3] # 0 fiir alle benachbarten Dreiecke T, ; von T vom Typ > 4. Ist T} ; ein
Dreieck vom Typ 4, so gilt wiederum pl™>#! % 0 fiir alle benachbarten Dreiecke T5 ) von
T: ; von hoherem Typ. Ist T3 ein Dreieck vom Typ 5, so gilt plTexl £ 0 fiir das eventuell
existierende benachbarte Dreieck T3 von 15, vom Typ 6. Auf allen anderen Dreiecken
T € A gilt pll = 0 (vgl. Abbildung 34). Analoges gilt, falls 7 vom Typ > 4 ist. Dies
impliziert fiir einen Eckpunkt v von T

supp(s;) C st*(v).

Abb. 34: Dreiecksketten in Theorem 5.5, Fall 1.

Fall 2: z; € ,C(()q) U ,ng);
Sei z; € T, dann ist pl”l # 0 und es kann D*pTl(v;) # 0, w = 0, 1, fiir einen Eckpunkt v,
von T gelten.

U7

Ug

Abb. 35: Punkte in Fall 2.1: m z;, o Null interpoliert, O evtl. ungleich Null berechnet.

Fall 2.1: Ein beriihrendes Dreieck 77 von 7T ist vom Typ 1 (vgl. Abbildung 35);
Fiir einen Eckpunkt v, von T ist s, , # 0 moglich. Nach Konstruktion gibt es kein weiteres
Dreieck vom Typ 1, jedoch eventuell ein Dreieck 75 vom Typ 2, das 77 beriihrt. In diesem
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Fall ist fiir einen Eckpunkt vz von 7, moglich, dass Slegq # 0. Nach Konstruktion existiert
kein weiteres Dreieck mit Eckpunkt vs vom Typ < 2. Wegen D¥pl"l(v3) # 0, w = 0,1,
fiir alle Dreiecke T' mit Eckpunkt v3 kann fiir einen benachbarten Eckpunkt v, eines Typ
0 Dreiecks Slegs # 0 fiir den Pfad es5 von vy gelten. Gibt es auferdem einen Pfad e5 ¢ von
vs zu einem Knoten vg, so gilt D?pl")(vs) # 0 fiir ein Dreieck T mit Eckpunkt vs. Da die
maximale Linge der Pfade 2 betrigt, ist keine weitere Kante mit Endpunkt vg ein Pfad.
Aus s, #Z 0 fiir T = A(vs, v6, w) € A kann s wie in Fall 1 noch auf einer Kette von maximal
drei Dreiecken verschieden von Null sein (vgl. Abbildung 34). Da diese Konstellation fiir
alle drei Eckpunkte von 7" méglich ist, gilt fiir einen Eckpunkt v von T’

supp(s;) C st®(v).

Fall 2.2: Alle benachbarten und beriihrenden Dreiecke von T} sind vom Typ > 2;
Mit analoger Argumentation wie in Fall 2.1 impliziert dies (vgl. Abbildung 36)

supp(s;) C st’(v).

Vs

v

Abb. 36: Punkte in Fall 2.2: m z;, o Null interpoliert, O evtl. ungleich Null berechnet.

Fall 3: z; € EYI) U qu);
Sei z; € T, dann gilt fiir 7 = 1,2 mit analogem Argumentation wie in Fall 2.1

supp(s;) C st~ (v)

fiir einen Eckpunkt v von T, falls T" vom Typ j ist.
#

Bemerkungen 5.6:

e Abbildung 37 zeigt ein Beispiel, in dem ein Punkt in [,gq) fiir den Eckpunkt eines
Dreiecks T = A(w,v3,v4) des Typs 2 auerhalb von T gewahlt wird. Es wird kein
Interpolationspunkt % ins Innere von [vs,v4] gelegt, da diese Kante ein Pfad ist.
Der statt dessen gewéhlte Interpolationspunkt im Innern von [vy, vs] impliziert hier
D¥plTl(vy) = 0, w = 0,1, fiir den Fundamentalspline s;.

e Bei der Berechnung des interpolierenden Splines s € S;(A) spielen die Fundamen-
talsplines keine Rolle, da s durch schrittweise Losung kleiner Gleichungssysteme be-
stimmt wird. Aus supp(s;) C st®(v) folgt auch nicht, dass s; auf allen Dreiecken von
st®(v) verschieden von Null ist. Vielmehr ist es so, dass s; nur auf kleinen Bereichen
von st®(v), so z.B. kurze Ketten von Dreiecken, Werte ungleich Null annimmt.
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(2 V2 o\ Vs

n 2 Us
0 0

!
Us

Abb. 37: m z;, o Null, O evtl. ungleich Null, * nicht gewéhlter Punkte in £?.

5.3 Approximationsordnung der Interpolation

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Approximationsordnung der in Paragraph 5.2 be-
schriebenen Lagrange-Interpolationsmethode mit 8(} (A), ¢ > 5, auf beliebigen Triangu-
lierungen A. Dazu verwenden wir die von Niirnberger [107] (siehe auch Niirnberger und
Walz [110], Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56] und Niirnberger und Zeilfelder [118])
entwickelten Techniken der schwachen Interpolation. Sei « der kleinste Winkel in A. Wir
betrachten nun einerseits die Summe der beiden anliegenden Winkel, fiir jeden Pfad, und
andererseits den zwischen den Kanten e;; und e;» eingeschlossenen Winkel, fiir jeden un-
markierten Knoten der Dreiecke vom Typ 2. Den am nahesten an 7 liegenden Winkel
davon bezeichnen wir mit 5. Wir zeigen zunichst fiir beliebiges ¢ > 5 Abschédtzungen
des Interpolationsfehlers im C!- bzw. C%-Bereich der Knoten sowie auf den Kanten der
Triangulierung. In der zentralen Aussage beweisen wir anschlieffend die Optimalitéit der
Approximationsordnung des Interpolationsverfahrens.

Sei ¢ > 5, f € C7(Q), h = |A| und s € S;(A), gegeben durch s, = pT! € P, fiir alle
Dreiecke T € A, die eindeutige Interpolationsfunktion an f bzgl. £@. Ferner sei v € V(A)
im Uhrzeigersinn verbunden mit Knoten v;, i = 1,...,n, durch Kanten e; = [v,v;], d; fiir
i = 1,...,n ein Einheitsvektor entlang e; und A, = {T; = A(v,v;,v41), @ = 1,...,n},
Upt1 = V1, die Zelle um v. Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck 7,.

Lemma 5.7:
Ezistieren fiir zwei linear unabhdngige Finheitsvektoren d;, d; zwei (nur von q, f, o und
abhingige) Konstanten C;,C; > 0, so dass

(f = 8)a; ()] < Ci-h" und  |(f = s)g;(v)| < Cj- R,
so gibt es eine (nur von q, f, o und B abhdngige) Konstante K > 0 mit

ID'(f = s)(v)|| < K -hl.
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Beweis:

Es gelte 0.B.d.A. 7 = 1. Fiir 1 < k < j bezeichne «; den von e; und e, sowie o den von
er und e; eingeschlossenen Winkel. (Der Fall 1 < j < k£ wird analog bewiesen.)

Dann gilt sin(oq + oy)ex = sin(oy)er + sin(aq)e; fiir k = 2, ..., n, k # j, und damit

(f = 8)a, (v)] < ) (f - 5), (v)

%U—S)@(v)\ +

< sm(al—f—ak C h® + sm(al-f—oek Cl h < Ck hq
mit einer (nur von ¢, f, @ und § abhingigen) Konstanten K = |m\(01 +C;) >0
die unabhéngig von k ist. Es folgt die Behauptung.
#

Lemma 5.8:
Ezistieren (nur von q, f, a und B abhdngige) Konstanten C; >0, i =1, ...,n, so dass

(f =2 (v)

(fiir jeden Knoten v € Vi, entfalle die Ungleichung fiir i = n), sowie eine (nur von q, f, «
und f abhingige) Konstante Cy o > 0, fur die gilt:

‘(f_p[Tl])d1d2(U)‘ < Cl,2 'hq_la

so gibt es eine (nur von q, f, o und B abhdngige) Konstante K > 0 mit

S Cz : hq_17

ID*(f = s)()]| < KA

Beweis:
Sei o fiir 2 = 1, ..., n der von e; und e;11, e,41 = e1, eingeschlossene Winkel. Dann betrach-
ten wir drei Fille. Die Konstante K ergibt sich als Maximum aller auftretenden Konstanten.

Fall 1: v € Vj,;
Falls e in v degeneriert ist, so folgt

‘(f - p[T2])d2d3(U)‘ = |—(f — ™) 40, (U)| < Crg-hTh
Andernfalls folgt aus sin(a;)es = sin(a; + as)ey — sin(ag)e;, dass
|(f = P g0, (v)] < Q—*(f p!" )dQ( )\ + ey (= 1) 0, (v )\

S| Cy e bt Cip-h?' < Cyy-hT!

IN

sin(ar) s1n(a1)

‘(02 + Cl 2) > 0.
Mit analogem Argument existieren fiir ¢ = 3,...,n — 1 (nur von ¢, f, a und /3 abhéngige)
Konstanten Cj ;11 > 0, so dass

‘(f - p[Ti])didi+1 (’U)‘ < Ci,i+1 : hqil-

mit einer (nur von ¢, f und « abhéngigen) Konstanten Cy 3 = |Sln @)
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Schlieflich gilt sin(ay, 1 + ay,)e, = sin(ay,)e, 1 + sin(a,,_1)e;, und damit

|(f—p[T"])d%(U)‘ <

<

mloact) s (1 — ™), L ()

‘Cnl hil < O, - he!

in(aw, [Tn
sm(soen(oi—f-oen (f p ])dn 1dn( )‘ +

‘Cn ln' _1+

1n(an 1+an 1n(an 1+an

fiir eine (von ¢, f, a und § abhingige) Konstante C,, = |ﬁ|( n—1n+Cn1) >

Qp—1+a )

Fall 2: v € V;(A) ist singulér;
Da alle Kanten e;, : = 1, ...,4, im Knoten v degeneriert sind, folgt

(f = 2™ ey ()] = [=(f = 2™ agas (0)| = [(f = p™)t4a (v)|
- ‘_(f_p[Tl])(hdz(U)‘ < Cl,z'hq_l.

Fall 3: v € V(A);
Analog Fall 1 folgt fiir i = 2, ..., n—1 die Existenz (nur von f und « abhéngiger) Konstanten
Cii+1 > 0, so dass

‘(f _p[Ti])didi+1 (U)| < Ci,i—|—1 . hqil-
#

Wir betrachten nun die Approximationsordnung univariater Lagrange-Interpolation. Sei
q > 5, e = [u,v] eine Kante der Linge h und f € C?!(e). Fiir m € {2,...,q + 1} seien
21 = U, 29 = v und 23, ..., 2y, falls m > 3, auf e gewihlte Interpolationspunkte, d; bzw.
dy ein Einheitsvektor von u nach v bzw. von v nach u, sowie I,y € {0, ...,2}, derart dass
m+1l; + 1y = ¢+ 1. Ferner sei p € II, das eindeutige Interpolationspolynom an f bzgl. der
Menge {z;, i =1,...,m}.

Lemma 5.9:
FEzistieren zwei (nur von q, f, a und 8 abhingige) Konstanten C1,Cy > 0, so dass

(f _p)dfl (U)‘ < Cr- heti=k1  ynd ‘(f — p)d§2 (1)) < Oy - hat1—k2

firk; =0,..,0;,i=1,2, so gibt es eine Konstante K, > 0 (nur abhingig von q, f, o und
B), so dass fir alle w € {0, ...,q} und i = 1,2 gilt:

I(F = P)gell < Koo nzetoe,

Beweis:
Da p € P, die gegebene Funktion f interpoliert, gilt

(f=s)(zi) =0, i=1,..,m.
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Mit den gegebenen Ungleichungen in u und v sind daher die Voraussetzungen von Lemma
2.15 mit 0 = ¢ + 1 erfiillt. Es gibt also eine Konstante K, > 0 (nur abhéngig von ¢, f, «
und ), so dass fiir alle w € {0, ...,¢} und i = 1,2 gilt:

||(f —p)d?H < K, htti v,

#

Wir formulieren nun die zentrale Aussage iiber die Approximationsordnung der in Ab-
schnitt 5.2 beschriebenen Methode zur Lagrange-Interpolation mit C!-Splines vom Grad
> 5 auf beliebigen Triangulierungen.

Theorem 5.10:
Seiq > 5, f € CT™HQ) und s € §;(A) die eindeutige Losung des Interpolationsproblems
bzgl. L9 Dann ezistiert eine Konstante K > 0 (nur abhingig von q, f, o und 3), so dass
fir alle w € {0, ..., q} gilt:

ID¥(f =) < K-hTv

Beweis:

Wir zeigen, dass auf jedem Dreieck 7" € A fiir die Interpolationsfunktion s, = plTl e P,
die Voraussetzungen von Lemma 2.14 mit ¢ = ¢ + 1 erfiillt sind. Da die Interpolation
lokal ist, miissen nur endlich viele Dreiecke in der Umgebung von 7', und daher nur endlich
viele Fille betrachtet werden. Letztlich ergibt sich die Konstante K unabhéngig von A als
das Maximum aller in den verschiedenen Fillen auftretenden Konstanten. Im Folgenden
sei T = A(vy,v9,v3) und e; = [v;,v541], © = 1,...,3, v4 = vy, sowie d; fiir i = 1,...,3 ein
Einheitsvektor entlang e;. Dann betrachten wir fiinf Fille:

Fall 1: T ist vom Typ 0;
Sei Egg) die Menge der Interpolationspunkte von £@ auf 7. Dann gilt

(f=s),(2) =0, zeL?

Nach Lemma 2.14, mit 0 = ¢+ 1, gibt es daher eine Konstante Ky > 0 (nur abhéingig von
q, f und «), so dass fiir alle w € {0, ..., ¢} gilt:

ID(f = 8)oll < Ko~ hTH

Fall 2: T ist vom Typ 1;
Sei v; der Eckpunkt eines Typ 0 Dreiecks. Nach Lemma 5.9 gibt es Konstanten K, > 0,
i=1,...,,3, (nur abhéingig von ¢, f, @ und 3), so dass

1((f - S)|ei)d;.u” < K, -hotv,
fir w € {0, ..., ¢}. Im Knoten v, folgt nach Lemma 5.7 und Lemma 5.8 fiir w = 0, ..., 2:

| D (f = p™) ()| < Cp-hTH,
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fiir eine (nur von ¢, f, @ und B abhéngige) Konstante Cy. Zusammen mit den Interpola-
tionsbedingungen in £@ auf dem Dreieck T sind daher die Voraussetzungen von Lemma
2.14 mit o0 = g + 1 erfiillt. Es gibt somit eine Konstante K; > 0 (nur abhéngig von ¢, f, a
und 3), so dass fiir alle w € {0, ..., ¢} gilt:

ID"(f = s)pll < Ky-h*H7

Fall 3: T ist vom Typ 2, Fall a) T = A(vy, vy, w) € A ist vom Typ < 2;
Nach Lemma 5.9 gibt es Konstanten K., > 0, i = 1,...,3, (nur abhéngig von ¢, f, o und
B), so dass

1 = 50 )gell € Ko -hte,

fir alle w € {0,...,q}. Sei e;; = [v;,v)], d;; ein Einheitsvektor entlang [v;,v;] und o,
i = 1,2, der von [vq,vo] und [vy, vo] bzw. der von [v1, v5] und [vy, v3] eingeschlossene Winkel.
Aus sin(a;)er 3 = sin(aq +ag)eq 2 —sin(as)eq o folgt dann fir { = 0, ..., ¢—1, da T ein Dreieck
wie in Fall 1 oder Fall 2 ist, dass

(f - p[T])d§’2d1,3 (v1)

in + in
a2 (F =) g ()| + [ (F =2 gy, (1)

L Ko hq—‘<c2 pa-!

sin(a)

<

1 Km : hq—" +

sin(a)

mit einer (nur von ¢, f, o und 8 abhéngigen) Konstanten Cy = |Sm(a1) |(Ke,, + Koq) > 0.

Zusammen mit den Interpolationsbedingungen in £{9 auf T sind daher die Voraussetzungen
von Lemma 2.14 mit 0 = ¢ + 1 erfiillt. Es gibt also eine (nur von ¢, f, @ und 3 abhéngige)
Konstante Ky > 0, so dass fiir alle w € {0, ..., ¢} gilt:

ID(f = 8)pll < Ko~

Fall 4: T ist vom Typ 2; Fall b);
Seien v; und v, die Eckpunkte von Dreiecken des Typs < 1. Nach Lemma 2.14 gibt es
Konstanten K, > 0, ¢ = 1,...,3, (nur abhéngig von ¢, f, o und 3), so dass fiir alle

w e {07 ---;Q} gﬂt'
1((f = 8)|Ei)d?|| < K, - hitiv,

Fiir die Knoten v;, i = 1,2, gibt es nach Lemma 5.8 Konstanten C; > 0, 1 = 1,2, (nur
abhéngig von ¢, f, @ und ), so dass

ID*(f = M) (@)l < Ci-h*

Zusammen mit den Interpolationsbedingungen in £ auf T sind daher die Voraussetzungen
von Lemma 2.14 mit 0 = ¢+ 1 erfiillt. Somit gibt es eine Konstante K3 > 0 (nur abhéngig
von ¢, f, « und B), so dass fiir w € {0, ..., ¢} gilt:

ID(f = 8)pll < K- hTH
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Fall 5: T ist vom Typ > 3;
Nach Lemma 5.9 gibt es Konstanten K., > 0, i = 1,...,3, (nur abhéingig von ¢, f, o und
B), so dass fiir alle w € {0, ..., ¢} gilt:

1((f - s)|ei)d?|| < K, - hotiv,

Sei e jetzt eine Kante von 7', gemeinsam mit einem benachbarten Dreieck niedrigeren Typs.
Dann gibt es wie in Fall 3 eine (nur von ¢, f, o und 8 abhéngige) Konstante C,, so dass
fiir alle w € {0,...,¢} und alle [ =0,...,q — 1

|(f =P ga(v)] < Ce-hT

gilt, wobei d bzw. d ein Einheitsvektor entlang bzw. linear unabhingig zu e ist. Mit den
Interpolationsbedingungen in £@ auf T sind somit die Voraussetzungen von Lemma 2.14
mit 0 = ¢ + 1 erfiillt. Es gibt daher eine (nur von ¢, f, @ und 8 abhéngige) Konstante
K4 > 0, so dass fiir alle w € {0, ..., ¢} gilt:

ID(f = 8)oll < Koo hTH

Korollar 5.11:
Sei ¢ > 5. Dann gibt es fiir jede Funktion f € CI(Q) eine (nur von q, f, o und
abhingige) Konstante K > 0, so dass

dist(f,S,(A)) < K- heth

Bemerkung 5.12:

Es ist bekannt, dass fast-degenerierte Kanten und fast-singuldre Knoten bei der Berechnung
des Interpolanten zu numerischen Instabilitdten fiihren kénnen (vgl. Lai und Schumaker
[93]). Solche Konstellationen werden hier durch den Winkel 8 beschrieben. In Anwendungs-
bereichen werden daher fiir 5 € [r — €, 7 + €] und kleines € > 0 die entsprechenden Kanten
als kolinear interpretiert und dann die markierten Kanten bzw. Interpolationspunkte in
£ und £ anders gelegt.
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Kapitel 6:

Hermite-Interpolation mit S.?(A) auf
Klassen von Triangulierungen

In diesem Kapitel befassen wir uns mit C2-Splines vom Grad 7. In der derzeitigen Literatur
iiber bivariate Splines existiert kein Verfahren zur Interpolation mit S?(A) auf beliebigen
Triangulierungen. Selbst die Bestimmung der Dimension dieser Splinerdume ist ein bisher
ungelostes Problem. Aus der Finite-Elemente Theorie sind zahlreiche Verfahren zur Kon-
struktion von Hermite-Interpolationsmengen fiir C2-Splines niedrigen Grades auf Triangu-
lierungen bekannt, in denen jedes Dreieck geeignet unterteilt wird (vgl. [88,89,92,124,142|).
Bei der Interpolation mit C?-Splines vom Grad < 8, ohne Verfeinerung der zu Grunde lie-
genden Triangulierung, wurden bisher lediglich Klassen von Triangulierungen untersucht.
So gaben beispielsweise Niirnberger und Riessinger [105] auf den regelméRigen Rechtecks-
triangulierungen A! und A? (vgl. Abbildung 40) fiir beliebiges ¢ und r Lagrange- und
Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S} (A*), i = 1,2, an. Alfeld und Schu-
maker [6] untersuchten nichtdegenerierte Triangulierungen A, d.h. Triangulierungen, in
denen weder degenerierte Kanten noch singuldre Knoten auftreten (vgl. Abbildung 2), und
gaben Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S5, (A), r > 2, an. Auf einer
Klasse von induktiv konstruierten Triangulierungen bestimmten Niirnberger und Zeilfel-
der [112,113] Mengen zur Lagrange- und Hermite-Interpolation mit C*-Splines vom Grad
> 5. Dariiber hinaus zeigten sie, dass diese Interpolationsmethode auch auf unregelméfige
A2-Triangulierungen angewandt werden kann.

Wir entwickeln in diesem Kapitel das erste Verfahren zur Hermite-Interpolation mit SZ(A)
auf allgemeinen Klassen von Triangulierungen, die sowohl degenerierte Kanten als auch sin-
gulére Knoten enthalten konnen, wobei keine Dreiecke unterteilt werden. Diese in Abschnitt
6.1 beschriebenen Triangulierungen sind dadurch charakterisiert, dass fiir jeden inneren,
nichtsingulidren Knoten nichtzyklische Pfade zu Randknoten oder singuldren Knoten exi-
stieren (vgl. Abbildungen 40 und 41). Pfade sind dabei Mengen von aufeinanderfolgenden,
im Anfangspunkt nichtdegenerierten Kanten. Mithilfe von Bézier-Bernstein-Techniken be-
stimmen wir in Abschnitt 6.2 die Dimension der Splinerdiume S?(A) fiir solche A, wobei
wir zuerst einzelne Zellen der Triangulierung betrachten und diese dann unter Verwendung
der Pfade durchlaufen. Darauf aufbauend wéhlen wir in Abschnitt 6.3 geeignete Interpola-
tionsbedingungen in den Knoten der Triangulierung zur eindeutigen Hermite-Interpolation
mit C2-Splines vom Grad 7. Im letzten Abschnitt erliutern wir einen zweistufigen Algorith-
mus, der aus einer nicht in obiger Klasse enthaltenen Triangulierung durch wenige Clough-
Tocher-Splits eine fiir diese Interpolationsmethode geeignete Triangulierung erzeugt.
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6.1 Beschreibung der Klasse T

In diesem Abschnitt beschreiben wir die Klasse 7 der fiir diese Interpolationsmethode
geeigneten Triangulierungen, die durch die Existenz geeigneter Pfade fiir jeden inneren,
nichtsinguliaren Knoten charakterisiert sind. Dazu verwenden wir einen Algorithmus, der
fiir eine vorgegebene Triangulierung A fiir die inneren Knoten geeignete Pfade festlegt und
entscheidet, ob A € T oder A ¢ T. Diese Pfade definieren insbesondere eine Reihenfolge
der inneren, nichtsinguldren Knoten der Triangulierung.

Sei M(A) die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte der Triangulierung A, dann unterteilen
wir zur Vereinfachung diese Menge in drei Bereiche (vgl. Abbildung 38):

1.) Die Dy-Scheibe Do (v) fiir alle Knoten v der Triangulierung (mit O markiert),

2.) Rsa(v,u) := (R3(v) U Ra(v)) N (R3(u) U Ry(u)) fiir alle v,u € V(A), die durch eine
Kante verbunden sind (mit A markiert), und

3.) Ryu(v,T) == {Pﬂ{wpg{l,g[g{?} fiir alle v € V(A) und alle Dreiecke T mit Eck-
punkt v (mit O markiert).

T =A(v,u,w)

Abb. 38: Bézier-Bernstein-Punkte eines Dreiecks 7.

Bemerkung 6.1:
Fiir die oben definierten Teilmengen von Bézier-Bernstein-Punkten der Triangulierung gilt

)Rg,4(v,u)) U <U R3,4(U,T))

TeA

Dy(v) = Dy(v) U ( U

ueV(A

und

M) = | Du(v).

vEV(A)
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Nach Schumaker [131] existiert eine untere Schranke fiir die Dimension von SZ(A). Es gilt
dim(S7(A)) > b3(A) = 15#E(A) — 30#Vi(A) + 36 + o(A),
wobei o(A) von der exakten Lage der Knoten der Triangulierung abhéngt.

Definition 6.2:

Fiir einen Knoten v € V7(A) sei e die Anzahl der Kanten der Triangulierung mit Endpunkt
v, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Dann heifst v SINGULAR, falls e = 2,
DEFEKT, falls e = 3, und NORMAL, falls e > 4 (vgl. Abbildung 39).

#V1(A)
Damit ldsst sich o(A) schreiben als 0(A) = Y oy, wobei
i=1

5 3, falls v; ein singuldrer Knoten,
o = Y. (3+j—je)r = < 1, fallsv; ein defekter Knoten, oder
i=1 0, falls v; ein normaler Knoten ist.
Abb. 39: (a) defekte Knoten vom Grad 3, 4, 5 und 6, (b) singuldrer Knoten.

Wir legen nun die Klasse 7 von Triangulierungen A fest, auf denen wir mit C?-Splines
vom Grad 7 interpolieren. Sei dazu Vj, := {v € V;(A) | v ist nichtsinguldr} = {vy, ..., v,}
und Vo := V(A) \ Vip = {¥n41, .-, Vgv(a) }- Ferner seien alle Knoten in V;, unmarkiert.

Algorithmus 6.3:
Fir k = n,...,1 wdhle einen unmarkierten Knoten v, € V;,, fir den eine der beiden
Bedingungen erfillt ist:

(i) vy ist ein normaler Knoten, es eristieren vier aufeinanderfolgende Kanten ay, ..., a4
mit Endpunkt v, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen, so dass ay und as
zu Knoten verlaufen, die in V. liegen oder markiert sind.

(11) vy ist ein defekter Knoten, es gibt eine in vy nichtdegenerierte Kante a, die zu einem
Knoten verlduft, der in Vyy liegt oder markiert ist.

Markiere den Knoten vy, die Kante ay bzw. a als einfachen Pfad und die Kante az als
zweifachen Pfad.
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Endet Algorithmus 6.3 letztlich mit der Markierung von vy, so gilt A € 7. Verbleiben
jedoch unmarkierte Knoten in V;,,, die weder Bedingung (7) noch (i) erfiillen, so gilt A ¢ 7.

Bemerkung 6.4:

Durch Algorithmus 6.3 wird insbesondere eine Reihenfolge der Knoten in Vj, festgelegt.
Wesentlich ist dabei, dass ¢ < j fiir zwei Knoten v;,v; € Vj, gilt, falls v; auf dem Pfad
zwischen v; und dem Randknoten oder singuliren Knoten dieses Pfads liegt, d.h. in diesem
Fall wird erst v; und spéater v; betrachtet.

a) regelmiRige A'-Triangulierung b) regelmiRige A2-Triangulierung
’Ul ’Ul: ’Ul ’Ulq 116 15 114 113
V14 V1 V1 v 12 111 10 Y9
Vg V7 Vg v U4 U7 L4 U5
VY| U3 V9 1 Y U3 . U1
¢) unregelméRige Al-Triangulierung d) unregelméRige A2-Triangulierung
U1 U1 / U 1 U1 )
10
Vg 7 v Y7/\v Us|
U6
/ &
v v3jvd V1 v v

Abb. 40: Reihenfolge der Knoten in V;, mit dazugehérigen Pfaden.

Beispiele 6.5:

e Eine mogliche Reihenfolge der Knoten in V}, mit dazugehorigen Pfaden fiir die Tri-
angulierungen A! und A? ist in Abbildung 40 zu sehen. Die Methode von Alfeld und
Schumaker [6] zur Bestimmung der Dimension von SZ(A?) kann nicht angewandt
werden, da singuldre Knoten und degenerierte Kanten auftreten.

e Eine Triangulierung, bei der bei jedem Knoten alle anliegenden Kanten paarweise
verschiedene Steigungen besitzen, liegt in 7, denn fiir jeden normalen Knoten kénnen
zwei beliebige, aufeinanderfolgende Kanten, und fiir jeden defekten Knoten kann eine
beliebige Kante als Pfad gewihlt werden.

e Fiir eine exemplarische Triangulierung zeigt Abbildung 41 eine mdogliche Reihenfolge
Knoten von V;,. Die in Algorithmus 6.3 festgelegten Pfade sind dick markiert.
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e Abbildung 42 zeigt eine Triangulierung, die nicht in 7 liegt. Fiir keinen der inneren
Knoten (mit O markiert), die alle normal sind, gibt es vier aufeinanderfolgenden
Kanten paarweise verschiedener Steigung, von denen die mittleren beiden zu einem
Randknoten oder singuldren Knoten verlaufen.

V2
V2
U23 U
V14 V19
V15 Va1
V2
V11
V16
V13
U1
V17,
Us
V1g V1o v \U4
U3
Vg Ug Y

Abb. 41: Knoten in V;, mit Pfaden fiir A exemplarisch.

Abb. 42: Beispiel einer Triangulierung A ¢ T.
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6.2 Bestimmung der Dimension

Im Folgenden bestimmen wir fiir A € T die Dimension des Splineraums S?(A). Zunéchst
untersuchen wir einzelne Zellen A, C A, v € V(A), und wihlen Mengen von Bézier-
Bernstein-Punkten M, C M(4,), die S?(A) auf D,(v) bestimmen. Dabei unterscheiden
wir, ob v ein singuldrer Knoten, defekter Knoten, normaler Knoten oder ein Randknoten
ist. Anschliefsend durchlaufen wir unter Verwendung der definierten Pfade die Knoten der
Triangulierung und konstruieren eine minimal bestimmende Menge M fiir S2(A).

Sei v € V(A) im Uhrzeigersinn verbunden mit Knoten v;, ¢ = 1,...,n, durch Kanten
e; := [v,v;]. Ferner sei A, = {T; = A(v,v;,vi11), ¢ = 1,...,n}, vyr1 = vy, die Zelle um v.
Fiir einen Randknoten entfalle das Dreieck T,.

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;

Dann gibt es nach Algorithmus 6.3 vier aufeinanderfolgende Kanten a;, 7 = 1,...,4, in
{ei, i =1, ...,n}, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen. Fiir M,, wihle folgende
Bézier-Bernstein-Punkte (vgl. Abbildung 43, links):

(i) 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) bestimmen,

(ii) 3 Punkte in R34(v,v;), die Rs4(v,v;) bestimmen, fiir jede Kante e; ¢ {as, a3},
(iii) die Punkte P?E,j:f}o, P?E?l € Ry 4(v,v;), fiir e; = ag,
(iv) den Punkt Pﬂ}o, fiir e; = ay, und

(v) Rsa(v,T;) fiir ein Dreieck T;, i € {1,...,n}, das nicht von ay und ag begrenzt wird.

(o

Us

) ()

Abb. 43: M, fiir v normal (links) und v defekt (rechts).

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;
Dann gibt es nach Algorithmus 6.3 eine Kante a € {e;, i = 1,...,n}, die nicht im Knoten
v degeneriert ist. Fiir M, wihle (vgl. Abbildung 43, rechts):
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(i) 6 Punkte in Dy(v), die Do(v) bestimmen,

(ii) 3 Punkte in R34(v,v;), die R34(v,v;) bestimmen, fiir jede Kante e; # a,
(iii) den Punkt Pﬂ}o fiir die Kante e; = a, und
(iv) Rsa(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck T;, ¢ € {1, ..., n}.

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;
Dann gilt Grad(v) = 4, und wir wihlen fiir M, (vgl. Abbildung 44, links):

(i) 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) bestimmen,
(ii) 3 Punkte in R34(v,v;), die R34(v,v;) bestimmen, fiir jede Kante ¢;, i = 1,...,4, und

(iii) Rsa4(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck T;, i € {1, ...,4}.

U1

Abb. 44: M, fiir v singuldr (links) und v ein Randknoten (rechts).

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Dann bestehe M, aus folgenden Punkten (vgl. Abbildung 44, rechts):

(i) 6 Punkte in Dy(v), die Do(v) bestimmen,
(ii) 3 Punkte in Rs4(v,v;), die Rs4(v,v;) bestimmen, fiir jede Kante e;, i = 1,...,n, und

(iii) Rs4(v,T;) fiir ein beliebiges Dreieck T;, ¢ € {1,...,n — 1}.

Lemma 6.6:
Sei M, v € V(A), wie oben. Dann ist M, eine bestimmende Menge fiir S2(A,) auf Dy(v).

Beweis:
Fiir alle (i,7,k) € N3, i+ j+k = 7, und alle T € A sei amk der zu Pi[?]k gehorende

1,75 (V8]
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Bézier-Bernstein-Koeffizient. Wir zeigen, dass das homogene Problem aETj] e = 0 fiir alle
Pl[f]k in M, nur trivial I6sbar ist, d.h. alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten der Punkte von
Dy4(v) verschwinden. Dabei unterscheiden wir nach den oben betrachteten Fallen fiir v.

Sei al), = 0 fiir alle PZ[?],c in M,. Da nach Voraussetzung fiir alle v € V(A) die in (i)

1,5,k
gewihlten Bézier-Bernstein-Punkte Do(v) nach Lemma 2.8 bestimmen, folgt agTJ]k =0
fir alle PZ.[JT-’],c € Dsy(v). Es verbleiben die Koeffizienten der Bézier-Bernstein-Punkte in

D4(’U) \ DQ(U).

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;

Sei Tj € A,, j € {1,...,n}, das von a und as begrenzte Dreieck. Mit den C?-Bedingungen
iiber den Kanten mit Endpunkt v und den gegebenen Koeffizienten entsprechend (ii) und
(v) sind nach Lemma 2.8 alle Koeffizienten auf Rj4(v,v;) fiir alle ¢ mit e; ¢ {ag, a3}
sowie Rs4(v,T;) fiir alle ¢ # j gleich Null. Da die vier Kanten a;, i = 1,...,4, paarweise
verschiedene Steigungen besitzen, verschwinden nach Lemma 2.10 die Koeffizienten ag,}?,_i,
i =0, ...,3. Die Koeffizienten entsprechend (iii) und die C*-Bedingung iiber a3 implizieren
nach Lemma 2.10 ag{}?, = aggg = 0. Die verbleibenden beiden Koeffizienten von Rj 4(v, vy),
wobei ey = ay, verschwinden mit der C?-Bedingung iiber a, nach Korollar 2.9. Damit sind

alle Koeffizienten auf D4(v) gleich Null.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;

Sei a = e;, i € {1,...,n}, die in v nichtdegenerierte Kante. Mit den gegebenen Koeffizien-
ten entsprechend (ii) und (iv) und den C?-Bedingungen iiber den Kanten mit Endpunkt
v verschwinden nach Lemma 2.8 alle Koeffizienten auf Dy(v) \ R34(v,v;). Da keine vier
aufeinanderfolgenden Kanten mit Endpunkt v mit paarweise verschiedenen Steigungen
existieren, ist dabei ozl[gé3 nicht iiberbestimmt! Die verbleibenden drei Koeffizienten von
R3 4(v,v;) sind nach Korollar 2.9 mit dem Koeffizient agﬁ}’o entsprechend (iii) gleich Null.
Somit verschwinden alle Koeffizienten auf Dy(v).

Fall 3: v ist ein singuldrer Knoten;

Die C%-Bedingungen iiber den Kanten mit Endpunkt v und die gegebenen Koeffizienten
entsprechend (ii) implizieren nach Lemma 2.8 Null fiir alle Koeflizienten auf Rs4(v, v;),
i = 1,...,4. Da alle Kanten mit Endpunkt v in v degeneriert sind, verschwinden mit der C?-
Bedingung iiber diesen Kanten und den Koeffizienten entsprechend (iii) die verbleibenden
Koeffizienten auf Rs 4(v,T;), i = 1, ..., 4. Somit sind alle Koeffizienten auf D4(v) gleich Null.

Fall 4: v ist ein Randknoten;

Fiir einen Randknoten v sind mit den gegebenen Koeffizienten entsprechend (ii) und den
C?-Bedingungen iiber den Kanten mit Endpunkt v nach Lemma 2.8 alle Koeffizienten auf
R34(v,v;),1=1,...,n, gleich Null. Zusammen mit den Koeffizienten entsprechend (iii) folgt
schlieklich, dass alle Koeffizienten auf Rs 4(v,T;), ¢ = 1,...,n—1, verschwinden. Damit sind
alle Koeffizienten auf Dy(v) gleich Null.

#

Wir konstruieren nun eine minimal bestimmende Menge fiir S2(A), A € 7. Dazu definieren
wir Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten M; C M(A), i =1,...,5. Seien



HERMITE-INTERPOLATION MIT S%(A) 79

M;: 6 Punkte in Dy(v), die Dy(v) bestimmen, fiir jeden Knoten v € V(A);

Ms: 3 Punkte, die R34(v, u) bestimmen, fiir jede unmarkierte Kante [v, u] € E(A);
M;: 1 geeigneter Punkt in R 4(v, u), fiir jede einfach markierte Kante [v,u] € E(A);
My: 2 geeignete Punkte in Rjs4(v, u), fiir jede zweifach markierte Kante [v,u] € E(A);

M;: 3 Punkte in R 4(v,T) fiir ein T' € A,, fiir jeden Knoten v € V(A), wobei T fiir jeden
normalen Knoten v nicht das von a; und a3 begrenzte Dreieck ist.

Theorem 6.7:
Sei A € T. Dann ist

5
M =M
=1

eine minimal bestimmende Menge fiir den Splineraum S2(A) und es gilt

dim(S2(A)) = #M = IBX(A).

Beweis:
Sei 73 die Anzahl der singuldren und 71 die Anzahl der defekten Knoten der Triangulierung.
Dann gilt

#M = 6#V(A) + 3(#E(A) — #Vi(A)) + 71 + 373 + 3#V (A)
= Ib3(A) < dim (83(4)),

wobei [b%(A) die untere Schranke von Schumaker [131] fiir die Dimension von S%(A) ist.
Somit reicht es zu zeigen, dass M eine bestimmende Menge fiir S?(A) ist. Wir betrachten
zunichst die nichtsinguldren, inneren Knoten v;, ¢ = 1,...,n, von A, deren Reihenfolge
durch die Konstruktion der Pfade nach Algorithmus 6.3 festgelegt ist.

Aus M N Dy(vy) = M,, folgt nach Lemma 6.6, dass Sz(A) auf Dy(v;) bestimmt ist. Sei
jetzt SZ(A) auf Dy(v;), i = 1,...,k — 1, k < n, bereits bestimmt, dann betrachten wir
Dy (vg). Es gilt

(MU (UD4(UZ~))) N Da(vy) = M,,.

i=1
Daher ist S?(A) nach Lemma 6.6 auf Dy(vi) bestimmt. Sei schlieklich v ein singulédrer
Knoten oder ein Randknoten. Dann gilt

(MU(QD4(U¢))> N Dy(v) = M,.

Also ist nach Lemma 6.6 der Splineraum SZ(A) auf Dy(v) bestimmt. Mit Bemerkung 6.1
folgt, dass M eine bestimmende Menge fiir SZ(A) ist.

#
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6.3 Hermite-Interpolation

In diesem Abschnitt konstruieren wir Hermite-Interpolationsmengen fiir den Splineraum
S2(A), A € T. Basierend auf der minimal bestimmenden Menge dieses Raums aus Pa-
ragraph 6.2 betrachten wir zunéchst einzelne Zellen von A und durchlaufen diese dann
mithilfe der konstruierten Pfade. Dabei wahlen wir geeignete Interpolationsbedingungen
in den Knoten zur eindeutigen Interpolation mit SZ(A).

Sei v € V(A) im Uhrzeigersinn verbunden mit Knoten v;, ¢ = 1,...,n, durch Kanten
e; := [v,v;] und d; fiir ¢ = 1,...,n ein Einheitsvektor entlang e;. Ferner sei A, = {T; =
A(v,v;,0541), 3 = 1,...,n}, vpq1 = v1, die Zelle von v. Falls v ein Randknoten ist, entfalle
das Dreieck 7). Dann definieren wir fiir eine geniigend oft differenzierbare Funktion f
und s € S?(A), gegeben durch s, = pl!l € P; fiir alle T € A, die Menge H, von
Interpolationsbedingungen im Knoten v. Dabel unterscheiden wir vier Fille:

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;
Nach Algorithmus 6.3 gibt vier aufeinanderfolgende Kanten a;, i = 1,...,4, in {e;, i =
1,...,n} mit paarweise verschiedenen Steigungen. Dann sei #,

(i) Dvpl"l(v) = D¥f(v), w =0, ..., 2,
(i) p5)(0) = fup(0), D5 (6) = fapars, (0) und 5 (0) = fos(0) fir alle e, ¢ {a, as},
(iii) p£l4 (v) = fa(v) fiir die Kante e; = as,

(iv) pfﬁ]( ) = fqa(v) und p%ﬂm (v) = faza;,, (v) fiir die Kante e; = a3 sowie

T; T; .- . .
(¥) Py, (0) = fzas (0), P (v) = fusaz,, (v) und P, (v) = fizae,, (v) fir ein Drei-
eck T3, das nicht von as und a3 begrenzt wird.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;
Nach Algorithmus 6.3 gibt es eine Kante a € {e;, i = 1,...,n} die im Knoten v nichtdege-
neriert ist. Dann sei H, gegeben durch

(i) DUp™(v) = D*f(v), w=0,...,2,

(ii) Py’ (v) = fas(0), Plgsy (V) = Jasa,,, (v) und p(v) = fip (v) fiir alle e, # a,

i+1

(iii) pg"](v) = fa(v) fiir die Kante e; = a sowie

i

(>p$Lx>::nMﬁwxp$ng::nﬁﬁw>mmpﬁgxw:=nw%uomranie

{1,...;n}.

Fall 3: v ist ein singulidrer Knoten;
Dann enthalte H, die Bedingungen
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(i) DupMl(v) = D¥f(v), w=0,...,2,

(if) P’ (v) = fas (v), Plgiy,, (v) = fusar,, (v) und p’ (v) = fua () fiir i = 1, ..., 4 sowie
(i) Py, (v) = fzas (v), P (0) = Juaz,, (v) und pgi (v) = fipe,, (v) fiir ein i €
{1,...,4}.

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Dann sei ‘H, die Menge der Bedingungen

(i) DvpMl(v) = D*f(v), w =0,...,2,

(i) P’ (v) = fas (V). P, (v) = fapary, (v) und P’ (v) = fia (v) fiir i = 1,..om — 1,

(iii) Pl (v) = fu3 (v), Pa (V) = Faza,_, (v) und P (v) = fas (v) sowie

(iv) P([j?,lm(v) = fd?dH_l( v), P,[j a2, ( ) = fa, a2, ( ) und pgi;ﬁ(”) = fd§d3+1(v) fiir ein ¢ €

{1,...,n —1}.

Lemma 6.8:
Sei H,, v € V(A), wie oben. Dann sind durch die Interpolationsbedingungen in H, die
partiellen Ableitungen D plT! (v), w=0,...,4, fir alle T € A, eindeutig bestimmi.

Beweis:

Fiir alle v € V(A) sind durch die in (i) gegebenen Interpolationsbedingungen in #, mit
der C?-Stetigkeit in v die partiellen Ableitungen D¥p"l(v), w = 0, ..., 2, fiir alle T € A,
eindeutig bestimmt. Es verbleiben die partiellen Ableitungen dritter und vierter Ordnung.
Wir betrachten vier Fille:

Fall 1: v ist ein normaler Knoten;

Sei 0.B.d.A. a; = €;, i = 1,...,4. Die Interpolationsbedingungen (ii) und (v) in #, im-
plizieren mit der C2-Stetigkeit iiber den Kanten mit Endpunkt v die Eindeutigkeit der
Ableitungen Dpl"il(v), w = 3,4, i > 4. Nach Lemma 2.7 lassen sich die vier partiellen
Ableitungen D?pl™%(v) eindeutig berechnen. Die C2-Stetigkeit iiber a; und ap mit Lem-
ma 2.6 liefert zusammen mit den Bedingungen (iii) bzw. (ii) in H, die Eindeutigkeit von
Dvpllil(v), w = 3,4, j=1,...,3.

Fall 2: v ist ein defekter Knoten;

Sei 0.B.d.A. a = ey. Durch die in (ii) und (iv) gegebenen Interpolationsbedingungen in #,
sind mit der C2-Stetigkeit iiber den Kanten mit Endpunkt v alle Ableitungen DplTi(v),
w = 3,4, 1 > 3, eindeutig bestimmt. Die C?-Stetigkeit iiber e;, i = 1, ..., 3, liefert mit der
Bedingung (iii) in #, nach Lemma 2.6 die Eindeutigkeit von D¥pl%l(v), w = 3,4, j =1, 2.

Fall 3: v ist ein singulidrer Knoten;

Da alle Kanten e; im Endpunkt v degeneriert sind, gilt pgjik (v) = —p?*ﬁk (v), i =
7 Yi+1 i+17i4+2
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1,...,4, wobei j = k =2 oder j = 1,2, k = 3 — j. Somit lassen sich durch die Interpolati-
onsbedingungen (ii) und (iii) in H, mit der C*-Stetigkeit iiber den Kanten e;, i = 1, ..., 4,
alle Ableitungen DVpl"(v), w = 3,4, i = 1, ..., 4, eindeutig berechnen.

Fall 4: v ist ein Randknoten;
Sei 0.B.d.A. ¢ =1 in (iv) von H,. Die C2-Stetigkeit iiber e, und die Bedingungen (ii) und
(iv) in H, implizieren die Eindeutigkeit von D*pl”%(v), w = 3,4. Mit analogem Argument
sind die Ableitungen D”pTil(v), w = 3,4, 4 =3,...,n — 1, eindeutig bestimmt.

#

Wir leiten nun einen Zusammenhang zwischen partiellen Ableitungen in benachbarten
Knoten von A her. Seien T; = A(vy, v9,v3) und T = A(vy,ve,v4) zwei benachbarte Drei-
ecke mit gemeinsamer, nicht in v; degenerierter Kante e;5 = [v1, v2]. Ferner seien d; j,
i,j =1,..,4, i # j, Einheitsvektoren entlang e; ; = [v;,v;] und die Polynome p*il € Py,
i=1,2, auf T; = A(vy, ve, v12) gegeben.

Lemma 6 9:

Aus DVplTil(v)) = DvpMl(vy) = 0, w = 0,...,2, und pgl](vl) =0, j = 3,4, folgt
1,2

2
d]lg 1,3 d; d

Al
g () =0 3,4. Gilt zusitzich p™! =0, = 2,3, und p! =0
pdf , ] = it zusatzlich p (v1) =0, = 2,3, und p 2,3(1)2)— ’
(

so folgt oy, (02) =

Beweis:
Die gegebenen Interpolationsbedingungen in v; und v, implizieren mindestens 8 Nullstellen
fiir das univariate Polynom pLTll]Q € II;. Daher gilt pLTllL = 0. Mit den zusétzlichen Bedin-

gungen existieren mindestens 7 Nullstellen fiir das univariate Polynom (p([gli)| € Ils. Es
> €1,2
folgt (p([iTlli)| = 0 und damit die Behauptung.
5 €1,2
#

Wir konstruieren jetzt Hermite-Interpolationsmengen fiir die Splineriume S#(A), A € T.
Sei s € S7(A), gegeben durch s, = plfl € P; fiir alle T € A, und f eine geniigend oft
differenzierbare Funktion. Dann definieren wir Mengen von Interpolationsbedingungen H,,
1 =1, ..., 5, wiefolgt:

Hy: DUpMl(v) = DV f(v), w =0, ..., 2, fiir alle v € V(A),
2o T () — NN A Y und 25 (v,) = ) fiir alle Knot
2! pdf (v;) fd?(“y), pd?d¢+1(vj) fdfdiﬂ (vj) un pd;t (v5) fd;‘(vj) ur alle Knoten
v; € V(A) und alle Kanten e; = [v;,v;] mit Endpunkt v; mit j < 4, die nicht Pfad
von v; sind,

Hs: pg"] (v) = fa(v) und pg’gvﬂ(v) = fasa;,, (v) fiir die Kante e; = a3, fiir jeden normalen
Knoten v € V(A),
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Hy: ph p (v) fqa(v) fiir die Kante e; = a, a, fiir jeden defekten bzw. normalen Knoten
v € V(A) sowie

Hs: pdzd +1( v) = fd2dl+1( v), pEi a2, ( ) = Ja; a2, ( ) und pEt?i?H(U) = fd§d§+1(v) fiir ein ¢ €
{1 ., n}, wobei i # n, falls v ein Randknoten ist, und T; fiir jeden normalen Knoten
v nicht das von ay und a3 begrenzte Dreieck ist.

Theorem 6.10:
Sei A € T. Dann st

5
= #x
i=1
eine Hermite-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S2(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #H = #M = dim(S?(A)). Somit reicht es zu zeigen, dass das
homogene Interpolationsproblem f = 0 nur trivial losbar ist. Wir zeigen induktiv, dass fiir
alle Knoten v der Triangulierung D¥pl"l(v) =0, w = 0, ..., 4, fiir alle T € A, gilt.

Die Menge der Interpolationsbedingungen in H im Knoten v; entspricht der Menge H,, .
Somit folgt nach Lemma 6.8

Dupllil(v)) = 0, w=0,..,4, i=1,..,n.

Sei jetzt fiir j = 1,....k — 1, k < #V(A), bereits gezeigt, dass D¥plTil(v;) = 0, w =
0,..,4,7 =1,...,n;, dann betrachten wir den Knoten v;. Nach Lemma 6.9 sind mit den
Interpolationsbedingungen in # im Knoten v, und v; fiir alle e; = [vg, v;] mit i < k — 1

nach Induktionsvoraussetzung die partiellen Ableitungen pg"] (Vk), p([;”(vk), pggm(vk) und
[ . 1] 7 i 7

Paga;- _(ve) gleich Null. Diese Bedingungen und die Interpolationsbedingungen in # im
Knoten vy ergeben die Menge H,,. Daher folgt nach Lemma 6.8

DplTil(y,) = 0, w=0,..,4, i=1,..., n.

Insgesamt gilt also D”pTl(v) = 0, w = 0,...,4, T € A,, fiir alle Knoten v € V(A). Dies
impliziert s = 0.

#

6.4 Modifikation von Triangulierungen

Im Folgenden formulieren wir einen zweistufigen Algorithmus, der aus einer Triangulierung
A ¢ T mithilfe weniger Clough-Tocher-Splits eine fiir die in Paragraph 6.3 beschriebene
Interpolationsmethode geeignete Triangulierung A € T konstruiert. Im ersten Schritt wer-
den alle defekten Knoten vom Grad > 4 eliminiert, im zweiten Schritt dann geeignete
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Kanten hinzugefiigt, um in Algorithmus 6.3 fiir alle Knoten in V;,, geeignete Pfade fest-
legen zu konnen. Wird ein Dreieck T = A(vq, v9,v3) unterteilt, so wihlen wir dazu stets
einen neuen Punkt im Innern von 7', so dass sich fiir v;, 7 = 1, ..., 3, durch die neuen Kanten
die Anzahl der Kanten mit Endpunkt v;, die paarweise verschiedene Steigungen besitzen,
erhoht.

1. Schritt:

Fiir jeden defekten Knoten v; € V;(A) mit Grad(v;) > 4 wihle ein Dreieck T = A(v;, v}, vg)
in A,,, das nicht zu der Zelle eines singuldren Knotens gehort, und unterteile 7" mit ei-
nem Clough-Tocher-Split. Ist Grad(v;) = 6, und gehort jedes Dreieck mit Eckpunkt wv;
zu der Zelle eines singulidren Knotens, so wihle einen benachbarten, singulidren Knoten
v; und unterteile die beiden Dreiecke mit gemeinsamer Kante [v;,v;]. Die so entstandene
Triangulierung enthélt keine defekten Knoten vom Grad > 4 (vgl. Abbildung 45).

&

Uj

Abb. 45: Unterteilungen im 1. Schritt fiir defekte Knoten vom Grad 4, 5 und 6.

2. Schritt:

Fiir jeden defekten Knoten v vom Grad 3 ist jede Kante mit Endpunkt v in v nichtdege-
neriert, also als Pfad wihlbar. Somit reicht es, im Verlauf von Algorithmus 6.3 diejenigen
(normalen) Knoten v € Vj,, zu betrachten, fiir die keine geeigneten Pfade festgelegt werden
konnen. Sei v € Vj, normal, und seien [v,v;], i = 1,...,4, vier im Uhrzeigersinn aufein-
anderfolgende Kanten im Endpunkt v, wobei vs,v3 in V,; liegen oder markiert sind, und
[v,v;], i =1, ..., 4, derart sind, dass mindestens zwei Kanten die gleiche Steigung besitzen.
Da vy und wvs nicht beide singuldr oder vom Grad 3 sein konnen (dies zeigt ein einfaches
Winkelargument), muss mindestens einer der beiden Knoten ein normaler sein. Dies sei
0.B.d.A vy. Dann unterscheiden wir drei Falle:

Fall 1: v3 ist ein normaler Knoten.

a) In der Menge {[v,v;], i = 1,...,4} gibt es drei Kanten paarweise verschiedener Steigung.
Dann unterteile das Dreieck A(v,vq,v3) mit einem Knoten z und markiere z mit Pfad
a = [z,vs] sowie v mit Pfaden ay = [v,v5] und a3 = [v, 2] oder ay = [v, z] und a3 = [v, v3]
(vgl. Abbildung 47, 1a)).

b) Die Kanten [v,v1] und [v,vs] sowie [v,v5] und [v,v,] haben die gleiche Steigung. Dann
unterteile das Dreieck A(v, vy, v3) mit einem Knoten z; und das Dreieck A(v, z1,v3) mit
einem Knoten z. Markiere zo mit Pfad a = [29,v3], 21 mit Pfaden ay = [21,v3] und
asz = [21, 22] und zuletzt v mit Pfaden ay = [v, 23] und a3 = [v, 21| (vgl. Abbildung 47, 1b)).



HERMITE-INTERPOLATION MIT S%(A) 85

Fall 2: v3 ist ein Knoten vom Grad 3.

a) vz besitzt den Pfad a = [vs, ve]. Dann unterteile das Dreieck A(v, v, v3) mit einem
Knoten z und markiere z mit Pfad a = [z, vs], v3 jetzt mit Pfaden ay = [vs, 2] und a3 =
[vg, vo] und zuletzt v mit Pfaden ay = [v, 5] und a3 = [v, 2] (vgl. Abbildung 47, 2a)).

b) vs besitzt den Pfad a = [vs, v4] (also vy € V, oder vy bereits markiert). Dann unterteile
das Dreieck A(v,vs,v4) mit einem Knoten z und markiere z mit Pfad a = [z, vy4], v3 jetzt
mit Pfaden ay = [v3, v4] und a3 = [vs, 2] und zuletzt v mit Pfaden ay = [v, v3] und a3 = [v, 2|
(vgl. Abbildung 47, 2b)).

Fall 3: v; ist ein singuldrer Knoten.

a) vy ist nicht singulér. Ist v; vom Grad 3 und [ve, v1] ein Pfad von v,, so gehe wie in Fall
3b) vor. Ansonsten unterteile das Dreieck A(v,vq,v7) mit einem Knoten z und markiere
z mit Pfad a = [z,v] und v mit Pfaden ay = [v,vs] und a3 = [v,z]. Falls v; vor der
Unterteilung vom Grad 3 war, so markiere ihn mit den Pfaden ay = [v1, vo] und ag = [vy, 2]
(vgl. Abbildung 47, 3a)).

b) v; ist ein singuldrer Knoten. Dann gilt v; € V. Von v, aus kann nicht ein Pfad
nach v; und ein Pfad nach vs verlaufen. Sei 0.B.d.A. die Kante [vy,v3] kein Pfad von
ve. Dann unterteile das Dreieck A(v, vy, v3) mit einem Knoten z; und anschliefend das
Dreieck A(z1,vs,v3) mit einem Knoten zo. Jetzt gilt vs ¢ Vi, da vs nicht langer singulér
ist. Markiere z; mit Pfad a = [29, v3], 21 mit Pfaden ay = [z1,v5] und a3 = [z1, 25|, dann
vs mit Pfaden ay = [v3, 21] und a3 = [vs, 23] und zuletzt v mit Pfaden as = [v, 2;] und
az = [v,v3] (vgl. Abbildung 47, 3b)).

Fiir eine gegebene Triangulierung A ¢ 7 bezeichnen wir die durch die beiden Schritte der
Modifikation entstandene Triangulierung mit A. Nach Konstruktion gilt A € 7.

Abb. 46: Beispiel einer Modifikation.

Beispiel 6.11:

Die Triangulierung A aus Abbildung 42 liegt nicht in der Klasse 7. Der 1. Schritt der
Modifikation entfallt, da A keine defekten Knoten vom Grad > 4 enthélt. Im zweiten Schritt
reicht es z.B. aus, ein geeignetes Dreieck zu unterteilen. Abbildung 46 zeigt die modifizierte
Triangulierung A mit Reihenfolge der inneren Knoten und dazugehérigen Pfaden.
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UQ, vy normale Knoten Vg, v3 normale Knoten
) )

2a) w3 vom Grad 3

U3

U » V1
M V4 v (2

3a) w3 singulir

V2

2b) vz vom Grad 3

3b) wy, v singular

Abb. 47: Unterteilungen im 2. Schritt.
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Kapitel 7:

Interpolation mit C?-Supersplines vom
Grad > 7 auf Triangulierungen

Dieses Kapitel behandelt Lagrange-Interpolation mit C?-Supersplines vom Grad > 7. Die
Methoden von Morgan und Scott [101] zur Bestimmung der Dimension und Konstruktion
von Hermite-Interpolationsmengen fiir Si(A) auf beliebigen Triangulierungen A wurden
von Alfeld und Schumaker [4] basierend auf Resultaten von Alfeld, Piper und Schuma-
ker [5] fiir Splinerdume S;(A), ¢ > 4r + 1, verallgemeinert. Hong [77] bestimmte die
Dimension von C"-Splines vom Grad ¢ > 3r 4+ 2 auf beliebigen Triangulierungen. Die-
se Ergebnisse wurden von Ibrahim und Schumaker [78] auf Supersplinerdume iibertragen.
Davydov, Niirnberger und Zeilfelder [56] entwickelten darauf aufbauend eine Methode zur
lokalen Hermite-Interpolation mit diesen Réumen. Zur Interpolation mit C?-Splines nied-
rigen Grades existieren zahlreiche Methoden aus der Theorie der Finite-Elemente (vgl.
[88,89,92,124,142|), wobei die betrachteten Triangulierungen geeignet verfeinert werden.
Dariiber hinaus wurden Verfahren zur Lagrange-Interpolation mit S7(A), ¢ < 8, auf spezi-
ellen Klassen von Triangulierungen entwickelt. So gaben Niirnberger und Riessinger [105|
fiir beliebige ¢ und 7 Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S; (AY), i = 1,2, auf re-
gelmiRigen Rechteckstriangulierungen A® und A? an. Niirnberger und Zeilfelder [112] ent-
wickelten ein Verfahren zur Interpolation mit C2-Splines vom Grad > 5 auf einer Klasse
von induktiv konstruierten Triangulierungen. Hermite-Interpolation mit S3._,(A), r > 1,
auf nichtdegenerierten Triangulierungen, d.h. Triangulierungen ohne degenerierte Kanten
(vgl. Abbildung 2), wurde von Alfeld und Schumaker |6] untersucht.

Wir beschreiben in diesem Kapitel die erste Methode zur Lagrange-Interpolation mit C?-
Supersplines vom Grad > 7 auf beliebigen Triangulierungen A. In Abschnitt 7.1 zerle-
gen wir zundchst A in eine Kette von Subtriangulierungen, indem wir ausgehend von
einem Startdreieck induktiv geeignete Dreiecke anhidngen (vgl. auch Davydov, Niirnber-
ger und Zeilfelder [52,53,54,55]). Dabei wird fiir ¢ = 7 in seltenen Ausnahmefillen die
Triangulierung geringfiigig durch Clough-Tocher-Splits verfeinert. Fiir ¢ > 8 sind zur In-
terpolation keine solchen Unterteilungen notwendig. Mithilfe dieser Zerlegung durchlaufen
wir in Abschnitt 7.2 die Dreiecke der Triangulierung und konstruieren induktiv eine mi-
nimal bestimmende Menge fiir S>*(A), wobei wir die durch die Zerlegung entstandenen
Semisingularitdten beriicksichtigen. Darauf aufbauend wéhlen wir in Paragraph 7.2 und
7.3 geeignete Punkte auf dem Startdreieck und den angehéngten Dreiecken zur eindeuti-
gen Lagrange-Interpolation mit C2-Supersplines vom Grad > 7, #hnlich den Methoden von
Davydov und Niirnberger [54], welche hier auf C*-Splines verallgemeinert werden. Hermite-
Interpolationsmengen sind wie bei den Verfahren von Niirnberger et. al. [54,55,105,112] als
Grenzwert der Lagrange-Interpolationsmengen interpretierbar.
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7.1 Zerlegung von (2

In diesem Abschnitt konstruieren wir geeignete Zerlegungen beliebiger Triangulierungen
A zur Interpolation mit C%-Supersplines vom Grad > 7. Ausgehend von einem Startdrei-
eck werden induktiv geeignete Dreiecke der Triangulierung anhéngt und so das polygonale
Grundgebiet in eine Kette von Teilmengen und A in eine Kette von Subtriangulierungen
zerlegt. Fiir ¢ = 7 wird in sehr selten vorkommenden Ausnahmefillen die Triangulierung
geringfiigig modifiziert, indem einige Dreiecke durch Clough-Tocher-Splits unterteilt wer-
den. Fiir die Interpolation mit 8q2’3(A), q > 8, ist keine solche Modifikation notwendig.

Sei 2 C R? ein einfach zusammenhingendes, polygonales Gebiet und A eine Triangulierung
von ). Dann definieren wir eine Kette von Subtriangulierungen A,,, m =0, ...,n, A, = A,
und dadurch eine Kette von Teilmengen €2,,, m = 0, ..., n, mit der Eigenschaft

Q C .. CQ, = Q.

Wir setzen Qy = T = A(wi, we, w3) € A ein beliebiges Dreieck der Triangulierung, das
Startdreieck, und definieren €2,,, m = 1,...,n, induktiv. Sei Q,, 1 fiir ein m € {1,...,n}
bereits konstruiert, so wiahlen wir einen Knoten v, € V(A) mit v,, ¢ Q,,_1, fiir den
folgende drei Bedingungen erfiillt sind (vgl. Abbildungen 48 und 49).

(i) Es gibt mindestens ein Dreieck mit Eckpunkt v, in A, das eine gemeinsame Kante
mit €2,,,_, besitzt.

Seien Ty, 1, ..., Ty, M > 1, alle Dreiecke in A mit dieser Eigenschaft, dann setzen wir

O 1= Dy U (UTm)

=1

und A, :={T € A|T C Qp}, die zu Q,, gehérende Subtriangulierung von A.

(ii) €2, ist einfach zusammenhéngend, d.h. besitzt keine Locher. Ein LOCH von €, ist
eine beschriinkte, einfach zusammenhingende Teilmenge von IR? \ €,.

(iii) Fiir alle v;, v, € V(Ay,) mit [v;,ve] € E(A) gilt [vj, vg] C Q.

Beispiel 7.1:
e Abbildung 48 zeigt einen Knoten w, der nicht hinzugefiigt werden kann. In diesem
Gegenbeispiel entstdnde in (2, ein Loch mit den Eckpunkten w, vy, 2, V3 und vy, 4

(Widerspruch zu (ii)) und die Kante [w, vy, o] lage nicht in €, (Widerspruch zu (iii)).

e Ein moglicher Knoten v, mit n,, = 4 ist in Abbildung 49 zu sehen.
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Qm \ Qm—1 ~

Um,2 Um,3

Abb. 48: Gegenbeispiel eines Knotens w.

Lemma 7.2:
Sei Qp, 1, m € {1, ...,n}, konstruiert. Dann gibt es einen Knoten zur Festlegung von Q.

Beweis:
Da 2 einfach zusammenhéngend ist, gibt es immer einen Knoten u; € V(A), uy ¢ Q1
der (i) erfiillt. Sei {vpi, ¢ = 0,...,n,} die Menge der aufeinanderfolgenden Knoten in
VB(A,—1), die alle in Vg(A,,—1) liegenden, benachbarten Knoten von wu; enthilt (vgl.
uy mit w in Abbildung 48). u; geniigt genau dann auch (ii) und (iii), wenn im Innern
des von vp0, ..., Umn,, und u; erzeugten Polygongebiets P, keine weiteren Knoten von
A liegen. Befinden sich im Innern von P; Knoten wy,...,wg, € V(A), so betrachte ein
us € {ws, ..., w, }, das (i) erfiillt. Im Innern des entsprechenden Polygongebiets P, C P;
liegen dann nur ks < ki Knoten der Triangulierung. Da #V (A) < oo, gibt es nach endlich
vielen Schritten einen Knoten u; = v, € V(A), vy, ¢ Qyy_1, der (i), (ii) und (iii) erfiillt.
#

Fir A, m € {1,...,n}, setzen wir T,,,; = A(Um, VUmi-1,Vmy), ¢ = 1,...; Ny, und ep,; =
[Vm, Um,il, © = 0,...,nm, und definieren Parameter 7,,, ¢mo0, - Cmm, € {0,1} abhingig
von den Eigenschaften der Knoten vy, Umo, -.-; Umm,, (vgl. Abbildung 49). Wir setzen fiir
j €1{0,nm}

0, falls vy, ; semisinguldr bzgl. A,, ist, und e, ; in vy, ;
Cm,j = nichtdegeneriert ist,
1, sonst.

Fir j € {1,...,n,, — 1} sei

1, falls ey, ; in vy, ; degeneriert ist,
Is P p— ), P
1l 0, sonst.
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Auflerdem setzen wir

o 0, falls v, € V7(A) semisingulér bzgl. A, und nichtsingular ist,
™ 1 1, sonst.

Gilt ¢mo = Cmny = Tm = 0, so fithren wir fiir die Interpolation mit 8?’3(A) eine lokale
Modifikation der Triangulierung durch. Wir unterteilen das Dreieck A(vy,, Um0, w) € A\A,,
durch einen Clough-Tocher-Split mit einem Knoten z,,, und fiigen v,,, 1 := 2y, mit €11 :=
QU A (U, U0, w) in die Zerlegung ein. Dadurch gilt 7,,, = 741 = 1 (vgl. Abbildung 50).
Fiir die Interpolation mit §7*(A), ¢ > 8, ist keine Modifikation von A notwendig.

Tm = 0,
N = 4,
Cm,0 Oa
Cm,l - Oa
Cm,2 - 1a
€m,0

’ cm,3 - Oa

Cma = 1
VUm.0 €m,1 e
’ m,2 'Um,4
Um,1 Um,2 Um,3

Abb. 49: Beispiel fiir Q,, \ ,,—1 mit Parametern 7,,, und ¢, 0, -, Cmn,, -

Bemerkung 7.3:
Der Fall ¢y 0 = ¢mp,, = Tm = 0 ist eine Ausnahmesituation, die nur in den folgenden sehr

selten auftretenden Konstellationen vorkommt:

® v, ist nichtsinguldr und semisinguldr vom Typ 1 bzgl. A,, und vy, sowie v, ,,, sind
semisingular bzgl. A,, (vgl. Abbildung 50, (a)).

® v, ist nichtsingulir und semisingulir vom Typ 1 bzgl. A,,. Zusétzlich ist einer der
beiden Knoten vy, 0, Vm,n,, semisinguldr bzgl. A,, und bei dem anderen die Kante
m.j, J € {0,n}, in vy, degeneriert (vgl. Abbildung 50, (b)).

® v, ist nichtsinguldr und semisingular vom Typ 2 bzgl. A,, und vy, sowie v, ,,, sind
semisinguldr bzgl. A,, (vgl. Abbildung 50, (c)).
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Um.1 €m,3

m,2 Um,g

(b)

Um0 Um €m,4

€m,0 Um,4

€m,3
Um,l
Um,3
Um,2

Abb. 50: Modifikationen in den Féllen ¢, 0 = ¢mn,, = Tm = 0.
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7.2 Interpolation mit S7°(A)

In diesem Abschnitt geben wir fiir beliebige Triangulierungen A minimal bestimmende
Mengen der Splinerdume S?’?’(A) an und berechnen so unter Verwendung von Bézier-
Bernstein-Methoden deren Dimension. Darauf aufbauend wahlen wir geeignete Interpola-
tionspunkte bzw. Interpolationsbedingungen im Startdreieck und auf den induktiv ange-
héngten Dreiecken, die Lagrange- bzw. Hermite-Interpolationsmengen fiir diese Splinerdu-
me bilden.

7.2.1 Bestimmung der Dimension

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Wir setzen
M(()7) = {PZ-[JT-’],C | 4,5,k > 0, i+ 75+ k = 7}, die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte
des Startdreiecks T = €y € A, und wihlen die Punkte M{ \ M? | ¢ M(A) auf den
Dreiecken von A, \ A,,_1, m = 1,...,n, induktiv. Hier und im Folgenden sei fiir 7, = 0

0.B.d.A. ¢y, = 1. (Im Fall (7, = 0, ¢mp,, = 0) gilt nach Konstruktion ¢, o = 1. Setze
dann v, 1= V., fiir [ =0, ..., ). Sei jetzt Mf,?,l, m € {1,...,n}, bereits konstruiert,

dann definieren wir MY \ M;,_1 als die Menge der Punkte

PInl g j sk =17,i> 4, j,k >0, und PIyY,

Pl fiir alle j € {1, ..oy iy — 1} mit ¢y = 1,

o Pl falls ¢no = 1, und
° P?)[?;r:z?;nm]’ falls (cm,nm =1,Tm = 1).

Theorem 7.4:
Sei A eine beliebige Triangulierung. Dann ist M = Mg) eine minimal bestimmende
Menge fiir den Splineraum 83’3(A) und es gilt

#MD = dim(S7*(A)) = 10#V(A) — 3#N(A) + 3#E(A) + o(A).

Beweis:

Wir zeigen, dass zu jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend der Menge M) ge-
nau ein Spline s € S>*(A) existiert, der diese Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-
Darstellung besitzt. Dann ist M) eine minimal bestimmende Menge fiir S°(A) (vgl.
[112,113]). Sei also s € S7*(A), gegeben in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koef-
fizienten ag?;],k, 1+j+ k=7, firalleT € A.

Auf dem Startdreieck T sind alle Koeffizienten agﬁ]’k, i+j+ k=T, gegeben, da M)
alle Bézier-Bernstein-Punkte von 7' enthélt. Sei jetzt fiir ein m € {1,...,n} bereits ge-

zeigt, dass alle aE,Tj],k, Pi[f-,]k € M(A,, 1), eindeutig bestimmt sind, dann betrachten wir
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w
U,
O
® (o] (o]
° OO
o % o0 o o o o)
[ O
O O O O
(o] o O e O O O oO o
O O
/Um,() le) (o) O O
(o) O\O O/ O O\O O\ O O v 4
m7
(o] oO
(]
O O\0/O0 O O O\O\O O
Um,l Um,2 Um,3

Abb. 51: Die Menge M \ M | auf dem Gebiet Q2 \ Q1.

s auf Q,, \ Q,,_1. Nach Lemma 2.8 lassen sich mit den C*-Bedingungen iiber den Kan-
ten [Um, Umut1), | = 0,. 1 und der Supersplineeigenschaft in den Knoten vy,

[ =0,...,ny, die Koefﬁ21enten a”k ,Ul=1,..,ny, firalle:+ 7+ k =7 mit ¢ < 2, sowie

agTZ(’f], ang‘;f], l =1,..,ny, eindeutig berechnen Es gilt {PZ?”,’CI, i >4} C M. Nach

Lemma 2.8 sind daher die Koeffizienten aZ k JI=1,..,ny, firallei+j+k=Tmit: >4
eindeutig bestimmt.

Auf dem Dreieck T}, ist der Koeffizient agfjél] gegeben, falls ¢, 1 = 1 ist, bzw. kann im
Fall ¢ = 0 aus al 3 fiir (4,5, k) € {(2,2,3); (2,1,4); (2,0,5); (3,0,4); (4, 0 3)} und

a[2 ?22] nach Korollar 2 9 eindeutig berechnet werden. Gilt ¢, 0 = 1, so ist a:[), gegeben

Andernfalls ist Um,o semisinguldr bzgl. A, und es gibt ein Dreleck T = A(vm,w, Um,o) €

A\ A, (vgl. Abbildung 51), auf dem die Koeffizienten a[QTJ]5 _j» J = 0,...,2, mit der C*-
[Tm.1]

Bedingung iiber [v,0,w] eindeutig bestimmt sind. Daher implizieren a; /", (2, j, k) €

{(2,3,2); (2 5 0) (3,4,0); (4,3,0)}, nach Korollar 2.9 die Eindeutigkeit von ag . We-

gen P?E Ve M ist ag ! gegeben. Folglich sind alle Bez1er—Bernsteln—Koefﬁz1enten von

Sz, elndeumg bestimmt.
Wir betrachten jetzt induktiv die Dreiecke 77, ;, [ = 2,. -1 Mit der C?-Bedingung

iiber der Kante e, ;_; lassen sich nach Lemma 2.8 die Koefﬁmenten a 4 fiir alle +j+k =17

] auf 7, 1 liefert

die C?-Bedingung iiber der Kante e,,; nach Korollar 2.9 die Elndeutlgkelt von ag /] . Folg-

lich sind alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten des Polynoms s, l eindeutig bestlmmt

mit k£ < 2 eindeutig berechnen. Mit analoger Argumentation wie be1 a3

Es verbleibt das Dreieck T}, 5, . Die C?-Bedingung iiber der Kante e, —; impliziert nach
Lemma 2.8 die Eindeutigkeit von a[ m"m] fiir allei 4+ j + k =7 mit £ < 2. Gilt 7, = 1,
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[Tm,nm]

so ist a3 1"3™' entweder gegeben (., = 1) oder ldsst sich mit analoger Argumentation

wie agg’:'f] auf T}, 1 eindeutig berechnen (¢, n,, = 0). Der Fall 7,,, = 0 impliziert nach Kon-

struktion ¢, ,,, = 1. Dann gibt es A\, € {2, 3} Dreiecke T, = AV, w1, w;) € A\ Ay,
l=1,.., Ap, mit wg = vy und wy,, = Vmn,,, wobei die Kanten [wy, vy, I =1,..., Ay, — 1,
in v, degeneriert sind. Nach Lemma 2.8 sind mit den C?-Bedingungen iiber diesen Kanten

insbesondere die Koeffizienten agé]g, I =1,..., \,, eindeutig bestimmt. Die C?-Bedingung

iber e p,, Sowi~e die Koeffizienten ag’,”k’"m}, (1,7, k) € {(5,0,2); (4,0,3); (3,0,4); (4,1,2);
(3,2,2)}, und agg”g] implizieren nach Korollar 2.9 schliefilich die Eindeutigkeit von ag’ffé"'"}.
Somit sind auch auf dem Dreieck T, ,,, alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten eindeutig be-

stimmt. Also ist M} eine minimal bestimmende Menge fiir S2?(Ap,) und damit induktiv
M eine minimal bestimmende Menge fiir S7*(A).

Wie in [55], Theorem 5 gezeigt, ist bei der Konstruktion der Subtriangulierungen A,,, m =
0,...,n, eine Kante e, ;, j € {1,...,n,m — 1}, genau dann im Knoten vy, ; degeneriert, wenn
der Knoten vy, ; einem Knoten vy, [ € {0, n}, fiir ein k& < m entspricht, der semisingular
bzgl. Ay ist. In M) liegen daher folgende Bézier-Bernstein-Punkte der Triangulierung:

e 36 Punkte im Startdreieck,
e 13 Punkte fiir jeden hinzugefiigten Knoten von A, und
e 1 Punkt fiir jeden singuldren Knoten.

Also gilt mit den Formeln von Euler:

dim(S2*(A)) = #MD = 36 + 13(#V(A)=3) + o(A)
= 10#V(A) — 3#N(A) + 3#E(A) + o(A).

7.2.2 Lagrange-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Wir konstru-
ieren nun induktiv Lagrange-Interpolationsmengen fiir den Splineraum S?’?’(A).

Im Startdreieck 7" wihlen wir eine Menge ,C(()7) von 36 Punkten zur eindeutigen Interpolation
mit P;. Dies sind z.B. fiir s = 1, ..., 8 genau ¢ Punkte auf /; fiir acht parallele Strecken [y, ..., lg
auf 7. Seien fiir ein m € {1,...,n} die Interpolationspunkte auf €2,,, ; bereits konstruiert,
dann wahlen wir auf Q,, \ Q,,_1 die Punkte Jusd \Eﬁ,?,l wiefolgt (vgl. Abbildung 52):

® vy, je drei Punkte im Innern von e, o und ey, 1, 2+c¢p 0 Punkte im Innern der Strecke
[Vm.0, ”’"Jr;m'l], 1 + ¢m,1 Punkte im Innern der Strecke [vy,1, U’”Jr;m'o] und einen auf

keiner dieser Strecken liegenden Punkt im Innern von 75, 1,

e fiir j = 2,...,n, — 1 einen Punkt im Innern von T, ;, falls ¢, ; = 1, und

e cinen Punkt im Innern von T, ., falls (¢ppn,, = 1,7m = 1).
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U,

Um,0

Umn,1 Um,2 Um,3

Abb. 52: Mogliche Interpolationspunkte Eg) \ Eg)_l auf Q, \ Q1.

Theorem 7.5:
Sei A beliebig. Dann ist L7 = E,(P eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S?’?’(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #L£ = #MD = dim(S7*(A)). Somit reicht es zu zeigen, dass
das homogene Interpolationsproblem nur trivial l6sbar ist. Sei also s € 872’3(A), gegeben
durch s, = plTl € P fiir alle T € A, und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € £L7.

Die Interpolationspunkte im Startdreieck 7" bilden eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir
P7. Daher gilt s, = 0. Sei jetzt fiir ein m € {1, ...,n} bereits gezeigt, dass Sla, , =0, dann
betrachten wir s auf Q,, \ Q,—1. Die C?-Stetigkeit iiber [vpm,i, Vmi1], { = 0, ..., nm — 1, und
die Supersplineeigenschaft in den Knoten von A implizieren D¥s(z) =0, w = 0, ..., 2, fiir
alle 2 € [V 1y Vmas1], =0, .y — 1, sowie D?s(vyy) = 0 fiir [ =0, ..., Ny

Auf dem Dreieck T, ; folgt aus den Interpolationspunkten auf e, ;, [ = 0,1, dass Sleps = 0,

[ =0,1. Daher gibt es ein Polynom qum’l] € P,, so dass sich plTm1! schreiben lisst als

pTmil(z) = B2) 1b(2) la(2) - 7 (2), 2 € T,

wobei g1 = {(z,9) € R? | li(z,9) = a1 + b1y + ¢; = 0} eine Gerade durch [v,, 0, V1] und
g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = ajx + bjy + ¢; = 0} fiir j = 1,2 eine Gerade durch ey, j_» ist.
Im Folgenden sei dy, j, 7 = 0, ..., Ny, ein Einheitsvektor entlang e, ; und d; ;, 0 < 4,7 < nyy,

ein Einheitsvektor entlang [vp i, U ;| € E(A). Im Fall ¢, 1 = 0 berechnet sich aus den

Ableitungen pgﬂgﬂdwp(vm,l), P%fklldml)z(vm’l) und pgi";;],l)l,(vm,l) nach Lemma 2.6 die

. . [Tm’l]
p[arm;alle Ableitung Pg, o(~dm1)?
Tm,1

g5 ™" (Vm1) = 0. Falls ¢p0 = 0, so ist vy, semisinguldr bzgl. A,,, und aus Sla,_, =

(Um,1) zu Null. Dies impliziert D*pl"1](v,,, ;) = 0 und damit

0 folgt pg’z’f;mo)z(vm,o) = 0 fiir einen Einheitsvektor d entlang der benachbarten Kante



96 KAPITEL 7

von e o im Knoten v,,o. Analog der Argumentation fiir den Knoten v,,; impliziert dies
DAplTmal(y,, ) = 0, also qum’l](vm,o) =0, falls ¢, 0 = 0. Mit den Interpolationspunkten im
Innern der Strecken [vy, 0, “2 5] und [vy, 1, “252] gibt es daher ein Polynom a1 e Py,

so dass sich pl"m1) schreiben lésst als

PPd(2) = B2) 1a(2) 1a(2)  a(2)  15(2) -5 ™), 2 € T,

wobei g; = {(z,y) € R* | [;(z,y) = a;z + bjy + ¢; = 0} fiir j = 4,5 eine Gerade durch die

Strecke [vp,0, 220 ™L] bzw. [vg,1, “2™2] ist. Aus dem Interpolationspunkt im Innern von

T,.1 folgt schlieRlich ¢} ™ = 0 und damit pT1] = 0.
Wir betrachten nun induktiv die Dreiecke Ty, , | = 2,...,n,, — 1. Mit der C?-Stetigkeit
tiber den Kanten e,,;—1 und [vp, 1, U] sowie der Supersplineeigenschaft in den Knoten

Up,, und vy, existiert ein Polynom q([)Tm”] € Py, so dass sich plTm! schreiben lisst als
PTmil(z) = B(2) - B(2) - 13(2) -5 ™ (2), 2 € Ty,

wobei g1 = {(z,y) € R* | li(z,y) = a1z +b1y+c1 = 0} eine Gerade durch [vy,_1, U] und
g; = {(z,y) € R? | li(x,y) = ajz + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade durch e, ;4 3

ist. Mit gleicher Argumentation wie auf dem Dreieck 1), ; folgt pg:“_’ll] Cdr)? (Umy) = 0, falls
cm, = 0. Fiir ¢, ; = 1 gibt es einen weiteren Interpolationspunkt im Innern von 7, ;. Beides
impliziert jeweils q([)Tm”] = 0 und folglich p!Tm1! = 0.

Es verbleibt das Dreieck T}, .. Analog der Argumentation fiir T,,,;, | = 2, ..., ny, gibt es
ein Polynom q([)T’"’"m] € Py, so dass sich plmnml schreiben ldsst als

plfmnml () = 1B(2) - 13(2) - I5(2) _q([]Tm,nm}(z), PRSI P

wobei g1 = {(z,y) € R? | l1(7,y) = a17 + b1y + c1 = 0} eine Gerade durch [vmp,, 1, Vm.n,,]
und g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = a;z + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade durch
[Tm,l]

d1,0(—dm,1)3

s (Umn,,) verschwindet (cp,n,,, = 0) oder ein zu-

emmm+j—3 ist. Im Fall 7, = 1 folgt wie fiir p (Um,1) auf dem Dreieck T, ,, dass

[Tm,nm]

&nm,nm—l(_dm,nm)

die partielle Ableitung p

satzlicher Interpolationspunkt im Innern von 7, liegt (¢mn,, = 1). Dies impliziert
q([)Tm’"”](vm,nm) = 0 und damit pTm=m] = 0. Fiir 7,, = 0 gilt nach Voraussetzung ¢, »,, = 1,

und es gibt \,, € {2, 3} Dreiecke T, = AV, wi—1,w;) € A\Ap, L =1, ..., A, it W = Uy g
und w),, = Ummn,,, Wwobei die Kanten [wy, vp), [ =1, ..., Ay, — 1, in vy, degeneriert sind. Mit

(vm) = 0 fiir 1 = 1, ..., A, wobei d, fiir

der C?-Stetigkeit iiber diesen Kanten folgt p‘[iT;] 2
-1

| = 1,..., A\, ein Einheitsvektor entlang [v,,,w;] ist. Daher impliziert die C*-Stetigkeit

[Tm;nm](vm) [Tm,nm]

F =Dy e (v) = 0 nach Lemma 2.6, dass
m,nm ~m,nm —1

iiber der Kante e, sowie p

4
m,nm

pg::::‘d}m’nm_l(vm) = 0. Hieraus folgt g™ ) (v;,) = 0 und schlieRlich pTmmm] = 0. Insge-

samt gilt s, = 0 und induktiv s = 0.

#
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7.2.3 Hermite-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Wir konstru-
ieren nun Hermite-Interpolationsmengen fiir den Splineraum S2°(A).

Sei f € C(€) eine geniigend oft differenzierbare Funktion und d; fiir i = 1,...,3, dy = ds,
ein Einheitsvektor entlang der Kante e; := [w;, w;1], wy 1= w, des Startdreiecks T' =

A(wy, wy, w3). Dann setzen wir 7{(()7) eine Menge von 36 Interpolationsbedingungen, die
den interpolierenden Spline s € 83’3(A) auf T" eindeutig festlegen. Dies sind z.B.

e D"s(w;) = D" f(w;), w=0,...,3,i=1,....,3, und

° SdZ( di_1) ( ) fd2 ( Z) Sd3( di_1) (’(UZ) fd3 d;_ 1)('(1]@),1: 1,...,3.

Sei jetzt fiir ein m € {1,...,n} die Menge Hf,?,l bereits konstruiert, dann wihlen wir auf
den Dreiecken von A,, \ A, ;1 die Bedingungen H \’Hgb),1 im Knoten vy,. Sei wieder d,, ;
fir j =0, ..., ny, ein Einheitsvektor entlang e, ; = [vm, Um, ;|- Wir setzen D \’)'-ty(,?,1

e D¥s(vy) = DY f(vy), fir w =0, ..., 3,

o Sdfn,od?n,l(UM) = fdfn,odfn,l(vm)a

® Sap; 1dd (vm) = fdm,jfldgn,j (vm) fiir alle j € {1, ...,y — 1} mit ¢; =1,
o Sd%,,odm,l(vm) = fd::n,odm,l(vm)7 falls ¢y = 1, und

® Sim m—1d3, o (’Um) = fdm,nmfldﬁn,nm (Um), falls (cm,nm = 1,7’m = 1)

Theorem 7.6:
Sei A beliebig. Dann ist H(7) = HT eine Hermite-Interpolationsmenge fiir 8?’3(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #H(" = # M) = dim(52’3(A)) Daher reicht es zu zeigen, dass

das homogene Interpolationsproblem nur trivial 16sbar ist. Seien also s € S=°(A) mit
S|y leP;firalleT € Aund f =0 gegeben. Ferner sei wieder alZ 14,7 =0,...,npy, ein

Einhe1tsvektor entlang (U, ;, U ;] € E(A). Die Interpolationsbedingungen auf dem Start-

dreieck T' implizieren pIl = s, = 0. Sei jetzt fiir ein m € {1,...,n} bereits gezeigt, dass

8o, _, = 0, dann betrachten wir s auf (2, \ Qn1-

Die C?-Stetigkeit iiber den Kanten [vp, 1, v 41], [ = 0, ..., nm — 1, und die Supersplineeigen-

schaft in den Knoten von A implizieren D¥s(z) =0, w =0, ..., 2, fiir alle z € [V, Vm41],

1 =0,..,n, — 1, sowie D3s(v,;) =0, [ = 0, ey T Mit D¥s(v,,) = 0, w = 0, ..., 3, folgt

daraus insbesondere s, =0firl=0,.

Im Dreieck T}, 1 1nterpohert fir ¢y =1 d1e partielle Ableitung pfi d]3 ( m) = 0. Mit

der Supersplineeigenschaft in den Knoten v,, und vy, ; impliziert dies p[Tm (1] d1)? (Vm,1) =0
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[~Tm,1]
dl,o(—d

p([;m(l] m,1)2( 1), p’[;m(lldm, 2 »(Um,1) und p[ m1] oy +(Um,1) nach Lemma 2.6 Null berechnen. Im

(T 1]
3, odm,1

[T’"(l]d O)B(Um,()) = 0 (vgl. Lemma 6.9). Fiir ¢,,0 = 0
ist vy, semisinguldr bzgl. A,, und pEi m’(li do)? (Um,0) lésst sich mithilfe der Ableitungen

pET”l’il]o)4 (Vm0), pg’"(l]d o , (U 0) und pdj;? li o)2 (Vm,0) nach Lemma 2.6 Null berechnen. Da-

vgl. Lemma 6.9). Gilt dagegen ¢, 1 = 0, so lasst sich p Um.1) aus den Ableitungen
1)3 )

Fall ¢,, 0 = 1 interpoliert die partielle Ableitung p (vm) = 0. Aus der Superspline-

eigenschaft in v, und v, folgt p

bei ist d ein Einheitsvektor entlang der benachbarten Kante von e, o im Knoten vy, .
Folglich gibt es auf dem Dreieck T, ; ein Polynom q([)Tm’l] € Py, so dass sich plTm1] schrei-

ben lasst als T
pil(s) = B(2) B() Be) g e), 2 € Ty

wobei g1 = {(z,y) € R* | ly(z,y) = a1 + by + ¢; = 0} eine Gerade durch [v;, 0, V1] und
g; = {(z,y) € R? | lj(z,y) = ajz + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2, 3 eine Gerade durch e, ; » ist.
Aus pgz ,1]2 (vm) = 0 folgt ¢}"™" (vsn) = 0 und damit p/Tm1) = 0.

Wir betrachten jetzt induktiv die Dreiecke T, | = 2,...,nm, — 1. Aus der C*-Stetigkeit
iiber e,,;_ folgt D¥plTmil(2) =0, w =0, ..., 2, fiir alle z € e,,;_;. Also gibt es ein Polynom

q([)T’"’l] € Py, so dass sich plTmil schreiben lisst als

p[Tm,z](z) = B(2)-13(2) - I3(2) ,q([)Tm,z](z)’ 2 € Ty,

wobei g; = {(z,y) € R? | ly(z,y) = a1x+b1y+c; = 0} eine Gerade durch [v,;_1, U] und
= {(z,y) € R? | l;(z,y) = a;z+bjy+c; = 0} fiir j = 2, 3 eine Gerade durch e, ;3 ist.
[ ] [Tm,l]

Mlt analogem Argument wie fiir P ( d 13 i (i )3 (Vmy) =

0. Dies impliziert q([) ](vm) =0 und damit pl=d = 0.

Es verbleibt das Dreieck T}, . . Aus der C%-Stetigkeit iiber e, . 1 folgt D¥plTmaml(z) = 0,

w = 0,...,2, fir alle z € ey, ,,,—1. Daher gibt es ein Polynom q([)Tm’"m] € Py, so dass sich

plTmnml schreiben lisst als

5 (Um,1) im Dreieck T,,, 1 folgt p

pTmaml(2) = 1B(2) - 13(2) - I3(2) ,q([)Tm,nm}(Z), 2 € T

wobei g; = {(z,y) € R? | li(z,y) = 17+ by + ¢; = 0} eine Gerade durch [V, 1, V]
und g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = a;z + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade durch
1]

,1(—dm.o
(T, nm ]

Ableitung p; (Umn,,) = O interpoliert (cpn,, = 1) oder berechnet werden

nm nm—l( dmn )3

emmm+j—3 ist. Im Fall 7,,, = 1 folgt wie fiir pz )3 s(Umo) auf T, 1, dass die partielle

[ m"m](,um n.) = 0 und damit pfmmml = 0. Fiir 7,, = 0

kann (¢, = 0). Dies impliziert g
[Tm nm]

m,nm—

also ebenfalls me’"m] = 0. Insgesamt gilt s/, = 0 und damit induktiv s = 0.

[mnm}

ergibt sich p . (vm) = 0 analog dem Beweis von 7.5. Daraus folgt g; (vm) =0,

#
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7.3 Interpolation mit S?*(A), g > 8

In diesem Abschnitt konstruieren wir Lagrange- und Hermite-Interpolationsmengen fiir die
Splinerdume S2*(A), ¢ > 8. Dabei ist keine Modifikation von A notwendig. Nach Ibrahim
und Schumaker [78] ist die Dimension von S;*(A), ¢ > 8, auf beliebigen A bekannt. Fiir
g > 8 gilt

dim(SZ3(A)) = 10#V(A) + ((%57) = 3)#N(A) + (3¢ — 18)#E(A) + o(A).

7.3.1 Lagrange-Interpolation

Sei A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 7.1 beschrieben. Dann wihlen
wir fiir ¢ > 8 auf dem Startdreieck 7' eine Menge E((;I) von (q“f) Punkten zur eindeutigen
Interpolation mit P,. Dies sind z.B. fiir 7+ = 1,...,¢ + 1 genau ¢+ Punkte auf der Strecke
l; fiir ¢ + 1 parallele Strecken [y, ...,l,+1 auf T. Seien jetzt fiir ein m € {1,...,n} die In-
terpolationspunkte auf €2,,_; bereits konstruiert, dann wahlen wir die Menge der Punkte
LON\ L9 auf Q, \ Q1 wiefolgt (vgl. Abbildung 53):

e Auf dem Dreieck 17, ;

« v und je ¢ — 4 Punkte im Innern von e, o und e, 1,

vm+vm,1]
7

¢ ¢ — 5+ Cm,o Punkte im Innern der Strecke [v,,, =3

o ¢ — 6+ ¢y Punkte im Innern der Strecke [vy, 1, "mg”m’o] und

. (q§5) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern von 7, ; zur eindeu-
tigen Interpolation mit P,_7.

e Auf den Dreiecken T;,,;, | = 2,...,np, — 1
o ¢ — 7 Punkte im Innern von e, ,

o ¢ — 7+ ¢y, Punkte im Innern der Strecke [vy,, Wf’""l] und

. (q;6) nicht auf dieser Strecke liegende Punkte im Innern von 75, ; zur eindeutigen

Interpolation mit P,_g.

o Auf dem Dreieck T, ,,,

o ¢ — 7 Punkte im Innern von e, ,,,

Um +VUm, nm—1 ]
7

e ¢ — 7+ cmp,, Punkte im Innern der Strecke [vy, 1, , 5

Um,nm —11TUm nm ]

« ¢ — 8+ 7, Punkte im Innern der Strecke [v,,, und

. (qj) nicht auf diesen Strecken liegende Punkte im Innern von Ty, zur ein-
deutigen Interpolation mit P,_g, falls ¢ > 9.
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Um
Um,0
) ‘ Um,4
[ ]
Um,l vm,? Um,3

Abb. 53: Mogliche Lagrangepunkte auf Q,, \ Q,,,_1 fiir ¢ = 8.

Theorem 7.7:
Seiq > 8, A beliebig. Dann ist £ = L9 eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S22 (A).

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass die Anzahl der gewédhlten Punkte mit der Dimension des inter-
polierenden Splineraums iibereinstimmt. In £ enthalten sind:

(?4?) Punkte auf dem Startdreieck,

(;") — 3 Punkte auf jedem hinzugefiigten Dreieck,

10 + 3(q — 6) weitere Punkte auf Ty ; U T} ,,, fiir jeden angehéngten Knoten vy, und

ein Punkt fiir jeden singuldren Knoten.

Mit den Formeln von Euler ergibt sich

#LD = (F) + [(5) = 3] (#N(A) —1) + [10+3(g—6)](#V(A)—3) + o(A)
= (¢®—6q+6)#Vi(A) + 3(¢* —3q—2)#Vp(A) — (¢° —6g—4) + o(A)
10#V(A) + [(%7) = 3]#N(A) + 3(g—6)#E(A) + o(A)
= dim(S52°(1)).

Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial 16sbar ist.
Sei also s € §2*(A), gegeben durch s, = pll € P, fiir alle T € A, und es gelte s(z) =0
fiir alle z € L9,

Die Interpolationspunkte im Startdreieck bilden eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir P,.
Dies impliziert s, = 0. Sei nun fiir ein m € {1,..., n} bereits gezeigt, dass Slq, , =0, dann
betrachten wir s auf Q,, \ Q,, 1. Die C?-Stetigkeit iiber [v,,, Vimis1], { =0, ..., 0y — 1, und
die Supersplineeigenschaft in den Knoten von A implizieren D¥s(z) = 0, w = 0, ..., 2, fiir
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alle 2 € [V, Vmit1], L =0, ...,y — 1, sowie D?s(vy,,) =0,1=0,...,n
Auf dem Dreieck 77, 1 folgt aus den Interpolationspunkten auf e, ;, { = 0, 1, dass p‘[eTm’ll] =0,
[Tim.1] ’

o5 € Pg—s, so dass sich plTm1l schreiben ldsst als

[ =0,1. Daher gibt es ein Polynom ¢

pInil(z) = B(2) - bo(2) - 13(2) - s (2), 2 € T,

wobei g1 = {(z,9) € R? | li(z,9) = a1z + b1y + ¢; = 0} eine Gerade durch [v,, 0, V1] und
9; = {(z,y) € R? | l;(w,y) = ajz + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade durch e,, ;_» ist.
Mit analogem Beweis wie im Fall ¢ = 7 folgt fiir ¢,,1 = 0 D*plT=1(v,, 1) = 0 und damit

qu_”g’l](vm,l) = 0, sowie fiir ¢, 0 = 0, dass D*plTm1l(v,, ) = 0 und damit qu_“g’l](vm,O) =

0. Zusammen mit den Interpolationspunkten im Innern der Strecken [v, g, “2"'] und

'Um"‘Um 0 [
q—

| gibt es daher ein Polynom ¢ Ve P,—7, so dass sich plTm1] schreiben lisst

[Um,l )
als

plTmal(z) = z3(z)-zz(z)-13(z)-l4(z)-l5(z)-q,5T_"%’”(z), 2 € Tny,

wobei g; = {(z,y) € R* | [;(z,y) = ajz + b;y + ¢; = 0} fiir j = 4,5 eine Gerade durch die
Strecke [vm,0, “252] bzw. [Up,1, “2™0] ist. Die Interpolationspunkte im Innern von T}, ;
implizieren schheféhch q[Tm ' = 0 und damit plTmil = 0.

Wir betrachten nun 1ndukt1v die Dreiecke T}, ;, | = 2, ..., ny, — 1. Die Supersplineeigenschaft
in den Knoten v, und vy, { = 1,...,n,, sowie die Interpolationspunkte auf e,,;, | =
2, ..o, Ty, implizieren s, = 0, | = 2,...,ny,. Wegen der C?-Stetigkeit iiber e,,;—; und
(T,

q—

[Vm.i—1, Um,| gibt es ein Polynoms Q.7 de P,—7, so dass sich plTmil schreiben lisst als

pPlni(e) = B()-B() - b(z)- 4 5'(), 2 €Ty,

wobei g1 = {(z,y) € R? | ly(x,y) = a15+b1y+c; = 0} eine Gerade durch [v,,; 1, U] und
g; = {(z,y) € R? | lj(x,y) = ajz+bjy+c; = 0} fiir j = 2, 3 eine Gerade durch e, ;; 3 ist.

(T 1]

Fiir ¢,,; = 0 folgt nach Lemma 2.6 wie im Fall ¢ = 7, dass Py

(Tm
q
ein weiterer Interpolationspunkt im Innern der Strecke [vy,, W%’”] In beiden Fallen

T
([I_Sl} € Py—s, s0

1(—dm1)? 5(Um,) = 0 fiir einen

Einheitsvektor dl,l,l entlang [V, 1, Uy —1], und damit ¢, "7 ](vm,l) = 0. Fiir ¢,,; = 1 liegt

existiert mit den Interpolationspunkten auf [vy,, me"l] ein Polynom ¢
dass sich pTm4 schreiben lisst als

pTmil(z) = B(2) - B(2) - ls(2) - la(2) - 45 (2), 2 € Ty,

wobei g4 = {(z,y) € R? | l4(7,y) = asx + byy + c4 = 0} eine Gerade durch die Strecke
[Vrn, 15 W+H] ist. Die Interpolationspunkte im Innern von 7,,,; implizieren q([ljl”é’l} = 0 und
damit pTm1 = 0.

Es verbleibt das Dreieck Tn.,,- Analog der Argumentation fiir 75, ;, | = 2, ..., ny,, gibt es
[T:

q—

T ,m
prmeml(z) = B(2) - B(2) - 1s(2) - ™ (2), 2 € T

ein Polynom ¢ m”m € P,y—7, so dass sich plTmnml schreiben als
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wobei g; = {(z,y) € R? | ly(x,y) = a1z + by + ¢, = 0} eine Gerade durch [ T —
und g; = {(v,y) € R*® | lj(z,y) = a;z + bjy +¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade
durch e, p,,+j—3 ist. Gilt 7, = 0, so folgt aus der Semisingularitit von v,, und der C%-
Stetigkeit iiber den Kanten mit Endpunkt v,, nach Lemma 2.6 wie im Fall ¢ = 7, dass

(T ] (vm) = 0. Im Fall ¢, p,, = 0 folgt analog der Argumentation fiir ¢, = 0

pdm;nm—ld%'z,nm

auf Ty, 1, dass D*plTmoml(y,, . ) = 0 und damit q([IT_"}’”m](Um,nm) = 0. Fiir 7,,, = 1 liegt ein
zusitzlicher Interpolationspunkt im Innern der Strecke [vy,, W], fir e, =1
ein zusitzlicher Punkt im Innern von [vp,,, , 22 tomrm=1

2
q,[ITf%’”m] = 0, also pl"mmml = 0. Fiir ¢ > 9 liegen weitere ¢ — 8 Interpolationspunkte im

|- Gilt ¢ = 8, so impliziert dies

[Tm,nm

q—9

Um,nm —11TUm.nm

Innern der Strecke [v,, 5
dass sich plTm»nl schreiben lisst als

|, weshalb ein Polynom g e P,—9 existiert, so

plmnml(2) = B(2)-13(2) - ls(2) - la(2) - 1s(2) - a5 (2), 2 € T

wobei g; = {(z,9) € R* | l;(x,y) = a;z + bjy + ¢; = 0} fiir j = 4,5 eine Gerade durch
die Strecke [v,, “mrm=tttmom ] by [y, , . Pmtmem=l] st Aus den Interpolationspunkten

2
[Tm:nm]

im Innern von 7Ty, ,,, folgt schlieklich g, g"™" = 0 und somit plTmanl = (. Insgesamt gilt

8lq,, = 0, also induktiv s = 0.

#

7.3.2 Hermite-Interpolation

Sei ¢ > 8 und A eine beliebige Triangulierung, zerlegt wie in Abschnitt 7.1 beschrieben.
Wir konstruieren nun Hermite-Interpolationsmengen fiir den Splineraum 83’3(A).

Sei f € C(f) eine geniigend oft differenzierbare Funktion und d;, i = 1, ..., 3, ein Einheits-
vektor entlang der Kante e; := [w;, w;y1], wy := wq, des Startdreiecks T = A(wy, wa, w3).
Wir setzen ’H(()q) eine Menge von (qu) Interpolationsbedingungen, die den interpolierenden
Spline s € S7°(A) auf T' eindeutig festlegen. Dies sind z.B.

° Dws(wl) = Dwf(wl)a w=0,..., [%]’

¢ 5(—d1)jd§(w2) = f(—dl)jd’;(w2) fir j =0,..., [(1;_1]’ k >0, wobei j + k < [Z], und

® S(—dy)idk (w3) = f(—dQ)J'd’g (ws) fiir j,k =0, ..., [(1;_1]

Dabei ist [z] die grofte ganze Zahl < z. Sei jetzt HD  me {1, ...,n}, bereits konstruiert,

m—1
dann wahlen wir im Knoten v,, die Bedingungen H%) \%Sgll. Sei wieder dy, j, 1 =0, ..., Ny,

ein Einheitsvektor entlang e, ;. Wir setzen (o) \’Hﬁg),l (vgl. Abbildung 54):
o DplTmil(y,) = D¥f(v,,), w=0,...,q — 4,

o s oa (V) = fo a (vm) fiir k1> 2, k+1=q-3,
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e sip g (Vm)=fpr g (vp) firl >3 4<k+1<q-3, (k) ¢ {(0,q9—3);

m,j—1"m,j m,j—1"m

(]-aq - 4)}a l = 2a ceey iy (,alaj) 7& (1’33nm)7

° Sdgn_,gdm,l (Um) = fd(rln_,gdm,l (Um) bZW' Sdm,j—ldgn_,;‘l(lum) - fdmaj—ldgn_,;(vm)’ falls cm,O - 1
bzw. ¢ =1, 7 =1,...,ny, und

® Sq . a3, (Um)= St 103, (Um), falls 7, = 1.

m,nm

Um,
[ ] O
(o] (o]
[ ] (o]
[ ] (o]
[ ] O O O O (]
[ ] o]
(0] [ ] (@] [ )
[ ] oo e [OBNONN ] [ ]
O, [ ] O O
(o] O (] O
VUm.0 o /o OO0 ® e/N0 O @O0 o 0
’ O O (@) O
o 0 o) 9 Um.4
0] O\O0 O O/O O\O O O\O O ’
OO [@)
O O0\O0 0/O0 O O O\O O\O O
o o o o o o o o o o o o o
Um,l Um,2 Um,3

Abb. 54: Hermite-Bedingungen H& \ %, im Knoten v,

Theorem 7.8:
Sei g > 8, A beliebig. Dann ist H@W = HY eine Hermite-Interpolationsmenge fiir S%(A).

Beweis:

Nach Konstruktion gilt #H@ = #£ = dim(S8>3*(A)). Daher reicht es zu zeigen, dass
das homogene Interpolationsproblem nur trivial 16sbar ist. Seien also s € Sq2’3(A), gegeben
durch s, = pifl € P, fiir alle T € A, und f = 0.

Die Interpolationsbedingungen im Startdreieck T implizieren pl’! = Slg, = 0. Sei jetzt fiir
ein m € {1,...,n} bereits gezeigt, dass Sla,, = 0, dann betrachten wir s auf Q, \ Q1.
Die C2-Stetigkeit iiber den Kanten [v,, 1, vynyt1], { = 0, ..., ny, — 1, und die Supersplineeigen-
schaft in den Knoten von A implizieren D¥s(z) =0, w = 0, ..., 2, fiir alle 2 € [V, Vs,
1 =0,..,n,—1, sowie D3s(v,,y) =0,1=0,...,n,. Aus D¥s(v,) =0, w = 0,...,3, und
den Interpolationsbedingungen im Innern von e, ;, [ = 0, ..., n,,, folgt daraus insbesondere
Sleps = 0,1=0,.., Ny,

Analog dem Fall ¢ = 7 sind fiir ¢ > 8 die partiellen Ableitungen p[Tm”] (Vmy),

(—dm1)3d1,141

!l =0,..,n, —1, und p~T : (Umy), I = 1,...,ny, entweder durch die homogenen
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Interpolationsbedingungen gegeben (c,,; = 1) oder lassen sich mit der C?-Stetigkeit iiber
den Kanten e, , | = 0, ..., 1y, nach Lemma 2.6 Null berechnen (c,,; = 0). Dabei ist CZ”
ein Einheitsvektor entlang [vp, i, Um, ;| € E(A).

Fir [ = 1,...,n, — 1 implizieren die Interpolationsbedingungen in den Knoten v, vp, ;-1
und v,,,; daher D¥plfmil(2) = 0, w = 0, ..., 2, fiir alle z auf einer Kante von 7T}, ;. Im Fall
q = 8 folgt daraus p"m1 = 0, fiir ¢ > 9 folgt die Existenz eines Polynoms qq[lTj;”] € Py—g, 5O
dass sich p!T=4 schreiben lisst als

pmiz) = () - B() - B() - 4% (), 2 € Tt

wobei g1 = {(z,y) € R? | li(x,y) = a1x+b1y+c1 = 0} eine Gerade durch [v,,;_1, U] und
g; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = ajz + bjy + ¢; = 0} fiir j = 2,3 eine Gerade durch e, ;4,3

ist. Aus den verbleibenden Interpolationsbedingungen im Knoten v, folgt qu([IT_"g” =0,
w=0,...,¢g — 9, und damit q([IT_mg”] = 0. Dies impliziert p!T=t = 0.

[Tm,nm]

Betrachten wir nun das Dreieck Tpp,,. Im Fall 7, = 0 wird p,” (V) = 0 wie im
[Tmanm]

3
dmﬂlm - 1dm,nm

3
,mm—1 dm,nm

Beweis fiir ¢ = 7 berechnet. Fiir 7,,, = 1 ist p (vm) = 0 gegeben. Mit gleicher

Argumentation wie auf den Dreiecken Ty, | = 1, ...,y — 1, gilt damit plZm=m]l = 0. Dies
impliziert s|q,, = 0 und schlieklich induktiv s = 0.

#

Bemerkung 7.9:

Dieses Verfahren zur Lagrange- und Hermite-Interpolation auf beliebigen Triangulierun-
gen lésst sich in einfacher Weise auf C"-Splines vom Grad > 3r + 1 verallgemeinern.
Aufgrund der durch die Zerlegung entstandenen Semisingularititen muss dabei C?~!-
Supersplineeigenschaft in den Knoten gelten. Analoge geringfiigige Verfeinerungen der Tri-
angulierung in den in Bemerkung 7.3 beschriebenen Ausnahmefillen sind nur bei der In-
terpolation mit Sy°7; ' (A) notwendig.
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Kapitel 8:

Grundlagen der trivariaten Theorie

In diesem Kapitel erldutern wir einige Grundlagen der trivariaten Splinetheorie. Wir be-
schreiben Tetraederzerlegungen eines polyederférmigen Gebiets im IR® und definieren stiick-
weise Polynome und Splines auf diesen Zerlegungen. Mithilfe der trivariaten baryzentri-
schen Koordinaten geben wir die Splines in ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung an. Nach de
Boor [22] ldsst sich die Differenzierbarkeit der Splines iiber gemeinsame Flachen benach-
barter Tetraeder der Zerlegung durch Bedingungen an ihre Koeffizienten charakterisieren.
Minimal bestimmende Mengen von Splinerdumen sowie fiir die Hermite-Interpolation der
Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen trivariater Polynome und den Koeffi-
zienten ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung (vgl. de Boor [22] und Farin [67]) ergeben sich
analog zum bivariaten Fall.

8.1 Tetraederzerlegungen

Definition 8.1:

Sei () eine einfach zusammenhiingende, polyederformige Teilmenge des IR?, zerlegt in Tetra-
eder T;,7 =1, ..., N, so dass der Durchschnitt zweier verschiedener Tetraeder entweder leer,
ein gemeinsamer Eckpunkt, eine gemeinsame Kante oder eine gemeinsame Dreiecksfliche
ist. Dann heift A = {7}, ..., T} eine TETRAEDERZERLEGUNG von §) (vgl. Abbildung 55).
Ist A" C A eine Tetraederzerlegung einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge Q' C €,
so heift A’ SUBTETRAEDERZERLEGUNG von A.

Wir setzen

Vi(A), Ve(A), V(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Knoten,
Fr(A), Fg(A), F(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Flichen,
E[(A), Eg(A), E(A) : Menge der inneren, der duferen bzw. aller Kanten und
N(A) :  Menge der Tetraeder

der Tetraederzerlegung A. Nach Leonhard Euler gelten folgende Gleichungen:

#VB(A) = 2#N(A) — #Fi(A) + 2,
#N(A) = #Vi(A) — #E(A) + #F(A) + L
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V7
he O

Abb. 55: Exemplarische Tetraederzerlegung bestehend aus sechs Tetraedern.

Zwei Tetraeder der Tetraederzerlegung BERUHREN EINANDER, falls sie einen gemeinsamen
Eckpunkt oder eine gemeinsame Kante besitzen, und sind BENACHBART, falls sie eine ge-
meinsame Fliche haben. Zwei Dreiecksflichen Fy, F; € F(A) heiffen BENACHBART, wenn
es einen Tetraeder T' € A gibt, der F; und F; als Seitenfliche besitzt. Eine Dreiecksfla-
che F' = A(vy,vy,v3) € Fr(A) heilt DEGENERIERT in der Kante [vy, vo], falls die beiden
benachbarten Fliachen in [v, v5] in einer Ebene liegen.

8.2 Trivariate Splineraume

Definition 8.2:

Fiir r,q € IN mit 0 < r < g und eine Tetraederzerlegung A bezeichnet
S;(A) = {s€C"(Q):5, € P, fiiralle T € A}

den Splineraum der r mal stetig differenzierbaren Funktionen vom Grad g. Dabei ist
P, = span{z'y?2" 14,5,k >0, i+j+k<q}

der (“£*) dimensionale Raum der trivariaten Polynome vom totalen Grad < ¢ und C" ()
die Menge der r mal stetig differenzierbaren Funktionen auf €). Seien p; € N, i =1, ...,d :=
#V(A), mit r < p; < g gegeben. Dann definiert fiir § = (py, ..., pg)

S(A) = {s€SI(A):s€Chi(yy), i=1,..d}
den SUPERSPLINERAUM von S;(A) vom Grad 6, einen Teilraum von S;(A).
Funktionen aus S;?(A) sind also stiickweise Polynome vom Grad ¢, die r mal stetig

differenzierbar iiber die Dreiecksflichen der Tetraeder von A verkniipft sind und C?-
Differenzierbarkeit in den Knoten von A besitzen.
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Sei d € IR? ein Einheitsvektor und p eine geniigend oft differenzierbare Funktion. Dann
bezeichnen wir mit py(z) die partielle Ableitung von p im Punkt z in Richtung d. Ist
{dy,d,,ds} C IR? eine linear unabhingige Menge von Einheitsvektoren, so heift

D"p(z) = (pdiu(Z)apd“;’—ld2(z)apd“;’—1d3(3)a---vpdld;f—l(Z)apdzdg—l(z)apdgv(z))

der GEORDNETE VEKTOR DER PARTIELLEN ABLEITUNGEN vom Grad w.

8.3 Bézier-Bernstein-Methoden

In Analogie zur bivariaten Splinetheorie existiert im dreidimensionalen Raum IR? die tri-
variate Bézier-Bernstein-Darstellung von Polynomen (vgl. Kapitel 2). Sei T = A(vy, ..., v4)
ein Tetraeder im IR®. Dann gibt es fiir alle z € IR® eindeutig bestimmte BARYZENTRISCHE
KOORDINATEN @y, ..., ¢4 mit Z?Zl ¢; = 1 und der Interpolationseigenschaft ¢;(v;) = d;;,
1,7 = 1,...,4, so dass sich z schreiben lésst als

z = qul(z)v,

Fiir einen Tetraeder T € A und (4, j, k,1) € INg mit ¢ + j + k + [ = ¢ definiert Bf;, , € P,
gegeben durch
B _ ¢! i 9 ok gl
Likl(2) = m(¢1 bds504) (2), zeT,
ein BERNSTEIN-POLYNOM vom Grad ¢ bzgl. T'. Die Menge aller Bernstein-Polynome vom
Grad ¢ bildet eine Basis von P,, weshalb sich jedes Polynom p € P, in eindeutiger Weise
in seiner BEZIER-BERNSTEIN-DARSTELLUNG

T
px) = ) “E,j],k,l Bijka(2),  z€T,
i+j+k+l=q
schreiben lasst. Die reellen Koeffizienten

dl,,  ititk+i=q

sind dabei die trivariaten BEZIER-BERNSTEIN-KOEFFIZIENTEN iiber den gleichverteilten
BEZIER-BERNSTEIN-PUNKTEN

11 + juy + kvs + v o
{Pi[,yT',]k,l: : jQq — Z+]+k+l:q}'

MT:

Sei M(A) := Upea M7 die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte der Zerlegung A und fiir
alle i + j + k£ 4+ [ = ¢ und alle Tetraeder T' € A das lineare Funktional
Aoy tSHA) — R dd. s — Aum (s)=dly,

LR irjokel
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gegeben. Dann heift M C M(A) eine BESTIMMENDE MENGE fiir §7¢(A), falls gilt
Ap(s) =0 VPeM = Ap(s) =0 V P e M(A).
M heifst MINIMAL, falls es keine bestimmende Menge mit weniger Elementen gibt.

Durch einer Verallgemeinerung der Aussage von Farin |67| ldsst sich nach de Boor [22] die
C"-Stetigkeit trivariater Polynome iiber die gemeinsame Fliche benachbarter Tetraeder wie
im Bivariaten durch Bedingungen an die Bézier-Bernstein-Koeffizienten charakterisieren.
Seien 71 = A(v1,v9,v3,v4) und T = A(vq,v9,v3,v5) zwei Tetraeder mit gemeinsamer
Dreiecksfliche A(vy, vy, v3) und s € S) ({11, T>}), definiert durch s, = pm € Py, m = 1,2,

Menititk+l=gq,

gegeben in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten q, j
3

m=1,2.

Lemma 8.3:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) s € C"({Th, T2})

(ii) Fir p=0,..,7rund i+ j+ k =g — p gilt

2 1 p! 8 5
Wy = D “Ha,jw,kw,am(¢?¢2¢g¢4)(vs)-
a+B+vy+d=p R

Fiir C'-Splines vom Grad ¢ auf zwei benachbarten Tetraedern ergeben sich aus der Formel
in Lemma 8.3 (ii) iiber der gemeinsamen Fliche genau (?}') Bedingungen der Form
o = a6 (us) + all i i
ikt = Gir1,g091(V5) F gy g o@2(Vs) + a5 003(0s) + a1 Pa(vs),
wobei ¢ + j + k = ¢ — 1. Im Allgemeinen sind in jeder dieser Gleichungen fiinf Bézier-
Bernstein-Koeffizienten involviert. Liegen vier der fiinf Eckpunkte der beiden Tetraeder in
einer Ebene, so sind nur vier Bézier-Bernstein-Koeffizienten relevant (vgl. Abbildung 56,
rechts). Befinden sich sogar drei der Eckpunkte auf einer Geraden, so spielen lediglich drei
Koeffizienten eine Rolle. Grund dafiir ist, dass sich bei diesen Konstellationen ein bzw. zwei

baryzentrische Koordinaten obiger Formeln zu Null berechnen. Daher werden solche Félle
auch als DEGENERIERT bezeichnet.

Nach de Boor [22] gilt:
Lemma 8.4:

Die r-te Richtungsableitung des Bézier- Bernstein-Polynoms BZ i ka €ntlang eines Einheits-
vektors d € R? ist fiir alle z € R® gegeben durch

q! - .
(qua]akal)dr (Z) - — | Z B27ﬂ7776(d)Bg_;5j_ﬂ7k_7ﬁl_6(z)’ t + ‘7 + k + l = q'
(g T)A+B+7+J:r
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U3

allgemeiner
Fall: s

degenerierter
Fall:

V4

Abb. 56: Relevante Koeffizienten und drei der sechs C'-Bedingungen fiir ¢ = 3.

Damit ldsst sich ein wichtiger Zusammenhang zwischen den partiellen Ableitungen triva-
riater Polynome und den Koeffizienten ihrer Bézier-Bernstein-Darstellung herleiten (vgl.
Farin [67|, Niirnberger und Zeilfelder [112|, Lemma 2.12). Sei T = A(vy,...,v4) und d;,
i =1,...,3, ein Einheitsvektor entlang [v;, v;11]. Ferner sei p € P, definiert durch

p(z) = Z it Bijpa(2), zeT.

i+j+k+l=q

Lemma 8.5:
Fira+B+v<q gilt

pd‘fdé’dg (Ul) = (q_agi!ﬁ_ry)! Z Z (?) (i) (7) )

=0 [=0
(60)577(60)5 (B0 (D2)], (63)8, (D)L, Agmjmbtgbns

und umgekehrt

a—1
_ (g—a=B—)! _ ay [(@)a \ 7 . .
aq_a_ﬂ_')/:aa/jy’y - q|(¢2)g¢1(¢3)g2(¢4)23pd?d§dg(vl) — (‘])(((z)Q)di) a’q—J—ﬁ—%J,ﬂ;’)’
j:
a B-1 i
-0 (@00 ¥ (000 \TF _
i/ \kJ \ (62)q, ($3)4, a—j—k—=.3.k7
7=0 k=0
a B -1 -
oy (B (81)ay \* 77 [ (01)ay \P7F [ (81)ay )77 o
- Z(j)(k) m((m)dl) ((¢3)d2> (¢4)d2 " Og—j—k—l.j.kl-
7=0 k=0 I=0

Folglich kénnen die partiellen Ableitungen Pajdsd (v1),7=0,.c;0,k=0,....,8,1=0,...,7,
in eindeutiger Weise aus den Bézier-Bernstein-Koeffizienten a, ; . ;;, und umgekehrt
die Bézier-Bernstein-Koeffizienten aq ; ki, 7 = 0,...,00 k = 0,...,8, 1 = 0,...,7, in
eindeutiger Weise aus den partiellen Ableitungen p gy (v1) berechnet werden.
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Kapitel 9:

Interpolation mit C1-Supersplines auf
Klassen von Tetraederzerlegungen

In diesem Kapitel untersuchen wir Interpolation mit trivariaten C'*-Supersplines vom Grad
> 6. Bereits in einer friihen Arbeit der Finite-Elemente Theorie untersuchte Zenigek [145]
Supersplineriume Sp*"(A) auf beliebigen Tetraederzerlegungen mit relativ hohem Poly-
nomgrad ¢ > 8r + 1. Farin und Worsey [144] entwickelten in einer Verallgemeinerung
des bivariaten Clough-Tocher-Elements eine Methode zur Hermite-Interpolation mit ku-
bischen C'-Splines auf beliebigen Tetraederzerlegungen, bei der jeder Tetraeder in zwolf
Subtetraeder unterteilt wird. AuRerdem untersuchte Alfeld [2| Hermite-Interpolation mit
S2?(A), A beliebig, wobei jeder Tetraeder in vier Subtetraeder unterteilt wird (trivaria-
ter Clough-Tocher-Split). Fiir eine vorgegebene Klasse von speziellen Tetraederzerlegungen
entwickelten Lai und LeMéhauté [98] ein Verfahren zur lokalen Hermite-Interpolation mit
C'-Supersplines vom Grad fiinf. Dariiber hinaus wurden kiirzlich natiirliche Zerlegungen
vorgegebener gleichméfbiger Wiirfelpartitionen untersucht, die als Verallgemeinerung der
bivariaten Rechteckstriangulierungen A? interpretierbar sind (vgl. Schumaker und Soroki-
na [135|, Hangelbroek, Niirnberger, Rossl, Seidel und Zeilfelder [75] und Niirnberger, Rossl,
Seidel und Zeilfelder [119]).

Wir beschreiben in diesem Kapitel den ersten Algorithmus zur Konstruktion von Lagrange-
und Hermite-Interpolationsmengen fiir Supersplinerdume 5;’3(A), g > 6, auf allgemeinen
Klassen von Tetraederzerlegungen, wobei keine Tetraeder unterteilt werden. Solche Zerle-
gungen A werden, wie in Abschnitt 9.1 beschrieben, induktiv konstruiert, indem ausgehend
von einem Starttetraeder weitere Tetraeder in Form von Ketten (vgl. Abbildung 57) oder
Halbzellen (vgl. Abbildung 58) angehéingt werden. Letztere wurden von Alfeld, Schumaker
und Whiteley [8] (siehe auch Alfeld, Schumaker und Sirvent |7]) "Oranges" genannt. In Ab-
schnitt 9.2 durchlaufen wir fiir ¢ > 6 sukzessive die angehéngten Elemente der Zerlegung
und wéhlen induktiv geeignete Bézier-Bernstein-Punkte, die eine minimal bestimmende
Menge fiir §;-*(A) bilden. Damit bestimmen wir unter Verwendung von Bézier-Bernstein-
Techniken die Dimension dieser Splinerdume. In Abschnitt 9.3 und 9.4 wiahlen wir darauf
aufbauend geeignete Interpolationsbedingungen bzw. Interpolationspunkte auf dem Start-
tetraeder und auf den Tetraedern der angehingten Ketten und Halbzellen und konstruie-
ren so schrittweise Hermite- bzw. Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume auf
der ganzen Zerlegung A. Ahnlich der bivariaten Verfahren von Niirnberger und Zeilfel-
der [112,113], welche hier im Kontext trivariater Splines verallgemeinert werden, kénnen
Hermite-Interpolationsmengen als Grenzwert der Lagrange-Interpolationsmengen interpre-
tiert werden.
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9.1 Konstruktion von Tetraederzerlegungen

In diesem Abschnitt geben wir einen Algorithmus zur Konstruktion von allgemeinen Klas-
sen von Tetraederzerlegungen A an. Ausgehend von einem Starttetraeder definieren wir
eine Kette von Zerlegungen A,, n = 0,...,k, mit Ay C ... C Ay, = A, wobei Schritt fiir
Schritt geeignete Tetraeder zur bisherigen Zerlegung hinzugefiigt werden und so A induktiv
konstruiert wird.

Im ersten Schritt wihlen wir vier Punkte im IR?, die nicht alle in einer Ebene liegen,
verbinden sie zu einem Tetraeder Ty = Qy und setzen Ay = {T}. Sei jetzt die Subtetra-
ederzerlegung A, 1, n € {1,...,k}, bereits konstruiert, dann wéhlen wir neue Punkte in
IR?\ ©,,_; und verbinden sie mit den bisherigen Knoten. Es gibt zwei Alternativen:

1. Méglichkeit: Anhéngen einer Kette (vgl. Abbildung 57);

Waihle vier Knoten v,_11,...,9-14 € Vp(An_1) auf dem Rand von €, ,, die zwei be-
nachbarte Flachen A(vy,_11,0n-12,%n-13), A(Vn_11,Vn-12,Un-14) € Fp(An_1) mit ge-
meinsamer Kante [v,_1,1, Un—1,2] bilden. Nun wihle geeignete neue Punkte wy, 1, ..., Wnk, €

IR? \ Q,_1, setze Wp,0 1= Up—_1,3 SOWie Wy g, +1 = Up—14 und verbinde die Knoten zu den
Tetraedern

Tn,m = A(Un—l,la Un-1,2, Wn,m, wn,m—l—l)a m = Oa ey kn - 1;
und

Tn,kn = A(Unfl,la Un—1,2, Wn ky+15 wn,kn)-

Setze 2, == Q, 1 U (U T,) sowie A, := Ay 1 U{Tpm, m = 0, ..., k,}, die zu Q,
gehorende Subtetraederzerlegung von A. Geeignete neue Punkte sind dabei solche, fiir die

gilt:

(i) die Fliachen A(vp—11,Un-12, Wnm), m =0, ..., k,+1, liegen in paarweise verschiedenen
Ebenen;

(ii) die Flachen A(vy_1,1, Wnm—1,Wnm) Und A(vp_11, Wy m, Wpmt1) fir m=1,..,k, +1
sowie A(Vp_1,2, Wnm—1, Wnm) UNd A(Vp_1.2, Wnm, Wnme1) fir m =1, ..., k, + 1 liegen
in verschiedenen Ebenen;

(iii) alle Flachen in F(A,) mit gemeinsamer Kante [wy, o, Un—1,1] bzw. [wn 0, Vn_12],
[Wn, kn+15Vn—1,1] Oder [wy k, +1, Un—1,2] liegen in paarweise verschiedenen Ebenen.

2. Moglichkeit: Anhéingen einer Halbzelle (vgl. Abbildung 58);

Wihle Knoten vy—1,0, ..., Un—1k, € Ve(An_1) auf dem Rand von €,,_;, die eine bivariate
Zelle A, _, , mit Randknoten v,_14m, m = 1,..., ky, bilden. Jetzt wihle einen geeigneten
neuen Punkt w,; € R? \ ©,_1, verbinde die Knoten zu den Tetraedern

Tn,m = A(’Un—l,Oavn—l,mavn—l,m—l—lawn,l); m = 17 <eey kn,

(Vn—1kn+1 = Un—1,1), und setze €, = Q1 U (Uf,le Tn,m) sowie A, = Ay UA{T,m,
m = 1,...,k,}, die zu Q, gehorende Subtetraederzerlegung von A. Ein neuer Punkt ist

dabei geeignet, wenn gilt:
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wn,2 wn,3

wn,l

Un—1,2

Un-1,1 Wnp,5 = Up—1,4

Wn,0 = Un—1,3

Abb. 57: Angehingte Kette mit k, = 4 (Moglichkeit 1).

(1) kn € {3: 5) 77 9}7

(ii) die Flachen A(vy—1,0,Wn 1, Vn—1m), m = 1,..., ky,, liegen in paarweise verschiedenen
Ebenen;

(iii) fiir m = 1,...,k, besitzen alle Dreiecksflichen von F(A,) mit gemeinsamer Kante
[VUn—1,ms Un—1,m+1)5 (Un—1kn+1 = Un—1,1), paarweise verschiedene Steigungen.

wn,l

Un-1,2 Un-1,4

Un—1,1 Un-1,5

Abb. 58: Angehéngte Halbzelle mit k, = 5 (Moglichkeit 2).
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Bemerkungen 9.1:

e Werden Tetraeder nach Moglichkeit 1 angehéingt, so entsteht eine neue innere Kante,
werden Tetraeder nach Md6glichkeit 2 angehéingt, so entsteht ein neuer inneren Kno-
ten. Daher sind beide Elemente notwendig aber auch hinreichend fiir die Konstruktion
allgemeiner Klassen natiirlicher Tetraederzerlegungen.

e Seien vUp_1,05 - Un—1,k, € VB(An—1) Knoten, die eine bivariate Zelle A,,_, , geraden
Grades < 8 bilden. Dann kann hier keine Halbzelle (Moglichkeit 2) angehéngt werden.
Wir fiigen zuerst fiir geeignete Knoten v,_1,0, Un—1,m—1, Un—1,m, Un—1,m+1 mit 1 <m <
k, eine Kette hinzu, wobei genau zwei Knoten wy, 1, w2 neu gewahlt werden. Da-
durch entsteht auf dem Rand von €2, durch die Knoten v,,_1,0, ..., Un—1,m—1, Wn 1, Wn2,
Un—1m+1s - Un—1,kn € VB(A,) eine Zelle ungeraden Grades k,+1 = k, + 1. Nun kann
im néchsten Schritt eine Halbzelle angehédngt werden.

9.2 Die Dimension von S_*(A), ¢ > 6

In diesem Abschnitt bestimmen wir fiir ¢ > 6 die Dimension der Splinerdume S;-*(A)
auf Tetraederzerlegungen A, die in Paragraph 9.1 konstruiert wurden. Dazu definieren wir
Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten A@, B@ @ D@ ynd Séq), d = 3,5,7,9, die
wir induktiv den Tetraedern von A zuordnen. Auf ?edem Tetraeder T,, werden hierdurch
die entsprechenden Bézier-Bernstein-Punkte {Pz[f’;‘cl | P,k ist in der T,, zugeordneten
Menge} gewihlt. Wir zeigen, dass diese Bézier-Bernstein-Punkte minimal bestimmende

Mengen der Splinerdume S;-*(A), ¢ > 6, bilden. Seien

QW = {Pypsli+j+k+l=qi5kl>0}, q¢>F6,

AD = Pk € Q9 i jk<q—41>2}, ¢>6,
AONAPy 509, Po123}, q=6,

B9 .=
ADNAPy 109, Pimapo2}, a>7,

CO = (P €99 |2<kil<qg—4}, g¢>6,
{P0,2,2,2, P1,2,1,2}; q =06,

D@ .—

{Pijr1 € Q9D [2<kl<q—43\{Pioro
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( DO6) {pid,k’l c Q(q) | 1> 4}

{Pijrs€ Q9 |44,k <2; (i,5,k) #(0,1,2)}, d=3,
{Pijrs € QW [1<i<2; k<1}, d=35,

{Psjrs € Q@ |i+k=q-5}, d=T,

0, d=09,

U

D@ U {Ppi€ Q@ |j+k<1;il<q—4}
| U{Pjki€ Q9 |1>q-3}, ¢>T.

Sei A eine in Abschnitt 9.1 konstruierte Zerlegung. Dann ordnen wir den Tetraedern von
Agund A, \ A,_1, n € {1,..., k}, folgende Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten zu (vgl.
Abbildung 59). Fiir jeden Tetraeder T = A(u, v, w,x) € A ist dabei i der zu u, v der zu j,

k der zu w und [ der zum Eckpunkt = gehérende Index des Bézier-Bernstein-Punkts Pi[’?’]k,l.
Wir ordnen

e T die Menge Q) zy.

Wird im Induktionsschritt eine Kette angehingt, so ordnen wir

[ ) Tn,m == A('Un—l,la Un—1,27 wn,ma wn,m+1)a m = 0, ceey kn — 2, die Menge A(q)’
® Trpn1 =AU 11,Vn 12 Wnk,1,Wnk,) die Menge B@ und
® Ink, = A(Un—l,l,vn—1,2, W k415 wn,kn) die Menge CD 7.

Wird im Induktionsschritt eine Halbzelle angehéngt, so ordnen wir
° Tn,m = A(Un,l,o, Un—1,m> Un—1,m+1, wn,1), m=2,..., kn, die Menge D) und
° Tn,l = A(Un—1,0, Un—1,1, Un—l,Qawn,l) die Menge g‘EQ) 7.

Dabei ist d = k, € {3,5,7,9} der Grad der bivariaten Zelle A,,_, ; auf dem Rand von

Q1.
‘ D@

e

(@)

Abb. 59: Zugeordnete Mengen fiir angehiingte Tetraeder.
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Theorem 9.2:

Sei ¢ > 6, A wie in Paragraph 9.1 konstruiert und M9 die Menge aller in den Tetra-
edern von A gewdhlter Bézier-Bernstein-Punkte. Dann ist M9 eine minimal bestimmende
Menge fiir den Splineraum Sp°(A) und es gilt:

dim(Sy3(A)) = #MWO.

Beweis:

Sei s € S}3(A), ¢ > 6, mit 5, = p'l € P, fiir alle T € A, gegeben in seiner Bézier-
Bernstein-Darstellung mit Koeffizienten az[-’j],kyl €R,i+ 75+ k+1=q. Wir zeigen, dass zu
jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend M@, ¢ > 6, genau ein Spline s existiert,
der diese Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung besitzt. Dann ist M(@ eine
minimal bestimmende Menge fiir S;*(A) (vgl. [112,113]).

Die Menge Q@ der in T, gewihlten Punkte ist die Menge aller Bézier-Bernstein-Punkte
des Dreiecks T,. Daher gibt es zu jeder Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend Q@
auf Ty genau ein Polynom mit diesen Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung.
Sei jetzt fiir ein n € {1,..,k} bereits gezeigt, dass S|o,_, eindeutig bestimmt ist, dann
betrachten wir die Subtetraederzerlegung A,,. Dabei unterscheiden wir zwei Fille:

Fall 1: Anhéngen einer Kette;

Sei 0.B.d.A. k, > 2 (ansonsten entfallen alle Tetraeder mit zugeordneter Menge A@).
Durch die C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(v,_11,vn—12, Wy 0) und der Supersplineeigen-
schaft in v,_11, vp—12 und w,o sind die Koeffizienten a?; e [ <1, sowie aEJ; k% fiir 4,7
oder £k > g — 3, 1 > 2, nach Lemma 8.3 eindeutig bestimmt. Gibt man nun reelle Koeffi-
zienten entsprechend A9 auf T,,—1, vor, so sind auch die verbleibenden Bézier-Bernstein-
Koeffizienten auf diesem Tetraeder eindeutig festgelegt und es gibt genau ein Polynom
plT0ol mit diesen Koeffizienten in seiner Bézier- Bernstein-Darstellung. Mit analogem Argu-
ment folgt die Eindeutigkeit der Polynome plT»ml m =1, ..., k, — 2.

Betrachten wir nun den Tetraeder 75, 4,1 und geben dort reelle Koeffizienten entsprechend
B@ vor. Die C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(vn_11,vn 1.2, Wn,—1) und die Superspli-
neeigenschaft in v,_11, vp—12 und wy 4,1 liefern nach Lemma 8.3 die Eindeutigkeit der
Koeffizienten ag??,‘c’jf_l I < 1, sowie CLE:;",C’“}‘” 1 fiir 7,5 oder k > g — 3, 1 > 2. Da die drei
Flachen A(vy—1,1,Vn-12, wn,m), m =k, ..., kn + 1, nach Konstruktion in paarweise ver-
schiedenen Ebenen liegen, impliziert die C 1-Ste‘cigkeit iiber A(Vp_1,1, Un—1,2, Wn,), dass die
Koeffizienten a[QfZ’;" 41] i02 ¢ =0,...,¢ — 6, nach Lemma 8.3 eindeutig bestimmt sind. Fiir
g = 6 folgt mit der C? Supersplineeigenschaft im Knoten wy, ;, nach Lemma 8.3 auch die

Eindeutigkeit des Koeffizients aé Ty I Dabei wird der Koeffizient a([)g:ﬂf’g] verwendet, der

durch die Supersplineeigenschaft in wy, j,+1 bestimmt ist. Somit sind im Tetraeder T}, x, 1

alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten eindeutig, d.h. es gibt genau ein Polynom pTn*»-1] mit

diesen Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung.

Auf T, 4, sind durch die C'-Stetigkeit iiber den Dreiecksflichen A(v,—11,vn-12, Wnm),
= kp, k, + 1, nach Lemma 8.3 die Koeffizienten aE J"k’”;” , k <1 oder ! <1, sowie durch

d1e Supersphneelgenschaft in den Knoten v,_1 1, Un—1,2, Wy, und wy, , 41 die Koefﬁ21enten

agf,’:?], wobei 4, j,k oder [ > ¢ — 3 und k,l > 2, eindeutig bestimmt. Werden nun Bézier-
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Bernstein-Koeffizienten entsprechend C9 auf T}, ;. vorgegeben, so gibt es auf T, ;, genau
ein Polynom pTm#»), das diese Koeffizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung besitzt.
Insgesamt ist damit s, eindeutig bestimmt.

Fall 2: Anhéngen einer Halbzelle;

Durch die C*-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy_10,Vn—1,m,Vn—1m+1), m = 1, ..., ky, sind
nach Lemma 8.3 die Koeffizienten aEW], [ <1, m =1,..., k,, eindeutig bestimmt. Die
Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1,0, Vp—1,m und v,_1 41 liefert zusitzlich die Ein-

deutigkeit von a?;kl],z joderk>q—3,1>2, m=1,.., k,.

Da fiir m = 1,..., k, die drei Dreiecksflichen A(vn,l’o,vn,l,m,l,vn,l,m),A(vn,l,o,vn,l,m,
Wp,1) und A(vn_l,o, Un—1,m> Un—1,m+1) ach Konstruktion in paarweise verschiedenen Ebenen
liegen, sind mit der C*-Stetigkeit iiber diesen Flichen nach Lemma 8.3 die Koeffizienten
a[;jsz} 1-j020 J = 0,005, — 6, m = 1,..., ky, eindeutig bestimmt. Werden reelle Koeffizien-
ten entsprechend &, @ quf T,,,1 vorgegeben, so sind durch die C'-Stetigkeit in [Vn—1,0, Wn,1]
nach Lemma 8.3 die Koeffizienten agﬁz 0]1 ga—ir 0 =0, =7, m=2,..,k, — 1, eindeutig

bestimmt. Bei Vorgabe reeller Koeffizienten entsprechend D@ auf den Tetraedern T ms
m = 2,...,ky, lassen sich mit der C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(v, 10, Vn 1m, Wn1),

=1,..., k,, die Koeffizienten aE i1 l], 2 < 4,1 < g—4, nach Lemma 8.3 elndeutlg berechnen.

Die Bézier-Bernstein-Koeffizienten a[QTH 1]1 gairt=0,..,g—6, m=1,.., k,, ergeben sich
dabei aus der C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(v,_10,Vn—1,m,Wn1), m = 1,...,ny, durch
ein lineares Gleichungssystem, da k,, ungerade ist (vgl. Lemma 2.5, siehe auch Alfeld, Piper
und Schumaker [3], Lemma 3). Fiir ¢ = 6 liefert die C*-Supersplineeigenschaft im Knoten
Wy, zusammen mit den entsprechend 5 (%) gegebenen Koeffizienten fiir d € {3,5,7,9} nach

Lemma 8.3 die fehlenden Koeffizienten in {a”kq] gy i+j+k=3, m=1, .k} Firg>7

ergeben sich die Koefﬁmenten a[]kl , 0 >q—3, m=2, ..k, nach Lemma 8.3 aus den

Koeffizienten a£ ik, z> [ > q— 3, mit der Supersphneelgenschaft im Knoten wy, ;. Insgesamt

sind damit alle Bézier-Bernstein-Koeffizienten der Punkte in M(A,\ A, 1) eindeutig be-
stimmt. Es gibt fiir ¢ > 6 und m = 1, ..., k, daher genau ein Polynom p!T»n=l € P,, das
diese Koeflizienten in seiner Bézier-Bernstein-Darstellung besitzt, d.h. s, ist eindeutig
bestimmt.

Da die Tetraederzerlegung induktiv durch Anhéngen von Ketten und Halbzellen entsteht,
ist s € 85’3(A), q > 6, auf ganz Q eindeutig bestimmt. Also ist M9 eine minimal bestim-
mende Menge dieses Splineraums.

#

Beispiele 9.3:
Abbildung 60 zeigt fiir ¢ = 6 die Bézier-Bernstein-Koeffizienten zweier als Kette angehéng-

ter Tetraeder von der Seite (links) bzw. von oben (rechts). Alle Koeffizienten aE.,Tj’j,’c’j;’ﬂ und

al[?j;c’“j] mit [ < 1 sind durch die C'-Stetigkeit iiber den Flichen in F(A,_;) nach Lem-
ma 8.3 eindeutig bestimmt. Die Supersplineeigenschaft in w,, x,, liefert mit den gegebenen
Koeffizienten entsprechend B in eindeutiger Weise alle Koeffizienten mit [ = 4, ..., 6. Fiir
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[ = 2,3 sind die Koeffizienten aus folgenden Griinden eindeutig:

* Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1,,, m =1, ..., 4,

A C*-Stetigkeit iiber der Fliche A(Vn—1,1,Vn-12, Wn k),

[ | Punktmenge B©,

O C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(v, 11,Vn 1.2, Wn,) mit den Koeffizienten m,
° Punktmenge C®,

o : Supersplineeigenschaft im Knoten w, ;, mit den Koeffizienten m und x.
seitlich: von oben, [ = 2: von oben, [ = 3:

l=6Wnknl=26

Un—-1,2

W, kp+1

Un—1,1,Vn—1,2 Un—1,1 Up—1,1

Abb. 60: Koeffizienten auf 7T}, ;, 1 und 7}, , beim Anhéngen einer Kette, ¢ = 6.

Abbildung 61 zeigt die Bézier- Bernstein Koefﬁzienten einer angehdngten Halbzelle fiir ¢ =
6 und d = 5. Die Koeffizienten aET"k’“;” 1 und a; ’:k’“j‘] mit / < 1 sind nach Lemma 8.3 durch

die C*-Stetigkeit iiber den Flachen in Fg(A,_ 1) eindeutig. Die Koeffizienten mit [ =4, ..., 6

ergeben sich aus den Koeffizienten entsprechend 85(6) und der 03—Supersplineeigenschaft in
Wy,1- Fiir [ = 2, 3 sind die Koeffizienten aus folgenden Griinden eindeutig:

seitlich:
=6 Wni [—6 von oben, [ = 2: von oben, [ = 3:
I=5 \ / 1=5
=4 '\ Sol=4
=3 \ /S 1=3 V2 (%]
=2 \ /S1=2
=1 \ Soo=1
I=0 \ /S 1=0 X /X
AN /
A A
U1
/N
Un—1,0 Vs

Abb. 61: Koeffizienten einer angehdngten Halbzelle fiir ¢ = 6 und d = 5.
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* Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1, ..., Un—1 k.,

A C'-Stetigkeit iiber den Flichen A (v, _10,Vn_14,Wn.1),

* durch LGS mit C'-Stetigkeit iiber den Flichen A(Vp—1,0, Vn—1,i, Wn,1), 1 =1,...,5,
[ ] Die Menge D,

O C'-Stetigkeit iiber der Fliche A(v,_1.0,V5 14, Wn,1) mit den Koeffizienten m,

. Die Menge Séﬁ),

o : Supersplineeigenschaft im Knoten w, ; mit den Koeffizienten e .

Korollar 9.4:
Fiir g > 6 gult

dim(SH(A,)) = <q+3) _ @+ g+ 2)(g+3)

3 6 ’

und
dim(S)3(An)) = dim(S;* (A1) + (kn — 1)#AD + #B9 + #c@

_ . 1,3 23k”+1’ q:6
= dim(S;*(An1)) + {kn[(qgl) —12]+ (5 —¢—3, ¢>7,

falls eine Kette an die Subtetraederzerlegung A,_1 angehdingt wird, sowie

dim(SH(An)) = dim(S*(Ano1)) + (kn — D)#D@ + #£

7 1,3 kn +19, ¢=6
= dzm(Sq (An—l)) + {kn[(q§1)_q_3}+3q+1, q>7,

falls eine Halbzelle an die Subtetraederzerlegung A, _1 angehdngt wird.

9.3 Hermite-Interpolation

In diesem Abschnitt konstruieren wir Hermite-Interpolationsmengen fiir 55’3(A), q > 6,
auf der in Paragraph 9.1 definierten Klasse von Tetraederzerlegungen. Dazu wihlen wir
Interpolationsbedingungen auf dem Starttetraeder und induktiv in den Knoten der an-
gehingten Tetraeder der Ketten und Halbzellen und bestimmen so den interpolierenden
Spline Schritt fiir Schritt.

Zunichst formulieren wir eine Aussage iiber partielle Ableitungen eines Polynoms. Sei
p € Py, q > 6, gegeben, z € R? und X = {dy,dy, ...,ds, } C R? fiir k,, € {3,5,7,9} eine
Menge von Einheitsvektoren, derart dass je drei dieser Vektoren linear unabhéngig sind.
Die Menge H, i = 3,5,7,9, enthalte die Bedingungen pys(z) = 0 fiir alle d € X und
zuséatzlich
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® parayay (2) = 0 fiir u,v,w <25 u+v+w=3; (u,v,w) # (0,1,2), falls 1 = 3,
° pdﬁfpdg(z) =0,p=1,2,und pd?pdg%(z) =0,p=0,1, falls i = 5, und

® Da2q,(2) =0 und pgzg,(2) =0, falls i = 7.

Lemma 9.5:
Seiq>6,2c R undp € P,. Dann folgt aus den homogenen Interpolationsbedingungen
in H', i € {3,5,7,9}, dass D3p(z) = 0.

Beweis:

Sei {e1, ..., e3} eine Basis des IR® und d; fiir j = 1, ..., 3 ein Einheitsvektor entlang e;. Dann
kann fiir jeden Einheitsvektor d des IR?® die partielle Ableitung py(z) dargestellt werden
durch

sin(das)
sin(a3 + &3)

sin(caw)
sin (&2 =+ &2)

sin(ay )
sin(a1 =+ dl)

Pad, (Z) + Da, (Z) + pds(z)v

pa(z) =

wobei o, j = 1,...,3, der von d; und d eingeschlossene Winkel und ¢&;, 7 = 1,...,3 der in
der d,d;-Ebene von d und der von den anderen beiden Vektoren erzeugten Ebene einge-
schlossene Winkel ist. Daraus ergibt sich

_ sin@) \°f sin(@) \( sin(as) \* ,
DPas (Z) - Z (sin(a1o-é|—lo~c1)> (Sin(a;fﬁtz)> (Sin(asc'v:)&S)) ' pdid%dl?f (Z)
i+j k=3

Durch die gegebenen Interpolationsbedingungen in H* entlang der Vektoren in X und fiir
die gemischten partiellen Ableitungen existieren insgesamt genau zehn homogene Interpo-
lationsbedingungen an D?p(z). Da je drei Vektoren in X linear unabhingig sind, lassen
sich die fehlenden partiellen Ableitungen von D3p(z) fiir i € {3,5,7,9} durch ein lineares
Gleichungssystem eindeutig Null berechnen.

#

Wir definieren nun fiir einen Tetraeder T = A(vy,...,v4) Mengen von Interpolationsbe-
dingungen, die wir in analoger Weise den Tetraedern von A zuordnen wie in Abschnitt
9.2 die gleichnamigen Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten. Seien f € C(f) eine genii-
gend oft differenzierbare Funktion und d;, j = 1,...,3, ds = di, Einheitsvektoren entlang
e; = [v4,v;]. Dann setzen wir:

Q(q) : pr(v4) = Dwf(’l)4), w = 0, - q, q 2 65

A@ - D¥p(vy) = D”f(vs), w=0,...,q—2, ¢q>6,
pdg.’(vél):fd]’f(vll); p:q_Qaq_?’a j:17"'737
auRer: pdg—sdj+l(v4) = fd?—sdj+l(v4), j=1,..,3,

pdg—%j_l(w) = fdg—f*dj_l(w)a J=2,..,4,
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B - { A©) \ {pd%dg(vél) = fd%dg (v4), p(U4)d2d§ = f(v4)d2d§}a q=26,
' AD \ {pdgdg—4(v4) = fpaz-4(va), s Pga-12(V4) = foe-12 (v)}, ¢>T7,

CO s {pavagay (v4) = fapagay (v4) [4 <u4v+w < g—2;
2<w<qg—4 u,v<qg-4}, ¢>6,

{pdgdg (v4) = fdgdg (v4), Pa,d2d; (v4) = fdldgdg (04)}; q =6,

D@ .
{pd¥d§d§“(v4) = fd?dgdg(?M) | utvt+w=q—2;2<w<qg—4; v> 1}
U {pavagay (va) = favayay (v4) [ 4 <u+v+w<q—3; 2<w<qg—4}, ¢>7,
( DO U DUp(vy) = D¥f(vy), w=0,...,2,
( {Pazayay (vs) = farayay (v4) | v+ v +w = 3; )
u,v,w < 2; (u,v,w) # (0, 1,2)}, d =3,
{pd?—pdg (vg) = fd“;’_"d’z’ (va), p=1,2;
US Piz-raga,(Va) = fz-eaga,(va); p =0, 1}, d=5, ¢ 4=6
6(11) <
d
{Pd%@ (va) = fd%dz (va); Pa, a2 (va) = fdldg (714)}7 d=1,
\ @, d= 9’ Y,

D(q) U pr('l)4) = Dwf(v4)’ w = Oa sy 35 U {pd’f(v4) = fdf(vll)’ p= 4a e — 4}
\ U {pd‘ljdm(vll) = fd‘l’dm(vll)a p= 37 g — 4a m = 2a3}a q Z 7.

Theorem 9.6:

Sei ¢ > 6, A wie in Paragraph 9.1 konstruiert und H'9 die Menge aller in den Knoten von
A gewdhlter Interpolationsbedingungen. Dann ist H'9 eine Hermite-Interpolationsmenge
fiir den Splineraum S;*(A).

Beweis:
Nach Konstruktion der Mengen A@, B@ @ D@ ynd Séq), d=3,5,7,9, gilt

#HD = #MD = dim(S}*(A)), ¢>6.
Somit reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial losbar ist.
Sei also f = 0 und fiir alle Tetraeder T € A das Polynom s, = pl" e P, gegeben. Auf
dem Starttetraeder Ty = A(vy, ..., v4) implizieren die Interpolationsbedingungen in vy, dass
plTol = 0. Sei jetzt fiir ein n € {1, ..., k} bereits gezeigt, dass Sla,_, = 0, dann betrachten
wir s auf €2,. Wir unterscheiden zwei Félle:

Fall 1: Anhéngen einer Kette;
Sei 0.B.d.A. k,, > 2. Fiir jede Dreiecksfliche T' € F/(A,,) des Tetraeders T}, o ist 8/p € Py ein
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bivariates Polynom. Die Interpolationsbedingungen in A@ in w, ; und die C'-Stetigkeit
iiber den Flichen in Fg(A,_1) sowie die Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von
T, implizieren daher s, = 0 fiir jede Seitenfliche T" von T}, o. Somit gibt es ein trivariates
Polynom ¢[7»o! € P,—s5, so dass sich plTmol schreiben lisst als

pol(z) = Ei(2) - Ba(2) - Bs(2) - B{(2) - ¢"0)(2), 2 € Ty,

wobei hy = {(z,y,u) € R® | Es(z,y,u) = asx + byy + csu + ds = 0} eine Ebene durch
A(Vn—1,1,Vn—12, Wnp) ist, und h; = {(z,y,u) € R® | E;(z,y,u) = a;z+bjy+cju+d; = 0},
j =1,...,3, Ebenen durch die anderen Seitenflachen von 7, o sind. Aus den verbleibenden
Interpolationsbedingungen in A in w,, ; folgt ¢l = 0 und damit pl™=] = 0. Analoge Ar-
gumentation auf den Tetraedern T, ,,, m =1, ..., k, — 2, liefert pml =0 m=1,... k,—2.
Auf dem Tetraeder T, 4, 1 ergibt fiir ¢ = 6 die Supersplineeigenschaft in w, ;, mit den
Interpolationsbedingungen in B®), dass D"plTm#n-1l(w,, ) = 0, r = 0,...,2. Die Super-
splineeigenschaft in wy, ;41 impliziert daher 8 lwn o iom s 41] = 0 und mit den verbleiben-

den Bedingungen in B® nach Lemma 9.5 schlieRlich D3plTnra-1l(1, , ) = 0. Fiir ¢ > 7
folgt aus der Supersplineeigenschaft in wy, ;, und den Interpolationsbedingungen in B,
dass D"plTrin-tl(w,, ) = 0, r = 0,...,3. Da die drei Flichen A(v, 11,0y 12, Wn;), i =
kn — 1,ky, k, + 1, in paarweise verschiedenen Ebenen liegen, folgt aus der C'-Stetigkeit
iiber diesen Flichen D?plTnkn-1l(2) = 0 fiir alle z € [v, 1,1, v, 1]- Die C'-Stetigkeit iiber
A(Vp-11,Vn-12, Wn,—1), die Supersplineeigenschaft in v, 11, v,_12 und wy,—1 und die
Interpolationsbedingungen in B liefern daher s), = 0 fiir alle Seitenflichen T" von T, 4, 1.
Mit analoger Argumentation wie auf 7}, o folgt plfnka—1l = 0.

Auf dem Tetraeder T}, ;, gibt es wegen der Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten, der
C*-Stetigkeit iiber den Flichen A(vy_1,1,Vn—12,Wn;); ¢ = kn, ks + 1, und den Interpolati-
onsbedingungen in C@ im Knoten Wk, €in Polynom gMnl € P,—6, so dass sich plTnkn]
schreiben lasst als

ikl (2) = Ey(2) - By(2) - E3(2) - E3(2) cglTrknl (2), z € Thy,.

Dabei sind hy = {(z,y,u) € R*® | Es(z,y,u) = a3z + bsy + csu + d3 = 0} und hy =
{(z,y,u) € R? | E4(z,y,u) = asz+byy+cyu-+dy = 0} Ebenen durch A(v, 11, 1.9, Wk, )
bzw. A(Vn 1.1, Vn 1.2, Wy g +1) und by = {(z,y,u) € R? | Ei(z,y,u) = a;z+by+cu+d; =
0}, i = 1,2, Ebenen durch die anderen beiden Seitenflichen von T, x,. Die verbleibenden
Interpolationsbedingungen in C@ implizieren ¢l™#:! = 0, folglich plT»#»] = 0. Insgesamt
gilt daher s, =0.

Fall 2: Anhéngen einer Halbzelle;

Seien dp, ), dwm, m = 0, ..., ky,, Einheitsvektoren entlang e, ., = [Un—1,m, Wn,1| DZW. €y m =
[Wn,1, Un—1,m], sSowie d; ;, i, = 0, ..., k,, Einheitsvektoren entlang e; ; = [vp_1,4, Up_1,,]. We-
gen der C'-Stetigkeit iiber den Flichen in Fp(A,_;) gilt D"pl'»=l(z) = 0, r = 0,...,2,
m =1, ..., k,, fiir alle Punkte z auf dem Rand von €2, ;. Die Supersplineeigenschaften in
den Knoten v,_1 5, 5 = 0, ..., ky, liefert auferdem D3plnml(v,_; o) = D3pltrml(v,_; ) = 0,
m =1, ..., k,. Fiir ¢ = 6 folgt aus den Interpolationsbedingungen in Eu(lq), d € {3,5,7,9},
dass D"pTrml(w, 1) = 0,7 =0,...,2, m =1, ..., k,, und somit Slemw = 0, m =0, ..., k. Die

restlichen Interpolationsbedingungen in £ éq), implizieren nach Lemma 9.5 D3plTr.m] (Wn1) =
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0, m=1,..., k, Fir ¢ > 7 folgt aus der Supersplineeigenschaft in w, ; und den Interpola-
tionsbedingungen in Séq), dass D"plTeml(w, 1) =0,7=0,...,3, m =1, ..., ky.

Da fiir m = 1,...,]€n die drei Flichen A('Un—l,oaUn—l,m;Un—l,m—l—l),A(Un—l,oavn—l,mawn,l)
und A(vn—1,0, Un—1,m+1, Un—1,m+2) in paarweise verschiedenen Ebenen liegen, ergibt die C*-
Stetigkeit iiber diesen Kanten D?pl™»m=l(z,.) = 0, m = 1,...,k, fiir alle Punkte z, €
e
4, m =1, ..., k,, sowie pzﬂﬁi,m(wn,l) =0,1=3,..,¢—4, m=1,21in Sa(lq) \ D@ auf T, ,
[T, m]

n,m
i
dw,OdW,m

[Vn—1,05Vn—1,m), m = 1, ..., k. Die Interpolationsbedingungen p (Wp1)=0,1=4,..,q—

implizieren mit der C'-Stetigkeit iiber [v,_10,wy 1], dass p (Wnp), 3 =3,....,q — 4,

m = 3, ..., k,. Die Bedingungen in D@ ¢ Séq) auf T, 1 ergeben s, = 0 fiir alle Seitenfla-
chen T von T, ;. Somit gibt es ein Polynom ¢l"11 € P,_5, so dass sich plT=1] schreiben lisst
als

pi(z) = Ei(2) - Ba(2) - Bs(2) - Ef(2) - ¢™1(2), 2 €Ty,

wobei hy = {(2,y,u) € R® | E4(7,y,u) = asx + byy + c4u + dy = 0} eine Ebene durch
A(Vn_10,Vn-11,Vn_12) und h;j = {(z,y,u) € R® | Ej(z,y,u) = a;z + bjy + cju + d; = 0},

t=1,...,3, Ebenen durch die anderen Seitenflichen von 7, ; sind. Da d ungerade ist, folgt
(T, m]

aus py;""s  (Wna) =0,1=2,...,¢ =4, m=1,..., k,, analog Lemma 2.5 durch ein lineares
w,0w,m

Gleichungssystem pz‘;”;}u’mdw m+1(w”=1) =0,1=2,..,¢q—4,m=1,..kn, (dwk,+1 = duw,1)-
Die restlichen Interpolationsbedingungen in D@ C é’éq) auf T,,; implizieren ¢[f»1l = 0
und damit p!™1 = 0. Mit analoger Argumentation folgt aus der C'-Stetigkeit iiber den
Flachen A(vy_1,0, Un—1,m;Wn1), m = 1, ..., k,, der Supersplineeigenschaft in w, ; und den
Interpolationsbedingungen in D@ auf Thm, m = 2,..,k,, dass plTeml =0, m = 2,..., k,.
Insgesamt gilt daher s, = 0.

#

9.4 Lagrange-Interpolation

Im Folgenden geben wir Lagrange-Interpolationsmengen fiir die Splinerdume S;’?’(A), q>
6, auf der in Abschnitt 9.1 konstruierten Klasse von Zerlegungen an. Dazu wihlen wir
Interpolationspunkte im Starttetraeder und induktiv in den Tetraedern der angehéngten
Elemente. Fiir den Fall, dass im Induktionsschritt eine Kette angehéngt wird, definieren
wir Punktmengen Q@ A@ B ynd C@, die wir in gleicher Weise den Tetraedern von A
zuordnen wie in Paragraph 9.2 die gleichnamigen Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten.
Wird an die Subtetraederzerlegung eine Halbzelle angehéngt, so wihlen wir Interpolations-
punkte in den Tetraedern explizit. In beiden Féllen wird der interpolierende Spline zuerst
auf den Kanten, dann auf den Seitenflichen und zuletzt im Innern der Tetraeder bestimmt.

Wir definieren zunéchst einige Lagrange-Interpolationsmengen fiir bivariate Polynome.
Sei ¢ > 6, T = A(vy,vq,v3) ein Dreieck mit Kanten e;; = [v;,v;], 1 < 4,57 < 3,
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und das bivariate Polynom p € P, auf T gegeben. Ferner gebe es existierende Hermite-

Interpolationsbedingungen iiber Kanten bzw. C*-Hermite-Bedingungen in Eckpunkten von

T, die wir kurz als C"-Bedingungen, r € {0, ..., 2}, bzw. Supersplinebedingungen bezeich-

nen. Wir legen Punktmengen £, i = 1, ..., 7, wiefolgt fest (vgl. Abbildung 62):

L' : vy, jeweils ¢ — 4 Punkte im Innern von ey 3, o3 und gy := [vz, 25%2] sowie fiir j =
2,...,q—4 genau j Punkte auf einer zu g, parallelen Strecke g; im Innern von 7', falls
eine C'-Bedingung iiber e; » und Supersplinebedingungen in v; und vy existieren;

L?: L' ohne die Punkte auf e; 3, falls eine C'-Bedingung iiber e; 5, eine C°-Bedingung
iiber e; 3 und Supersplinebedingungen in v; und v, existieren;

L3 : L' ohne die Punkte auf e; 3 und ey 3, falls eine C*-Bedingung iiber e, o, C°-Bedingung-
en iiber e; 3 und ey 3 sowie Supersplinebedingungen in v; und vy existieren;

L*: vy, jeweils ¢ — 4 Punkte im Innern von e1,3 und ey 3 sowie (q;?’) Punkte im Innern

von T zur eindeutigen Interpolation mit P,_s, falls eine C?-Bedingung iiber e; » und
Supersplinebedingungen in v; und v, existieren;

L®: (¢ —7); Punkte auf es3, ¢ — 5 Punkte auf gy := [vs, 2E*2], sowie fiir j =2,...,¢ — 5
genau j Punkte auf einer zu g¢; parallelen Strecke g; im Innern von 7, falls C'-
Bedingungen iiber e; » und e; 3 sowie Supersplinebedingungen in v, und v existieren;

L% : L ohne die Punkte im Innern von e, 3, falls C*'-Bedingungen iiber e; » und e; 3, eine
C°-Bedingung iiber ep 3 und Supersplinebedingungen in v, und v; existieren;

L7 fiir j = 2,...,¢—5 jeweils j Punkte auf einer zu e; » parallelen Strecke g; im Innern von
T, falls eine C*-Bedingung iiber e 5, eine C*-Bedingung iiber e; 3, eine C°-Bedingung
iiber ey 3 und Supersplinebedingungen in v, und v3 existieren.

oo Fofof oy
ol O/ O O oO/l0 o/l O O
7 7 7 7 \

Abb. 62: CP- bis C3-Bedingungen und Lagrange-Punkte e in £¢, i =1, ..., 7, fiir ¢ = 7.
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Lemma 9.7:
Das in L', i € {1,...,7}, auf T interpolierende Polynom p € P, mit den entsprechenden
Hermite-Bedingungen tiber den Kanten und Eckpunkten von T ist eindeutig bestimmdt.

Beweis:

Durch die Interpolationsbedingungen iiber den Kanten und Eckpunkten von 7' existieren
neben den Lagrange-Interpolationsbedingungen in £!, i = 1,...,7, zusitzliche Hermite-
Bedingungen. Es ist leicht zu verifizieren, dass die Gesamtanzahl dieser Interpolations-
bedingungen jeweils der Dimension von P, entspricht. Es reicht daher zu zeigen, dass das
homogene Interpolationsproblem nur trivial I6sbar ist. Sei also p € P, gegeben und p(z) =0
fiir alle z € £, i € {1, ..., 7}. Ferner seien homogene C’- bis C*-Interpolationsbedingungen
iiber den entsprechenden Kanten und Knoten gegeben. Dann gibt es ein Polynom ¢ € P,_,
so dass sich p schreiben ldsst als

p(z) = B1(2) - B*(2) - B3*(2) - () - - 170 (2) - q(2), z €T,

(5\1 + 5\2 + 5\3 + )\1 +...+ )\q_4 = )\), wobei gj~: {(37, y) € R2 |~lj(.’17, y) = a;T + b,y+ C; = 0},
j=1,.,¢g—4,und §; = {(z,y) € R* | l;(z,y) = a;z + bjy + ¢ = 0} fiir j = 1,...,3
eine Gerade durch e; i1, (v4 = v1), ist. Die verbleibenden Interpolationspunkte in L,
1 =1,...,7, im Innern von 7" implizieren in allen Fillen ¢ = 0 und damit insgesamt p = 0.

#

Wir definieren nun Punktmengen fiir im Induktionsschritt angehéngte Ketten. Diese Men-
gen werden in analoger Weise den Tetraedern von A zugeordnet wie in Paragraph 9.2 die
gleichnamigen Mengen von Bézier-Bernstein-Punkten. Sei T := A(vy, ..., v4) ein Tetraeder,
dann bezeichnen wir mit 7° := A(v;, vj,v), | = 1,...,4, wobei 1 <[ # 4,5,k < 4, die dem
Eckpunkt v; gegeniiberliegende Seitenfliche von 7" und mit e, j := [v;,v;], 1 < 4,5 < 4, die
Kanten von T. Wir setzen

Q); (qg?’) Punkte im Innern von T' zur eindeutige Interpolation mit P,. Dazu lege z.B.
g + 1 parallele Ebenen Fj, ..., E441 in T, lege j parallele Strecken a; 1, ..., a;; auf jede
Ebene F;, j =1,...,¢ + 1, und wéhle 7 Punkte auf jeder Strecke a;;, ¢ =1, ..., .

A@: (1) — 6 Punkte auf 7", (qgl) — 4 Punkte auf T2, (q_Q) — 2 Punkte auf 7 nach Lemma

2
9.7 £, £2 bzw. £3 und (%) Punkte im Innern von T zur eindeutigen Interpolation

mit Pq_5 .

BY: ¢ = 6: 8 Punkte auf 7°, 6 Punkte auf 7' und 4 Punkte auf 72 nach Lemma 9.7
LY, L? bzw. £3. Zusitzlich 3 nicht auf einer Geraden liegende Punkte auf einer nicht
durch wy, ;, gehenden Ebene im Innern von T'.

q > 7: (9 — 2 Punkte auf 7%, (%,') — 4 Punkte auf 7%, (%,°) — 2 Punkte auf 77
nach Lemma 9.7 £*, £? bzw. £3 und (%) Punkte im Innern von T zur eindeutigen
Interpolation mit P,_s.

C9: ¢ = 6: je ein Punkt im Innern von 7", 72 und 7.

q > 7: (%,°) — 6 Punkte auf T, (%) — 2 Punkte auf 72 nach Lemma 9.7 L5 bzw.

L% und (qg?’) Punkte im Innern von 7" zur eindeutigen Interpolation mit P, .
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Sei g > 6, Eslqll eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum 53’3(An_1) und
Ay = Apoy U{Ty;, @ = 0,...,k,} die Tetraederzerlegung die entsteht, indem an A,,_4
eine Kette angehingt wird. Ferner sei E% die Menge aller Punkte, die auf den Tetraedern
T00y - Tn g, gewihlt werden und ,CSZ)K = ,C,(le U Lﬁ?i.

Lemma 9.8:
Sei g > 6. Dann ist ,C(nq,)K eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir den Splineraum S;’?’(An).

Beweis:

Nach Konstruktion der Mengen A@, B@ und C@ gilt #£9, = dim(S}*(Ay)). Somit
reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial 1osbar ist. Sei also
5 € 8% (Ay) mit Sla, , = 0 gegeben, und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € ﬁﬁ?ﬂ. Wir setzen
pl'l = s, € P, fiir alle Tetraeder T € A, \ A,_; und zeigen Slq, = 0.

Sei 0.B.d.A. k,, > 2. Betrachten wir T}, . Die Interpolationspunkte in A auf den Seiten-
flichen von T,,, die C*-Stetigkeit iiber der Fliche Té,o sowie die Supersplineeigenschaft in
den Knoten v, 1, vp_12 und wy, ¢ implizieren nach Lemma 9.7, dass S|T1g . =0,2=1,...,4.

Daher existiert ein Polynom ¢I7»¢) € P, 5, so dass sich p/Tol schreiben liisst als
pnol(z) = Ey(2)- Fay(2) - Bs(2) - E2(2) - ¢lT0l(2), z € Tp o,

wobei h; = {(z,y,u) € R? | E;(z,y,u) = a;z + bjy + cju +d; = 0} fiir j = 1,....4 eine
Ebene durch T}, ; ist. Die Interpolationspunkte in A im Innern von T, ¢ liefern glf»l = 0
und damit p™¢ = 0. Mit analogem Argument folgt p™nl =0, m =1, ..., k, — 2.

Da die drei Flachen T}, ,, T}, | und T, , in paarweise verschiedenen Ebenen liegen,
folgt D2plTnkn-1l(2) = 0 fiir alle 2z € [v,_1,0,Vn_1.1]. Mit den Interpolationspunkten in B
auf den Seitenflichen von T} ,—1, der C'-Stetigkeit iiber der Fliche T, _, sowie der
Supersplineeigenschaft in den Eckpunkten von 7,1 folgt nach Lemma 9.7 s _, =0,

n,kn—1

i = 1,...,4. Daher gibt es ein Polynom glT»#:-1] € P, 5 so dass sich plT»#a-1] schreiben
lasst als

pirie=tl(z) = Ei(2) - Ba(2) - Bs(2) - Bj(2) - qT=t(2), 2 € Ty,

wobei h; = {(z,y,u) € R? | Ei(z,y,u) = ajz + bjy + cju+d; = 0} fiir j =1,...,4 eine
Ebene durch Tg,kn_l ist. Fiir ¢ > 7 folgt aus den Interpolationspunkten in B im Innern
von T, 1, dass qTnkn—1l = (. Fiir ¢ = 6 impliziert die Supersplineeigenschaft in W ko 5
dass DTp[T"’kn—l](wn,kn) =0, =0,...,2. Aus der Supersplineeigenschaft in w, 4,1 folgt

|[[T"”°“} =0 und nach Lemma 9.5 schlieflich D3pl™n.t2-1] = 0. Die Interpolations-
W  Whp +1

punkte in B® im Innern von Ty k,—1 implizieren g!™kn-1l = 0. Somit gilt pl™mkn—1] = 0 fiir
q > 6.

Auf dem Tetraeder T, , folgt aus der C"-Stetigkeit iiber 7;;, und T, , , der Supersplineei-
genschaft in den Knoten v,,_1 0, ¥pn—1,1, Wn, und wy, k,+1 sowie den Interpolationspunkten

in C(9 im Innern der Flichen Té’kn und Tikn nach Lemma 9.7, dass 5|, =0,i=1,...,4.

daher p

n,kn

Daher gibt es ein Polynom gmknl € P,—¢, so dass sich plTnknl schreiben lisst als

pirinl(z) = Bu(2) - By(2) - B3(2) - Bi(2) - ¢ )(2), 2 € T,
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wobei h; = {(z,y,u) € R® | Ej(z,y,u) = ajz + by + cju+d; = 0} fiir j = 1,...,4
eine Ebene durch T;Z’kn ist. Die Interpolationspunkte in C? im Innern von T, k, liefern
qTrinl = 0, also plTrrnl = 0. Insgesamt gilt damit Slq, = 0.

#

Wir betrachten nun den Fall, dass im Induktionsschritt eine Halbzelle an die Subtetra-
ederzerlegung angehéingt wird. Sei A,,_, , eine Zelle auf dem Rand von ), ; mit Knoten
Un—1,0 s Un—14, € VB(An_1), kn € {3,5,7,9}. Im n-ten Schritt wird eine Halbzelle {7}, ,,,,
m = 1,...,k,} mit Tetraedern T,, ,, := A(Un_1,0, Vn—1,m> Vn—1,m+1> Wn.1)s Un—1k, = Un—11,
mit einem neuen Knoten w,,; angehiingt. Fiir jeden Tetraeder T = A(vy, ..., v4) seien wie-
der T' = A(vi,vj,v), | = 1,...,4, wobei 1 < 1 # i, j, k < 4, die Seitenflichen von 7. Dann
setzen wir:

EgG): wp,1 und je 2 Punkte im Innern von [wy, 1, Vp_1m], m = 0, ..., 2, sowie fiir &k, =

3 : je 3 Punkte im Innern von T,f,l und Tg,l zur eindeutigen Interpolation mit P,

und 4 Punkte nach Lemma 9.7 £* im Innern von T}, ;

5: je 3 Punkte im Innern von 77, und T;}, zur eindeutigen Interpolation mit P,
und je einen Punkt im Innern von [wy, 1, vp—1,3] und T}, ;

7 : 3 Punkte im Innern von T3,1 zur eindeutigen Interpolation mit P; und je einen
Punkt im Innern von [wy,1, Vp—1,m], m = 3,4, und T}, ;

. . . . . 1 .
9 : je einen Punkt im Innern von [wy 1, vy 1m), m = 3,...,5, und T}, ;;

qu): q > T: Wy, je ¢—4 Punkte im Innern von [wy, 1, Un—1,m], m =0, ..., 2, je g — 7 Punkte
im Innern von [wy, 1, Un—1,m], m = 3, ..., ky, sowie je (q;?’) Punkte im Innern von Tﬁ,l
und 7} | zur eindeutigen Interpolation mit P,_s und (qu) — 2 Punkte nach Lemma
9.7 £% im Innern von T, ;

m =3, ..., k,—1, nach Lemma 9.7 £” und
fiir ¢ > 7 genau (q;S) Punkte im Innern von T;?,  zur eindeutigen Interpolation

£9 () je (7*) —1 Punkte im Innern von 72

n,m»

(ii) je (q;?’) — 2 Punkte im Innern von T'r},m = A(Un-1m> Un—1,m+1, Wn1), M =
2,....kn — 1, nach Lemma 9.7 £5 und (%) Punkte im Innern von Ty, zur

eindeutigen Interpolation mit P,_g;

L’gQ): (i) ¢ = 6: 2 nicht mit w,, ; und v,_1 in einer Ebene liegende Punkte im Innern von
Tn,l;
q>T: (qu) — 1 Punkte im Innern von 7;,; auf ¢ — 5 parallelen, nicht durch
Un—1,0 gehenden Ebenen ho, ..., Bq_4 mit je (qgl) Punkten auf izq, qg=2,...,q—4,
zur eindeutigen Interpolation mit dem bivariaten Polynomraum P,_;;

(i) je (qg?’) Punkte im Innern von 7}, ,,,, m = 2, ..., k, — 1, zur eindeutigen Interpo-

lation mit P,_g;

(iii) ¢ > T (qg‘l) Punkte im Innern von 7, 5, zur eindeutigen Interpolation mit P, 7.
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Es gelte ¢ > 6. Se1 E ', eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir 813(An_1) und A, =
Ay U{T,,, 0= k n} die aus A,,_; entstehende Tetraederzerlegung, indem eine Halb-

3
zelle angehiingt wird. Ferner sei ﬁﬁf)H = Eiqll U (Ul [,Z(q)).

Lemma 9.9:
Sei g > 6. Dann st E(qH eine Lagrange-Interpolationsmenge fir den Splineraum 81 B(AR).

Beweis:
Nach Festlegung der Mengen £9, i =1, ..., 3, gilt:

<U£(q> - {k [JE‘I?) —qq:—g]+3q+1, q27,} = #(Ma\ Mao).

Daher reicht es zu zeigen, dass das homogene Interpolationsproblem nur trivial losbar ist.

Sei s € §;°(A,) mit s, = 0 gegeben, und es gelte s(z) = 0 fiir alle z € U}_, £; @ Wir
setzen pTl = s, € P, fiiralle T € A,\A,_; und zeigen s, = 0. Die C*-Stetigkeit iiber T,,
und die Supersplineeigenschaft in den Knoten v,_1, ..., vp_1,2 implizieren D"plT1](z) = 0,
r=0,1, fiir alle z € T41 sowie D"plTnl(v, 1 ) =0,7=0,...,3, m = 0,...,2. Da die drei
Flichen T, ., T, , und T ., m = 1,....ky, Ty 1 = T, in paarweise verschiedenen
Ebenen liegen, folgt aus C- Stetigkeit uber T! . dass D?*plTnml(z,) = 0 fiir alle z,, €
[VUn-1,0,Un—1,m+1], m =1, ..., k. Wir zeigen nun D"s(w, 1) =0, r =0, ..., 3, fiir ¢ = 6.

n,m?

k, = 3: Nach Lemma 9.7 folgt aus den Interpolationspunkten in /:§ ) auf T,]L LI1=1,..,3,
dass p‘[T]",’l] =0, 5 =1,..,3. Daher gilt D"s(wy;) =0, 7 = 0, ..., 2. Die Supersplineeigen-
Tn 1

schaft in Up_1.3 impliziert somit s = 0. Nach Lemma 9.5 folgt D"s(w, ) = 0,
E] | g )

r=20,..,3.

[wp,1,vp—1,3]

k,, = 5: Aus den Interpolationspunkten in £§ auf T,{ 1, J = 2,3, folgt p[T;"l] =0,j=2,3.
Tn,l

Dies impliziert D"s(wy, 1) = 0, r = 0, 1. Der Interpolationspunkt im Innern von [wy, 1, vp—1 3]

und die Supersplineeigenschaft in v,_; 3 liefern daher Sltumtion 15] = 0, also D?*s(wy,1) = 0.

Folglich impliziert die Supersplineeigenschaft in v,_1 4 und Up—1,5, dass Sl 1] = 0,

m = 4,5. Nach Lemma 9.5 ergibt sich D"s(w,,;) =0, r =0, ..., 3.

k, = 7: Die Interpolationspunkte in Lgs) auf T3, implizieren p|[TZ’1]
’ Tn,l
neeigenschaft in v, ;3 und v,_;4 und die Punkte in £§6) auf (w1, Vn—1m], m = 2,...,4,

liefern daher Sl o =0 M =2, 4, also D"s(wy, 1) =0, r =0, ...,2. Aus der Super-

= 0. Die Superspli-

splineeigenschaft in v,y 5, ..., v,_1 7 folgt Sl 1oy ] = 0, m = 5,...,7, und nach Lemma
9.5 schlieflich D"s(wy, 1) =0, r =0, ..., 3.

k, = 9: Aus den Interpolationspunkten in £§6) auf [wy 1, Vn—1,m], m =0, ..., 2, ergibt sich
=0, m = 0,..,2, und damit D"s(w,,) = 0, r = 0,1. Die Supersplineei-

‘[wn,la”nfl,m]

genschaft in v, y,,, m = 3,...,5, und die Punkte in Eg‘” auf (w1, Vn—1m], m = 3,...,5,
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liefern daher s, =0, m=3,...,5, also D?s(w,,;) = 0. Die Supersplineeigenschaft

1:Yn— lm]

in vp_1m, m = 6 ., 9, impliziert S, =0, m=6,...,9, und nach Lemma 9.5

1:¥n—1,m]

schlieflich D’s(wn,l) =0,7=0,...,3. O

Fiir ¢ > 7 folgt nach Lemma 9.7 aus den Interpolationspunkten in Eg auf TTJL LJi=1,..3,

dass p| [Tn1] = =0,57=1,...,3, und Sl fon ) = 0, M =3, ..., k. Somit gilt s, = 0 fiir alle

eck (A \An_1).
Mit den Interpolationspunkten in qu) (i) im Innern von Tf:’m, m = 3,...,k, — 1, und

der C'-Stetigkeit iiber [v, 10, w, 1] folgt p[ o ml = 0, m = 3,....,k, — 1. Da die drei Fla-

‘Tn m
chen T}, |, T7, _, und T}, in paarweise verschiedenen Ebenen liegen, impliziert die
C'-Stetigkeit iiber 7.7, |, dass D*p [Frkn-1l(2) = 0 fiir alle z € [v,_1,0,Wn1]- Aus den In-

terpolationspunkten in L’gq (i) im Innern von 77, _, folgt daher p|[ min-1l = 0 Fiir g = 6

nkn 1

impliziert der Punkt in ,Cg im Innern von T, dass p| ;"1] = 0. Die C*-Stetigkeit iiber
Tn,l

n,l?

[Un—1,2, Wn1| und [vs_19,v,-1,3] und die Interpolationspunkte in qu) (ii) im Innern von

T, , ergeben p|[T" 2l = 0. Mit analogem Argument folgt p|[T” ™ =0, m=3 ..k, — 1. Die

C'-Stetigkeit uber [Vn—1kn—1, Wn,1], [Vn—1kn—1>Vn—14,) und [vn 1kns Wn,1] und die Punkte in
£ (i) im Innern von T, , implizieren schlieflich p|[T" #nl = 0. Daraus folgt s, = 0 fiir

n.kn
alleT € F(A, \ Ap_q)-

Auf dem Tetraeder T,,; existiert wegen der C'-Stetigkeit iiber T41 ein Polynom ¢/™1! €
P,—s, so dass sich pTm1] schreiben lisst als

p[T"’l](z) = FE\(2) - Ey(2) - B3(2) - E2(2) - q[T"’l](z), z €Ty,

wobei h; = {(z,y,u) € R® | Ej(z,y,u) = ajz + bjy + cju +d; = 0} fiir j = 1,...,4
eine Ebene durch 77 1 ist. Sei d ein Einheitsvektor entlang [v,_10,wn,1] und dp, fir m =

1ok, di, 11 = dl, ein Einheitsvektor entlang [vn_1,0,Vn—1,m]- Aus s (vn_10) = 0,
m =1, ..., k,, ergibt sich durch ein lineares Gleichungssystem (vgl. Hermite-Interpolation)
Sddpmdmyr (Vn-1,0) = 0, m = 1, ..., k. Dies impliziert qTm1l (v n—1,0) = 0. Fiir ¢ = 6 gilt wegen
D3s(wy,1) = 0, dass q[Tn'l](wn,l) = 0. Aus den beiden Interpolationspunkten in Lgﬁ) (i) im
Innern von T, ; ergibt sich daher ¢l'»1] = 0 und somit p/™1 = 0. Gilt ¢ > 7, so folgt aus
den Interpolatlonspunkten in [,( ) (i) auf den Ebenen h], j=2,..,q—4, die Existenz eines
Polynoms ™1 € Py, so dass sich pT»1! schreiben lisst als

AT(e) = Bi(2) Ba(e) - Ba(2) - B3(2) - Bae) o Byral) -0™0(2), 2 €T,

wobei h; = {(z,y,u) € R? | Ej(:r,y,u) = ;x4 bjy +éu+d; =0}, j =2,....,¢ — 4. Aus
Tl (wy, 1) = ¢l (w, 1) = 0 folgt ¢»1) =0 und damit p[Tn il =0.

Auf T, 5 gibt es wegen der C'-Stetigkeit iiber 733, und T}, ein Polynom ¢l € P,_g, so
dass sich pl™! schreiben lisst als

p2(z) = Ei(2) - Ba(2) - Bj(2) - Ef(2) - ¢T2)(2), 72 € Tnp,
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wobei h; = {(z,y,u) € R® | Ej(z,y,u) = ajx—i-bjy—i-cju—i-d- = 0} fiir j = 1,...,4 eine
Ebene durch 77 o ist. Die Interpolationspunkte in E (ii) im Innern von T}, - 1mpl1z1eren

¢™2] = 0 und damit p!"™2 = 0. Mit analogem Argument gilt pl"mml =0, m =3, ..., k, — 1.
Auf T, x, folgt fiir ¢ = 6 aus der C'-Stetigkeit iiber 7’ k .7 =2,...,4, dass pl™ kn] = 0. Fiir

g > 7 gibt es ein Polynom ¢lTmtnl € P,—7, so dass sich p[ nkn] schrelben lasst als
pil(z) = Ei(2) - Bj(2) - B3 (2) - By (2) - q™)(2), 2 € T,

wobei h; = {(z,y,u) € R® | E;(z,y,u) = a;z + bjy + cju +d; = 0} fiir j = 1,...,4 eine
Ebene durch Tg,kn ist. Die Interpolationspunkte in qu) (iii) im Innern von Ty, liefern
gl = 0, also plTmknl = 0. Insgesamt gilt 8q, = 0 und damit die Behauptung.

#

Sei A eine in Paragraph 9.1 konstruierte Tetraederzerlegung und £ fiir ¢ > 6 die Menge
aller Punkte, die im Starttetraeder und in den Tetraedern der angehéngten Ketten und
Halbzellen gewihlt werden.

Theorem 9.10:
Sei ¢ > 6. Dann ist L9 eine Lagrange-Interpolationsmenge fir den Splineraum 8;’3(A).

Beweis:
Der Beweis verlduft induktiv. Die im Starttetraeder Ty = A, gewdhlten Punkte entspre-
chend Q@ bilden nach Voraussetzung eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir P,. Sei jetzt

fiir ein n € {1, ..., k} bereits gezeigt, dass E%)_l C L9 eine Lagrange-Interpolationsmenge
fiir 83’3(A”_1) ist. Entsteht A,, aus A,_; durch Anhingen einer Kette, so bildet £ =
Eff,)K L9 nach Lemma 9.8 eine Lagrange- Interpolationsmenge fiir S 3(An). Entsteht A,
aus A,_; durch Anhingen einer Halbzelle, so bildet £ E '» C L@ nach Lemma 9.9

eine Lagrange-Interpolationsmenge fiir S(} 3(A ). Da A nur mlthllfe dieser beiden Elemente
konstruiert wird, folgt die Behauptung.

#
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Die Dimension trivariater C1-Splines
auf Al-Tetraederzerlegungen

Im Folgenden beschreiben wir ein Verfahren von Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76] zur
Bestimmung der Dimension von C'-Splines beliebigen Grades auf der Tetraederzerlegung
einer gleichméfigen Wiirfelpartition. Bei dieser Zerlegung, die aus einer Verallgemeinerung
der bivariaten A'-Triangulierung entsteht, wird jeder Wiirfel durch drei Schnittebenen in
sechs Tetraeder unterteilt. Zundchst betrachten Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76]
die Zerlegung eines einzelnen Wiirfels und konstruieren minimal bestimmende Mengen fiir
C'-Splines beliebigen Grades. Darauf aufbauend konstruieren sie minimal bestimmende
Mengen fiir C*-Splines auf der gesamten Zerlegung, indem sie dhnlich der von Hangelbroek,
Niirnberger, Rossl, Seidel und Zeilfelder [75] entwickelten Methode induktiv die Wiirfel der
Partition durchlaufen. Abschliefend geben Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder 76| explizite
Formeln fiir die Dimension von S;(A'), ¢ € IN, an, die nur von der Anzahl der Eckpunkte,
der Kanten, der Flichen und der Tetraeder von A' abhiingen.

Beschreibung der Tetraederzerlegung

Sei ¢ die gleichmifige Zerlegung des wiirfelfsrmigen Grundgebiets Q = [0,n]> C IR?,
die dadurch entsteht, dass {2 in jeder der drei Dimensionen des Raumes mit den n — 1
dquidistant zu der Koordinatenebene parallelen Ebenen geschnitten wird, d.h. es gelte

O ={Qujk : Qujr =1[—114x[j—17 x[k—-1Ek], i,5,k=1,...,n}.

Wird jeder dieser n® Wiirfel zus#tzlich durch die drei Ebenen z —y =i —j, v —2=i—k
und y — z = j — k geschnitten, so entsteht eine natiirliche, gleichméafige Tetraederzerle-
gung, bei der jeder Wiirfel in sechs Tetraeder unterteilt wird (vgl. Abbildung 63). Diese
Tetraederzerlegung wird im Folgenden mit A! bezeichnet.

Minimal bestimmende Mengen auf einem Wiirfel

Aufgrund der speziellen Struktur der Tetraederzerlegung A! lassen sich fiir beliebiges ¢ €
IN die gleichverteilten Bézier-Bernstein-Punkte M(A!) in einfacher Achsenschreibweise
angeben (vgl. Abbildung 64). Fiir jeden Wiirfel Q) € <, i,5,k = 1,...,n, gilt

Qi j,
M(AQ(i,j,k)) - {Pa,é,zyk)3 aaﬁﬁ:O,---,(I},
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VA A4

Abb. 63: Zerlegung ¢ (links) und Tetraederzerlegung A® eines Wiirfels (rechts).

wobei
P = (i-1+2,j-1+2k-1+17)

fiiri,75,k=1,..,nund o, 8,7 =0, ..., q. Insgesamt gilt also

M(Al) = U M(AQ(i,j,k))'

1,5,k=1

Abb. 64: Verschiedene Schichten von Bézier-Bernstein-Punkten eines Wiirfels fiir ¢ = 3.

Die C'-Differenzierbarkeit eines Splines auf A! iiber gemeinsame Dreiecksflichen benach-
barter Tetraeder von A' ist wiefolgt charakterisiert (vgl. Lemma 8.3).
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Lemma: o
Sei s € Sg(Al) mit Koeffizienten aa,%’,’,;k), i,5,k=1,...n, a,B,7v=0,...,q, gegeben. Dann
gilt s € S;(Al) genau dann, wenn fir alle i,j,k =1,...n; a,3=0,...,q, a # q:
: Q(i,j.k) Q(ij,k) _ Qi) Q(i,j.k)
(Z) a’,@ a,o + a ,8 at+l,a+1 — U“B a,a+1 + B,a+1,a°
. Qi.3,k) Qi,jk) _ Qg Qi.3.k)
(”) a a,f,a + a a—f—l,ﬂ,a—l—l - aa,,@,a—l—l + a’a+1,,3,a und
Qi.3.k) Qi,jk) _ Qi Qi.3.k)
(/[’”) Qg QX + a a—f—l,a—l—l,ﬂ - a’a,a—f—l,ﬂ + aa—f—l,a,/)”

und fir alle i,5,k=1,...,n, 1 #n; o, =0, ...,q — 1:

: Qijk) Qi+rik)  _  Qidk) Q(ij,k)
(7/0) a’q_lya’ﬂ + 1,a+17ﬂ+1 - aqa Q, + q,a+lyﬂ+1,
Q(ijik) Quitik)  _  Qedk QGijik)
(U) aaaq_laﬁ + a/a+1515ﬂ+1 o aqaﬂ + aa+17q7ﬂ+1 und
- Q(ijik) Qurity _  Qk Qijik)
(UZ) a’a,/j,q—l + a/a+1a/3+111 o a/ a,0,q + aa+1713+15q'

Zunichst konstruieren Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76] eine minimal bestimmende
Menge fiir 8;(Ab) auf der Zerlegung eines einzelnen Wiirfels Q@ = Q(1,1,1). Seien

Ml = {POC,/J’,’Y: /YSﬁSa: aaﬁa’y:Oa"WQ}a

My = {Pop,: F+2<y<a, o,v=0,..,q £=0,..q9—2}
M3 = {Pa,/g’,'y: 5SOZS7_27 a,ﬁzO,...,q, _2 ,Q}
M4 = {Pa,ﬁ,’y: VSQSB_Qa 04,’720,---,(1; _2 aq}

MS = {Pa,ﬁ,’y: a+2§7<ﬁa CK:O,...,Q—Q, ﬁa’Y:OaaQ}
U{Papp:a+3<p, a=0,..,9—3, £=0,..,q9} und
Mﬁ = {Poc,/a’,’y: C¥+2§ﬂ§’}/—2, OJZO,...,C]—Q, ﬁzoa"'aQ7 ’7:2aaQ}

Lemma 1:
Sei Ab die Tetraederzerlequng eines einzelnen Wiirfels Q). Dann ist

6
Mo = UM,
=1

eine minimal bestimmende Menge des Splineraums 3(} (Ab) und es gilt
dim(SH(AL)) = #M = ¢ +2¢+1.

Beispiel:
Abbildung 65 zeigt die verschiedenen Schichten von Bézier-Bernstein-Punkten fiir die Te-
traederzerlegung Aéz eines Wiirfels () sowie die minimal bestimmende Menge Mg in den

Féllen ¢ = 3 und ¢ = 4. Die Punkte der Mengen Mvi, 1 =1,...,6, sind in dieser Reihenfolge



134 ERGANZUNG

Abb. 65: Minimal bestimmende Menge MVQ fiir ¢ = 3 (oben) und ¢ = 4 (unten).

mit ® B A, ¥V 4 und % markiert. Die fehlenden Koeffizienten werden in der Reihenfolge
O, [, A, V, € und < berechnet.

Als néchstes geben Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76] eine alternative minimal be-

stimmende Menge My, fiir S;(Ag) an. Diese Menge My, die mehr Symmetrien als Mo
besitzt, wird zur Konstruktion einer minimal bestimmenden Menge fiir S;(Al), q > 2, auf
der gesamten Zerlegung verwendet. Seien

Ml = {PO,O,O} U {PO,Oé,,BJ PQ,O;ﬂ’ Payﬂso : a’ B = 0’ e q’ & # 5}7
My = {Pa,ﬂm Pﬂ,%aa P%a,ﬂ ra=1l.,9-1L By=a+l.,q-1, 57&7}’
M3 = {P,a”g, Payq,ﬂ, Pa,ﬂ’q . a,ﬁ = 1, ey @ — 1, (6% 7é ﬁ},

Lemma 2:
Sei Ab die Tetraederzerlegung eines einzelnen Wiirfels Q). Dann ist

3
Mo = UM

=1

eine minimal bestimmende Menge des Splineraums S;(Ag).

Beispiel:

Abbildung 66 zeigt die verschiedenen Schichten von Bézier-Bernstein-Punkten fiir die Te-
traederzerlegung A}Q eines Wiirfels () sowie die minimal bestimmende Menge Mg in den
Féllen ¢ = 3 und ¢ = 4. Die Punkte der Mengen M;, i =1, ..., 3, sind in dieser Reihenfol-
ge mit ® M und A markiert. Die fehlenden Bézier-Bernstein-Koeffizienten werden in der
Reihenfolge O, [J, A und V bestimmt.
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q=3: L—Y
’ D r—J l—x
Q 0

D)

Q

Abb. 66: Minimal bestimmende Menge My, fiir ¢ = 3 (oben) und ¢ = 4 (unten).

Die Dimension von S_(A')

Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76] konstruieren fiir beliebiges ¢ € IN eine minimal
bestimmende Menge M des Splineraums S;(A') auf der Zerlegung A" von Q wie folgt:

Firi,7,k=1,...,n sei
M(i,j,k) = {Pa,/ﬂ’ﬁ € M(AQ(i,j,k)) : Pa,ﬂﬁ - (Z -1,7-1,k- 1) € MQ}a

wobei Mg wie in Lemma 2 definiert ist. Also ist M(1,1) = Mg und M ), (4,5, k) #
(1,1,1), die Menge der Punkte in Mg, die um den Vektor (¢ — 1,j — 1,k — 1) verschoben
sind. Dann seien fiir ¢,j,k =1, ..., n:

Ajijry = {Papy € Mg - @22},

Bijr = {Popy € Majm = B 22},

Clijky = {Papy € Mgy = 722}
Dabei gilt zur Vereinfachung P, 5., = Pjg,’i’k), a,B,7v=0,...,q, falls Pfg;k) € M(Agi,u)-
Schlieflich sei

M = Mqaq

n

U U [A(i,l,l) U B,y U C(l,l,i)}
=2
n

U U (im0 Biin) U (A 0 Can) U (Buan N Cuia) |

1,j=2

v U [A(z‘,j,k)ﬁB(z‘,j,k)ﬂc(z‘,j,k)]~

1,5,k=2
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Theorem:
M ist eine minimal bestimmende Menge fir S;(A') und es gilt

dim(SH(AY)) = (¢-3)(g—2)(g—1)n* +6(q — 2)(¢ — )n® + 9(g — )n + 4.

T

Abb. 67: Reihenfolge der Bestimmung der Freiheitsgrade.

Bemerkung:

In Abbildung 67 ist die Reihenfolge der Bestimmung der Freiheitsgrade des Splineraums
S;(A"), ¢ > 2, dargestellt. Zunéchst wird der Wiirfel Q(1,1,1) betrachtet (links oben),
danach induktiv Wiirfel mit einem behandelten Nachbarn (rechts oben), zwei behandelten
Nachbarn (links unten) und zuletzt drei behandelten Nachbarn (rechts unten).

Beispiel:

Abbildung 68 zeigt die minimal bestimmende Menge M fiir n = 2 in den Fillen ¢ = 3
und g = 4. Die Punkte von M sind mit e gekennzeichnet. Die nicht gewéhlten Punkte der
Menge Mg auf den Wiirfeln Q = Q; jx), 7,7,k = 1,2, sind mit * markiert. Die fehlenden
Bézier-Bernstein-Koeffizienten o werden zuerst auf Q(1,1,1), dann auf Q211), Q(1,2,1) und
Q(lyg,l), anschliefend auf Q(g,gyl), Q(2,1,2) und Q(LQ,Q) und zuletzt auf Q(gyg,g) berechnet. Fiir
n = 2 gilt dim(S;(A")) = 88 und dim(S; (A")) = 250.

Zum Abschluf geben Hecklin, Niirnberger und Zeilfelder [76| einige Gleichungen fiir die
Dimension von S, (A') an.
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Abb. 68: Die Menge M fiir n = 2 und ¢ = 3 (oben) bzw. ¢ = 4 (unten).

Korollar:
Bs gilt:
dim(SH(AY)) = L[24#V(AY) 4 6(3g — )#E(AY) + 3(2¢% — 15¢ + 21)#F(A))
-+(q3 — 18¢> + 80q — 87)#N(A1)]
= 3 18(q — 1)#Vi(A!) + 3(2¢% — 3¢ + 1)#Vi(A)
-+(q3 — 6¢% + 8¢ — 3)#N(A!) — 12(¢* — 3q)]
= 1[(a® + 60> + 80 — 15)#VE(AY) — (¢ + 60> — 100 + B)#Fr(AY)

+(¢* — #F (A + (¢* +6¢° + 8¢ + 9)].
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